NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

TERQUEM

Théoremes et problemes. Sur les foyers
et centres des coniques

Nouvelles annales de mathématiques 1'¢ série, tome 4
(1845), p. 322-328

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1845_1_4_ 322 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1845, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1845_1_4__322_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

THEOREMES ET PROBLEMES

¥

Sur les foyers et centres des coniques ().

(V. p. 304.

X1X. Probléme. Connaissant trois points et le foyer d’'une
conique a centre, trouver une équation de cette courbe, et
les coordonnées du centre.

Solution Soient A, B, C, F les trois points ¢t le foyer

(Y A la fin de cet article, on donnera les solutions géometriques de Newton
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donnés ; prenons ce foyer pour origine et les axes reclangu-
laires ; soient »', 2'; »", x"; »"', " les coordonnées des
points A , B, C; I'équation cherchée est
(' 4 2°) (B —ml) =Ky +kx - 1), (v. L. 11, p. 427),

a laquelle on peut donner la forme y*+a’=(My+Nx-+P);
faisons y" 4 x*=r", y" 4+ 2" =r", ¥4 2" ="r""; on
obtient ces trois équations

My'4+ Nx'+P=1r,

Mjll+lel + P_—_r”’

My" 4+ Nx" 4 P=r",
nous supprimons le double signe de r qu'il faut toujours
supposer. Les formules de Cramer donneront

P ’J[yu n_ u m] _|_r/, [.yu .Z‘ JC"']'] + r 4i [y x’.}’,l_’
Q .
N . l" [}’W—_}’H] + ru[y:__y/u] + ’_m [.}’" _J,I]
= Q s
WI . N H/] + ’_H {:xlll 1,’] + rﬂ[ [x/~ .Z‘I‘]
Q b
Q =y/xu__ e —y -Z‘l+‘}’”.l‘,“+‘}’ ' — W.Z‘”_

Observation. 1° y'x"—2'y", est le double de Vaire du
triangle FAB, etc.; Q est le double de 'aire du triangle ABC
r.FBC+ r' . FAC 4 r".FAB

ABC
facile a construire, ainsi que M et N.

de sorte qu'on a P =

, quantité

Observation. 2° L’équation de la courbe est
' (1—M)—2MNxy+x'(1—N*) --2PMy —2PNx—P'=0. (1}
Les fonctions élémentaires de la courbe sont (1.1, p. 489;

m=4M++N —1),
— 4PN,
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K =—4PM,
= 4P =1,
n=20,

= 4P

Ainsi pour que la courbe soit une ellipse, il faut que 1’on
ait M << 1> N; pour I'hyperbole M’ 4 N*'>1; pour la
parabole M* -+ N* =1.

Observation. 3° Passons aux coordonnées polaires, soit
2’ = r'cosy, y'=r'sing', 2’ = r"cos¢", y" =r'sing",
2" =r""cosy", y'" = r'""sing’",

il vient
PQ = r'r'r"[sin (¢’ —4¢"") 4 sin (9" —¢') 4 sin(g' — ¢") ],
Q = r'rsin (y'—¢") +r'r"sin (9" —¢ )+ r''r"'sin (9" —¢")
MQ = r'eos ¢/ [r"'—r") "o o/ [r'—r") 4 r'"cos " ['—r'),
NQ = r'sing'[/"—r"]+ r'sin ¢" (r'"—r']+r"sin ¢"[rF'—r"].

Si 'on prend la droite ' pour axe des x, alors ¢’ =0 ; et
les valeurs de M, N, P, Q sont entiérement déterminées par
les cOtés et les diagonales , les angles, et I'aire du quadri-
latére FABC.

—P
Observation. 4° 1’ordonnée a V'origine est ——— ME1 , I'équa-
tion de la directrice est My 4+~ Nx+ P = 0, la distance de
Vextrémité de U'ordonnée a Vorigine, a la directrice est

—P

M=z=1) VM+ N’

S -renrar—cl c
, donc \/M’-—|—-N‘ =—; ¢ est 'excen-
a

tricité et a le ; axe focal ; 1a distance du foyer a la directrice

est -—? , donc ————P——:f;delal’-:a:
VM‘-'—N, Vma__,_Na c
c=PVNFN, - =V1—-M"—-N°, ; petit axe.

{(#oir Roguet, t. 1 p. 137).
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sin {¢" —¢") 4 sin (9" —¢') 4 sin (¢’ — ¢)

a= — 1" " . 10 G . [ 2%
sing'' —¢ sin(¢'"' —¢') sin (¢’ —¢")

7 + P + A -

Observation. 5° Ce probléme est trés-important en Astro-
nomie. Connaissant trois observations d’'une planéte, rap-
portée au plan de son orbite, on peut déterminer les éléments
géométriques de 'orbite. (»oir Lenthéric, 4nn. de Gergonne,
t. XVII, p. 366)

XX. Probléme. Connaissant quatre points d’une conique ,
trouver le lieu des foyers.

Solution. Adoptons les mémes données et les mémes nota-
tions qu’au probléme I (p. 260); et supposons qu’il s’agisse
de I’'équation d’une conique passant par trois points, et dont
le centre a pour coordonnés ¢, u; I'equation (1) (p. 261), sera
celle de la courbe.

Calculons les éléments de cette courbe ; on aura

m = (2u—gq) (2t — p) (pg — 2pu — 2qt),

k=mt, ¥=mu, =g 2t—p), I =p'w2u—q),

n = pqtu (2t —p) (2u —q),

L = tu(2t —p) Qu—q)(pg —2pu —291) (pg — pu—qt),

N =1t(2t—p)+ u (2u —q) — (2t—p) (2u —q) cosy ;
désignant par > et 8 les coordonnées du foyer, on aura

28— C)le -0 (F—w+—JB—2Ceoss) |
+ (B —u)* (2Acosy —B) =0 (t. 11, p. 429),

m’[ (B—u)’cos y+ (= — ¢) (83— u)] = 2L (2Ccosy —B) , (2)

A=t(2t—p), B=— (2u—gq) (2t—p), C=u(2u—gq).

Mais la conique devant passer par un quatriéme point ,
ayant pour coordonné x’, ', on a encore entre « et ¢, cetle
équation
t (2t —p)y”—(2u—gq)2t—p)xly' + u(Ru—q) 2 —

3
—qt(2t—p)y'—pu RQu—gq) x' = 0. )
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L’équation (1) est du quatriéme degré, I'équation (2) est
du huitiéme degré, et Véquation (3) du deuxiéme degré en «
et ¢; éliminant u et ¢ entre ces équations, on parvient a
une équation entre « et 3, qui peut monter au soixante-
quatriéme degréet ce qui n’a rien de surprenant; car chaque
conique ayant quatre foyers analytiques (t. 1I, p. 429),
I'équation finale peut renfermer des facteurs de degré pair
réel, correspondant aux foyers imaginaires; circonstance
qui rend toujours compliquées les solutions analytiques, ou
il s’agit de détierminer des foyers; tandis que le centre , point
unique , donne des solutions simples ; il en est de méme pour
le foycr dans la parabole, ainsi que nous le verrons plus loin.

XXI. Probléme. Connaissant deux points d’'une conique,
une langente et un foyer, trouver une équation de cetie co-
nique.

Solution. Soient &'y y'; 2", ¥", les coordonnées rectan-
gulaires des deux points, ct le foyer a Yorigine; et soit
dy-+ex+ f=0, I'équation de la tangente , méme notation
que pour le probléme (XIX): on a ces trois équations

My -+ Na' P = r,
i‘lyll +lel+ P :rll’
P (d*+¢*) —2P ([dM+eN) +(M*+N*—1) =0 (t. I1, p. 108).

Eliminant M ¢t N entre ces (rois équations, on arrive a une
équation du sccond degre en P; il y a donc telles données
qui peuvent rendre le probléme impossible.

XX11. Probléme. Connaissant trois points d’unc conique,
et une langente, trouver le lieu des foyers

Solution. Méme notation qu’'au probléme XX, et soit de
plus dy +ex 4 =140 'équation dela tangente, nous avons
encore les mémes équations (1) el (2); mais Péquation (3)
scra remplacée par celle ci :

{d’—2den 41—+ mf” 4 2f (dk' 4+ ek) =0 (t. 11, p. 108).
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Celte équation est du quatriéme degré en u et ¢; donc
I’élimination des deux variables u est entre les trois variables
peut donuner une équation entre « ot § du 128° degré.

XXITY. Probléme. Connaissant un point d'une conique,
une tangente avec le point de contact et le foyer, trouver
une équation de cette conique.

Solution. Soit x’, ' les coordonnées rectangulaires du
point; d (y—y")+e(x— x") = 0, I'équation de la tangente
»" et x” sont les coordonnées du point de contact ; 'origine
est an foyer; on ales mémes équations que pour le pro-
bléme XXI ; dans la derniére équation, il faut remplacer
S par —dy" — ex'.

XXIV. Probléme. Connaissant deux points d’une conique,
une tangente avec le point de contact, trouver le lieu des
foyers.

Solution. La méme que pour le probléme XXII, il faut
remplacer fpar — dy’' — ex".

XXV. Probléme. Connaissant un pointd’une conique, deux
tangentes et le foyer, trouver une équation de cetlte conique.

Solution. Soient dy +ex+f=0, dy +ex+f =0,
les équations des tangentes; axes rectangulaires; origine au
foyer ; on a pour déterminer M, N, P les trois équations

My'+Nx'++P=r, 1)
P (d4-e') — 2P/ (dM - eN) +f* (M*+N'— 1) =0, (2)
P (d"—e”) —2Pf" (AM 4 &'N) 4 /" (M4 N°—1) = 0. (3)

On parvient par élimination & une équation en P du qua-
iriéme degré.

XXVI. Probléme. Connaissant deux points d’une conique
¢t deux tangentes, trouver le lieu des foyers.

Solution. On obtient ia solution au moyen de I’équation (2)
de la page 263.
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XXVII. Probléme. Etant données trois (angentes et le
foyer, trouver une équation de cette conique.
Solution. Axes rectangulaires, origine au foyer;

dytex 4 f=0, dyfeztf =0, datey 4+ =0;

équations des trois tangentes, aux équations (2) et (3) du
probléme XXV il faut joindre celle-ci

P d” 4 —2Pf" (d'M —e'N)+ /" (M +N"+1)=0,

et on parvient a une équation finale en P du huitiéme degré.
(La suste prochainement.)



