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NOTE

sur la convergence des séries.

I. La convergence des séries présente beaucoup d'analogie
avec l'asymptotisme des courbes. En effet, lorsqu'une courbe
a une asymptote, soit rectiligne , soit parabolique ou hyper-
bolique , cela signifie que les parties très-éloignées de l'ori-
gine se confondent sensiblement avec une droite, une para-
bole ou hyperbole de divers degrés , et peuvent être calculées
comme telles. Il en est de même des séries. Lorsque des
termes très-éloignés du premier se déduisent les uns des
autres d'après une loi sensiblement la même qu'on observe
dans une seconde série connue , on peut dire que la première
série s'approche asymptotiquement de la seconde et en par-
tage les caractères ; si donc celle-ci est convergente ou di-
vergente pour certaines valeurs de la variable , la première
série sera aussi convergente ou divergente pour ces mêmes
valeurs.

II. Il s'agit donc de trouver des séries types bien connues
qui puissent servir, par moyen de comparaison, à établir les
caractères de convergence des autres séries. Le premier type
qui s'offre naturellement, c'est la progression géométrique ,
convergente ou divergente, selon que le rapport est inferieur
ou superieur à l'unité. Si donc une série a chacun de ses
termes respectivement moindre ou plus grand que le terme
de même quantième d'une progression géométrique conver-
gente ou divergente, il est evident que la série elle-même
sera aussi convergente ou divergente.

Soit uQ, ut, w,.... wn + et c .> la for me générale d'une série
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numérique, si Ton a, pour terme général, un= -w , a
r y[n)

étant un nombre constant et r un nombre inférieur à l'unité ;

o (n) une fonction essentiellement croissante avec n ; une telle

série est convergente.

Exemple :

\ __ i

"n~"*1 . 2 . 3 . . . . « "

de là

*_____ <-!.

donc les termes de cette série :

sont tous inférieurs aux termes correspondants de la pro-

gression géométrique convergente,

cp/l ' «Cp (/l) ' 7la<p ( « )
+etc. (A)

Donc, la série qui a pour terme général est conver-

gente ; il est de plus évident que chacun de ses termes est

moindre que la somme entière de la série (A), somme qui

est égale à

in 1 1 1
<p(n)'n—1 1.2.3 ..../i—1 n— 1 n~l ' n—ï

Ainsi, en ajoutant les n premiers termes, le reste sera

moindre que le produit du nème terme par : si l'on sup-
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pose /* = 11, on aura e = 2,7182818, et Terreur commise

est moindre que

_ = = 0,00000002 ;
i . 2 . 3 . . . . 10.10 36288000 '

de sorte qu'elle n'altère pas la septième décimale (*).

III. 1° THÉORÈME. Lorsque dans la série numérique

«o, ut ...Mn + etc. (A)

chaque terme est inférieur à celui qui le précède, cette sé-
rie (A) et la suivante

uo, 2wr, 4w3, 8M7, 16«I5 , 32w3l + etc. (B)

sont en même temps convergentes et divergentes (*¥) ; les in-
dices sont ure série récurrente ayant pour échelle de rela-
tion , 2, + 1 .

Démonstration. On a :

u0 = u0,

etc.
Donc

u0 + 2a, + 4u3 + etc. < u0 + 2(u, + u% + .... -f etc.)

Ainsi, si la série (A) est convergente, la série (B) l'est
aussi.

On a encore .

»*) Cauchy, Cours d'analyse, 1821, p. U9.
(*•) /6id., p. 135.
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Donc

Si donc la série (A) est divergente, la série (B) est diver

geute à fortiori ; donc aussi réciproquement.

IV. Exemple :

1 -f — + J--f-JL + etc. 'A)
' 2* 3" 4/"

On aura pour (B) :

/* _j_ 8 i - , / _j_ e ( c

Cette série (B) est une progression géométrique conver-

gente pour fx> 1, et divergente dans le cas contraire. Ainsi

(A) est convergente si p. > 1 , et divergente si jx = 1 ou est

V. La progression * -h ô + Q 4 7 4~ 7 + e t c- a é l é n o m -
A o 4* o

mée harmonique, parce que les rapports entre d» ux termes

consécutifs représentent des intervalles musicaux. Ainsi une

corde de longueur 1 rendant un son,

celle de longueur - rend l'octave de ce son.

2
— la quinte.
o
3

la quarte juste.
4 ( ^ P 12.)

la tierce majeure.

5
— la tierce mineure,
o

- la seconde majeure.

On suppose, d'ailleurs , que les cordes ont même tension

et même diamètre.
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VI. Cette progression harmonique jouit de la propriété
que trois termes consécutifs forment une proportion harmo-
nique , qui s'énonce ainsi . La différence des deux premiers
termes est à la différence des deux derniers, comme le pre-
mier est au dernier.

1 1 1 1 1 1
3 ~ 4r " ï ~~ 5 " 3 * T'

Quatre points A,B,C,D se succédant en ligne droite, si Ton
a, entre les trois distances AB, AC , AD, la proportion

AC —AB: AD— AC :: AB : AD,

les quatre points sont situés harmoniquement.

VII. Quoique la série harmonique soit divergente , la
somme augmente très-lentement; ainsi Euler trouve que la
somme des 1000 premiers termes est 7,4849708605503, et en
prenant le premier million de termes -, 14,3927262228657 (¥);
Euler parvient à ces résultats par des considérations fondées
sur le calcul différentiel ; mais on peut arriver, sans sortir
des éléments, à une limite. En effet, la somme des termes,

depuis —•— jusqu'à — compris, est renfermée entre n—1
a -\- 1 na

et ; ainsi la somme de — jusqu'à est < 4 - ; en

raisonnant de la même manière , on trouve que de 1 à — ,

la formule est aussi inférieure à 4 ; donc de 1 à —— la

somme est moindre que 8.

VIII. Lorsque r est un nombre entier pair, Euler a dé-
montré que la limite de la série A, divisée par 7rr, donne
toujours un quotient rationnel ; par exemple •.

O Institutionei caUuli different., t . 1 , p. 446, ëdit. de Pètersbourg.
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Les puissances de * sont multipliées par deux facteurs -, la

formation du premier est évidente ; le second facteur se

forme à l'aide de certains nombres, dits Bernoulliens,dunom

de leur auteur, Jacques Bernoulli ; la loi de ces nombres a

été trouvée , la première fois, je crois, par Laplace. Ainsi,

si Ton pouvait démontrer l'irrationalité de la limite de la

somme des puissances réciproques paires des nombres natu-

rels, l'irrationalité der.u serait aussi démontrée.

IX. Lorsque (x est un nombre entier impair, la limite est

encore inconnue ; on ne sait de quelle transcendante elle est

dépendante. Il est probable qu'elle dépend d'une transcen-

dante hyperbolique ou elliptique. En effet, soit la courbe

hyperbolique {fig. 14) donnée par l'équation y=—i+q;

q étant positif ; O est l'origine ; OX, OY les axes des coor-

données, asymptotes. Soit 0 0 ' = . 1, et OM = 1 ; on dé-

montre facilement que l'aire asymptolique renfermée entre

la courbe MM'M"... (fig. 14), l'ordonnée OM et l'axe

O'ABC.... a pour limite - ; prenons les distances 0 0 ' , O'A,

AB , BC, etc., égales chacune à l'unité, et menons les

ordonnées AM', BM", CM"', et achevons les rectangles

O AMD, ABM'D', BCM'"D", etc., on aura

les aires des rectangles seront exprimées par ces mêmes
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fractions ; or l'aire asymptotique étant limitée, il s'ensuit

que la somme des aires rectangulaires est aussi limitée \ mais

lorsque q est négatif, l'espace asymptotique a pour limite

-)- oc , et alors on démontre aisément que l'aire du rectangle

est plus grande que la moitié du trapèze rectiligne O'AM'M ;

or la somme de ces trapèzes est évidemment infinie ; donc

la somme des rectangles est aussi infinie. Je dois cette se-

conde partie de la démonstration à l'obligeance de M. le

professeur Bourdonnay - Duclésio , auteur d'une savante

thèse mathématique sur la distribution de l'électricité sur

la surface des corps conducteurs. Le théorème général est

dû à M. Cauchy (*). Cela suffit pour faire voir la connexion

entre la somme des puissances réciproques et les aires hy-

perboliques

X. A l'aide du théorème que nous venons de citer, M. Ber-

trand prouve facilement (**) que les séries •

t + h + -¥ + --h-+- <"

212(112)* + 31og3(ZZ3)*

1 "*• 212112 (1112)- + '" nlnllnilllny + " W

sont toutes convergentes si a est > 1, et divergentes si a est

égal à 1 ou plus petit que 1 ; nous avons déjà considéré la pre-

mière série ; pour la seconde, il faut recourir à la courbe

hyperbolique donnée par l'équation

1
y *~~ •

(log

(*i Exercices de mathématiques, seconde année, i827, p. 221.
(**) Journal des Mathématiques, fév. 1842, p. 38.
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et dont l'aire asymptotique est exprimée par — , et
1 — a

ainsi des autres.

XL Ces séries servent au même géomètre à établir des

règles de convergence. Avant de les donner, nous rappel-

lerons deux théorèmes de M. Cauchy (*) qui servent de point

de départ

Théorème 1. Si dans une série
Ü = 1*0 + 1*,+i*,-!-... un+ un+l + etc., (1)

tous les termes, à partir d'un certain rang, sont positifs ; et

si de très-grandes valeurs de n font converger le rapport

- ^ vers une limite R ; la sério sera convergente lorsqu'on

aura R < 1, et divergente lorsqu'on aura R > 1 (Algèb.

Fourcy, p. 522, 3e édit.). En effet, le rapport ayant une ten-

dauce à devenir constant, la série s'approche asymptotique-

ment d'une progression géométrique et en prend le carac-

tère.

Théorème II. Si dans la même supposition , pour de très-

grandes valeurs de /i, ^un converge vers une limite R ; la

série est convergente ou divergente, suivant qu'on aura

R <C 1 ou R > 1 (Algèb. de Fourcy, p. 524). Lorsqu'on a

constamment -2±i = t//un, la série est une progression
n

n+i

géométrique ; car on aura ainsi —^ = v un+t, rem-

plaçani dans le second nombre un+l par sa valeur tirée de la

première équation, il vient : - ^ =Vun\ on voit donc

que lorsque yun s'approche d'une valeur fixe, la série

O Cours d'analyse, p. 132, 134-
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converge encore vers une progression géométrique; et cette

limite est identique à celle qui est donnée par le théorème

précédent (Cours d'analyse, p. 134). Ainsi les deux théo-

rèmes ne diffèrent que pour l'énoncé.

XII. Ce théorème est en défaut : 1° lorsque R = l • 2° lors-

que R est tantôt au-dessus tantôt au-dessous de 1 -, ce qui

arrive pour certaines séries que Legendre a désignées sous le

nom de séries semi-convergentes.

Pour trouver les caractères à employer lorsque R = l ,

i log u
examinons (a) la serie qui a pour terme geueral - = log a,

n
a étant une constante ; on en déduit un = an j ainsi toute

série qui pour de grandes valeurs de n, satisfaite cette équa-

tion, s'approche d'une progression géométrique et participe

aux caractères de cette progression, comme il a déjà été dit

ci-dessus ; il n'y a du doute que lorsque log a = 0 , et re-
1 log —
log u ° u

marquons que = -.

log-1-
(6) La série qui a pour terme général ~ = 2 ; on en

logrc

tire un = —-, ce qui est la première des séries (A) ; donc

l 0g7
dans toute série où le rapport s'approche d'un

nombre constant pour u très-grand , tend à s'identifier avec

la première de (A) j ainsi si a > 1, il y a convergence ; et si

a < 1, il y a divergence ; il y a doute si « = 1 {Cours d'ana-

log — log —
lyse , p. 137 ). On a . = . 2 = » , or,

F logrc log n n

pour n infini t est infini.
log»
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Donc, pour que a soit une quantité finie, il faut que

log -

~ soit nuh Par conséquent, le second caractère ne

peut avoir lieu que lorsque le premier est en défaut.
Exemple. Soit la série

ÏÜ "^ 2J* ~*~ 3T4 ~*~ ' ' ' * (n+i)(n + 2y ""

rc-f-2
Le rapport de deux termes consécutifs est — — ; la limite

n —J— S

de ce rapport est = 1, ainsi la première règle est insuffi
santé ; la deuxième règle donne :

log ( t t+ l ) ( t t+2) = logtt + l log n 4- 2
logra log rc log ra

pour /i = oc, la limite = 2 ; donc a > 1, ei la série est con-
vergente.

En effet, elle est égale à 1, car on peut la mettre sous
cette forme

l0*n~
(c) La série qui a pour terme général r-2 = a; onen

log In
\ 1 1

tire log — == log [In)* ; d'où —- = (In)* ; un = —77-^ .

log —
Ainsi lorsque le rapport ~—r-2 tend à devenir constant, la

r r log In
série s'approche de la seconde des séries (A).

Or

log
nu

Un log In In

log —
1 + ^ j

log/i
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Lorsque n est infini le premier facteur est infini ; il faut donc

nue le second facteur s'approche de zéro; ou que -
1 log?i

devienne égal à l'unité ; ainsi lorsque la troisième règle a
lieu la seconde est nécessairement en défaut. Soit la série

Ve Règle. Rapport de deux termes consécutifs
, n y "nyn

•.. tesant n = oc,

+
ce rapport devient égal à 1 ; ainsi cette règle n'est pas appli-
cable.

2me Règle, togttr * = =
 nJr * . fesanl n = ^^ c e r a p p o r t

log n n

= 1 ; donc la deuxième règle n'est pas applicable.

3me Règle, log nYjL — 1 ; fesant n = oc, le rapport = 0,
wîog/i n

}>ar conséquent a < 1, et la série est divergente et à fortiori
la série suivante

. + -L + -L + -L+..-L.
VI l>3 |/4 \/n

[d) Si le rapport précédent est égal à l'unité, il faut

* o g r
nu In

prendre le rapport -—7r~~> e t aiüS1

{Voir Lebesgue, t. IV, p. 66.)


