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LIEU GÉOMÉTRIQUE

relatif à l'intersection de deux coniques.

P A R M. M E N T I O N ,
élève en spéciales.

PROBLÈME. Deux courbes du second degré passant par trois

points, trouver le lieu géométrique du quatrième point d'in-

rsection lorsque leurs axes principaux sont donnés de di-

rection.
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Solution. Soient M, N, P les trois points donnés $ je prends

pour origine des coordonnées l'un de ces points, N par

exemple, et pour axes les lignes qui joignent ce point aux

deux autres. Soit p l'ordonnée du point qui est sur Taxe des

y , « l'abcisse de celui qui est sur Taxe desa:.

Ar2 •+• B-rjr + O ' -f By - f Ex + F = 0

étant l'équation du second degré , nous obtiendrons l'équa-

tion générale des courbes passant par les trois points en po-

sant : y

p = - ? , a = - 5 , d ' 0 Ù D = - A | 3 , E = - C « ;

B A

posant alors — = m , — = n , 1 équation sera :

jK3-|- 2nury -f- nx1 — f y — n*x = 0.

Considérons donc maintenant deux courbes du second degré

passant par les trois points •

y2 + 2mxjr + nx* — py — n*x = 0 ,

y7 4- 2mfxy 4- rix* — §y — riax =• 0.

Si nous appelons a et a' les angles que les axes principaux de

ces courbes font avec Taxe des x, on devra avoir a = a'+90%

ou 2a == 2a' 4~ i 80, ou tang 2a = tang 2a', ce qui introduirait

encore le cas a = af, cas où ils seraient encore parallèles;

cherchons donc tang 2a et tang 2*', afin de les égaler. Or,

lorsque les courbes du second degré sont telles que leurs

équations sont privées du terme xy, Taxe de la courbe est

parallèle aux axes des coordonnées, ces coordonnées étant

rectangulaires; rapportons donc la courbe

Ay' + Bxy + Cx> + By + E.r + F = 0

à un système de coordonnées rectangulaires, on obtiendra
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(A + C cos'ô — B cos 6) y -f (Bsin 0 — 2AsinOcosô)^ 4

+ C sin3 0.r* + (Dr + E.r+F)sin20 = 0,

de sorte que maintenant on a :

„o — ~ B __ B sin 0 — 2C sin 6 cos 9
tang-*- A ,__ c , — BcosO—A —Ccos29 '

et si nous remplaçons B par 2m, A par 1, C par n :

2m sin ô— zisin 2ô
taner 2a = ,

2 m COS 0 — 1 — n COS&

nous devrons avoir • tang 2a = tang 2a', ou

2m sin 0 — n sin 20 2m' sin ô — n' sin 20
2m COS 9 — n cos 20 — t 2m' cos 0 — n' COS 20—1

d'où

( 2m sin 0 — n sin 20) (2m' cos 0 — n' cos 20 — 1 ) =

= ( 2m' sin 0 — zi'sin 2&) (2m cos 0 — /? cos 20 — 1 ) ,

ou 4//j//if sin 0 cos 6 — 2rnfn si n 20 cos 0 — 2mn' sin 0 cos 204-

4- nn' cos 20 sin 20 — 2m sin Q -\- n sin 26 =

= 4mm' sin 0cos0 — 2mn' sin 29 cos 0 — 2m'/i sin0 cos 20 -j-

4- nn' cos 29 sin 20 — 2m' sin ô 4" n' &n 20 •

Réduisant et supprimant le facteur 2 sin 0, qui n'est pas
nul :

2m'n COSaô 4 " mn' COS 20 -(- m — n cos 0 =

= 2/HTi'cos' 0 H- m ' « c o s 2 0 4 - m' — zt' COS 0,

OU (m'rc — mn') (2cos20 — COS 2Ö) + m — m'

— (» — n') COS 0 =r 0 ;

d'où, enfin,

mn — nui -\- m — m' — (n — n') COS6 = 0. (/)

Éliminons donc m et m' entre cette équation et celle des
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deux courbes. Or, si je multiplie la première équation de la

courbe par m\ la seconde par m , et si je retranche, j'ob-

tiens :

y {m — m) (y — $) + (m'n — mn') (x~ a) x = °*

Remplaçant m n — />m' par sa valeur tirée de l'équation (k),

^(OT'— /7?) (y—p) + [(» — »') COSÖ —(/w—m') x](x—a) = 0 ;

Or, en relranchantles équations des deux courbes, on trouve :

m — m =

Donc, enfln , l'équation du lieu sera .

COS 0 - } - a^a—- [fy — aJC = O ;

cercle qui passe par les trois points donnés. Donc les quatre

points se trouvent sur une circonférence , et on en conclut

que si les axes de deux courbes du second degré sont con-

stamment perpendiculaires ou parallèles à des droites données,

les quatre points d'intersection sont sur une circonférence.

Si Ton n'eût cherché ce problème que dans le cas de la pa-

rabole, on eût obtenu le même résultat plus simplement.

Car on arrive , en posant

pour équation des paraboles, à

y*-\- 2mxy -+- mlx— py — rnax == 0 ,

pour équation des paraboles passant par les trois points, de

sorte que si on prend une autre parabole



m'2x>— $y — m'\x = 0.

( On remarquera que m = — , c'est-à-dire l'inclinaison de

l'axe de la courbe sur Taxe des x. )

Donc il faudra exprimer que m et m'satisfont à la condition

1 -j- ninC— (m + m!) cosO = 0.

Or remarquons que dans ces deux équations, m est dans

l'une ce que m' est dans l'autre ; de sorte que m et m nous

sont donnés par cette première équation, et on en tire :

x — ax x'~~ c
d'où

. Soit Véquation de la conique passant par les trois

points jr '+ %rnxy -\- nx*— $y — nax = 0.

Le système des axes principaux est :

y (m — cos?) + xy (n — t) - f n COS7 — m = 0 (t. I , p. 496).

Les axes devant rester parallèles à eux-mêmes, on a donc

n — 1 ncosy — m

m — COS7 m — COS7 =q ;

p et q étant des quantités constantes; on tire de ces équa-

tions n = 1, m = cos 7 ; substituant ces valeurs dans l'équa-

tion , on trouve y*+2 cosyxy + x*— ?y — ax = 0, équa-

tion d'un cercle , lieu géométrique du point cherché.

Ainsi, la conique qui passe par les quatre sommets d'un

quadrilatère inscriptible a des axes principaux d'une direc-

tion constante ; ce qui d'ailleurs est évident à priori. En effet,

en vertu du théorème sur les segments, dans chacune de ces

coniques les diagonales du quadrilatère sont parallèles à des
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diamètres égaux ; donc les directions des axes principaux di-
visent les angles des diagonales en parties égales. Donc ces
directions sont constantes. Tm.


