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SUR LE CENTRE DE FORCES NON PARALLELES
de Minding , d’aprés Mebius (Crelle, X VI, 1-1836 )

1. Dans tout ce qui suit, on suppose un systéme de forces
appliquées a un corps ou a un systéme de points liés entre
eux d’'une maniére invariable. Le systéme de points éprouve
un déplacement , mais , dans ce déplacement , chaque point
d’application conserve sa force la méme en intensité , direc-
tion et sens. C'est ce qu’il ne faut jamais perdre de vuc.

A. Systéme de forces paralléles.

a) Résultante. Quelque déplacement que subit le syst¢me,
la résuliante passe toujours par un méme point lié inva-
riablement aux points du systeme et -qui est le centre des
forces paralléles.

b) Equilibre. Soit A le centre el R la résultante des forces
paralléles agissant dans un sens et B le centre, et —R la ré-
sultante des forces paralléles agissant dans le sens opposé;
AB est dans la direction des forces. Dans un déplacement,
R et —R forment un couple et I'équilibre est détruit, trois
cas exceptés:

1° Lorsque A et B se confondent; 2° lorsque le systéme
se déplace parallélement a lni-méme ; 3° lorsque le systéme
tourne autour d’'un axe paralléle a la direction des forces.
Du reste, on peut appliquer a deux points A’ et B' deux nou-
velles forces égales agissant dans la direction des forces et
en sens opposés,, A'B’ étant aussi dans la direction des forces ;
Péquilibre subsiste encore, et alors I'équilibre aura lieu dans
tout déplacement , puisque les forces introduites formeraient
un couple tenant en équilibre I'autre couple.

¢) Couple. Rentre dans le cas précédent.
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B. Systémes de forces dans un méme plan.

Le corps se meut parallélement d lui-méme , ou tourne au-
tour d'un axe perpendiculaire au plan.

a) Résultante de deux forces. Soit A le point de rencontre
des deux forces, et B, G leurs points d’application ; la résul-
tante passera toujours par le point A’, seconde intersection
de la résunltante avec le cercle passant par les points A, B, C;
le point A’ lié invariablcment aux points B et C est donc le
centre des deux forces. C'est une consequence immédiate de
I'égalité des angles inscrils dans un segment de cercle.

Résultante d’un nombre quelconque de forces. On prend
deux forces quelconques et on les rempiace par une force
unique appliquée au cenfre de ces deux forces; par lale nou-
veau systéme a une force de moins, et continuant de méme,
on parvient a deux forces dont le centre est celui du systeme
primitif.

Comme le systéme n’a qu’un centre , il est indifférent dans
quelque ordre on fassc la composition des forces, ce qui
donne lieu a d’élégantes propositions géomeélriques.

b) Equilibre. Soil 2 forces ; considerons une force P ap-
pliquée en A , les n — 1 forces restantes auront une résul-
tante — P, qu'on peut considérer comme appliquée a leur
centre B. Prenons dans le corps deux poinis quelconques
A, B, tels que A'B’ soit paralléle & AB, et appliquons en
A’ une force +S5, en B une force —S ayant la directlion
A'B, et telles que S.A'B'== P.AB ; I'équilibre subsistera alors
toujours lorsque le plan tournera dans son plan.

¢) Couple, Se réduit au cas précédent.

C. Systéme de forces dans Uespace en général.

a, 1) Equilibre. Un corps passant d’une position dans une
autre , on peut toujours trouver une direction telle que le
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corps, dans sa premiére position , tournant autour d’un axe
ayanl cette direction , prenne une position paralléle a la se-
conde ; et si le corps, tenu en équilibre dans sa position pre-
miere , reste encore en équilibre aprés un mouvement de
rotation autour de I’axe ci-désigné , il restera encore en équi-
libre dans une rotation quelconque autour de cet axe et par
une translation paralléle.

Nousnommerons axe d’équilibre une droite tellequel'équi-
libre n'est pas troublé , le corps tournant autour de cet axe.
Ainsi, dans un systéme de forces paralléles en équilibre , toute
droite paralléle 4 la direction des forces est un axe d’équilibre.

a, 2) Pour qu'une droite soit un axe d’équilibre , il est né-
cessaire el suffisant que cette droite soit un axe d’équilibre
pour les forces projetées avee leurs points d’application sur
un plan perpeandiculaire a cette droile , et ensuite qu’en pro-
jetant chaque force sur une droile menée par son point d’ap-
plication , parallélement & I'axe d’équilibre, le systéme pro-
jeté soit en équilibre.

a, 3) Lorsqu'un systéme a deux axes d’équilibre non
paralléles, {oute droite paralléle au plan déterminée par les
deux axes d’équilibre sera aussi un axe d’équilibre.

De 1a on conclut facilement que si le systéme a trois axes
d’équilibre tels que I'un n’est pas paralléle au plan déter-
miné par les deux autres, alors une quatriéme droite quel-
conque sera axe d’équilibre; ou, en d’autres termes, si un
corps en équilibre est maintenu dans cet élat, dans trois
déplacements, il sera encore en équilibre en un quatriéme
déplacement; ou autrement, tout corps en équilibre en
quatre positions diverses reste en équilibre dans une cin-
quiéme position.

a, %) Un systéme en équilibre n’a pas, en général , un aze
d’équilibre. Toulefois il cst toujours possible d’ajouter au
systéme cn équilibre deux uouvelles forces égales et direcle~
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ment opposées, agissant sur deux points déterminés du corps
et conservant méme intensité, direction et sens ; et par la le
eorps acquiert un axe d’équilibre, ce qu’on peut énoncer
aussi de cette maniére : L’équilibre d’un corps tournant au-
tour d’un axe est détruit et se change en un couple dont les
forces R et —R peuvent agir sur des points A, B du corps,
conservant toujours méme intensité, sens et direction.

Les points A et B sont pris arbitrairement ; mais la direc-
tion AB est déterminée ainsi qae le produit R.AB.

b,1) Non en équilibre. On peut produire I'équilibre par
Pintroduction de deux nouvelles forces, et on peut déter-
wminer ces forces d’une infinité de maniéres, de telle sorte que
le systéme tournant autour d'un axe donné reste en équi-
libre; car il existe un hyperboloide a une nappe, déterminé
par la nature du systéme et par la position de I'axe de rota-
lion, et tel qu’on peut prendre arbitrairement les deux points
d'application des deux nouvelles forces sur une des droites
génératrices de la surface.

b,2) Les deux nouvelles forces peuvent se déterminer,
ainsi que leurs points d’application, de dewx maniéres ou
d’aucune maniére, de telle sorte 1° que la droite qui réunit les
deux points d’application devienne axe d’équilibre ; et de 1a,
en rendant fixe cet axe, le corps, en tournant autour, con-
servera son équilibre sans que V'on ait besoin d’ajoater deux
forces, et 2° que les pressions sur I'axe restent les mémes en
direction et intensité pendant la rotation. Nous nommerons
un tel axe axe principal d’'équilibre.

Ainsi, par exemple, dans un systéme de deux forces qui
ne sont pas dans un méme plan, I'un des axes principaux
est 1a dreite qui joint les deux points d’application, et 'autre
est la droite perpendiculaire a un plan déterminé par les
deux droites, et rencontrant ce plan au centre des deux
forces projetées sur ce plan.
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Ceci a lien aussi pour deux forces non paralléles situées
dans un méme plan, et lorsque I'on a égard, non 4 la rota-
tion dans le plan, comme en B, mais & une rotation quel-
conque. ‘

Systéme de forces paralléles @ un méme plan, ou dans un
méme plan. On méne dans le plan deux droites a, b , et on
décompose chaque force P du systéme au point d’application
en deux autres X et Y, paralléles & ces droites, et I'on déter-
mine la résultante X, des forces X et le centre A de ce sys-
téme; et de méme la résultante Y, du systéme Y et le centre B;
alors dans tout déplacement du corps le systéme est équi-
valent aux forces X,, Y,, agissant en A et B, et a, par consé-
quent, deux axes principaux dont I'un est la droite AB et
Pautre une droite coupant perpendiculairement le plan au
centre des forces projetées sur ce plan. De la on déduit ce
théoréme remarquable :

a) Silon a un systéme de forces paralléles a2 un plan et
ayant une résultante, si 'on décompose chaque force a son
point d’application en deux autres paralléles a deux droites
a, b quelconques menées dans le plan, la droite qui joint les
deux centres de forces paralléles a une position indépen-
dante des droites a et b, nous nommerons cette droite ligne
centrale du systéme.

Ce théoréme se généralise ainsi :

g) Etant donné un systéme de forces non en équilibre et ne
se réduisant pas en un couple, si 'on décompose chaque
force en son point d’application en trois autres, X, Y, Z, pa-
ralléles a trois droites arbitraires, 2, b, ¢, non paralléles au
méme plan, les trois centres des systémes X, Y, Z sont dans
un plan indépendant des droites 2, &, ¢; nous nommons ce
plan plan central du systéme.

Si les droites a, b sont paralléles au plan central et ¢ per-
pendiculaires a a et b, alors, selon o), les centres des sys -
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témes X et Y sont dans une méme droite, située, selon £),
dans le plan central ; nous la désignons sous le nom de ligne
centrale d’un systéme de forces quelconques, agissant ‘dans
I'espace. Si de plus la droite a est paralléle & la ligne centrale,
et que b soit perpendiculaire sur a , alors nous nommons le
centre des forces X, paralléles a a, le point central du sys-
téme.

Les deux axes principaux ont, relativement a ce plan, ligne
et point centraux, la position remarquable suivante :

b 3) Les deux axes principaux, lorsqu’ils existent, et la
ligne centrale, sont paralléles anu méme plan ; les deux points
d’intersection des axes principaux avec le plan central, et le
point central sont sur une méme droite perpendiculaire a la
direction de 1a résultante des forces transportées & un méme
point.

¢, 1) Systéme de forces dans Uespace ayant une résultante.
Lorsqu’un tel systéme tourne autour d’un axe, il se réduit
4 deux forces qu’'on peut transporter, sans changer la direc-
tion ni l'intensité, a deux points déterminés du corps, et qui
ne peuvent se réduire a une seule force que dans la position
initiale du corps, et ensuite aprés une demi-rotation.

¢) Dans un tel systéme, les deux axes principaux existent
toujours, cest-a-dire on peut toujours déterminer deux
droites, coupant la résnltante en deux points, et telles quen
tournant le corps autour d'une de ces droites, le systéme ne
cesse pas de se réduire en une résultante de méme direction
el intensite que la résultante initiale; que par conséquent ,
lorsque un de ces points d’intersection est rendu fixe, alors
P'équilibre subsistera en tournant autour de Paxe passant par
ce point. Ainsi les deux points peavent étre considérés comme
de vrais centres du sysiéme, quoique par rapport a chacun
P'équilibre ne subsiste que relativement a un axe détermine.

Ces deux axes ont unc telle position : t° leurs projections
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sur un plan perpendiculairc a la résultante se coupent a
angle droit; 2° de méme leurs projections sur le plan cen-
tral ; 3° la ligne centrale cst paralléle au plan délerminé par
les deux axes; 4° les deux points d’intersection du plan cen-
tral, et les deux axes et le point central seul, sont une méme
droite qui est a angle droit sur la résultante.

d) Systéme de forces dans Vespace,, réductible ¢ un couple.
Un tel systéme n’a pas en général d’axes principaux; s'ils
existent , ils sont en nombre infini; chaque paralléle & un
axe principal devient un axe principal. Nous terminerons
par cette observation. Si un corps soumis aux actions d’un
systéme de forces a un axe fixe, et s'il doit conserver I'équi-
libre en le faisant tourner autour de cet axe, et si on n’exige
pas que cet axe, ainsi que ccla doit étre pour un axe princi-
pal, supporte pendant la rotation une pression constante en
direction et intensité, alors si le systéme se réduit a une force
unique ou a deux forces, cet axe peut avoir une direction
quelconque. 11 suffit de projeter toutes les forces sur un plan
perpendiculaire a la direction donnée ; la droite passant par
le centre de ces forces (B, b) parallélement a la direction
donnée sera Paxe cherché. Excepté le cas ou le systéme se
reduisant & une résultante, on voudrait que Paxe fat paral-
lele a celte résultante, et si les forces avec leurs points d’ap-
plication élant projelées sur un pian perpendiculaire a la
résultante, chague point projeté n’est pas le centre des autres
forces ; lorsque cette derniére condition existe, on peut
prendre pour axe loute paralléle a la résultante.

Vote. Ces belles propriétés ont été trouvées par M. Min-
ding, et sont consignées dans trois mémoires allemands in-
sérés au journal de M. Crelle, savoir : X1V, 289, 1835; XV,
27 et 313, 1836 ; ces mémoires, qu’'on étudie avec un inté-
rét soutenu, contenant 172 équations , auraient besoin d’étre
considérablement abrégés pour entrer dans notre recueil.
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Voici une idée de ce travail : soit un systéeme de forces dans
V'espace appliquée 4 un systéme de points liés entre eux d’une
maniére invariable ; concevons les forces transportées paral-
lelement a un seul point fixe ou elles formeront uo faisceau;
faisons tourner ce faiscean autour d’un axe quelconqae pas-
sant par le point fixe, ensuite menons par chague point d’ap-
plication une parallele a la force correspondante des fais-
ceaux dans sa nouvelle position, conservant méme intensité
et méme sens. On voit que le mouvement du corps que pres-
crit M. Mcebius ne différe pas de celui des forces que prescrit
M. Mindiug. Voici maintenant quelques propriétés décou-
vertes par M. Minding et non mentionnées par M. Mcbius.

1° Prenons dans le plan central trois centres conjugués de
forces paralléles et trois-résullantes qui agissent en ces points;
transportons ces trois résultantes en grandeur et en direc-
tion en un point, on aura les trois arétes d’un tétraédre ; le
volume de ce tétraédre , multiplié par I'aire du triangle qui
a pour sommet les trois centres, est un produit constant.

2¢ Si les trois centres sont sur une méme droite, alors dans
le mouvement de rotation les trois centres restent fixes et les
résultantes tournent autour.

3° Si les trois centres se confondent, le systéme se réduit
a une résultante qui passc par ce point dans tous les mouve-
ments de rotation.

4* Soit un systéme de forces dans l’espace, ni en équi-
libre ni réductible a un couple; il existe une infinité de
mouvements de rotation qui aménent le systéme a avoir une
résuliante; toutes ces résultantes passent par une ellipse et
une hyperbole ayant le point central pour centre commur ,
et dont les plans sont perpendiculaires entre eux et sur le
plan central; lcs foyers d’une de ces coniques sont les som-
mels de l'autre.



