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NOTE

f00 za~'dz
sur Vintègrale définie \ ———.—^, a étant > O d < 2 / i ,

Jo 1 + 2 -f-zJ

P A R M. D I E N G E B ,
docteur es sciences à Sinsbeim ( Bade).

Si la fonction4^—- = y{x) jouit des propriétés suivantes :

1° y(oc-\-iy), i étant = ^ T , est 0 pour .r = ±: oo , quelle

que soit la valeur de y, et cette même quantité est 0 pour

y = oo, quelle que soit la valeur de oc.

2° Les racines de l'équation —• = 0 sont absolument les

mêmes que celles de l'équation F(.r)=0; on sait qu'on a alors,

,, JC%, ... xm étant les racines (imaginaires) de l'équation
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F(x) = 0 , pour lesquelles le coefficient de *'(= [/!) est po-

sitif. Si cette équation avait en même temps les racines réelles

ax, tf„, ... il faudrait ajouter à l'expression précédente :

F'(JC) désignant, comme à l'ordinaire, la fonction dérivée

de F(x). (V. les Leçons de calcul intégral, par M. Moigne,

leç. 9 et 21.)

Appliquons maintenant ce théorème à l'intégrale :

supposant ̂ >Oet < 4 , toutes les conditions énoncées ci-dessus

seront remplies. Les racines de l'équation 1 -\- x*-\-xk~0

sonî :
ff . . . * 4-7T . . . 4 T Tcos-d=isin-, cos—dzt sin~-;
3 ,i a ,i

donc on a dans ce cas :

d'où il suit, en appliquant le théorème général .

^{—xiY-idx

2TZÎ

~2 i r . . 7 r / 7 r 7TX31 TU . . « / TZ .
tsm-+2 cos-+isin- ) —-cos-4-iSin—2( cos—^
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= " fccs^-l}? -1/3.sin^-l^l.

TT

cos-

Or on a : V^3 = , donc

4
2*71 / TT UIZ

[ 7Ü 7T TT 7ü

d'où enfin

C- x^dx = ir S1"U~"6"/ y > 0 (1 )

s i n -

Supposons dans cette formule fx = 2a, j ; a=z, on aura
dz _

= = 2 a - i _ ^ donc

- z-& 2.S m
/it air

ml
V3 3

Pour a = 1 , le second membre de cette équation se présente
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sous la forme - ; sa valeur se trouve, au moyen des for-

mules connues -7-^, c'est-à-dire :

dz 2TTF
J o

3l/§'

ce qu'on peut aisément vérifier par l'intégration directe.

Mettons dans la formule (1) a=-(a J, z = x n , on

aura za~-idz = nx«—idx, donc
/TT ût7T>

r x«~^x 2TT SID\3 3«/ > 0

«Ko s i n —

Celte formule a lieu pour /z entier et > 0, et même pour «
fractionnaire et > 0 , pourvu que, dans ce dernier cas, on
n'admette pour xn, jcan, qui sont alors des puissances frac-
tionnaires, que leurs valeurs positives et réelles.

Pour a=/*, le second membre de l'équation (2) est - , sa

valeur est alors , c'est-à-dire :
?>nVÏ

Posons dans la formule (2) — au lieu de x , l'intégrale

\ ——WT~IÏI s e transformera en \ n an ; donc on a :

r > 0 m
équation qui résulte immédiatement de ce qu'on a identi-
quement :
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(2/1— O)TZ\
— )

. /re air\ . / Tz (2/1— O)TZ\

mi 1 sini — — )

. aTC . (2/1—ata
sin— sinsin

n n
Différentions l'équation (2) par rapport à a, nous aurons :

r°x°-nog(x)dx _

[ /•ir an \ . aff . . (TZ an\ <XTZ~\
cosh; sin— +3sin — - - )cos~

\3 3/i/ n~ \3 3/2/ » J
= —rrr- —

Cette équation aura lieu tant que l'intégrale i — „ a,
J o 1 "•ƒ—J? —J-~ J ?

aura tous ses éléments unis, c'est-à-dire tant que la quan-

•^ s'évanouira pour e = 0; a? pouvant

varier de x=0 jusqu'à x = oc.

Or il est évident que la quantité * » f aw est finie pour

x ; donc

quantité :

tétant . Supposons donc x = 0, on aura à discuter la

qui est évidemment 0 tant que J : > 0 ; pour « = oo , on

pourra supposer x + e = - , et on aura :

pour £ = (

qui sera 0 pourvu qu'on ait a < 2». Jl résulte de ces çonsi-
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dérations que la formule (4) a lieu pour « ^ o . c'est-à-dire

sous les mêmes conditions que l'équation (2) d'où elle dé-
rive.

La formule (3) donne, en différentiant par rapport à a*

d > 0

Pour n=a, on tire de l'équation (1) :

—
o 11 -\-X -\-X

change de signe pour a=/ t ; elle est négative pour a

positive pour a • pour a = / i , elle passe de l'inGnî né-

gatif à Tinfini positif (*).


