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THEOREME DE MASCHERONI

sur Uaire d'un polygone rectiligne plan.

I. Notation. Les angles intérieurs consécutifs du polygone
sont désignés par les lettres consécutives A, B, C, D... L,
M, N, et les angles extérieurs correspondants par A', B,
C,D... L',M, N'; desorte que pour un angle saillant A ,Ton
a A'==r—A et pour unangle rentrant A'==A —r, etainsides
autres. Chaque coté estindiqué dans I'ordre natarel des lettres
et non a l'inverse : ainsi AB, CD... et non BA ou DC. Cette
observation est importante pour I'application de la formule.

I1. Lemme. A'4B+4C—+..L'4t-M'+4 N'=2x; ainsi le
sinus de la somme d’un nombre quelconque de ces angles
extérieurs est égal au sinus de la somme des angles restants,
ce sinus étant pris négativement.

III. Théoréme. Le double de la surface d’un polygone rec-
tiligne est égal a la somme des rectangles de ses colés, ex-
cepté un, pris deux a deux par les sinus des sommes des
angles extérieurs compris entre eux.

Démonstration. Soit S I'aire :

1° Triangle. ABC; 25=AB.BC.sinB'.
2° Quadrilatére. ABCD (fig. 47). Menons la diagonale AC;
prolongeons les cotés AB, CD jusqu’a ce qu’ils se rencontrent
en O, et abaissons les' perpendiculaires AP et BQ sur le
coté CD,on a:
ABCD=ABC4ACD;
2ACD=CD.(AB--BO)sinO = AB.CDsin(B'4 ()4 CD.EQ;
CD.BQ = BC.CD.sinC';
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donc

2§ = AB.BCsin B' 4 AB.CD sin (B'4 C') 4- BC.CD sin C'".

IV. Pentagone. ABCDE (fig. 48). Menons la diagonale AD,
prolongcons les cotés AB et DE jusqu’a leur rencontre en O,
et abaissons sur DE les perpendiculaires AP et BQ; le pen-
tagone est décomposé en un quadrilatére ABCD et en un
triangle ADE. Le double de l'aire du quadrilatére s’exprime
d’aprés la combinaison binaire des trois c6tés AB, BC, CD,
etlona : :

2ADE —=DE.OBsin O —DE.ABsinO;
DE.OB sin O =DE.BQ = 2.EBD — 2.BCDE — 2BCD;

mais BCDE s’exprime en combinaison binaire des cotés BG,
CD, DE; il faut donc en oter BC.CDsinC' pour avoir
Yaire EBD , et remarquant que

AB.DE sin O =— AB.DEsin (B'+ C' 4-D'),
il vient donc finalement :

25=AB.BCsinB'+AB.CDsin(B'+C')+AB.DEsin(B'+C +D')4-
~BC.CDsin ¢'4 BC.DEsin (C'+ D)+ CD.DEsinD'.

V. Généralement. Soit le polygone ABCDE... LMN de »
cOtés; on méne la diagonale AM ; le polygone est décomposé
en un polygone ABCDE...LM de 2 —1 cOtés et en un trian-
gle AMN. Supposons que la loi ait lieu pour un polygone
de » —1 cOtés, on a donc les combinaisons binaires des cOtés
AB, BC... LM, et Vaire du triangle AMN améne les combi~
" naisons du c6té MN, successivement avec AB, BC... LM.

Observation. Dans nos figures, tous les angles sont sail-
lanis; mais il est aisé de s’assurer que la formule comprend
également les angles rentrants. .
(n—1)(n—2)

1.2
multiplications, mais on peut diminuer cec nombre; soit

VI. On voitqu’un polygone de » cOtés exige
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n=:2m; on méue unc diagonale qui pariage le pulygone
en deux autres, chacun de m - 1 €dtés, la diagonale comi-
prise ; Paire de chacun de ces polygone demande ’i('g'—” :
et les deux eunsemble m(m — 1, multiplications, nombre qui
est moindre que (2m—1) (m—1); si h=2m--1, on opérc de
méme.

VII. Historique. En 1787, L. Mascheroni, parmi des ad-
ditions an Cours de mathématiques de Bossut , publia un mé-
moire intitulé : Méthode pour la mesure des polygones plans.
C’est dans ce mémoire que Mascheroni énonce et démontre
son théoréme analytiquemient. Deux annécs aprés, Simon
Linvilier fit paralire sa Polygonométrie (*); il parvient am
méme théoréme par dés comsidérations lrigomométriques
(t—12). Enfin Mascheroni publia & Pavie, en 1793, une
collection de problémes pour les arpenteurs, avec différentes
solutions, ouvrage qui a été traduit de I'italien en 1803 ct
sous ce titre par M. Carette, ancien coloncl du gécie, éléve
de an IH (1794), premiére promotion de 'Ecole polyleeh-
nique. L’ouvrage est divisé en cing livres; le quatriéme traite
de la polygonométrie, et le théoréme sur I'aire des polygones
est énonceé a la page 771. 1l est surprenant qu’une proposi-
tion d’une ulilité pratique si grande, si évidente, ait été
omise dans les éléments, méme par Legendre, et soit restée
presque ignorée. Il en est dc méme des autres propositions
de cct ouvrage remarquable; destinées aux arpenteurs,
toutes sont énoncées sans démonstration., La recherche de
ces démonstrations est un excellent sujet d’exercice pour les
professeurs a donner aux éléves. Le livre cinquiéme , consa-

(*) Polygonométrie, ou de la mesure des figures rectilignes, et Abrégé d’iso-
périmétrie elémentaire, ou de la dépendance muluelle des grandeurs et des

limites des figures, par S. L’Huilier, aux dépens de Vauteur, a Genéve, 1789,
in-4.,1v, 124, 2 pl.
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cré aux solides, renferme ['énomcé de M. Finch (7. p. 242).
Voici quelques renseignements sar I'auteur.

Mascheroni (Laurenat), mé & Bergame en 1750, embrassa
I’état ecclésiastique et occupa une chaire de langue greeque
a I'Université de Pavie. Ce n’est qu’a I’Age de vingt-sept ans
qu’il prit goit pour les mathématiques et commenca a les
cultiver avec de rapides progrés. En 1795, il publia a Milan
la Geometrio del compasso, qui a donné tant de célébrité a son
nom; le premier exemplaire a été apporté en France par
Bonaparte, alors général de 'armée d’Italie. On doit encore
4 M. Carette une traduction qui a paru en 1798. Mascheroni
a fait anssi un travail cstimé sor les voutes, et est venu a
Paris pour prendre part & I'établissement du systéme mé-
trique ; il est mort exténué de fatigues en 1808, a I'age de
cinquante-huit ans. L'illustre géométre a fait pour le compas
ce que Lambert a fail en 1774 pour la régle, dans les addi-
tions jointes a la seconde édition de sa Perspective. On a une
traduction de la premiére édition , mais les additions eoncer-
nant la géométric de la régle (p. 161) n’ont pas été traduites.
Nous nous en occuperoas dans les 4nnales.

VIII. On sa:t qu’ayant un systéme de forces représentées
en grandeur ct en direction par les cotés d’'un polygone ct
agissant dans le sens de ces cOtés prolongés dans le méme
sens, la résultante est un couple dont V'intensité est le double
de Paire du polygone. Il serait commode de pouvoir déduire
de cette considération de statique le théoréme de Mascheroni.

I1X. Application. Hexagone ABCDEF.

AB=1284 | B'=32° S =16530191 (Polygonomé-
BC=1782 | C'=148° trie, de Lhuilier,
CD = 2400 | D'=52° p. 57 ¢t 39)
DE=27(0 | E'=63°

EF = 2860
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Au moyen de Vobscrvation VI, on peut obtenir l'aire S
au moyen de six produits, dont chacun se calcule par loga-

rithmes; un autre calcul donne F —88c 31’ 37",8 et
AF =4621,5, .



