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NOTE

sur les valeurs qui se présentent sous la forme - , ^ , 0 x » , .

1°°, 0°, oo°, dans les fonctions à une seule variable.

P A R M. G -H. NIEVEHTGI.OSKI,

Répétiteur au lycée Monge.

On peut être embarrassé aux examens par les expressions

qui prennent la forme d'indétermination-,—-, etc. Une

simple transformation lève quelquefois la difficulté ; mais ces
artifices ne réussissent pas toujours. Pour obvier à cet in-
convénient, je crois utile de donner aux candidats la méthode
fondée sur les dérivées.

Soient a: la variable et y la fonction, liées par4^=t/(x) ;
h et k étant les accroissements respectifs, on a, comme on
sait .*

s est une quantité aussi petite qu'on voudra et s'annulant
avec h \f\x) est ce qu'on appelle la dérivée def{x), c'est la
limite de l'accroissement de la fonction à celui de la variable.

(*) La ligne donnée sera, par exemple, une de celles qui passent par les mi-
lieux des côtés et interceptent dans les angles du triangle ou les adjacents des
triangles isocèles. Les deux lignes fixes seraient deux côtés du triangle.
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On sait aussi que telle limite existe toujours, quelle que
soit ƒ (*), en d'antres termes, que tonte fonction a sa dérivée.

On tire de l'équation précédente :

ƒ ( * + h) = ƒ (*) + h {ƒ'(*) + « \ (1)

Cela posé, soit ^rr\ la fraction devenant - pour I = Û.

Pour avoir la véritable valeur de " ~ ^ , observons qu'en

vertu de (1) on a :

Et comme ƒ (a) = 0, F(d)t=îO, il viendra, en supprimant le
facteur h :

F(a+h) F'(a)+E '

quelque petit que soit h ; donc pour / i=0, on aura :

Par conséquent 9 pour avoir la vraie valeur de la fraction

, il faut prendre le rapport des dérivées de ses deux

termes et y faire

Si ce dernier rapport devient encore - , on conçoit bien

qu'il faudra le traiter de même, c'est-à-dire prendre de
nouveau les dérivées de ses deux termes et y faire jc=a ;
et ainsi de suite, et si on peut arriver à deux dérivées ne
s'annulant pas à la fois, leur rapport sera la vraie valeur
de la fraction proposée.

CeUe règle s'étend au cas où *4~^ devient ~ pour x=u.



En effet,

Et comme ƒ ( # ) = oo, F(a)=roo 7 donc, le dernier rapport

devenant - , on peut lai appliquer la règle de (2). Or le

rapport des dérivées de ses deux termes est :
F»

,F(ar)l! i f{x)Y Pi*)
lf\ » o u b i e n e n effectuant les calculs, {^7-^ > X ̂ ~ ;

J \x) f * W I J \x)

donc en vertu de

F (a) \F(a)]*f(a)-

si la vraie valeur de——(

en supprimant le facteur commun, il vient :

Actuellement, si la vraie valeur de——( n'est ni 0 ni

f(d)
Si la valeur de ̂ y ~ est 0, et le cas où elle est & se

F [a)
ramène à celui-ci eu renversant la fraction, voici comment
M. Liouvillc opère (Journal de mathématiquespurm, t. VIII) ?

ajoutons à la fraction ) : supposée nulle pour x=a, la

constante G, la somme sera :

Or pour o?=:<x cette fraction devient —, et comme alors

sa valeur est précisément la constante C qui n'est ni 0 ni oo,
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on pourra lui appliquer la règle (3), c'est-à-dire prendre
le rapport des dérivées, qui est :

c e , * donne, C - ^ + C d'où

Par conséquent, quelle que soit la valeur de *——= —,
r(a) oo

la règle est la même.

Donc généralement, que =~- se présente sous la forme -

ou $ on a toujours f^=Ç^y <*>

H y a ici une remarque importante à faire sur - et —.

Toutes les fois que la valeur de 'L,] [ est déterminée,
F (a)

f(a)
comme c'est celle de —--, cette dernière est aussi déter-

F(a)
minée ; mais la réciproque n'est pas vraie. La vraie valeur

? observe M. Liouville, peut être déterminée et
)

le de

pour x = x la vraie valeur de :

celle de -.) ; rester essentiellement indéterminée. Ainsi
X (a)

:x-\- smx
. ,, . x

, qui peut s écrire

est l'unilé; tandis que le rapport des dérivées des deux

termes - ^ reste tout à fait indéterminé. C'est ce qu'on
\-j-QOSX
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voit, du reste, en faisant x=2kn-\-oi et k = 00, « étant

compris entre 0 et ~. Par là le rapport des dérivées de-

vient — . Quantité évidemment indéterminée,
1+cosa x

Applications. On suppose ici que les candidats savent
prendre la dérivée d'une fonction algébrique et des transcen-
dantes sinx, cosx, tgx, Lar, a*.

1
0'

devient - pour ,r = 0; le rapport des dérivées est

cos.r cosx A . sinO _ „ . ....
——, or — — = 1 , donc — - = 1 . Ce que Ton savait déjà.

sin**jc 0
Plus généralement, —^- devient - pour # = ( ) • Le rap-

oc 0
. - . . . . /wsin*n""\rcos.r A 0 ... .

port de ses dérivées, — est encore -. Mais

comme c'est —^=r"î11* devient - , prenant les dérivées de
X \J

les termes. on aura i — AK -w_a . Traitant pareille-
(nl)x

s i n x
ment —^7- et les suivants, comme m ei n sont entiers,

x

on voit facilement que la vraie valeur de —^- pour x=0
X

sera 1, 0, ou 00 selon que m = » , m > / i , m<C.n.

x = x —^J est -°°. Le rapport de ses dérivées
x 00 r r

iploie une seule ietlre L pour indiquer les logarithmes népèrieni.
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est -g -— = n i r ^ et devient - . Mais en allant
mx*"' mx «

jusqu'au rapport des «tóincl dérivées, on aura :
n(n~l ) . . . . l . Ln(x) A~ — - — = 0 pour x = oo; donc —=-=0 pour .r=» .

m x x

Gela devait être, un nombre croit plus rapidement que son

logarithme.

- ^ devient — pour J: = OO. Le rapport des dérivées,

e* oo
—£i7, est encore —. Poursuivant jusqu'aux nièfMi dérivées

ex e*
on a -~ ——T = oo. Donc —5 = 00 pour .r = oo. l /ex-

n(/z—l)...l x F

ponentielte croit plus rapidement que le nombre. En cber-
k

chant les asymptotes de la courbe p= , on a ,
COSttw

comme on sait : $=psin(«—»r), &>'= —

Posant w—w'=c, il vient * = ; — — — — , qui est -
cos{»«-

pour *e=0. Or le rapport des dérivées,
k k

devient — - , donc Umd= (*).(

On ramène ce cas à l'un des deux précédents, En effet,

^ c = ï H et si ƒ(*)=<>, F(a)^oo, on

aura 0 X 00 = jj = * . Mais il n'est pas indifférent de fttgfe
U 00 ¥ *rf*

dre l'une ou l'autre forme. . # s ; f

' _*,,. j f ^
O Voir Bertrand, Journal deLt««nrille, Vï, 15, IMI . nMfo*'
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Ainsi, e*~V* devient oo.O pour x=O. Si on l'écrit ?

j - et qu'on prenne le rapport des dérivées on a ;

=5 — ^ ce qQ1 montre quon ne réussira

pas de la sorte. Mettons alors le produit proposé sous
î

la forme —^, et prenons le rapport des dérivées , il
xx

L
. . nex ne „ A . —

viendra =5^- = —=m5^; actuellement si m^>w ce
maT^ mx~^ / <*.

rapport est oo; si w > n on prendra de nouveau les dé-
î

rivées et l'on aura •• aUAX ; en poursuivant, on
m{m-—n)x ̂  r

voit bien que, <pels que soient m et n9 le produit ex* X*m

est toujours oo, pour x=0.

4° Symboles d'indétermination : 1 ± - , o°, oo».

^ «-1 devient 1=*=* pourx= t. Posons v=x «-sdelà

L^= ±: ; on est ainsi ramené au symbole -. Or le rap-
x—1 0

port des dérivées de --étant - , on a pour x=i -

1

L.x^B-î^^i , et par suite, |dc» = «±i.

11 ne s'ensuit pas cependant qu'une fonction de x devenant

1 ± » , sa valeur soit toujours e=t*. En effet, l ** ' I* de-
L x J

vient l+0° pour x = 0 . Or
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L.
x O

x J x 0

Prenant successivement le rapport des dérivées, on a pour
.r=0:

donc

L O J 2 '
et par suite

On a de même | * = 1°° pour o:=ô j or
L x J

sin ,r\(sin x

Prenant les rapports des dérivées successives, on aura
pour # = 0 .

—sin.r__ —sinx .rcos.r-J-sin.r ^
i n^ ""jccosarfsino? 2cos.r — JCS\XIX~~ '

donc, pour x = 0 :

= 0 , et par suite ( ^ ^ ) ^ , ou bien 1°°= 1.

x* devient 0° pour x = 0 ; or L.xx = xLr. On est ramené
au symbole 0 x « .
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Écrivant le produit xhx sous la forme -_t et prenant le
X

rapport des dérivées, il vient.

1
X -x:

donc, pour x=0, L.xx = 0, et par suite 0° = 1.
Une expression peut prendre accidentellement la forme

0°, comme { kBlnx-*j pour x = 0; mais il suffit d'effectuer

les calculs, et l'on a : ksinx~x=k x = 0 pour x=0.
Si l'on admettait, dit M. Terquem, que 0° soit con-

stamment égal à 1 , on serait conduit à cette conclusion ab-
surde, que dans la surface transcendante z=xy, tout l'axe
des y appartient à la surface excepté le point servant d'ori-
gine » Dans ce cas z = xy = 0° désigne z indéterminé. —

* (Voyez les Nouv. Annal, de Math., tome VI, p. 109 et 391.)
i

xa?devientx°pour^=tt.OrL..r ir= — = —. et comme le
r x oo

rap port des dérivées, pour la même valeur de x, est^ = 0;
i i

donc pour x=<x; L. ^ = 0 , par conséquent xx o u *) ien

Si l'on demandait la valeur de [Lx)œ q^i devient (— oo)°

pour x = 0 , comme L(— oo) est imaginaire, pour l'éviter

il suffit de poser x = üy et de faire y = 0. On aura ainsi

(Lx)* = [U(*y)]y. Or L. [

= 0 j le rapport de ses dérivées est

ANN. DE MATHÊH. VII. 28



Donc pour y=0, L. [ L 3 ( ^ r ) r = 0 , et par suite [L2(2y)]v ,
ou bien (Lr)* = «>o = 1.

Il est à remarquer qu'on obtiendra le même résultat en
opérant directement sur [L{x)]x et en prenant le logarithme
quoiqu'il soit imaginaire (1).

5° II est clair que l'on ne pourra pas lever l'indétermina-
tion par les dérivées si celles-ci restent contaminent et à la
fois nulles ou infinies pour la valeur de x de la question.

Ainsi pour # = 0 on a :

<x> _ . nLa.axnJC-n oo
= —. Le rapport des dérivées est

<x> L oo
mhb. bxmx~m

comme l'exponentielle l'emporte (§ 2°), il est aisé de voir

que les rapports successifs des dérivées seront toujours
00

a xn

et l'on n'en pourra pas avoir la vraie valeur. Pour — - ,

ces rapports se présentent constamment -. Il faut alors un

artifice de calcul. Dans le cas actuel il suffit de prendre le

logarithme ; on a L. —— = — La— — Lb. et selon que

m ̂  n ce logarithme est db ^ pour x = 0 ; et par suiie le

nombre sera -(- oo ou 0 : si m = n alors, selon que a^^,

le logarithme sera ± oo ? par suite son nombre -f °° ou 0.
Le dernier résultat s'obtient din ctenu nt, car si m s= n ,

(') 11 est à souhaiter que dans ce recueil on démontre que, toute quantité
a une infinité de logarithmes imaginaires, et que la quantité positive seule a
un logarithme réel et une infinité d'imaginaires. (V. t. V, p. 79, for. to i



1_ = f -. j et Ton a évidemment + <» ou 0 , selon que

Lorsqu'une expression contient ! deâ radicaux, remploi
des dérivées, pour en lever l'indétermination /peut ne plus

oo 0
réussir en donnant constamment — ou -.

Ainsi, on réussit bien dans l'exemple suivant contenant
troisfradicaux, et Ton a pour x == 1

1 2

0 3 3 i » '

tandis que Ton ne peut plus [lever l'indétermination par la
règle des dérivées dans l'exemple suivant, qui ne contient
que deux radicaux ; car on a, pour x=a,

-a') ~

II faut alors recourir à un artifice de calcul. Or, comme
x = a annule les deux termes, substituons x = a + h ; les
réductions faites, divisons par la plus petite puissance de A,
après quoi faisons h = 0 ; le résultat sera la valeur cherchée.
On aura ainsi :

=r0 pour
—a)»
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On trouvera de même pour # = — a

8 + ( <z3—3a .ra—2 .r3 )5

Comme on voit, ce procédé revient, dans les fonctions
algébriques, à leur ôter les racines communes.

Soit pour dernier exemple :

L3 (x) -f- (1 — x* )*cos (1 — x\

i

sm(x~V ' - *-*
_J_ O

= A pour ^ =

Substituant x=i-\-k et divisant par A% il vient :
2 3 1 t

3

; 5 = 1 pour & = 0 ,

i

L(i + A) r sinA a *
car pour/i = 0, j = l , c o s / t = 1 , =1.— = 0 .

h hh-


