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SOLUTION D'UN PROBLÈME SIR L4 SOMMATION D'UNE SOMME
DE PUISSANCES ( * ) ;

D'APRÈS M. A. THACKER.

(Journal de M. Crelle, tome XL, page 89; i85o.)

1. PROBLÈME. Soient m et n deux nombres entiers po-
sitifs, trouver la somme des puissances d'exposant w, de
tous les nombres premiers à m et plus petits que m.

Solution. Soit m = a a 6^c y . . . ; a, b, c,... étant des

(*) M. Binet vient de traiter le même sujet. (Compte rendu, t. XXXI1,
p. 918.)



nombres premiers} posons

y (p) = i n - f2 n + 3n + . 5 . -+-ƒ>" y p étant un nombre entier.

Les nombres compris entre i et m et divisibles par a
sont

m
. . . , —• a ;

a

par conséquent, d'après l'énoncé du problème, il faut
rejeter la somme

Posons

Dans R rejetons les puissances n des nombres divisibles
par b ; raisonnant comme ci-dessus, il faudra rejeter de
(fin la somme

m\ . l m
' et dans aIlbn® - 7

il faut rejeter

il faut donc rejeter

Représentant le reste par R', on obtient

eflaçant dans chacun des quatre termes ceux qui se rap-
portent au diviseur c, et désignant ce qui reste par R/;,



on a

et ainsi de suite.
Pour fixer les idées, supposons qu'il n'y ait que trois

facteurs a, b, c, alors R" sera la somme cherchée. Dési-
gnons cette somme par S„. On sait que l'on a

/Tî I I I
<ù(m) = 1—mn H — n { B , m"-1 — T

/ï -+- I 2 2 Zj.

ou «!, /ïs, n9y... sont des coefficients binomiaux, et
Bj, B2, B3 sont les nombres Bernoulliens.

Si nous remplaçons dans l'équation ( î ) y ( m ), y ( ~ j v •

par leurs développements, si nous ordonnons par rapport
à m, nous obtiendrons

I \ / I \

—ï) \i— )

Si n est pair, le dernier terme est
î

/ - \ * _ J\ v » / , Ŵ i W » AN 1

( 1 } — nn i Dn i fft [ l "m" (i ) l I — 0



et le nombre des termes est

si n est impair, le dernier terme est

nn_2Bn_2m
2(i— an~') ( i — bn~>) ( Ï —c"--') ,

et le nombre des termes est

;(* + •)

2. Applications. i°. «=o;ona

*"(-:) (-Î) H)'
formule connue, trouvée par Euler, et qui indique com-
bien il y a de nombres inférieurs et premiers à m (tomeIV,
page 75).

2 0 . n = 1 5

ou

*=i-(-i)(-i)H)(—H
attendu que ••

»=«•



( 3 2 8 )
4°. n = Z;

Soit m = 60 = a2 .3.5 ; on a

S o = i 6 , S, = 48o, S 2 = 19120, S3 = 8568oo.


