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SUR DES DÉTERMINANTS DES FORMES QUADRATIQUES;

PAR M. BRIOSCHI,
Professeur à l'Université de Pavie.

On nomme déterminant des n quantités :
a M p i , V u • • • > w o

«2 , ^ 2 , 7_', • • . , W2 ,

le dénominateur commun qui résulte de la résolution des
n équations de premier degré à n inconnues :

a, x{ -h p, x2 -h . . H- w, xn = A , ,

et on représente cette expression par la notation symbo-
lique :

Dét. 7 2 '

an, P» > 7» » • • • » w«

Nous appellerons ce dénominateur, suivant M. Jacobi,
déterminant du nieme degré; et par conséquent 5

« a ,

sera un déterminant du second degré.
On sait et on démontre aisément qu'un déterminant

d'un degré quelconque peut être représenté par une
20..
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somme algébrique des produits de plusieurs déterminants
de degrés inférieurs ; mais on n'a pas aperçu, qû e je sache,
comment la loi suivante de dérivation peut être utile dans
la recherche des déterminants des expressions à formes
quadratiques.

Si l'on pose

( a,, p( j I «i» 7i I
Dét. r ! = <*., Dét. ' [ = <*,,

( a2, p2 J ( a2, 7, J

Dé,. ( ' " Ç' i = 4 , Dé..!"" * } = ,/,.

et

Bét.
* < > P«» 7« i

on aura

De même,

Dét.

on aura

étant

et ainsi de

D i = <

si l'on pose
I f P l 5 A ,

„ P», \.

Dét.

a,,

« 2

A - D

A = Dét.

suite.

P.,
P2,

, P 4 ,

D

a,,

a2,

«S

-d2c

Dét.

>4

PO

Pr?
P4,

« . , P
«2, P

= D 4 ,

Vu ^i

72» ^2

73 > ^3

<> 7«

2> 72

( * )

5

(*) VoirBiNET, Journal de VÉcole Polytechnique, cahier XVI, p. Q8O;
année I 8 I 3 .



Une expression de la forme

est généralement nommée forme quadratique binaire ou à
deux indéterminées. On appellera forme quadratique à n
indéterminées la suivante :

* axx\ -\-a\x\ -h. . .H- anxl -h a bx JTX x2 + . . .
-+- 2 bn_x xx xn -f- 2 c, ̂ 2 x3 H-. . . -f-1 hK xn_x xn

Représentant cette fonction par u , le déterminant de
cette forme quadratique à n indéterminées sera

Dér.

i , « 1 2 , «13 >

, « 2 »

llni9 Un2,

//,, étant la dérivée seconde de la fonction u par rapport
aux variables x r , xs (*). Cela posé, si Ton applique la loi
ci-dessus à la formation des déterminants des formes
quadratiques à deux, trois indéterminées, on aura

en observant que

dx = Dét.

d6 — Dét.

ArrD.D, —D^.

« 2 1 ,

«H, «» J

« J . , «32 ) T

= Dét.

= Det.
« a . , «3:

et par conséquent d2== d^-^ et ainsi de suite.
On sait que si le déterminant ax a% — b\ de la forme

quadratique à deux indéterminées

7, x\

(*) Vorr les Nouvelles Annales de Mathématiques, tome X, page i
C'est le determinant hessicn des Anglais. Tu.



est égal à zéro , on a

ax x\ 4 - a2x\ 4 - 2 b{ x{ x* = — ( 0, x, 4 - £, J?3)2 .

Considérons la forme quadratique à trois indétermi-
nées,

(2) a{x\ 4-02^2 H- azx\ 4- ibx x{ #2 4- 2 £2.r, #3 -f- 2 c, #2d?j,

on prouvera bien facilement que si le déterminant de
cette expression est nul et en outre les déterminants des
deux formes quadratiques suivantes :

nxx\ -\- azx\ + ib{x>x2,
axx\ -h tf3 x\ -h 2&2.T, j?t ;

l'expression considérée sera égale à

(3) - ( « ^ , + ^ 2 + blxsy.
a 1

Si l'on considère, en troisième lieu, une forme quadra-
tique à quatre indéterminées, on pourra la réduire à

— ( ax xK -f- bx x2 -f- b2 x% - h bs x4 ) ' ;

en supposant : i° nul le déterminant de cette forme 5
20 nuls les déterminants des formes quadratiques sui-
vantes à deux indéterminées :

a,x\ -+-a2x\ ~\- asx\ -h 2btxta:2-h ib^x.x^ + icxx1x,,
a{ x\ -f- ciix\ -f- aK x\ -f- 2 6, x{x7 -f- 2/^ a:, x4 4- 2c\i^.r4 ;

3° nuls les trois déterminants des formes quadratiques
binaires :

a{ x7
{ 4 - a2 x\ 4 - 2 b{ x{ x2,

nx x\ 4~ #-, a:̂  4- 2 Z>2 .r, ar3,

as x\ 4 - 4̂ x\ 4 - 2 />3 ,r, xK.

La loi s étend aux formes quadratiques à n indéter-»
minées.



On doit remarquer que, les relations (i) subsistant,
si Ton aDj = o et J t = </4 = o., Ton aura aussi r/s = o;
par conséquent, la forme quadratique à trois indétermi-
nées (2) pourra se réduire à l'expression (3) si Ton. a

d{ z=z di = dk z= o .

De même pour les autres formes.
Ces propriétés des déterminants des formes quadra-

tiques seront très-utiles dans la recherche des équations
différentielles qui donnent les caractères du maximum et
du minimum dans le calcul des variations, équations que
Ton sait intégrer d'après la belle méthode de M. Jacobi.


