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NOUVELLE EXPRESSION DE L'AIRE DUNE SURFACE (STREBOR)
(voir t. IX, p. 310),

PAR M. H. FAURE.

Soit R la perpendiculaire abaissée d'un point fixe sur
un plan tangent quelconque à une surface donnée, et
soient 0, ç les angles qui déterminent la position de cette
droite; en posant, pour abréger,

« . cIR i d2R
L =r R sm 0 4- -77 cos Ô -h - ,

d 0 sin 6 d y'
cos G dR d2R

M = sin ô d a dQ d

Paire de la surface dont il s'agit aura pour expression

A = ƒ ƒ (LN - -jj|l) dQdf. (STREBOK.)

La démonstration de ce théorème est très-simple, mais
elle conduit à des calculs trop complexes pour que nous
puissions les exposer ici 5 nous allons simplement indi-
quer la marche que nous avons suivie pour y arriver.



Si Ton regarde les coordonnées x, y, z des points d'une
surface comme fonctions de deux variables •incjfépen-
danles a et 6, de telle sorte que l'on ait
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et que Ton pose, pour abréger,
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on trouvera

— — — — ï ^L— —— I.
dx~~P ~~ Z' dy~q~~ Z*

{Voyez LACEOIX, n° 7740

Donc l'aire d'une surface sera exprimée par la formule

A= / i/X^+P + Z 2 ^ ^ .

Supposons que x, y, z soient les coordonnées du point
de contact d'une surface avec son plan tangent, et que l'on
projette la droite qui joint le point fixe avec le point
(xy y, z) sur la perpendiculaire abaissée de ce même
point fixe sur son plan tangent *, il est facile de voir^ en
employant les notations indiquées plus haut, que R aura
pour expression

( i) % R = x sin 0 cos <j> -+- y sin 0 sin tp+z cos ô ;



n déduit

( 2 ) — = x CQS <p cos 9 -t- y sin <p dos Ô — z sin Ö,

( 3 ; — =r / cos tf sm ô — x sin <p sin 9,
dtù

puisque

sin G cos y <fo -f- sin 9 sin <p ^r -f- c o s ô «fe = o.

Résolvant les équations ( i ) , ( 2 ) , (3) par rapport à
x, ƒ , «g , on trouve

_ . * <^R . ^ R sin 0
^ = r R s i n ô c o S ( » 4 - - — cos <p cos G • :—~ 5T dQ T dy Sin Ô

« . „ . t/R . rfRcos?
r = Rsin6sinffl + — sm cp cos 0-f- :—- <>1 d 9 T c?f sin6

« ^ R • As = R cos G —• sin 9.
r/G

Et si l'on regarde 9 et 9 comme des variables indépen-
dantes dont R serait une fonction, on trouvera

dx
— = — M cos 9 cos 9 — L sin 9,

dy
— = — M cos 9 sin y H- L cos 9,

^ = — Nsin9,

'— = M sin 9.

déduit les valeurs de X, Y, Z, faisant a = ô,
^t par suîle, la valeur indiquée pour la surface,
s le cas d'une coufhe plane, on peut donner aussi



pour l'expression de la longueur de Tare, uneforme^ana-
logue à la précédente, mais qui se déduit très-aisément de
la valeur de la perpendiculaire R abaissée d'un point fixe
sur la tangente à la courbe. On a en effet, x , y étant les
coordonnées du point de contact,

R = y sin «p 4- x cos y,
d'où

dK
—— z=z y COS cp — x S i n (f ,
a <p

puisque

sin <p dy*-\- cos cp dx = o.

En résolvant ces deux équations, on trouve

dK .
x = R cos «p — —— sm (u,

« cp

^ R
r = R sin 9 H- - r - cos <P ;

a cp

puis , en regardant R comme une fonction de y,

dx = — sin y ( R -f- --— ) d <p,

\ dr 1
dyz= COScp ( R -I- -T-7

\ df
Ajoutant les carrés de ces deux expressions, on trouvera
pour la longueur S de la courbe, l'expression

s= ƒ (R+57)''=
Les applications de ces formules peuvent être fréquen-

tes } elles offrent cette particularité de présenter l'expres-
sion de l'aire ou de la longueur de la courbe, sousjforme
rationnelle. % ;*^

On trouvera ainsi que Faire d'un ellipsoïde doj^t les



(397 )
demi-axes sont a, b, c, est égale à l'intégrale double

C J J [ c o s * 0 -f- s i n 2 ô ( « J c

prise entre les limites o, -•

Relativement à l'ellipse dont les dejni-axes seraient a
et b, on trouvera, pour l'expression de son arc,

. i , où c'< = a*-b>.
— c2 sin2cp)2

Cela s'obtient facilement, en remarquant que la perpen-
diculaire abaissée du centre d'un ellipsoïde sur son plan
tangent a pour valeur

R = s]a1 sin2 0 cos2 y + b2 sin2 9 sin2 <p -f- c7 cos2 O,

de même que, dans l'ellipse, la perpendiculaire abaissée
de son centre sur la tangente est égale à

\/a2 cosJ ? -f- b2 sin^ y.

Ces valeurs s'obtiennent par le ealcul, ou plus simple-
ment en se rappelant que la somme des carrés des projec-
tions des demi-axes principaux d'une ellipse ou d'un
ellipsoïde sur une droite (R) est égale à la somme des car-
rés des projections de tout autre système de diamètres
conjugués sur la même droite. Si l'on prend pour ce se-
cond système celui dont la perpendiculaire R fait partie,
on arrivera à exprimer la longueur de cette droite en
fonction des axes et des angles qu'elle fait avec eux, les-
quels sont bien faciles à éliminer.


