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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

MEMOIRE DE LEONARD EULER SUR L'UTILITE DES
MATHEMATIQUES SUPERIEURES.

TrADUIT DU LATIN PAR M. Epouarp LEVY,
Repétiteur de mathématiques au lycée de Strasbourg.

Note du rédacteur.

Pour bien comprendre le but du Mémoire suivant,
quelques renseignements historiques nous semblent né-
cessaires.

Frédéric 1I, que les Prussiens surnomment avec un
juste orgueil Frédéric I’ Unigue, est le génie le plus vaste
qui ait jamais occupé un trone. Forcé de combattre,
avec des moyens assez bornés, la ligue des trois puissances
continentales, il sortit victorieux de la lutte, 4 ’aide d’une
tactique nouvelle, d’armes perfectionnées, et d’habiles
combinaisons stratégiques, conserva ses conquétes, agran-
dit son royaume, consolida son empire. Il enrichit la
Prusse de fabriques, d’usines, de banques de crédit fon-
cier ; donna le premier exemple d’une législation codi-
fiée, de certaines institutions libérales, ct de la plus libé-
rale de toutes, la tolérance. Bezahlet was ihr sollt,
und glaubet was thr wollt : Payez ce que vous devez ;
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croyez ce que vous voulez. Tel était son dicton favori,
devenu la maxime de tout gouvernement juste et éclairé.
1l adwit dans les rangs de son armée le jeune d’Etallonde,
coaccusé de 'infortuné chevalier de la Barre, et ouvrit
un asile aux jésuites expulsés de France. Frédéric, au
milieu des plus cruelles vicissitudes, chassé de sa capi-
tale, harcelé de toutes parts, réduit au désespoir, ne
cessa de s’intéresser au progres, entretint des relations
avee toutes les notabilités intellectuelles contemporaines,
et, dans sa Correspondance avec Voltaire, se montra, pour
la forme et le fond, a la hauteur d’un tel correspondant.
Excellent historien des événements du temps, écrivain
classique, versificateur abondant, sinon poéte, habile
flitiste, compositeur d'opéra , il estimait aussi les grands
mathématiciens, et accueillait avec faveur Euler, d’Alem-
bert, Lagrange. Toutefois, n’ayant appris que les élé-
ments des sciences exactes , on lui avait inculqué, dans sa
jeunesse , des idées fausses sur les branches élevées, et il
croyait que les théorics infinitésimales satisfaisaient plu-
10t & une curiosité de I'esprit qu’a un besoin de la raison.
Lors de 'arrivée d’Euler a Berlin, en 1741, Jordan (¥),
président de I'Académie, engagea lillustre géométre a
dissiper cette crreur du grand roi. Clest dans cette inten-
tion qu’Euler écrivit ce Mémoire en latin, langue fami-
liére & Frédéric. On ne sait s'il 'a lu.

La connaisance de l'existence de ce Mémoire nc date
que de 1792. Merian, gendre de Jordan, en donna com-
munication 4 I’Académie de Berlin, dont il était membre,
ainsi qu'on le verra dans le Discours ci-joint. L’auto-
graphe est aujourd’hui dans la collection de M. Fried-

(*) Jordan (Charles-Etienne), d'une famille francaise protestante
exilée, né a Berlin le 27 aoit 1700, ety est mort le 24 mai 1745 ; Frédéric
lui fit cette épitaphe : Ci~gft U'ami des muses et du roi.
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laender, et son fils G. Friedlaender a édité ce Mémoire a
Berlin, en 184735 M. Crelle I'a inséré,, la méme année,
dans son précieux Recueil. )

Lorsque deshommes qui doivent une existence brillante
uniquement i leur réputation scientifique, a la science
qu'ils ont acquise a 'Ecole Polytechmque lorsque ces
hommes, oublieux de leurorigine, détruisent étourdiment,
cerles sans le vouloir, la réputation immense, universelle,
que I'Ecole doit uniguement ala culture des hautes mathé-
matiques, appliquées autant que possible aux théories fon-
damentales de la physique, de la chimie et des services pu-
blics; lorsquel'erreur du grand Frédéricest proclamée par
ccs hommes comme un principe d’enseignement, nous
croyons que la traduction fidéle du Mémoire d’Euler,
que nous devons au talent et & I'obligeance d’un jeune
professeur, ne manque pas d’a-propos.

DISCOURS LU EN FRANCAIS A I’ACADEMIE DE
BERLIN, LE 15 SEPTEMBRE 1762;

Par MERIAN (*)

Jai trouvé, dans les papiers délaissés par feu M. Jor-
dan, pére de ma femme, ce petit Mémoire du grand
Euler, éerit de sa propre main, que je vais avoir I'hon-
neur de vous lire.

Aussitot qu’il frappa mes regards, je me rappelai par-
faitement le but dans lequel il fut composé, comme j'en
tenais le récit de la bouche méme de M. Euler, et
comme )’ai eu depuis plus d’une occasion de le vérifier.

Quand Frédéric I, encore jeune prince, commenga
ses études de géométric, son esprit précoce et ardent vou-
lut anticiper sur tout. Ayant parcouru d'un ceil fugitif

(*) Merian (Jean-Bernard), célébre philosophe, né a Liechstall, can-
ton de Bale, le 28 septembre 1723, et mort i Berlin le 12 février 1807.
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les différentes parties des mathématiques, il désira de
savoir I'application et 'usage de chacune de ces parties,
mais surtout celui de la géométrie transcendante. Sa cu-
riosité infatigable fatigua ses maitres. L'un d’eux, soit
que lui-méme n’en siit pas plus loin, soit pour se débar-
rasser des importunités du jeune questionneur, s'attacha
a lui persuader que le calcul infinitésimal n’était qu’une
affaire de pure ostentation , sans utilité réelle, que la mé-
thode ordinaire suffisait a tout, et que celle des infini-
ment petits n’aboutissait qu'a des subtilités infiniment
vaines et stériles.

Cependant, malgré le soin qu’on avait pris de le nour-
rir de ce préjugé, son esprit était trop pénétrant pour y
acquiescer sans réserve, et ne pas se douter qu’on pouvait
lavoir induit en erreur. Pour se détromper entiérement,
il ett fallu, sans doute, qu’il se familiarisat un peu avec
ce nouveau calcul, ou que du moins il en acquit les no-
tions les plus essentielles; mais il ne tarda pas a avoir
bien d’autres choses a calculer.

Ce qui fait voir combien ce préjugé influait peu sur sa
conduite, c’est qu'a peine monté sur le trone, il fit tout
son possible pour attirer chez lui les premiers géométres
de I’Europe, et récompensa royalement ces mémes tra-
vaux qu’on lui avait dépeints comme étant si inutiles et
si frivoles. Il n’efit pas tenu & lui que toute la famille
des Bernoulli, le pére et les deux fils, ne se transplantat
dans notre capitale, ou il I'appela sous les conditions
les plus honorables et les plus lucratives (¥). M. Euler s’y

(*) Napoléon, qui avait tant de qualités communes avec Frédéric II,
avait sur lui avantage d’avoir cultivé et aimé les sciences exactes. C'est
lui qui apporta, d'Italie en France, le premier exemplaire de la Géoméurie
du compas, de Mascheroni. 1l estimait les grands mathématiciens et les
comprenait; il nomma Lagrange et Monge, Membres du Sénat dont
Laplace était chancelier.
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rendit de Pétersbourg, et fut succédé depuis par M. de
Lagrange. M. de Maupertuis a longtemps présidé a cette
Académie.

Tout cela n’empicha pourtant pas le roi d’entretenir
des doutes au sujet de la géométrie sublime. Dés le com-
mencement de son régne, c¢’était encore la matiére la plus
fréquente de ses conversations avec les savants qui 'en-
touraient, et dans le commerce desquels il se délassait des
soins du gouvernement. Ce fut alors que M. Jordan s’é-
dressa a M. Euler, nouvellement arrivé, pour lui deman-

"der un court exposé des principaux avantages qui résul-
taient pour les sciences de l'analyse des infinis, afin de
pouvoir s’en servir dans 'occasion. Personne n’était plus
propre pour cette tache que M. Euler. 1l savait répandre
la plus grande clarté sur les matiéres les plus abstruses,
et descendre des plus hautes régions de la géométrie jus-
qu’a la portée la plus commune. C’est ce qu’on voit dans
ses Lettres francaises a une princesse d’ Allemagne, et c’est
ce que 'on retrouvera dans ce Mémoire latin.

Au reste, je ne sais quel emploi M. Jordan a fait de
ce Mémoire, s'il I'a traduit en francais pour le mettre
sous les yeux du roi, ou bien s’il s’cst borné & lui en rap-
porter le contenu.

Mais ce qui prouve combien il importe de donuer de
bonne heure a la jeunesse, et surtout aux jeunes princes,
des idées justes de toute chose, ou du moins de ne leur en
donner jamais de fausses, c’est que le roi Frédéric a é1é
toute sa vie flottant et incertain au sujet du calcul infini-
tésimal, et que cette fluctuation paraissait I'embarrasser,
et quelquefois véritablement I'inquiéter.

Je parle ici d’aprés ma propre expérience. La premiére
fois que je parus devant ce grand prince, il me fit, sur
ce sujet, des questions, cn m’enjoignant de lui dire cn
conscience ce que j’en pensais. Je répondis avec la mo-
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destie qui me convenait, que j'avais malheureusement
trop négligé mes études mathématiques, aprés avoir eu le
bonheur d’en poser les fondements dans ma patrie sous
les Bernoulli; que cependant je croyais en avoir assez
retenu pour pouvoir assurer a Sa Majesté que le calcul
infinitésimal était une des plus belles et des plus sublimes
découvertes de I'esprit humain; qu’il avait fait faire des
pas de géant 4 la géométrie, tant pure que mixte, ou ap-
pliquée a la physique; que, par son moyen, on était par-
venu a résoudre des problémes absolument inaccessibles,
a 'arithmétique et a Palgébre communes, et qu’il facili-
tait la solution d’une infinité d’autres, qui, selon I'an-
cienne méthode, exigeraient les plus longues et les plus
pénibles opérations. Pour le rendre plus sensible, je citai,
le mieux que je pouvais, quelques exemples, entre autres
le mouvement accéléré ou retardé des planétes et des co-
métes autour du soleil. Enfin, me servant d’'un argument
populaire, je le priai de vouloir bien considérer que, si
ce calcul n’était pas un objet de la plus haute impor-
tance, il serait inconcevable que les plus grands hommes,
les Newton, les Leibnitz, les Bernoulli, s’en fussent oc-
cupés avec tant de zéle, et se fussent disputé 'honneur de
son invention avec tant de chaleur et d’animosité; ni que
leurs plus illustres successeurs, les Euler, les Clairaut,
les &’ Alembert, consacrassent leurs veilles ct leur vie en-
tiére a le perfectionner et a en reculer les bornes. Quoi-
que le roi parit assez satisfait de cet éclaircissement, il
y revenait sans cesse, et fit encore, en ma présence, les
mémes questions 3 M. de Lagrange, lequel y fit 4 peu prés
les mémes réponscs, quoique beaucoup mieux motivées
et exprimées. ‘

Mais voyons plutot ce que M. Euler y avait répondu
longtemps auparavant.
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Personne ne révoque en doute I'utilité des mathéma-
tiques; car clles sont indispensables & plusieurs sciences
ct arts dont nous avons besoin chaque jour. Cependant on
croit généralement que ce caractére d'utilité est propre
aux parties inférieures et, pour ainsi dire, aux éléments
des mathématiques. Quant 4 la partie que 'on appelle, a
juste titre, supérieure, on nie qu’elle puisse trouver d'u-
tiles applications. C’est comme la toile d’araignée , pense-
t-on; elle n’est d’aucun usage, a cause de sa trop grande
finesse. Et pourtant les mathématiques, en général, ont
pour objet la recherche des quantités inconnues. A cet
cifet, elles nous montrent des méthodes, pour ainsi dire,
des chemins qui nous ménent a la vérité; déterrent les
vérités les plus enfouies, et les mettent en lumiére. Ainsi,
d’unc part, elles donnent plus de vigueur a esprit ; de
Pautre, elles étendent le champ de nos connaissances.
Peut-on se donner trop de peine pour un tel résultat? La
vérité est par elle-méme d’un grand prix; d’ailleurs toutes
les vérités se tiennent entre elles, et il n’en est pas une
qui soit dépourvue d’utilité, méme lorsque d’abord cette
vérité parait sans usage. On objecte que les mathéma-
tiques supérieures pénétrent trop profondément dans la
recherche de la vérité. Ceci est plutdt un éloge qu’unc
critique.

Mais ne nous arrétons pas a ces mérites trop abstraits.
Nous pourrons largement prouver que I'analyse supé-
rieure a des droits non moins incontestables que les ma-
thématiques élémentaires au titre de science utile, qu'elle
est méme d’'un usage beaucoup plus étendu; et que les
mathématiques, loin d’étre trop avancées, laissent, au
contraire , beaucoup 4 désirer dans I'intérét de ces mémes.
sciences , pour lesquelles les premiers rudiments semblent
suffire. Je veux donc démontrer, dans ce Mémoire, que,
si les mathématiques élémentaires sont utiles , les mathé--
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matiques supéricures ne le sont pas moins, ¢t méme que
le degré d’utilité va toujours croissant, 4 mesure que I'on
s'éléeve dans 1'éiude de cette science; que cette science,
enfin, est trop peu avancée pour ses applications les plus
vulgaires. Pour atteindre mon but, je passerai en revue
les sciences dont 'utilité, dont la nécessité est hors de
doute, telles que la mécanique, I'hydrostatique, I'astro-
nomie, l'artillerie, la physique ct la physiologie. Je prou-
verai, jusqu’a 'évidence, que les plus utiles de ces sciences
ont le plus besoin de I'analyse supérieure; que si parfois
le fruit que nous en retirons est au-dessous de nos espé-
rances, ¢’est presque toujours parce que les mathématiques
transcendantes ne sont pas assez avancées.

Je commence par la mécanique, et par 1a je ne veux
pas dire cette partie qui analyse les mouvements les plus
compliqués et les raméne aux premiéres lois du mouve-
ment ; nul doute que I'analyse la plus subtile ne soit alors
indispensable. Mais, quoique cette partie de la méca-
nique soit d’une utilité cxtréme, elle encourt ordinaire-
ment le reproche dont je veux laver les mathématiques
supérieures. Je veux donc parler ici de la mécanique pla-
cée d’ordinaire au rang des éléments, de cette science qui
crécdes machines de toute espéce pour nos usages ordinai-
res, ¢t qui jouit d'une réputation de grande utilité. Dans
cette partie plus grossiére dela mécanique, on considére les
machines au point de vue de I'équilibre; on ne détermine
quela force ou la puissance égale au poidsque 'ondoitsou-
tenir a I'aide dela machine. Mais on devrait considérer le
mouvement du poids, principalement dans la pratique, et
on le néglige complétement. Les auteurs qui ont traité
cette partie de la mécanique nous apprennent guelle est
la force nécessaire dans chaque machine pour soutenir le
poids a I'état d’équilibre; mais quand le poids doit se mou-
voir, ils se contentent de nous cnseigner qu’il faut une
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force plus grande. Lors méme qu’en réalité le poids doit
se mettre en mouvement, ils ne disent pas si ce mouve-
ment doit étre retardé ou accéléré; ils n’ont aucun égard
aux circonstances qui produisent ce mouvement. Aussi, les
praticiens savent-ils bien que rarement une machine ré-
pond & leur espérance. Bien plus, ces déceptions sont
mises sur le compte de la théorie, et les machines qu’elle
invente n’inspirent guére de confiance tant qu’elles n’ont
pas recu la sanction de la pratique. Cette théorie élémen-
taire des machines est donc imparfaite (*); et en méme
temps on reconnait la nécessité d’une théorie plus sire,
et s’accordant mieux avec la pratique. Mais ce n’est pas
de la mécanique vulgaire qu’il faut attendre un tel ser-
vice; elle ne traite que des principes de statique; elle n’a
d’autre objet que I'équilibre. S’agit-il d’expliquer un
mouvement; c’est pour elle une barriére infranchissable.
Si vous voulez perfectionner la théorie des machines, étu-
diez le mouvement qui succéde 4 I'équilibre rompu; dé-
terminez la force qui sollicite le mobile, et surtout les
causes extérieures qui résistent au mouvement; telles que
le frottement et la résistance de 1'air. C’est donc & la mé-
canique supérieure qu’il faut recourir; a celle qui analyse
les mouvements les plus compliqués. Or, c’est ici que I'on

(*) N ne faut pas oublier que ceci a ¢té écrit vers le milien du xvin®
siécle, avant que Carnot, Navier, Coriolis, MM. Poncelet, Combes , Morin
eussentsiconsidérablement perfectionné lascience des machines; et ne pas
oublier non plus que la théorie des forces vives appliquée a I’évaluation du
travail mécanique a pour points de départ Leibnitz, Euler, Daniel Ber-
noulli. Soyons persuadés qu’'on n’a rien, absolument rien inventé ; A moins
de regarder comme une invention, une méthode pour embrouiller I'en~
seignement élémentaire , méthode obscurcissante qui n’a pas méme le mé-
rite de la nouveauté. Elle repose sur la mesure Leibnitzienne de la force ;
conception métaphysique, idée complexe, combattue par d’Alembert, et
qu'on prétend placer a 'entrée de la science! Toute méthode pent étre
imposée ; mais acceptée, non.
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a besoin du calcul infinitésimal, et de I'analyse la plus
élevée; et méme elle suffit a peine a expliquer les mouve-
ments des machines les plus simples, malgré tous les per-
fectionnements, soi-disant inutiles, qu’elle a recus jusqu’a
ce jour. J'ai démontré tout cela, jusqu’a la derniére évi-
dence, dans un Mémoire que j'ai publié a Saint-Péters-
bourg (*) sur les machines simples et composées; |’y
détermine, par 'analyse supérieure, les mouvements et
leurs effets dans tous les cas possibles, et, comme un
grand nombre, et méme une infinité de machines sem-
blables ou différentes peuvent servir au méme but, j’y
enseigne le moyen de découvrir celle qui produit son
effet avec la moindre perte de temps ou de force, pro-
bléme dont la solution est d’une application continuelle
dans la vie, et cette solution repose sur les théories les
plus profondes de 1'analyse et du calcul infinitésimal. La
mécanique pourrait nous fournir une foule d’autres argu-
ments, pour prouver que les mathématiques supérieures
nous offrent un grand nombre d’applications dans la vie
ordinaire ; mais les quelques lignes qui précédent me
paraissent suffire grandement a4 démontrer, ainsi que je
me l'étais proposé, que les mathématiques supérieures
sont indispensables a la mécanique, ¢t méme que la mé-
canique élémentaire, si utile de 'aveu général , ne saurait
se soutenir ni faire un pas sans leur appui.

Je passe donc a 'hydrostatique, dans laquelle je com-
prends aussi I'hydraulique, science qui rend journelle-
ment tant de services a I'homme ; personne ne 'ignore.
Portons notre attention plus spécialemeut sur la partie a
laquelle on attribue ces services, sur I’hydrostatique ordi-
naire, dite élémentaire. C'est l1a surtout que les praticiens

(*) De Machinarum tam simplicium quam compositarum usu mazxime lucro.
{ Comm. Petrop., X, 1747; p. 67.)
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se plaignent de ce que le succés répond si rarement a la
théorie. Ces plaintes sont loin d’¢tre dénuées de fonde-
ment ; car la théorie des eaux courantes que I'on explique
dans les écoles est presque entiérement erronée, et 'on
doit s'étonner qu’elle ne soit pas plus en désaccord avec
Pexpérience. I serait donc de I'intérét général de substi-
tuer une théorie exacte a cette théorie fausse, mais les
mathématiques élémentaires seraient fort impuissantes
pour cette tache : I'assistance de 'analyse supérieure peut
seule nous permettre d’aborder une pareille ceuvre. On
pourra facilement s’en convaincre en lisant I'excellent
livre que le célébre Daniel Bernoulli a publié sur I’hy-
drodynamique (*); il nous y fait découvrir les lois natu-
relles qui régissent les fluides en mouvement, et en facili-
tent 'application. Ensuite son pére, avec cet esprit si ingé-
nieux qui I'avait déja rendu célébre , démontra les mémes
lois par d’autres principes, et crut corroborer la vraie
théorie des eaux en mouvement. Dans ces deux Traités, le
calcul infinitésimal se rencontre 4 chaque pas. C’est donc
A notre ignorance de I'analyse supérieure que nous de-
vons nous en prendre, si nous sommes parvenus si tard a
une théorie vraie de I'hydraulique. C’est donc par les pro-
grés de 'analyse que cette théorie pourra s’élever a son
plus haut point de perfection, et, par conséquent, a son
maximum d’utilité.

Que l'astronomie soit une des parties les plus utiles des
mathématiques, tout le monde I'accordera facilement. Or
cette utilité est liée a 'exactitude de la théorie, a I'accord
de cette théorie avec les phénomeénes célestes; donc évi—
demment cette utilité croit avec le perfectionnement de la
science. Tant que le vrai systéme des corps célestcs et de
leurs mouvements fut inconnu, Iarithmétique, les élé-

(*) Dan. Bernoulli: Hydrodynamica. Strasb. 1338 ; in-4.
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ments de géométric et d’optique suffisaient & 'astronome.
Mais, en découvrant les lois véritables du mouvement des
corps célestes, Kepler sentit lui-méme tout d’abord que
les mathématiques élémentaires n’étaient plus & la hau-
teur de I'astronomie. Newton vint ensuite achever mira-
culeusement I'ceuvre de Kepler; et, pour cela, quel ar-
senal de calculs n’emprunta-t-il pas aux mathématiques
supérieures ? Nul n’en peut douter, aprés avoir parcouru
son incomparable ouvrage. Nous y apprenons que les
planétes tracent des ellipses autour du soleil, et que les
aires décrites par leurs rayons vecteurs sont proportion-
nelles aux temps. Donc, pour construire les Tables des
mouvements des planétes, il faut connaitre la quadrature
de l'ellipse, ce qui n’est certes pas du ressort des mathéma-
tiques élémentaires. D’autres problémes, des plus utiles
ct des plus nécessaires, servent a déterminer les orbites
mémes des planétes d’aprés les observations, et ceux-la
exigent encore plus impérieusement le secours de I’ana-
lysc supéricure. On pourrait encore moins s’en passer
dans ia recherche des trajectoires des comeétes (voir mes
Mélanges de Berlin, tome VII) (*). D'un autre coté, la
théoric de la lune, quoique étendue et raflermie par les
démonstrations aussi solides qu’heurcuses de Newton,
n’a pu cependant étre menée a bonne fin. Clest que 1'a-
chévement de cette théorie exige la solution de problémes
de mécanique si nombreux et si difficiles, que analyse
infinitésimale, toutc avancée qu’elle paraisse, ne saurait
y suflire. Enfin, on sait que les observations nécessitent
des corrections a cause de la réfraction. Or une Table de
réfraction ne peut étre construite a I'aide de I'expérience
seule; il faut que la théorie détermine, pour une hauteur

(*Y Eulerus : Determinatio orbite comet@ ann. 1742 observate, in Miscell.
Berol., VII, p. 1.
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quelconque, les eflets de la réfraction, et cette théorie est
obligée d’emprunter a 'analyse supérieure ses calculs les
plus délicats. Le- célébre Bouguer (*) nous l'apprend
clairement dans son Mémoire édité a'Paris sur ce sujet.
De tout ce qui précéde, on peut conclure d’abord que I'as-
tronomie a le plus grand besoin de I'analyse infinitési-
male, et ensuite que I'analyse elle~méme est encore loin
d’étre assez avancée pour ses applications a 'astrono-
mie.

L’artillerie est mise ordinairement au nombre des
branches des mathématiquies, et cest a ce titre qu’elle
rend le plus de services dans Part de la guerre. Outre
quelques problémes de géométrie bien connus, qui ont
pour but de déduire du diamétre le poids du boulet, et
réciproquement , on y considére principalement le che-
min décrit par le projectile que lance le canon, et l'on
conclut les régles suivant lesquelles il faut diriger le ca-
non, pour que le boulet frappe un lieu donné. Or on sup-
pose, dans cette recherche, que le projectile décrit une
parabole, ainsi que Galilée 1'a démontré. Mais cela n’est
pas conforme & la vérité dés que le mouvement n’a pas
lieu dans le vide. On est donc induit grandement en er-
reur par les régles et les Tables fondées sur cette hypo-
thése, leurs auteurs mémes I'avouent; ils rejettent I'er-
reur sur le compte de la théorie, et s'imaginent qu’elle
n’a de valeur que lorsque la pratique la corrige. Or lair
nous parait étre un fluide trop subtil pour produire une
résistance sensible ; et pourtant, dans les mouvements
trés-rapides, tels que ceux des boulets et des bombes, la
résistance de I'air est assez grande pour que le projectile
décrive une courbe trés-différente de la parabole. Pour
corriger celte erreur notable, pour suppléer & 'emploi

(*) Essai d’Optique. Paris, 1729 ; in-8.
Anrn, de Mathémat., t. XII. (Janvier 1853 ) 2
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inopportun de la parabole, il faut introduire la courbe
véritable suivant laquelle le projectile se meut dans 'air.
Newton parait avoir fait beaucoup d’eflorts pour la dé-
couvrir, et cependant son extréme habileté dans 'analyse
supérieure ne lui suffit pas pour résoudre ce probléme. 11
laissa 'honneur de cette découverte au célébre Jean Ber-
noulli (*). Nous voyons combien doit étre versé dans les
mathématiques supérieures celui qui veut résoudre des
questions d’artillerie. Sous d’autres rapports, lartil-
lerie était indigne, jusqu’a ce jour, du mom de science,
tant était grande son ignoranee des principes qui la con-
cernent. Outre le mouvement des projectiles, elle n’avait
pas encore assez étudié la force et l'action de la poudre,
et c’est la le pivot de la science. C'est de nos jours seule-
ment qu'un habile anglais, Robins (*¥), a trouvé, par une
suite de profonds raisonnements, la véritable théorie de
la force de la poudre a canon. 11 calcule d’abord la force
que développe l'inflammation de la poudre, et la vitesse
qu’elle imprime au boulet; puis il détermine le mouve-
ment méme du projectile. Les expériences n’ont pas peu
contribué, sans doute, a ses résultats; mais, s’il n’avait
eu a sa disposition l'analyse supérieure, il lui eat été
impoésible d’imaginer ces expériences, ni d’en rien con-
clure.

Deux mots sufliront pour la navigation ; car personne,
J'imagine, n'oscra contester ici l'utilité des mathéma-
liques supérieures. Si nous considérons la marche du
navire porté par I'Océan, nous penserons tout d'abord &
la courbe loxodromique, dont I'invention ne peut assu-
rément étre attribuée aux mathématiques élémentaires.
Cette courbe sert a résoudre la plupart des problémes qui

(*) De Motu corporum gravium pendulorum et projectilium.
{**) Robins : New principles of gunncry. London, 1742; in-8.
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s'offrent & quiconque veut étudier I'art de régler la course
du navire. La théorie entiére de la navigation, théorie
qui pose les bases de la construction et de la conduite des
vaisseaux, est tellement ardue, exige une connaissance si
profonde de la mécanique et de I'hydrostatique, que le
secours de I'analyse supérieure y est de premiére néces-
sité. La détermination de la position que le navire occu-
pera dans I’eau demande un calcul considérable. Veut-on
en déduire la forme que doit avoir le navire, et mesurer
la charge qu'il doit porter pour que 'équilibre soit stable,
pour que le navire supporte la traction des voiles et ré-
siste au chavirement; c’est alors qu’il faut en venir a des
calculs de la plus grande profondeur. Veut-on enfin dé-
couvrir I'art de disposer les voiles et de conduire le na-
vire a son but, malgré le vent contraire; on n’y parvien-
dra jamais sans I'aide de 'analyse supérieure. On trouve
tout cela de la derniére évidence en lisant I'excellent ou-
vrage de Bernoulli (*) sur la manceuvre des vaisseaux.
Jai traité la méme matiére avec plus de développements
dans deux livres que j’ai publiés sur la science de la navi-
gation. Ainsi, nul doute ne peut subsister maintenant sur
ce sujet. -

La physique, cette science qui étudie tous les phéno-
ménes de la nature, futelle dépourvue de toute utilité
manifeste, que cependant I'élévation et la grandeur du
but attacheraient encore a cette science tout homme qui
aimerait la vérité, et par cela seul, toutes les sciences qui
donnent & la physique plus d’étendue et de perfection de-
vraient étreea nos yeux d’une importance extréme. Mais
la physique est la source la plus profonde en résultats
utiles pour la vie ordinaire. Que dira-t-on alors des ma-

(*) Essai dune nouvelle théoric de la mancuvre des wvaisseaur.
Bile, 1714 ; in-4.

2,
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thématiques sapéricures, si je prouve que, sans elles, il
n’y a pas de progrés possible en physique? D’abord la
plupart des phénoménes que nous savons expliquer ap-
partiennent aux mathématiques aussi bien qu’a la phy-
sique : tels sont ceux qui sont expliqués par la mécanique,
I’hydrostatique , 'aérométrie, l'optique et 1'astronomie.
Ensuite, dans tous les phénoménes ot I'on observe quel-
que modification de la matiére, ne faut-il pas surtout
avoir égard au mouvement? voir par quoi et de quelle
fagon il est produit ? quelles variations il subit?etc. ; toutes
études qui exigent des connaissances profondes de la mé-
canique, et une étude encore plus profonde de I'hydrody-
namique, dés qu’il y a fluidité. Or toutes les modifications
de la matiére observées dans la nature sont dues au mou-
vement; il est donc clair que la mécanique, c’est-a-dire
la science du mouvement, est nécessaire pour expliquer
niéme le plus simple changement qui se produit dans I'u-
nivers. Si 'on envisage de prés les phénoménes qui pa-
raissent les plus simples, si 'on veut les ramener aux
lois de la mécanique, ils présentent tant de complication,
qu'il est impossible de les expliquer, méme en faisant
usage de I’analyse supérieure. Ce cas se présente principa-
lement dans la physiologie, qui étudie les mouvements
des étres vivants. Dans son état actuel , cette branche de
la’ physique nous offre des phénoménes qu’il est impos-
sible d'expliquer, et qui exigeraient des notions complétes
sur les mouvements des solides et des liquides, jointes a
une connaissance profonde de I'analyse supéricure. Qui
oserait s’aventurer, sans de pareilles ressources; a des re-
cherches sur le mouvement imprimé au sang par le ceeur,
ct sur la marche du sang dans les artéres et dans les veines?
Avant d’aborder une telle explication, il faut arriver a la
solution de problémes nombreux et difficiles, solution
pour laquelle 'analyse supérieure est encore impuissante,
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quelque avancée qu'eclle paraisse. Tout cela semblera plus
clair que le jour, si I'on veut lire les auteurs qui ont es-
sayé de donner une explication rationnelle des phéno-
ménes de la physique et de la physiologie. Je me conten-
terai de citer le livre de Borelli (*) sur le mouvement des
étres vivants. On y voit presque a chaque page combien il
a besoin de toute la force de I'analyse pour arriver i son
but, et souvent, lorsque ce secours lui fait défaut, il s’ar-
réte découragé, et nc sait ot chercher un appui. Borelli
¢était pourtant fort instruit dans les mathématiques de
son temps; mais elles n’ont recu que plus tard les déve-
loppements nécessaires pour les recherches de ce genre.

Je crois avoir amplement atteint le but que je m’'étais
proposé, de rendre évidente I'extréme utilité de ’analyse
supérieure. D’autres arguments, en grand nombre, pour-
raient confirmer ma démonstration ; je pourrais prouver
que I'analyse donne & lesprit plus de vigueur et le rend
plus apte a la recherche de la vérité. Mais les erthemis
des mathématiques trouveraient ici matiére a discussion.

Mes premiers arguments sont irréfutables, et je m'y
arréte.

CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1843 (*%);
Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

CoMPOSITION D’ANALYSE.
Trouver Uéquation des surfaces, telles que, st, d'un
point dornné A on abaisse une perpendiculaire sur un

(*) J.-Alph. Borelli: De Motu animalium.
(**) Nous ne donnerons, de cetle année, que la composition d’analyse,

attendu que celle de mécanique n'était autre chose que 'analyse du pen-
dule conique.
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plan tangent, le rectangle de cette perpendiculaire et
de la portion de la normale comprise entre le point de
contact M et un plan P mené par le point A , soit équiva-
lent au carré de AM.

Sil'on prend A pour origine des coordonnées rectan-
gulaires, et le plan P pour celui des xy; x, y, z étantles
coordonnées d'un point quelconque M d’une des surfaces
demandées,

L 2
Vot 4y 422, + I o 4, Vi+pi+ ¢
Vit pi+g¢

représentent respectivement AM, la distance de A au
plan tangent en M, et la portion de la normale en M, qui
est définie dans I’énoncé ; mais il faut prendre, devant les
deux derniéres expressions, le signe pour lequel elles sont
positives.

Les surfaces cherchées sont donc celles qui satisfont,
soit ad’équation

Ayt =3z(z— pr—qr),

(l} ou
dz dz s
= +yz =
zxdz y dy—}-z + o,

soit a I'équation
Ay + 2 = —z(z— pr —qr),

ou
(2)

dz dz ) N )
3T — —— 2=y — = o.
=T ym2E=0

Par la méthode de M. Jacobi, l'intégrale de I'équa-
tion (1) se déduit de celles des équations simultanées

de _dy dz

 zy | a4yt
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qui sont ,

£=c,, 2y 2=y

et cette intégrale est
r
2 2 2 — J
(3) x-+-_y-|—z__qa<x),

¢ désignant une fonction arbitraire.
On obtient de méme I’équation

(4) x‘:(x’+]’+z’).\p-(£>,

dans laquelle ) désigne encore une fonction arbitraire,
pour Uintégrale de I'équation (2).

Les surfaces comprises dans les équations (3) et (4)
présentent deux caractéres communs :

1°. Elles ont, pour-centre, le point A ; car ces équa-
tions ne changent pas quand on remplace x, y, z par
—x, —y, — 2.

2°. Le plan P ou xy est un plan diamétral princi-
pal ; car ces équations donnent deux valeurs de z égales,
ct de signes contraires pour chaque systéme de valeurs
de x, y.

8¢ lon coupe les surfaces comprises dans Uéqua~
tion (3) par des plans conduits suivant Az, on a tou-
jours un cercle dont le centre est A. En eflet, pour avoir
Véquation d’une de ces sections par rapporta Az et a la
trace Ax’ de son plan sur xy, il suffit de faire dans I'équa-
tion

x=1x'cosbh, y=2a'sing
(6 désignant 'angle ' Ax compté de Ax vers Ay); ce
qui donne ' )
- Z'* 4+ 2 = ¢ (tang 8),

équation qui représente une circonférence, si

p(tang6)>>o0;
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Vorigine A sculement, si
¢ (tang6) = o,
et qui ne représente rien, si
h ¢ (tang 9) < o.

Enfin, on voit facilement que Porigine est un point
isolé des surfaces comprises dans I'équation (4).

EXPOSITION .ANALYTIQIIE DES POINTS EN INVOLUTION ET
DES RAPPORTS COMPOSES SEGMENTAIRES.

1. Involution.

1. Définition. Si I'on porte sur une droite, a partir
d’un point fixe pris pour origine, des longueurs propor-
tionnelles aux racines d'une équation algébrique de de-
gré m, ayant égard a leurs signes, les points ainsi déter-
minés sont dits points-racines.

Observation. Aux racines égales correspondent des
points conjugués multiples; aux racines imaginaires, des
points imaginaires qui donnent des résultats réels, lors-
que les racines sont combinées symétriquement ; résultats
dont il faut tenir compte quand il s’agit de ce genre de
combinaisons.

2. Définition. Sont

a,x" 4+ a,; " .. . A = 0

une équation algébrique donnant lieu a un systéme de
n points-racines; prenons une distance quelconque /, qui
détermine un point que nous'désignons par C; le produit
des distances du point C aux m points-racines cst évidem-
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ment égal a

' i B I

a, ay

ce produit est la puissance du poing C relativement au
systéme des m points-racines. Le point C peut se nommer
point-potentiel.

Observation. La puissance de l'origine est (—1)™ aLa*t'-'-

3. Définition. Si plusieurs systémes de points-racines,
placés sur la méme droite, ont la méme puissance par
rapport au méme point-potentiel C, ces systémes équiva-
lents sont dits en involution , et le point-potentiel porte
le nom de centre d’involution., ou simplement de point
central. '

4. Tutorime. Etant donné un systéme de n équa-
tions algébriques

() P+Q =0, P+Q:=o0,..., P+Q,=o,

P, Q, Q:,..., Q, sont des fonctions algébriques en-

tiéres de x. Si les n — 1 équations
(2) Q—Q:=o0, Q—Q=0,..., Q—Q,=0o,

ont des racines communes, les n systémes de points-
racines donnés par les équations (1) sont en involution,
par rapport a chaque point déterminé par une des ra-
cines communes au systeme (2). '
Démonstration. Soit r une des racines communes au
systéme (2); cette valeur étant mise 4 la place de x dans
chacune des équations du systéme (1) donne des résultats
égaux, car la différence entre deux quelconques de ces
résultats est nulle; mais chacun de ces résultats est la
puissance du point déterminé par r, par rapport a un
systéme de points-racines, § 2, done C est un point cen-
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tral, et tous les . systémes de points-racines sont en invo-
lution. :

Corollaire. Si l'on veut ajouter un nouveaun systéme
de p points en involution avec les n systémes, il est évi-
dent qu’on peut prendre p'— 1 de ces points & volonté.
Si le point C fait partie des p — 1 points, le p point
est situé & I'infini ; car zéro entre alors eomme facteur
dans le dénominateur de la fraction qui détermine le
p'ém point.

8. Les trois systémes des points-racines donnés par les
équations

P+Q=0, P+Q=0, P+Q(t—m)+mQ =o,

sont en involution; car les deux différences Q, —Q:,
m (Qy — Q) étant égalées a zéro, ont les mémes raci-
nes (4).

Si P, Q,, Q; sont des fonctions entiéres 4 deux varia-
bles x, y ; alors les trois équations représentent trois
courbes algébriques passant par les mémes points; car la
troisiéme équation s’obtient en ajoutant la premicre, mul-
tipliée par 1 — m, a la seconde, multipliée par m. Fai-
sant

y=o
dans les trois équations, on a trois équations dont les
points-racines sont les intersections des trois courbes
avec I'axe des x; et, d’aprés ce qui vient d’étre dit, les
systemes sont en involution. On a donc le théoréme sui-
vant.

6. THEOREME.

R=o0, S=o0, (1—m)R+mS=o0
étant les équations de trois courbes algébriques, une sé-
cante quelconque les coupe en trois systémes de points
qui sont en involution; et il y a autant de centres d’in-
volution que U'équation R — S = o a de racines.
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Le théoréme de Desargues est compris dans ce théo—
réme général.

Observation. On a un théoréme analogue, si R, S
étant des fonctions a trois variables , les équations repré-
sentent des surfaces.

7. Les coniques étant toujours le principal sujet d’in-
vestigations géométriques, et ces courbes n’étant rencon-
.trées par une droite qu’en deux points, on n’a guére étu-
dié que I'involution d’un systéme de deux points-racines
chacun.

8. Une équation réciproque de degré-27n donne un
systéme n de deux points-racines en involution relative-
ment 4 origine, la puissance étant 1.

9. Soient les trois équations

a, x4+ a,xr + a; = o0,
b x* 4 byx + by =0,
x4 c,r 4+ ¢; = 0,

pour que les trois systémes de deux points-racines soient
¢n involution, il faut et il suffit que les deux équations

a, b, a b
x(l——>+i—ﬁ=m

aient une racine commune ; ce qui donne la relation
(1) . déterminant (a,b,c;) = o0

et, lorsque cette relation subsiste, les trois systémes
sont en involution. Le centre d'involution est déterminé.
par I'équation

[ 4
a b:;'_ a, b, ac, — a;c,
&£ = — .

a, b, —a b, ae,—a,c,’
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cn réduisant au méme dénominateur les deux  valeurs
égales de x, on retrouve I'équation (1).
En éliminant x* et x entre les trois équations, on a
encore 'équation (1) ; donc une de ces équations est unc
conséquence des deux autres ; de sorte qu’on a la relation

e,=a,+nb, c;=ua,+ nb,, c;=a,+ nb,.

Donnant a n une valeur quelconque, méme imaginaire,
on trouve tous les couples de points en involution avec les’
deux premiers couples.
Observation. L'équation (1) n’est autre que l'équa-
tion (1) de M. Chasles (Géométrie vupu’:eure, page 155).
10. Reprenons I'équation

a4 a; " 4. . 4, = 0;

soient ay, &a,..., &, les n racines; ! —a,, {—ay,..., l—a,
sont les 7 distances du point C aux n points-racines, § 2.
Une fonction symétrique de ces distances s’'exprime cu
fonction de Z, et des coeflicients de I'équation. -Les sys-
témes de points-racines pour lesquels cette fonction est
constante, relativement au méme point C, sont dans une
relation involative. On w’a étudié jusqu’ici que les pro-
duits qui donnent des propriétés géométriques d’un énoncé
simple, et aussi les sommes qui se rattachent aux points
de moyenne distance ; mais toute fonction symétrique ren-
ferme quelque théoréme de géométrie. On peut méme dire
que les principales propriétés des lignes et des surfaces
ne sont que 'expression graphique de quelque fonction
symétrique. La théorie de ces fonctions est le fondement
de toute fa géométrie supérieure. Aussi n’a-t-on pas man-
qué de retrancher cette théorie du nouvel enseignement;
car nous ne devons connaitre d’autre supériorité que celle
de nos faiseurs. Soit.
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II. Rapports composés segmentaires.

11. Le produit de plusieurs rapports géométriques est
un rapport composé. Soit une équation de degré 2 don-
nant.autant de points-racines. Décomposons ces 27 ra-
cines en n groupes de deux racines chacun; prenant la
différence de dcux racines dans chaque groupe, on aura 7
segments. Désignons le produit de ces n segments par P;
faisant une seconde décomposition semblable, on par-

vient 4 un autre produit R. Le rapport PouRest un
R P

rapport composé segmentaire.

12. Lemme.

a—b=rc,

p_pP___PC
a

e £
13. Tutorime. Si, dans un rapport composé seg-

mentaire,, on remplace chaque racine « parl—’, p étant
o

un nombre donné, le rapport reste le méme.
Démonstration. Si en remplagant chaque racine «

parf, le produit que nous désignons par P devient

P . . -
(—p)r g’ le produit R devient (— p)~ Isi, S étant le pro-

duit des 27 racines (lemme 12). Donc le rapport ne
change pas.
14. Lemme. Soit I'équation

2" 4+ A" o A X+ Apy, = 0

si 'on a la relation

L]
Ar iy Apyy—y

= /),
”r'am—H—-/‘
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» élant un nombre donné; pour n impair, I’équation a
une racine égale & — p, et les n—1 autres racines se
n—1
2

partagent en groupes de deux racines, dont le pro-

. . . n
duit est Pj3 P(ﬂl!‘ n parr, les racines se partagent en ;

groupes de deux racines, dont le produit est p.

Observation. Cetic équation est dite réciproque, dans
le sens général. On applique ordinairement cette déno-
mination 4 une équation lorsque p =1. Nous conservons
le sens général.

15. Corollaire. Une équation réciproque de degré 2 n
est une involution de n groupes de deux points-racines,
Porigine étant le centre d'involution. Formons un rap-
pori composé segmentaire avec un nombre p de ces ra-
cines. Remplacons, dans ce rapport, chaque racine par
son inverse, on aura un rapport composé , qui sera encore
segmentaire, car les inverses sont aussi racines de l'équa-
tion; et ce second rapport segmentaire sera égal au pre-

mier (13).
Rappor/, segmentaire binaire.

16. Un rapport binaire est le produit de deux rapports.
Considérons quatre points-racines donnés par les racines
a, 3, a;, By, que ces points suivent 'ordre croissant de
grandeur de gauche a droite; on peut former trois rap-
ports binaires,

(n-a) (B—p)  (B—a)(B—w) (B—s)(m—p)
B—a) (e —8) (B—a) (fi—a) (a—a)(B— B

Dans chaque rapport, chacune des racines parait deux
fois®*Le premicr et le troisiéme rapport sont positifs, et
lc deuxiéme est négatif. Ces trois rapports sont mginte-
nant connus sous le nom de rapports anharmoniques ;
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lorsque le rapport est égal & —1, on le nomme rapport
harmonique.
Observation. Chez les anciens, le second rapport s'é-

crivait aussi

(B — o) (e —B)

(B—a)(B—a=)
11 était positif, ct devenait harmonique, lorsqu’il était
égal & +1; mais alors il n’y a plus de symétrie dans I'ex-
pression. C’est ce qui a engagé M. Chasles & changer lc
signe et & écrire 3 — a, au lien de a; — f3. D’ailleurs le
célébre géométre ne fait point usage de la notation des
points-racines. Cette notation rendrait peut-&tre plus
mnémoniques les précieuses et nombreuses équations qui
se rattachent aux rapports harmoniques, et qui sont con-
signées dans la Géométrie supérieure. L’idée des points-
racines appartient & M. Gauss (voirt. I, p. 4[4).

REMARQUES SUR LE CALCUL DES DERIVEES DES FONCTIONS

x° ET a*;

Par M. SCHLOMILCH,

Professeur a Dresde.

La maniére ordinaire de développer les dérivées de x*
et a* cousiste a recourir a la formule du binéme démon-
trée par quelques considérations relatives aux combinai-
sons. Mais, comme les formules qu'il s’agit de développer
sont fort simples, il vaut mieux éviter 'emploi d’une
formule plus compliquée; cela se fait facilement a Paide
de la formule tout a fait élémentaire

am — bm

a— Db

(1)

— an! + amn—? - am—3 b: 4.+ Il""",

comme nous 10 f('l‘OllS VOil‘.
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1. Quant a la dérivée de la fonction x™, on a

d(z™) _ “m(x + S —am — lim (z +0)— 2™

dzx d r4d—=x

3

et, en faisant usage de la formule (1), on trouve sur-le-

champ
d(xom)
T = mx™'.
Aprés avoir démontré cette formule pour le cas d’un
exposant positif et entier, il est trés-facile de la générali-
ser par des méthodes connues : on fera

14
' =y,
par conséquent,
- . xP = y1,
cc qui donne
d(zr) _d(y7) dy
dr ~ dy dx

2. Pour développer la dérivée de la fonction a*, il est
» . , . T\*
nécessaire de démontrer que l'expression (l+;> con-

verge vers une limite déterminée quand on fait croitre a
I'infini le nombre s. Cela se fait de la maniére suivante :
En supposant @ > b, I'équation (1) donne l'inégalité

z_z;—_[;’" <ma™' ou a"—b"<m(a— b)am;

on tire de la
(3) [a —m(a — b)]amt < b™;

el, en prenant

1 1
a=14 ——,3 b=14 —)
m —1 m
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on a immédiatement

(4) (H— __'__\)"'~'7<<,+ 0"

m—1 m/

s

e I\ A . .
Cela prouve que la quantité (l+ ;) croit toujours, si s

est un nombre positif et entier qui devient infiniment
grand.
Prenons maintenant

1
az==1+4+—, b=1 et m=n+rq;
2n

alors I'inégalité (3) se change en celle-ci :
1 1 n < . o .+ ——!— n < ”
ALY ’ on ’
11 s’ensuit

<1+.2‘_”")’"<4 et <r+ 57’_—[>2M<4,

en vertu de la formule (4).
La quantité <1+ ;) reste donc toujours inférieure au

nombre 4 ; on en conclut qu’il doit exister une limite dé-
terminée vers laquelle converge I'expression dontil s’agit;

. . i\ ! .
cette limite est comprise entre les nombres <x + ?> =

et 4; en la désignant par e, nous aurons

. 1\*
hm (l+ :) =e,

pourvu que s soit un nombre positif et entier. La dé-
monstration, pour le cas de s fractionnaire ou négatif,
se fait de la méme maniére, comme on le voit dans les
Traités du calcul différentiel.

Ann. de Mathémat., t. XIL. (Janvier 1853.) 3
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SOLUTION DE LA QUESTION 167

(voir t. VI, p. 894);

Par M. H. FAURE.

On sait que le lieu géométrique des projections ortho-
gonales du centre de la lemniscate de Bernoulli sur les
tangentes a pour équation polaire

ER
p® = a®cos 3
Péquation de I'hyperbole équilatére étant

@’ = p’ coS 2 ».

M. W. Roberts propose de démontrer que la longueur
d’un quadrant de cette podaire est égale & treis fois la dif-
férence entre I'arc infini de 'hyperbole équilatére et son
asymptote.

Cette question se trouve résolue par I'auteur, dans le
tome X des 4nnales de M. Liouville; il I'a déduite d'une
proposition plus générale, au moyen des fonctions ellipti-
ques. Nous allons la démontrer, en suivant une autre mar-
che que nous appliquerons a I’équation a™=p™cosmw,
qui comprend I’hyperbole équilatére comme cas particu-
lier. On reconnait facilement la forme de cette courbe;
elle se compose de m branches infinies, ayant pour
asymptotes des droites qui font avec I’axe polaire des

. N 3n 5n (2m—1)m
angles égaux a , -y 28,0, 227 On
2m 2a2m 2a2m 2m

trouve pour équation de la premiére podaire,
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Si P'on projetie de méme le centre de notre courbe sur

Y

la tangente a celle-ci, on trouvera, pour la deuxiéme

podaire,
.m m

m

2m— 1 2m—1

P =a 08 ———— w.
2m—1
SoitEl'excésdela longueurd’une asymptote de lacourbe
représentée par a™= p™ cos mw, sur la branche de courbe
correspondante, et soit S la longueur d'une demi-boucle de

la deuxiéme podaire. Nous allons démontrer que

m—1
E= ——
2m — 1

En effet, si Uon calcule 'arc de la podaire d’aprés la for-
mule
S= f\/dp" + p?'dw?,
on trouvera
z2m=—2 dz
S=a(2m—1) —_—
\/l —_— z?m

€n POS&DI
I ﬂz’"l_‘.
i

La méme formule donne, pour 'arc de 'autre courbe,

- dz
S=—a | ———,
° z? \/l p—

en posant
a
=3
Or
? dz a\/'TZ’W 22— (lz
—a ZYJT;—ZEZ > +(m—1)a -—;—_—z;—n

Pour avoir la différence entre deux longueurs trés-
considérables, portées, la premiére, sur I'asymptote, 4 par-
tir du centre, et la seconde sur la courbe a™=p™ cos muw,

3.
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a partir du sommet , il faut voir ce que devient la diffé-
rence p — S lorsque p est infini, ou ?— S pour z=o.
Or

a_got_ai=2n . (Ed g
z z z ‘/l__zim

Nos intégrales doivent &tre prises entre o et 1. Entre

ces limites, les deux quantités qui précédent le signe f
s’évanouissent; donc ,
P2tm=1 3

)a _\/!__.:'_z’_m

Par suite, puisqu’il faut renverser les limites pour 1'une
ou l'autre de ces intégrales,

E=—(m—

. m—1
E—=—
2m —i

Dans le cas particulier de la question, il faut faire

m=— 2 ,
ce qui donne

SUR LA LOCUTION : DIVISER UNE DROITE EN EXTREME ET
MOYENNE RAISON

(voir t. 111, p. 5).

Cette locution francaise est une traduction littérale de
la locution grecque : &xpov xai pécor Adyor zeueiv. On ren-
contre cetlte expression au moins quinze fois dans Eu-
clide, et tous les manuscrits, soit de cet auteur, soit des
auteurs grecs qui ont écrit aprés lui, ne varient pas sur
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cetle expression , et la rapportent de la méme maniére.
Ainsi, il y a certitude que nous possédons la véritable
Lecon d’Euclide. On cite contre cette Lecon un texte arabe
(tome 11T, page 8) ; mais I'autorité d’une traduction fran-
caise d’un texte qui est la traduction arabe d’un texte grec
ne peut prévaloir contre le texte grec lui-méme, imprimé
depuis 1533 (Bas. in-folio, curd Simonis Grynaei).

Cette Lecon , traduite littéralement en francais, est une
réunion de mots ne présentant aucun sens. C’est que, pro-
bablement, on a ici affaire & une locution du genre ellip-
tique. On en trouve de semblables dans toutes les langues,
ct surtout dans les langues anciennes. Chaque manuscrit
¢tant jadis le produit d’un travail isolé, on avait intérét a
économiser les mots pour gagner du temps, et aussi pour
ménager la place ; car la matiére sur laquelle on écrivait,
papier ou parchemin, était rare ct assez chére. Pour com-
pléter I'expression elliptique d’Euclide, il faut s’aban-
donner aux conjectures. En voici une qui me parait assez
vraisemblable.

Soit une droite divisée d'une maniére quelconque en
deux segments inégaux a et b, et soit b>>a ; les trois quan-
lités @, b, a + b sont écrites suivant leur ordre de gran-
deur : b, qui est au milieu, est la quantité moyenne ; a
cta—+ b, aux extrémités, sont les quantités extrémes.
Combinées deux & deux, ces trois quantités donnent lieu
A six raisons, parmi lesquelles il n’y en a que deux qui
puissent devenir égales, savoir: la raison tirée de l'ex-
tréme @, ou %, et la raison tirée de la moyenne b, sa-

voir : on peut avoir

a b
7)_—1:—!--6

+ b

ar

La raison 5 aura pris le nom de ratson de I'extréme, ou
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simplement extréme raison ; et la raison raison
E a

+0’

de la moyenne ou moyenne raison. 1l s’agit donc de par-
tager une droite de maniére que la moyenne raison soit
égale 4 I'extréme raison, et plus briévement encore, par-
tager une droite en moyenne et extréme raison. 1l faut
donc conserver cette locution ancienne , aujourd’hui gé-
néralement comprise, et qui a pour elle le droit de pres-
cription.

Si on voulait s’exprimer en langage moderne, il fau-
drait dire : Partager une droite en deux segments
formant avec cette droite une proportion continue. Cest
la formule adoptée par Lorenz (Jean-Frédéric), dans son
excellente traduction allemande des quinze Livres d’Fu-
clide; 1581.

Dans la géométrie moderne, cette section segmentaire
n’cst guére employée que pour la construction du déca-
gone, et n’a aucune importance dans la géométrie seg-
mentaire,, parce qu'elle ne se projette pas coniquement,
mais cylindriquement. Cette derniére projection est I’ob-
jet implicite de la septiéme proposition du quatorziéme
Livre(¥). Les six derniéres propositions du treiziémeLivre
consacrées & la construction des cinq corps réguliers, con-
tiennent des applications de lasection continue; de méme,
le quinziéme Livre, qui traite aussi de laméme construc-
tion. D’ailleurs, on sait que le quatorziéme et le quinziéme
Livres ne sont évidemment pas d’Euclide; on les attribue &
Hypsiclés, géométre d’Alexandrie, du second siécle de
notre ere.

Il est 4 remarquer que les quinze Livres ne contiennent
aucune proposition relative a la circonscription des cing
corps réguliers a la sphére. :

*) M. Chasles voudraitqu‘on réunit toutes les pl‘O])OSiﬁOl’lS éométriques
ui sera portent a cette )POpOl‘l-iOﬂ (Histoire de la Gc’ame’trin, P 513).
q P l \ 7
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Le célébre Paccioli Lucas de Borgo, frére mineur (*) de
I'ordre des Franciscains, a publié, en italien, un ou-
vrage spécial sur la propoertion continue, sous ce titre :
Divina proportione opera a tutti gli ingegni perspicaci e
curiosi necessaria que ciascun studioso di Philosophia,
Prospettiva, Pictura, Sculptura, Architectura, Musica,
e altre Mathematice, suavissima, sottile, e admirabile
doctrina consequira, e delectarssi, con varie qitesn'one
de secretissima scientia.

L’ouvrage est imprimé a Venise,, en 1509 (**); Kastner
cn donne une description trés-détaillée, trés-instructive
(Histoire des Mathématiques, tomel, page 417; 1796 ; en
allemand). J’ai constaté 'extréme exactitude de cette des-
cription sur I'exemplaire qui se trouve a la Bibliothéque
impériale sous I'inscription V. 545. Le frére Lucas donne
cinq raisons pour justifier I'épithéte de divine donnée a la
proportion : « La primae che lei fia una sola e non piu,
¢ non possibile di lci asegnare altre specie ne differen-
te. La quale unita fia el supremo epitete de epso idio
secunda tutta la scola theologica e anche philosophica.
La secunda convencentia e dela Sancta Trinita. Cio e si
commo n divinis una medesima substantia fia fra tre
persone, Padre, Figlio e Spirito Sancto. Cosi una me-
desima proportione de questa sorte sempre conven se
trovi fra tre termini; e mai ne in piu, ne in manco se po
retrovare (page 4) (***). Les trois autres raisons portent
aussi le cachet de la profession et du si¢cle de ce savant
moine,d’un esprit trés-distingué, et qui comptait Léonard

(™) Les Cordeliers prenaient par humilité le nom de Fréres mincurs.
(**) 1l n’existe pas d’édition antérieure ; on en trouve sept exemplaires
dans les Bibliothéques publiques de Paris, deux a la Bibtiothéque Impé-
riale, deux & PArsenal , deux a la Mazarine, un a Sainte-Geneviéve. Nous
devons ce renseignement au savant prince Balthasar Boncompagni.
{***) Les pages ne sonl numérotées qu'an recto.
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de Vinci parmi ses nombreux amis. C’est méme I'illustre
artiste qui a dessiné les figures de la Divina propor-
tione, ou 'on trouve représentés divers polyédres, 'un de
soixante-douze faces, de l'invention de Paciolus, et aussi
les formes trés-hien exécutées des lettres capitales de
P’alphabet latin, et des dessins d’architecture suivant des
proportions qui n’ont aucun rapport a la proportion
divine, comme Montucla dit erronément ( Histoire des
Mathématiques, t. 1°", p. 551). Dans la dédicace & Petro
Sederino, gonfalonnier perpétuel a Florence, on lit que
Paciolus a présenté un opuscule (libellum) de Divina
proportione a Louis Sforce, duc de Milan, et il ajoute :
Tanto ardore ut schemata quoque sua Vincii nostri
Leonardi manibus scalpta. Quod opticen instructiorem
reddere possent addiderim.

On trouve plusieurs emplois ingénieux de la section
continue dans l'ouvrage suivant : Euclidis Megaren-
sis (*), mathematici clarissimi Elementa, libris XV ad
germanam geometrice intelligentiam e diversis lapsibus
temporis injuria contractis restituta. Ad impletis preeter
majorum spem, quee hactenus deerant solidorum regula-
rium conferentiis ac inscriptionibus. Accessit decimus
sextus liber de solidorum regularium sibi invicem in-
scriptorum collationibus. Novissime collati sunt, decimus
septimus, et decimus octavus priori editioni quodammodo
polliciti, de componendorum, inscribendorum et con-
ferendorum compositorum solidorum inventis, ordine et
numero absoluti. Authore D. Francisco Flussate Can-
dollo ad Carolum IX, Christianissimum Galliarum Re-
gem. Lutetia Parisiorum, anno 1602.

La premiére édition est de Paris, 1566; la seconde de

(*) On a longtemps confondu le géomeétre d'Alexandrie avec son homo-
ayme, le philosophe de Mégare.
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Lyon, 1578. Cest dans le seizieme, dix-septi¢me, dix-

huitiéme Livre que 'auteur traite des solides demi-régu- .

liersetdes polyédres réguliersinscritslesunsdanslesautres,
et circonscrits les uns aux autres. Il étaitfils de Gustave de
FoixIlI, comtede Candolle,ducde Randan,delabranchede
Pillustre maison de Foix, dont étaitlecélébre Gaston,d’une
bravoure si brillante, etqui fut tué 4 labataille de Ravenne
en 1512. Francois,d’abord commandeur des ordres du roi,
s'étant ensuite destiné a 'état ecclésiastique , fut nommé,
en 1570, évéque d’Aire (Landes). Il est mort 4 Bordeaux
le 4 février 1594, dans sa quatre-vingt-dixiéme année. Il a
fondé, dans cette ville, au collége de Guyenne, une chaire
de mathématiques, 4 donner au concours devant des juges
compétents. Chaque candidat était tenu de faire deux lec-
tures pendant deux jours consécutifs : le premier jour, il
devait donner une proposition nouvelle de son invention,
sansdépasser leonziéme Livred’Euclide;et, lejoursuivant,
une seconde proposition, aussi de son invention , concer-
nant la théorie des polyédres, 4 démontrer par les quinze
Livres. En 1703, un des candidats contesta a son concur-
rent la nouveauté de ses propositions. On convint de s’en
rapporter a I’Académie des Sciences, qui consacra deux
séances a cet examen, et décida que les propositions n’é-
taient pas nouvelles (Histoire de I Académie; 1703,
page 76). On ne dit pas en quoi consistaient ces proposi-
tions. Les archives du collége de Guyenne renferment
peut-étre des renseignements curieux sur ce mode de con-
cours, qui subsistait encore en 1710. Quoi qu'il en soit,
il faut convenir que le noble prélat du xvi° siécle avait
un amour plus intelligent, un sentiment plus vrai du
but de la science, que certains réglementateurs de notre
siecle éclairé.

Note. Dans la séance du samedi 24 mars 1703, 'Académie regut un
Mémoire contenant ces deux théorémes proposés comme nouveaux par
Vun des aspirants a la chaire du collége de Guyenne:
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Ad primam sessionem theorema.— In triangulo mquilatero, perpendicu-
laris ab utrius anguli apice ad basim ducta, potentia est utram libet basis
segmentum, est ejusdem triangulis latus est potentid ad semidiametrum circuli
qui idem triangalam , inscribitur (*).

Ad secundam sessionem theorema. — 8i in cubo describantur et icosedrum
et dodecaédrum, quadratum ex icoseedri uno latere, erit @quale rectangulo
ex duobus lateribus quorum unum est latus cubi, aliud latus dodecaedri.

Un des concurrents prétendait que ces deux propositions n’étaient pas
delinvention du premier aspirant, la premiére étant prise du livre treize
d’Euclide, proposition douze, Vautre du seiziéme livre, proposition
quinze, et que n’ayant pas satisfait a la fondation, il doit étre exclu de
la chaire disputée.

Dans la séance du samedi suivant, 31 mars 1703, 'Académie a jugé que
des deux propositions de l'aspirant, ni I'une ni l'autre ne devait étre
censée de son invention. .

Nous devons ce renseignement a 1'illustre doyen des géométres physi-
ciens, ornement de deux Académies, et qui sonde avec succés les pro-
fondeurs du monde planétaire et les mystéres de 1'univers moléculaire ;
qui commente les principes ardus de Newton , explique les passages obscurs
des agronomes de 'antiquité, expose les méthodes bucoliques des Mo-
dernes ; le tout dans un style si pur, si frangais, qu’on se croit transporté
dans notre grand siécle littéraire. Puisse l'illustre M. Biot, qu'il n’était
pas nécessaire de nommer, agréer P'expression de notre reconnaissance.
Ayant conservé sous les glaces de I'age une verdeur juvénile, une activité
rare méme chez les savants jeunes d’années, il met autant d’empresse-
ment & encourager les faibles, que d’autres a décourager les forts.

MELANGES.

1. Sous Henri III, il existait & Paris un imprimeur
nommé Pierre le Voirrier, qui était imprimeur du ro,
spécialement pour les mathématiques. C'est ce qu’on voit
par Pouvrage suivant : Mauricii Bressi Gratianopolitani,
Regii et Ramei mathematicarum Lutetice professoris,
Metrices astronomicee, libri quatuor. Haec maximam
partent nova et rerum astronomicarum et geographica-
rum , per plana spheericaque triangula dimensionis ratio
veterique compendio expeditior et compendiosior. Ad

(*) Potentia, carvé.
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Pomponium Belleureum Sacri Consistorii Consiliarium ,
Regisque Legatium. Par., 1581, apud Lgid. Gorbi-
num. . .
A la fin de l'ouvrage on lit : Excudat Petrus le Voir-
rier, in mathematicis typographus regius. Parisiis, anno
1581, mense Augusti; in-folio de 84 pages.

Bressius s’est servi du théoréme de Ménélaus, dit de
Ptolémée, relatif au triangle coupé par une transversale,
pour démontrer plusieurs théorémes (lib. IV, prop. 13).
Ce Livre traite des triangles sphériques; on y trouve des
propositions qui ont été communiquées 4 I'auteur par son
ami Jean Saville, Anglais célébre, fondateur d'une chaire
de géométrie, occupée par Newton. Bressius aussi occu-
pait, au Collége de France, une chaire semblable, fondée
par le célebre P. Ramus. Car I'ouvrage se termine ainsi :
Hec ferme sunt, amplissime Belleure, que ad rerum
astronomicarum dimensionem usui fore duxi. Namque
alia problemata quee curiose investigationis potius sunt
quam utilis et fructuosee tanquam a proposito aliena,
de industria pretermisi. Quee quidem commentabor,
dum Christianissimi litterarumque amantissimi Gallo-
rum Regis Henrici 111 et macarite P. Rami, professoris
quondam Regii, munificentia fruerer otio. Viri autem
ct genere et genio nobilis, divinique Francorum poetce
Petri Ronsardi fruerer hospitio.

L’épithéte macaritee, appliquée & un huguenot égorgé
a la Saint-Barthélemy, montre que Bressius était de cette
secte, ou bien qu’il trouvait dur de damner l'auteur
('une fondation qui le faisait vivre. Il demeurait chez
Ronsard, gentilhomme riche, et trés-instruit. On a méme
reproché a ses vers d'éire trop savants; reproche trés-
fondé, mais qu'on a rarement 4 faire.

Pompone de Belliévre, fils d’un premier président au
parlement de Grenoble, né en 1529, surintendant des



(44) ,
finances, et mort chancelicr en 1607, était un grand pro-
tecteur des sciences. Dans ces temps de troubles, lors-
qu’on faisait quelques difficultés aux professeurs sur leurs
émoluments, ils avaient recours & Belli¢vre, et en obte-
naient du secours (Kastner, Histoire des Mathématiques,
tome I, page 626-796).

2. Les doubles signes ? et S sont de Bouguer (Cor-

respondance mathématique et physique de quelques cé-
lebres géoméures, etc. ; par Fuss, tome I, page 304).

3. Dans le xvi¢ siécle, on s’est beaucoup occupé de la
construction des Tables de sinus. La plupart des calcu-
lateurs descendaient par hissections successives de I'arc de
15 degrés aI'arcd’une minute environ. Cet arcde 15 degrés
portait le nom singulier de kardaga. Ainsi, le premier
kardaga était 155 le second kardaga, 3o degrés, et ainsi
de suite, jusqu’a go degrés, qui était le sixiéme kardaga.
On croit que ce mot est une corruption du mot arabe kar-
tita, parvum quid? Karata veut dire couple divisear ; cc
mot désignerait unc partic de la circonférence.

Les Grecs désignaient les trois cent soixanti¢mes partics
par wozel , qui veut dire parties ; et les Latins aussi se sont
scrvis du mot partes. Jamais ils n'ont employé le mot
gradus pour désigner un degré de la circonférence. Ce
mot degré nc nous vient pas du latin, comme on est porté
a le croire, mais il dérive de 'arabe derug, ou il signific
un échelon, partie d’une échelle, et aussi partie de la
circonférence.

Le mot grade, pour la centiéme partie du cadran,
date de I’établissement du systéme métrique. L'illustre
auteur de la Mécanique céleste emploie la division déci-
male du cercle et du jour; division que les astronomes
ont abandonnée. 1l est bizarre que les astronomes, qui
ont tant insisté¢ pour introduire la division décimale dans
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les usages de la vie civile, I'aient repoussée de chez eux,

ou elle est pourtant plus utileque partout ailleurs, puisque
toute la science ne consiste qu'en calculs.

UN THEOREME DE FERMAT;

D’apris M. HERMITE.
(Journal de Mathématiques, tome XIII, page 15; 1848.)

1. Lemme. Lorsqu’un nombre premier est de la forme
4+ 1, il existe un carré qui, augmenté de 1, donne une
somme divisible par ce nombre premier.

. . a , .
. 2. Lemme. Le nombre fractionnaire 7 €étant converli

en fraction continue, on trouve toujours deux réduitcs
consécutives dont les dénominateurs sont , I'un inférieur,
et 'autre supérieur a \/z.

3. Tutorimr v Fermar. Un nombre premier de la
forme 4 + 1 est toujours la somme de deux carrés.

Démonstration. Soit p ce nombre premier, on a donc
(lemme 1)

a4+ 1=p;

a , . . . . \

— étant converti en fraction continue, on arrive a deux

d m m -

réduites consécutives —> —, ou n<yp et n'>p
n n

(lemme 2). Donc, d’aprés la théorie connue,

3|

€
4+ — ol e<1;
nn' <n

1

on en déduit
/)
na —mp —c¢, —
p Py 4

P,

(na—mp)=p. PRl
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% et ¢* sont des fractions; done

(ra —mp) <p;

mais
nt < p;
donc ,
(na —mp ) + n* < 2p,
ou bien

rt(a*+1) — p(2anm —m*p) <2 p.
a® +1 est un multiple de p, I'expression a gauche est
donc un multiple de p moindre que 2p. Donc

(na — mp) 4+ n* = p. - C. Q. F. D.
4. Euler a démontré que la décomposition du nombre

premier p = 4 + 1 ne peut se faire que d’une seule ma-
niere (voir tome VII, page 38); et, d’aprés la formule
de Gauss (voir tome IX, page 307), lorsqu’un nombre ne
peut se décomposer que d’une seule maniére en deux car-
rés, il est premier.,

THEOREME SUR LA SOMME DE DEUX CARRES ;
D’arris EULER.

TuatorkME. a® + b* n’a aucun diviseur premier de la
forme 4n—1x, a moins que a et b aient un tel diviseur
pour facteur commurn.

Démonstration. a et b n’étant pas divisibles par 4n—1,
il s'ensuit (Fermat) que @*"~*—5b*"~* sera divisible par le
nombre premier 4n —1; donc a*"~*-+ 5*"~* ne sera pas
divisible par ce nombre premier. Mais a® 4 5*est un fac-
teur de a*"~*+0*"~*; donc, etc. (Correspondance ma-
thématique et physique, t. 1, p. 116. Lettre a Goldbach,
de Berlin, 6 mars 1742).
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Dans la méme Lettre, on trouve cette simple démonstra-
tion du théoréme de Fermat.

1. Lemme. p étant un nombre premier, on a
(1) (a +by —ar — bp = p.
2. Lemme. Si

al — a = p,
on aura aussi

(a+|)P—(a+1):I;.
Démonstration. Dans la congruence (1), faisons

b =1,
il vient

(a4 1P —at —1=p,
ou bien

(a+1p—(a+1)— (aP—é):]};
mais, par hypothése,
R aP —a = p
Donc, etc.

3. TutorEME DE F'ERMAT. p étant un nombre premier,
on a

al —a = /;.
Démonstration. On a
1P —1 :-j;;
donc, d’aprés le lemme 2,

2 —o2=p, 3¥—3=p, elc.

THEOREME DE MINIMUM , DANS LE TETRAEDRE, DE M. STEINER.

1. Lemme. a est un point fixe, D une droite sur la-
quelle on prend deux points b, c; la distance bc est
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constaute; le périmétre du triangle abc est un minimum
lorsque ab = ac, ou, ce qui revient au méme, lorsque le
milieu de bc est le pied de la perpendiculaire abaissée de a
sur bc.

2. Tatorime. Surla droite A sont situés deux points
fixes a, b; surla droite B, on prend deux points c, d; la
distance cd est constante ; l’aire de la pyramide abed est
un minimum lorsque le milieu de cd est le point oi la
plus courte distance entre A et B rencontre B. (Steiner.)

Démonstration. acd, bed, cab, dab sont les quatre
faces de la pyramide. Les aires acd, bcd sont constantes
il s’agit donc de chercher en quel cas la somme des aires
cab et dab est un minimum, ou dans quel cas la somme
des perpendiculaires abaissées de ¢ et d sur A devient un
minimum. A cet effet, par un point quelconque e pris
sur A, menons un plan perpendiculaire sur A, et proje-
tons sur ce plan les points ¢, d en ¢/, d'; la distance ¢’ 4’
estconstante; et les droites ec’, ed’ sont évidemment égales
aux perpendiculaires abaissées de ¢ et d sur A. Or, d’a-
prés le lemme, ec’ + ed’ est un minimum lorsque le mi-
lieu €' de ¢' @’ estle pied de la perpendiculaire abaissée de ¢
sur ¢’ d'; alors ec’ est la projection de la plus courte dis-
tance ; donc, ctc.

3. Corollaire. Prenant sur deux droites deux longueurs
constantes , et considérant ces longueurs comme les arétes
opposées d’'un tétraédre , le volume du tétraédre est con-
stant et son aire est un minimum, lorsque la plus courte
distance des deux droites partage les deux longueurs en
parties égales, ctle rayon de la sphére inscrite est un
maximum.
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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEES 1842
ET 1848 (*);

Par M. DIEU,

Agrégé, docteur és sciences.

1848. — CoMPOSITION D’ ANALYSE.

Parmi toutes les courbes planes de méme longueur 1,
qui se terminent a deux poirts donnés A, B, déterminer
celle qui a le plus grand moment d’inertie par rapport
a AB. Calculer Uaire de la portion de plan comprise
entre la courbe et la droite AB, ainsi que Uaire de la
surface qui serait engendrée par la courbe si elle tour-
nait autour de cette droite en faisant une révolution
compléte.

AB étant prise pour axe des x, et la perpendiculaire
en A pour axe des v, le moment d’inertie dont il s’agit

l
est représenté par f y*ds, et, d’aprés les principes du
4]

(*) La méme courbe répond au probléme de mécanique de 1842 et au
probléme d’analyse de 1848; c’est pour cela que nous les avons réunis.

Ann. de Mathémat , t. XIL. (Février (853.) 4
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calcul des variations, la courbe demandée doit éire dé-
terminée au moyen de I'équation

1
J.f(y:_l)ds:.:o,
0

A étant une constante qui dépend de la longueur don-
née /. :

En intervertissant I'ordre des opérations indiquées par
les signes ¢ etf‘, et faisant, pour plus de facilité, varier x

et y, on déduit de cette équation

! d dx
. A s
J_y[zy +D5.(A—y’)—]+ 0z.D,.(A—y?)——(ds=o0
_/(: { ds ds ’

attendu que dx et dy sont nulles aux limites.

Suivant les principes auxquels nous venons de ren-
voyer, on a une équation différentielle de la courbe de-
mandée, en posant

dx
D;.(» —y*)—=o0.
(A= 77) ds

On peut égaler & zéro soit le coefficient de dux, soit
celui de dy, car les deux équations ainsi formées rentrent
I'une dans l'autre; il faut choisir la moins compliquée.

Une premiére intégration donne

ds ) .
C— = A —
dz b
¢ étant une constante arbitraire; et 'on tire facilement de
cette équation
dy SR ——
e = () — 2 — 2.
(1) B N =y =T
Avant d’aller plus loin, il convient de remarquer :
1°. Qu’a causc du double signe dont le radical est af-
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fecté, et de ce que la quantité sous le radical ne contient
que c2, il suffit de supposer ¢ >o0;

2°. Que 2* doit surpasser ¢* pour que de trés-petites va-

leurs de y ne rendent pas % imaginaire;

. Que A ne peut étre négative, parce que, dx étant
positive quand x croit de zéro-a AB et y* étant nécessaire-
ment croissant a partir de zéro, si X était négative, le
radical croitrait toujours et dy ne changerait pas de signe,
- attendu qu’il n’y aurait aucune raison pour passer d’un
signe a l'autre devant le radical; de sorte que y ne pour-
rait devenir nulle pour x = AB, tandis qu’il faut au
contraire que cela ait lieu.

Il résulte de ces remarques que la valeur VA —¢est un
maximum de y qui ne peut la dépasser en croissant a

. , dy . . .
partir de zéro, sans que - ne devienne 1maginaire. On
’ dx

posera, par conséquent,
(2) y=yA —c.sing.

En substituant cette expression a y dans1'équation (1),
on obtient
¢ dg

VA—+c¢ \/] A—¢
Y4-c

si on regarde ¢ comme croissant a partir de zéro, et si
Pon convient de passer du 4 au — devant le radical de
Péquation (1) lorsque y passe par sa valeur maximum

dr =

>

in?
sin’ ¢

ui répond 4 © = ~. Puis on a
q P =3

(3) '”:\/Tc;_c'F(\/:_I—Z’O’

F étant la caractéristique de la fonction elllpthue de pre-
mlere eSPeCe

4.
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D’aprés la valeur précédente de dx, I'équation

—_— a2
.d.s‘..":.-x ‘yd.r
devient
A—c
ds = /) .d .\/— in’g — dr
v s ~+c.dg I l_‘_csmqa dr,
et 'ona
C—\/).'{»—CE A—e
§ = . ).-f—c,? x,

E étant la caractéristique de la fonction elliptique de se-
conde espéce; ainsi la rectification de la courbe cherchée
se raméne A celle del'ellipse dont les demi-axes sont YA + ¢

et Vac.
y devient nulle pour ¢ = 7; donc on doit avoir

2¢ )Y —c
¢x+e'F A +c =48,

2W.E<\/r_——c>=l—AB,‘

et

A—+c
ce qui détermine 2 et ¢ (*).
Les valeurs de y et de dx donnent .

ydz = csingdo ,
Ate sin?
2—c¢ e

et en intégrant cette expression depuis ¢ = o jusqu’a
¢ = T, on trouve, pour l'aire de la portion de plan com-

(*) On emploie encore ici les notations de Legendre; les fonctions F
et E ont, comme on sait, pour ==, des valeurs doubles de celles

7

w i s
qu'elles ont pour o=, et ces derniéres sont exprimées: par

e l—c A—c
F( A+Z)’ E (\/-}-—:) pour le module \/m
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prise entre la courbe et AB,

c[log (VW4 ¢+ yi—c)r—logac].

La différentielle de I'aire de la surface engendrée par
la courbe tournant autour de AB est 27y ds; or les va-
leurs de y et de ds en fonction de ¢ donnent

_c_+ cos’ ¢
onyds=2n(A—¢) —————"— .sinpdyp;

\/—-—— + cos? g

et, en intégrant entre les limites qui viennent d’étre in-
diquées, on a

27 \/1’—- ¢y
pour laire de la surface de révolution dont il s’agit.

Enfin, on a encore

dy z\/x
= )\—-\)‘-—C)Sln’q)]ﬂn(p

Rien n’est plus facile que de se faire, d’aprés les ex-
pressions de x, y, %et% en fonction de la variable
auxiliaire ¢, une idée exacte, tant de Parc limité a A et B
qui répond a la question , que de toute la courbe qui sa-
tisfait a I’équation (1). En effet : :

1°. ¢ croissant de 0 & m, x croitde o & AB, y croit

d’abord de 0 4 YA —¢ (maximum qui répond a x = é;) ,

— 7 . —
puis décroit jusqu’a o, = decroxt de W—e, Vi—c
[

’

d AB d2 x
en passant par zero quan X = ?7 et —— e reste constam -

ment négative;
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. dy )
2°. y a la méme valeur et ;—édcs valeurs de signes con-

traires pour des valeurs de ¢ équidifférentes de - aux-

. e prs AB
quelles répondent des valeurs de x équidifférentes de —

3°. Enfin ¢ =9, et ¢ = o, + k7, p, étant entre zéro
et 7, ct k un nombre entier positif ou négatif, donnent
des valeurs de x qui différent entre elles de An, et des va-

d 2 . , R .
leurs de y, Z];et :(—l;“—’-;qm sont égales et de méme signe,

ou égales et de signes contraires suivant que k est pair ou
impair.

Donc :

L’arc AMB est concave vers sa corde AB, et formé de
deux parties symétriques par rapport & l'ordonnée CM
de son milieu M.

La courbe est composée d’une infinité de parties égales
a AMB, situées les unes du c6té des y positives, les autres
du cété des y négatives, comme une sinusoide, et les
points tels que A, B, etc., sont en méme temps des
centres et des points d'inflexion.

1842. — ComposITION DE MECANIQUE.

Démontrer qu’un fil flexible homogéne et sans masse
peut tourner autour de la droite qui joint ses extrémités
fixes, en conservant une JSigure permanente, et déter-
miner cette figure; on fait abstraction de la résistance
de Uair ct des frottements.

Soient A, B les extrémités fixes du fil; s’il tournait
effectivement autour de AB, en conservant une figure
constante AMB, ses points décriraient des circonférences
dont AB serait I'axe commun, et ils auraient tous, an
méme instant, la méme vitesse angulaire, qui ne varie-



(55)

rait pas, d'ailleurs, avec le temps, puisqu’il n’y a pas de
forces appliquées. Or, chaque sommet du polygone infi-
nitésimal qu’il est permis de substituer 4 Ja courbe dans
le raisonnement, peut étre considéré comme un point
libre, si on lui applique a chaque instant une force égale
a la résultante des tensions des cOtés contigus; et cette
force ne différe pas de la force centripéte due au mouve-
ment circulaire uniforme du sommet autour de AB; de
sorte que sa direction, qui est comprise dans le plan
osculateur, coupe cette droite. Donc le deuxiéme élément
de la courbe, & partir de A, est dans le plan du premier
et de AB; le troisiéme dans le plan du deuxiéme et de AB;
et ainsi de suite. Ainsi, la figure AMB est plane, en ad-
‘mettant qu’'elle existe.

Si I'on désigne par T la tension du fil au point (x, y),
par s la longueur de la partie qui est entre ce point et
Pextrémité A, enfin par » la vitesse angulaire constante
de tous les points autour de ABj et si I'on prend pour
axe des x la droite AB, et pour axe des y la perpendicu-
laire élevée en A a cette droite dans le plan mobile AMB;
les composantes, suivant les axes de la force qu’il suffi-
rait d’appliquer a (x, y) pour pouvoir considérer ce point

comme libre, sont représentées par D, .T-— » D;. T

ctcelies dela force centripéte par 0, —w?y. Sila courbe
AMB existait, on aurait donc, d’aprés ce qui précéde,
les deux équations

dr dy
Zs—_o, DS.T£+m2y:o;

et, réciproquement, le théoréme énoncé sera démontré
si I'on peut avoir une courbe qui satisfasse a lequatlon

déduite de celles-ci par 'élimination de T, et qui passe
en A,
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De la premiére de ces deux équations on déduit immé-

diatement
- ds
1 T=c¢ —
() ‘dz’
¢, désignant une counstante arbitraire.

En eflectuant les dérivations qui ne sont qu’indiquées,

]’. ki . dx dy . ..
mu UP 1ant ensuite par ;1?, —;— respectlvcment,puls ajou-

d.
tant, on a
dT dy
—— 2y L —
ds +w]ds 0

dont P'intégrale est
2L
(2) T=c— %y,

cn désignant par ¢, une seconde constante arbitraire.
Enfin, par I'élimination de T entre les équations (1}
et (2), il vient
ds

¢ —— == k— Yy

dx

si I'on remplace ¢, par cw? et ¢, par lw2
P 1} 5 ftcp >

Or cette équation est identique a la premiére des équa-
tions différenticlles qu'on a eues pour la courbe du pro-
bléme précédent ; donc le théoréme dont il s’agit main-
ténant est démontré, ainsi que cela a ¢été annoncé plus
haut, puisque non-seulement on peut faire passer la
courbe par les points A, B, mais encore l’astreindre a
une autre condition quelconque.

il convient de remarquer qu’il peut y avoirde A a B
deux, ou méme un nombre quelconque d’arcs tels que

AMB.
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NOTE SUR LA THEORIE DES FOYERS ;
Par M. Eomonn LAGUERRE-VERLY,

Eléve (institution Barbet).

I

1. Considérons trois coniques ayant un méme foyer F,
et sur une droite arbitraire FZ passant par ce foyer, pre-
nons trois points A, B et C, correspondant respective-
ment aux trois coniques. Menons par chacun de ces points
deux tangentes a la conique correspondante, et joignons
les six points de contact au foyer : nous obtiendrons ainsi
trois couples de droites ayant pour bissectrice commune la
ligne FZ; donc ils formeront un faisceau en involution.

En généralisant par I’homographie cette propriété,
nous obtiendrons le théoréme suivant :

Tatorime 1. Si trois coniques sont tangentes & deux
mémes droites se coupant en O, et que, sur une droite
OZ passant par ce point, on prenne trois points A, B, C
correspondant aux trois coniques ; si, par chacun de ces
points, on méne des tangentes & la conique correspon-
dante, en joignant les six points de contact ainsi obte-
nus au point O, on obtiendra un faisceau en involution.

Remarque. Si les trois coniques se réduisent i une
seule, on retombe sur la proposition suivante, due &
M. Chasles : :

8t trois cordes d’une conique se coupent en un méme
point, les six points qu’elles interceptent sur lu conique
sont en involution; c’est-a-dire qu’en joignant ces six
points a un point quelconque de la conique, on a un
Sfaisceau en involution.

L]
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Si les trois points A, B et C se confondent, on obtient’
le théoréme énoncé tome XI, page 292.

Yindiquerai encore les deux théorémes suivants :

Tatoreme II. 8¢ une conique wariable est assujettic
a rester tangente & deux droites fixes A et B, le lieu des
poles d’une droite D passant par le point de rencontre
de A et deBpar rapport a cette conigue variable, est une
droite H passant par ce méme point de rencontre. Les
quatre droites D, A, H, B forment un faisceau harmo-
nique.

Tutorime 1. Si trois coniques sont inscrites dans
un méme angle, el que, par un point pris dans leur
plan, on leur méne six tangentes, les deux tangentes
mencées & une méme conique couperont la polaire du
sommet de U'angle, relativement a cette conique, en deux
points; et si Uon joint au sommet de langle les six
points de rencontre ainsi obtenus, on aura un faisceau
en involution.

2. Coniques biconfocales. Une conique ayant deux
foyers fixes peut étre considérée comme tangente a quatre
droites fixes; les théorémes relatifs aux coniques biconfo-
cales peuvent donc étre étendus aux coniques inscrites
dans un méme quadrilatére. Je citerai quelques exemples
de cette transformation.

Soient trois coniques biconfocales ; par un point exté-
rieur menons-leur six tangentes. Ces tangentes auront
deux 2 deux la méme bissectrice ; donc elles formeront un
faisceau en involution. En généralisant par homographie,
on obtiendra la proposition suivante, corrélative d’'un
théoréme de M. Sturm : :

8¢ trois coniques sont inscrites dans un méme quadri-
latére , et que, par un point pris dans leur plan , on leur
méne six tangeutes, ces six tangentes formeront un fais-
ceau en involution.
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Le probléme suivant : .Construire une conique inscrite
dans un quadrilatére et passant par un point donné A,
a en général deux solutions.

Si au point A on mene les deux tangentes aux deux co-
niques satisfaisant a la question, et qu'on joigne ce point
a deux sommets opposés du quadrilatére, on obtiendra un
faisceau harmonique.-

3. Considérons n coniques situées dans un méme plan,
les 4 n foyers de ces coniques seront 4n sommets de n
quadrilatéres respectivement circonscrits a ces courbes,
et les cotés opposés de ¢es quadrilatéres convergeront tous
vers deux mémes points P et Q situés sur la droite de
Uinfini (¥).

Observation. Chaque c6té renferme un foyer réel et un
foyer imaginaire.

Il suit de 1a que :

8t Uon transforme homographiquement n coniques
situées dans un méme plan, aux foyers de ces coniques
correspondront les sommets de n quadrilatéres respecti-
vement circonscrits a ces coniques transformeées, et les
c6tés opposés de ces quadrilatéres se couperont en deux
mémes points P et Q situés sur la droite, répondant
homographiguement a celle de Uinfini.

Inversement, cette remarque peut servir a résoudre ce
probléme : '

Deux points A et B étant pris dans le plan d’une co-
nique, transformer la figure homographiquement, en
sorte que les points correspondant & A et B soient des
JSoyers de la conique transformée.

On peut remarquer, de plus, que si un cercle se trouve
dans le plan des coniques données, il s¢ transforme sui-
vant une conique passant par les deux points fixes P et Q.

{*} Expression employée par M. Poncelet.
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Comme application de ce principe, considérons trois
coniques inscrites dans un méme angle; si nous joignons
le sommet de cet angle aux douze foyers de ces coniques ,
nous obtiendrons ainsi six couples de droites ayant une
bissectrice commune; donc trois quelconques d’entre elles
forment un faisceau en involution.

On tire de 1a le théoréme suivant :

Tutoreme IV. 87 trois conigues sont inscrites dans
un méme angle A, et que par deux points extérieurs P
et Q on leur méne des tangentes, les tangentes menées
de ces deux points a une méme’ conique formeront un.
quadrilatére donnant deux couples de sommets opposés,
et nous aurons, en considérant les trois coniques, six
couples de sommets; en joignant trois quelconques de
ces couples au sommet A, on obtiendra un faisceau en
involution.

II.

Les deux droites représentées par les équations

(_}’-—ﬁ)—i—\/‘—_l(z"‘“):o

(r—B8)—V—i(z—a)=o,
que nous avons considérées dans I'étude des foyers des
coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété trés-
remarquable, contenue dans la proposition suivante :
8i un angle constant tourne autour du point (e, 3),
ses cotés et les droites représentées par les équations

(r =B+ V=1(z—a)=o,
(r — B)-—J—-—_l(-l—d): 0,
JSorment dans chaque position de I’angle mobile un fais-

ceau dont le rapport anharmonique est constant. Si
Uangle mobile est droit, le faisceau est harmonique.
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Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Con-
sidérons un angle constant tournant autour du foyer d’une
conique, les cordes interceptées dans la conique envelop-
pent deux coniques confocales et doublement tangentes a
la premiére. ~

On tire de cette proposition le théoréme suivant :

Tatorkme V. 8¢ un angle O est circonscrit & une
conique, et quun angle wvariable tourne autour du
point O de maniére que ses cotés fassent dans chacune
de ses positions, avec les c6tés de Uangle fixe, un fais-
ceau dont le rapport anharmonique soit constant, les
cordes interceptées dans la conique par les cétés de
Uangle wariable enveloppent deux coniques inscrites
dans U'angle O et doublement tangentes & la premiére.
(Crasies, Géométrie supérieure, page 448.)

Je citeral encore les théorémes suivants :

Tatorime VI. 8 un angle wariable tourne autour
d’un point fixe O pris dans le plan d’une conique, en
sorte que ses cotés fassent constamment, avec deux
drottes passant par ce point, un faisceau harmonigue ,
les cordes interceptées dans la conique par les cétés de
l'angle variable enveloppent deux coniques.

Si le point O est sur la Conique, la corde interceptée
passe par un point fixe. '

Tutorime VIL. 8i un angle variable tourne autour
d’un point pris sur une conique, en sorte que ses cotés

Sfassent constamment, avec deux droites passant par ce
point , un faisceau dont le rapport anharmonigue soit
constant, la corde interceptée dans la conique par
Uangle variable enveloppe une autre conique double-
ment tangente a la premiére au point O. (CaasLEs,
Géométrie supérieure, page 450) (*).

(*) Ces théorémes m'ont été communiqués avant la publication de la
Géométrie supéricure.
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Dans ce qui précéde , nous sommes partis d’un théoréme
particulier pour nous élever au théoréme général ; mais il
arrive souvent que ce dernier est plus simple et plus fa-
cile 4 démontrer; alors on peut en tirer le théoréme
particulier.

On verra un exemple de cette méthode dans ce qui va
suivre.

1II.

Définition. Soit un point «, {3 pris dans le plan d’une
conique, les droites représentées par

(r =B+ V—rle—w=o0, (y—f—V—1(lz—a=0

couperont la conique en quatre points donnant deux
cordes réelles. Quoique les théorémes suivants s’appli-
quent aussi apx cordes imaginaires, nous ne considére-
rons que les premiéres; pour abréger, je les nommerai
les droites directrices du point ‘a, (3. Soient X =0 et
Y = o les équations de ces deux droites, ’équation de la
conique pourra se mettre sous la forme
(z—a)+ (r —B)P=1XY;

donc :

Tatorime VL. Le carré *de la distance d’un point
de la conique @ un point fixe a, 3 est au produit des dis-
tances de ce méme point aux deux droites directrices cor-
respondantes, dans un rapport constant.

Remarque. Si le point I coincide avec I'un des foyers
de la conique, les deux droites directrices se confondent
toutes deux avec la directrice correspondante.

Si la conique est un cercle, une des droites directrices
est toujours a l'infini.

Considérons une conique dans un plan, et soient A,
A, B, B' quatre points pris arbitrairement sur cette co-
nique; menons la droite AA’ et joignons un point quel-
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conque de la conique aux quatre points A, A’, B, B'; nous
obtiendrons ainsi quatre droites coupant la corde A.A! aux
quatre points A, A', b, ', et si nous joignons ces qmt;e
points & un point fixe O pris dans le plan, les quatre
droites AO, A’O, 50, 5’0 forment un faisceau dont le
rapport anharmonique sera constant.

Maintenant, si nous transformons homographiquement
cette figure, en sorte que les deux droites OA et OA’ se
projettent suivant les droites dont les équations sont
=B+ V=i e —a) =0, (y—H—V=i(x—a)=o,
« et 3 étant les coordonnées du point correspondant au
point O, on obtiendra le théoréme suivant :

Tutoreme 1X. Soiwent ¥ un point fixe pris dans le
plan d’une conique, A et A' deux points pris sur cette
conique; un angle dont les cétés passent constamment
parles points A et A', et dont le sommet se meut sur la
‘conique, mnterceple sur une des droites directrices cor-
respondant au point ¥ un segment vu de ce point sous
un angle constant.

Remarque. Ce théoréme a encore lieu quand le point ¥
coincide avec 'un des foyers de la conique; je ferai re-
marquer que, dans ce cas, I'angle constant est la moitié
de I'angle AFA’. ‘

Si les points A, A’ et le pole de la droite directrice que
I'on considére sont en ligne droite, 'angle constant est
droit.

Parmi les applications que T’on peut faire du théoréme
précédent, je citerai la suivante : -

Trois segments étant donnés sur une droite, déter-
miner le point du plan d’oi ces trois segments sont vus
sous le méme angle.

Ce probléme peut se résoudre au moyen de la régle ct
du compas.
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4. Prosrime. Un systéme d’angles A, B, C, etc.,
situés dans un plan, étant lics par une équation quel-
conque F (A, B, C,...) = o, trouver la relation qui lic les
angles correspondants A', B', C', etc., quand on trans-
forme la figure homographiquement.

Solution. Soient P, Q les deux points correspondant,
sur la seconde figure, aux deux points qui, dans la pre-
miére figure, sont situés respectivement sur la droite de
Pinfini et sur les deux droites y = x7, y = — xi.

"Les deux cotés de I'angle A’ dans la seconde figure et
les droites AP, A’ Q formeront un faisceau dont nous dé-
signerons le rapport anharmonique par a; désignons de
méme par b, ¢, d, etc., les rapports correspondant aux
autres anglcs la relauon cherchée est

loga log b log ¢
(l) F(Z\/:-_l_, 2\/—:7 2\/-——1”.>=0,

la caractéristique log désignant des logarithmes népé-
riens.

N. B. M. Chasles, dans sa Géonttrie supérieure
page 446, § 623, ne donne la solution de ce probléme que
quand les angles A, B, C, etc., ont méme sommet ou
quand ils sont égaux.

On pourrait se proposer la méme question pour un sys-
téme d’angles situés d’une maniére quelconque dans es-
pace; mais la question est alors plus complexe et de-
mande quelques développements que nous ne pouvons
donner ici.

Remarque. 11 suit de 1a que toute relation entre des
angles est projective; pour ne donner qu'un exemple,
nous prendrons ce théoréme élémentaire :

La somme des angles d’un polygone plan est un mul-
uiple de deux droits.

Si on le transforme homographiquement au moyen du
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probléme précédent, on trouvera le théoréme de Carnot
relatif aux segments qu'une transversale intercepte sur
les cotés d’un polygone.

Je ne m’arréterai pas sur les conséquences que I'on en
peut tirer pour les polygones inscrits ou circonscrits aux
coniques, et notamment aux théorémes que M. Poncelet
a donnés a ce sujet dans ses Propriétés projectives.

Nous donnerons prochainement Jes démonstrations de
ces diverses propositions et du théoréme suivant :

5. Tatoreme X. (Nous appelons ici foyers d’'une sur-
Jace de révolution du second ordre les deux foyers com-
muns & toutes les sections faites suivant'axe.) — Le lieu
des foyers des surfaces de révolution circonscrites a une
surface du second ordre est un systéme de trois coniques
situées dans les trois plans principaux de la surface (*).

On déduit comme corollaire le théoréme de M. Steiner
sur les sommets des cones de révolution circonscrits a
un ellipsoide.

6. Tutoreme XI. Soit un céne circonscrit a une sur-~
face du sécond ordre; tout plan cyclique du céne cou-
pera la surface suivant une conique dont le sommet du
céne sera un foyer.

Nous joignons ici un exemple pour éclaircir la for-
mule (1) (p. 64).

7. Soient un cercle et deux points A et B pris arbitrai-
rement sur ce cercle, M un point quelconque de la cir-
conférence, et O son centre; on aura

AN N
2.AMB = AOB.
Si nous transformons la figure homographiquement, le
cercle se projettera suivant une conique, le point O se pro-
jette en O', et, comme il est facile de le voir, les points P

(*) Ce sont les courbes polaires de M. Chasles.

Ann. de Matkeémat., t. NIL (Février 1853.) o
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et Q seront les points de contact des tangentes menées a
cette conique par le point /; A et B se projetteront en A’
et B'. Cela posé, joignons les points A’ et B’ au point O/, et
appelons a le rapportanharmonique du faisceau O'P, O’A/,
O'B, O'Q (en regardant les droites OP et OQ comme
conjuguées). ‘

Joignons les quatre points A’, B/, P, Q & un point quel-
conqﬁe M de la conique, et appelons & le rapport anhar-
monique du faisceau MA’, MP, MB’, MQ (en regardant
les droites MP et MQ comme conjuguées) ; d’apreés la for-
mule (1), nous devons avoir

logb \ _ loga
2 (2 \/—:—I> T o=’

ou
2log b = loga,

ct en passant des logarithmes aux nombres,
0 = a;

d’out le théoréme suivant :

St quatre points conjugués deux & deux sont sur une
conique, le rapport anharmonique du faisceau suivant
lequel ces points sont vus du péle de la droite qui joint
deux points conjugués est égal au carré du rapport an-
harmonique du faisceau suivant lequel ces quatre points
sont vus d’un point quelconque de la conique.

NOTES RECTIFICATIVES SUR LE THEOREME DE M. STAUDT,
ET SUR LE THEOREME DE GUDERMANN. EXERCICE DE CALCUL.

1. Stavor, tome XI, page 299. Le lemme § I (21) s’ap-
plique 4 un quadrilatére quelconque, et la formule est
(AD)* + (BC)*— (AC)*— (BD).
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On a mis, par erreur typographique, AB au lieu de AD.

Au § X on lit : La comparaison de toutes les faces
deux & deux donne cinquante-quatre termes analogues.
1l faut lire quatre-vingt-seize termes, car 3. 4.4 = 48.
On dit avec justesse au § XII que, dans le cas général, le
nombre des termes positifs , ainsi que le nombre de termes
négatifs, est 3 mn, et pour deux tétraédres, m=n=4.

Nous devons cette correction a 'obligeance de M. Cor-
nelius Keogh, savant Irlandais habitant Bordeaux.

2. GupermANN, tome XI, page 410. Aprés la formule

1+ tang x
x = log —2
I~ tang.r
il faut ajouter que tang x étant moindre que I'unité, on
peut faire tang x = sin z, et alors

| 1+ sinz
x == 10. e ®
8 1 — sinz

C’est ce que M. Gudermann note par % (z); et, dés lors,
[
a b ¢

(4
L) > en 4‘) 4, 4'

Cette observation est de M. Lebesgue, ainsi que la
suivante.

3. Exercice de calcul, 1ome XI, page 448. Les deux

, .
equauons

. a b
il faut changer partout —» -
2 2

ax'+ by'+ 2’ + 2dyz + 2exz + 2 fxy =1,
P2+ Py - Pz’ + 2Q,y' 7 + 2Q,2'2' + 2Q, 2" y' =1,

représentent la méme surface rapportée a deux systémes
d’axes rectangulaires. En prenant pour chacune 1'équa-
tion aux axes principaux, comme les deux surfaces sont
les mémes, on a immédiatement les trois relations
demandées. '
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THEOREME SUR LE MOUVEMENT D’UN TRIANGLE DANS EN
PLAN;

Par M. SERRET (PauLr),

Professeur.

Tutoneme. Soient a, b, ¢ les trois c6tés d’un triangle
ABC qui se meut d’une maniére quelconque dans son
plan, mais sans varier de forme ni de grandeur; & une
époque quelconque du mouvement, soient fi., fu)s fic)
les rayons de courbure des courlbes enveloppées par les
trois cotés a, b, ¢, respectivement aux points ot ces cétés
les touchent actuellement ; on aura la relation

a.fla)+ b.fu) + ¢.ficy = constante = 2§,
S désignant la surface du triangle.

Lemme. Si les deux premiers cotés AB, AC d'un
triangle donné sont constamment tangents respective-
ment 4 deux cercles donnés dont les centres sont ¢, b, le
troisi¢éme coté BC enveloppera un troisi¢me cercle ayant
son centre en o. (BosiLiER.)

Soient, en effet, 3, 7 les points actuels de contact des
cotés AC, AB sur leurs cercles respectifs, et soit o I'inter-
section des deux rayons 483, cy, perpendiculaires aux c-
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tés AC, AB; le point o sera, d’aprés un théoréme connu,
le centre instantané de rotation pour la position actuelle
de la figure; et si I’on abaisse o perpendiculaire sur CB,
le point « sera le point ou BC touche son enveloppe. Pour
démontrer que cette enveloppe est un cercle, il me suffira
de prouver que la normale o0 « va passer par un point fixe,
et c’est ce qu'il est facile de voir; car, sur la ligne fixe bc¢,
décrivons un segment capable de I'angle 180°— A, et soit
a le point ou la droite o va couper cette circonférence,
qui demeure invariable dans le mouvement du triangle;
nous aurons
N N
angleCoe =B, boa=C.

Donc le point a divise I'arc de cercle constant cab dans
un rapport constant; donc le point a est fixe.

Par conséquent, toutes les normales a la courbe enve—
loppe du c6té libre BC vont concourir en un point fixe a;
donc cette courbe enveloppe est un cercle ayant le point
a pour centre.

Remarque. Bobilier arrive a la méme conclusion au-
trement et d’'une maniére trés-élégante (voyez sa Géo-
métrie, page 297), en prouvant que la distance aa reste
constante; mais il ne va pas plus loin, et ne cherche pas
la relation qui peut exister entre les trois rayons.

Cherchons maintenant une relation entre a, b, ¢ et
Sty Swrs Sro)-

Pour cela, 'aire du triangle ABC étant la différence
entre la somme des aires des triangles 0 AC, 0 AB, et celle
du triangle 0 BC, on a

(1) b.of+c oy —a.oa=28.

En outre, le quadrilatére inscrit ocad nous donne, en
verta du théoréme de Ptolémée,

(2} ob.ac 4 oc.ab — oa.be = o.
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Mais, le triangle abc étant scmblable au triangle ABC a
cause de I'égalité des angles, on peut remplacer dans (2)
les lignes ac, ab , be par leurs proportionnelles AC, AB,
BC, ou 4, ¢, a; donc on aura, a la place de (2),

(2") b.ob + ¢.oc — a.oa=o.
Ajoutant (1) et (2') membre 4 membre, il vient
b.bB+c.cy—a.ax=128;

ou bien, en prenant convenablement les signes,

a.f{,,)—}—b.f(;,)+r.f(c):28. C. Q F. D.(r)

SOLUTION DES QUESTIONS 258 ET 259
( voir ¢. XI, p. 358);
Par M. GARLIN,
Ancien éléve de 1'Ecole Normale, professeur au lycée de Lyon.

1. Etant données deux surfaces du second ordre, con-
centriques et de mémes axes, qui s’entrecoupent , trouver
I'aire du cone ayant le centre pour sommet et la courbe
de 'intersection pour base.

2. Exprimer, par des intégrales abélicnnes, la longueur

Q’un arc de la courbe de V'intersection. (STrEBOR.)
Soient
a? r: z?
{1 — =+ = =1
L ) at -+ b2 o? ?

, I'I y? z?
(2) atmTa=n

(*) Le théoréme subsiste pour un polygone plan quelconque, en con-
sidérant chaque coté comme représentant une force, en grandeur et en
direction, et appliquant le theoréme des moments. Tu.
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les équations des deux surfaces. Si on les retranche 'une
de I'autre, on obtient

3 L1 I_“_zl—L_'_zl__L_o.
3 2(z—m)rrs—m) e e—m)=

équation d’un cone ayant pour sommet le centre commun
des deux surfaces, et pour base la courbe de leur inter-
section. Pour rectifier cette derniére courbe et pour ob-
tenir l'aire du céne, nous prendrons pour variable la
longueur u de la génératrice de ce cone, en sorte que

(4) W=zt yi 2%

Nous supposerons que les dcux surfaces soient des el-
lipsoides, rien n’étant plus aisé que de voir les modifica-
tions a introduire quand une de ces surfaces ou toutes les
deux deviennent des hyperboloides. ‘

Si entre les équations (1) et (2) on élimine successive-
ment x?, y* et 2%, on trouve, pour les projections de la
base du cone sur les plans coordonnés,

) a? blz — 1)7”’2 ) a? c’z —_ c'zal‘z

—_— 2 12
(5) P Qs =a —al
b*a’* — a*d”? bt — b
2 2 — bt hn2
(6) x a,al-_» +2z 626,2 - b b ’
cta’t — a*c”? cr b’ — b2t
2 2 — 2 /2
(7) z ata’? +r b2b? = —cn

On peut remarquer que ces équations représentent des
cylindres dont les génératrices sont paralléles aux axes
coordonnés. Par conséquent, les questions proposées re-
viennent a trouver la longueur de I’arc de courbe résul-
tant de I'intersection de ces cylindres, et 'aire du cone
ayant cette courbe pour base et I'origine des coordonnées
pour sommet.

Les coordonnées des points d’intersection de la base du
cone avec les plans coordonnés sont données par les équa-
tions suivantes :
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[y =o0,
. atdi (¢t — ¢*)
= — 2
(8) ca'* — a'c’?
, ¢ (a"—a?)
= e
ca't — aic’t
I =0,
b2b': (¢ — ')
e Y= ——
(9} e? b/'z —_ b'zc’:
2 a2 4] 2
I Gl 9
T oebr— e *
| z=o0
- b

a*a™ (b*— b')
T bat—
_bb (e — a?)

Y = e = atb’?

(1o}

Pour que les valeurs (8) soient réelles, il faut et il
suffit qu’on ait

c>c et a >a;
ca’ > ac’,

et, par conséquent, le dénominateur est toujours positif.

D’aprés ces deux inégalités, la réalité des valeurs (g)
n’entraine que la nouvelle condition &' > 5.

Dés lors, il est facile de voir que les valeurs (10) sont
toujours imaginaires. En effet, d’aprés les conditions ci-
dessus, on peut avoir indifféremment

ba' > ab’ ou ba' <ab'.
Or, si ba’' > ab’, comme b < ', la valeur de x est
imaginaire. Si, au contraire, ba’ < ab’, comme a’ > a,
c'est y qui est imaginaire. Donc, pour que les deux sur-
faces du second ordre se rencontrent, il faut et il suffit
que leurs axes satisfassent aux inégalités

ald, bV, c>c.

Iaprés la discussion précédente, ou reconnait que la

car alors on a
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base du cone est symétrique par rapport aux deux plans
principaux passant par 'axe des z ; cette courbe a double
courbure a quatre sommets qui sont les points ou elle ren-
contre les plans XZ et YZ. Cette courbe se compose ainsi
de quatre branches identiques, et, par conséquent, pour
les questions que nous avons a résoudre, il suffit de con-
sidérer une de ces quatre branches et de quadrupler en-
suite.

En cherchant par la méthode ordinaire le maximum et
le minimum de la valeur de u donnée par I'équation (4),
cn sc rappelant que les variables x, y, z sont lides par les
équations (1) et (2), on trouve que les valeurs maxima et
minima correspondent aux rayons vecteurs des deux som-
mets d’'une de ces branches. Ces valeurs, commodes a
calculer, sont précisément les limites des intégrales que
nous allons chercher maintenant.

Occupons-nous d’abord de la rectification de la base du
cone. Les équations (1), (2) et (4) donnent les valeurs
suivantes de x?, ¥*, z* en fonction de u,

Auw*+ B
= ———
0
___Cu’-—{—-D
_———8—9

Euz—l—F.
a b

(11)

g

et on a les relations
8 = a*c b (a"? — ) + bcta’? (P — b) + ar b (B — oY),
A=a'a* (b — b*c?),

B=a*b’c’a’(*— b"?) +a*a b'"* (b — ¢*),
(12) { C= 50" (a® c”—c’a”),

D=a*b*c*b"* (a'* — '*) + b*a’? b2 ¢ (¢* — a?),
E = (ba"* — a* b

F=a*b*c:c? (b — a”

)s
)+

-at b ad - b)),
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Alors les cylindres (5) et (6) se réduisent aux plans

a’ a'z
— e’
(15) z=xcc \/azcl:r C’a”’

paralléles &8 XY; le radical du second membre est réel,
d’aprés les conditions établies entre les axes des deux sur-
faces. Ainsi la courbe d’intersection est un des paralléles
donnés par I'équation (15); le rayon de ces cercles est

aa’ \/———————c?_ c’f —»
cta't — atc’?
valeur réelle. La question est donc ramenée dans ce cas a
trouver la longueur de la circonférence d'un cercle de
rayon connu, ce qu’on sait faire. D’ailleurs, le cone con-
sidéré étant de révolution, la génératrice u est constante,
ct, par conséquent, on ne peut pas la prendre pour va-
riable, comme nous I’avons fait dans le cas général. La
formule (13) est effectivement illusoire.

L’aire conique est facile a calculer d’aprés ce qui pré-
céde. En effet, en représentant par do I'aire du triangle
infinitésimal formé par deux génératrices consécutives et
par P’élément de la base du céne, on a

usin @
2

de = ds.

3
6 étant I'angle du rayon vecteur u avec la tangente a la
base du cone. Or

zdzr + ydy + zdz _ du

cos § = = —
uds ds’

donc

. du? 1
§ — 8 L Jdy — de
sin \/l e Vds du?;
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DIVISION PRATIQUE DE LA CIRCONFERENCE EN PARTIES
EGALES ;

Par M. HOUSEL,

Professeur.

On trouve, dans le Z'raité de la construction et des
principaux usages des instruments de mathématiques,
par Bion, page 22 [4¢ édit., Paris, 1752 (¥)], la régle pra-
tique suivante pour diviser une circonférence en un nom-
bre n de parties égales : Divisez le diamétre AB en autant
de parties égales qu’on veut en avoir sur la circonférence:
des points A et B comme centres, et avec AB comme rayon,
décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en C, puis
joignez le point C & la seconde division du diamétre ;
cette ligne prolongée ira couper la circonférence en D,
¢t BD sera la portion demandée de la circonférence.

Dans la figure, on a prisn = 8.
Mais il est important de savoir quelle approximation
donne ce procédé, et c’est ce que nous allons chercher.
Posons
AMC=«, ACM =26 c¢t DOB=j.

(*) Beaucoup de ces instruments ont été changés et trés-perfectionnés,
d’autres ne sont plus en usage. Un nouvel ouvrage de ce genre serait une
excellente acquisition pour les mathématiques appliquées M. Schneitler
a publié un tel ouvrage a Leipsig; la 2¢ édition est de 1852. Tw.
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Dans le triangle MCA, on a la proportion

. . 2R
sinz:sin6::2R:2R —2. — Il1i1——)
n n

car
ACe= 2R = AB,

et d’ailleurs

6 =120 — a.

Ensuite, comme DMO = 180 — «, le triangle DMO
donne

. R 2R .4
sma.sm(a—'y)..R.R——z-n—-..l.l——;-
On a donc

2

sin z:sin (120 —a) i1 — =,
n
et
sina:sin(a——'y)::ltl—é-
n
En divisant chaque équation par sin «. On a d’abord
. 2
1:8In120C0tc — COST120 ;.1.1— ~-
n
Or
. 1
sin120 = -— et 08120 =— —;
2 2
done
V3.cota+1 n—2
== ’
2 2
et
= an — n — n —
\/3(}0[0&:————4-—12 4: cot o = _4-
n n n 3
Ensuite

1.€087 —sinycota itir—2,
n
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Soit cosy = x; ona

cos-y_s'n'tz(&‘z—@ ’:4.
(=) k(=) 22(n=d),
3n? - n?
(n—4) 2 (n—4) ('1"‘4)
3,22 :I‘— 7 + 3”; —_ ’

x? [l -+
d’ou
2 [3n* +

et enfin

+(n—4y]—

x = (n—4).

3n+ i+ 16(n—2)

3+ (a— &)

—6r(r—4)x+2(n—4) =

On rejette le signe — qui donnerait des cosinus négatifs

dans les valeurs de n suffisamment petites.

11 ne reste plus qu’a comparer les valeurs approxima-
tives aux valeurs exactes :

Différences.
o
o
— 548"
o
5 22
11.14
16. 40
21.24
25.14
29.45
31.58
32.56
34.30
35.54
36.35

— 3,
n= 4,
n= 5,
n= 6,
= 1,
n — 8’
n= g,
n=10,
n=ruI,
n—iz,
n=13,
n=14,
n=15, -
n =16,

n=17,

v =11°57" 12” au lieu de 72°,

liew de 51.25'43"
id.
i.
id.
id.
id,
id.
id.
id.

id.

exact.

exact.

exact.
7=>51.31. 5 au
7245.11.14
7:40.16.40
7:36.21.24
7=33. 8.52
v =30.29.45
v=128.12.30
7:26.!5.48
/:24.34.30
7:23. 554
== 21.47.12

id.

45,

4o,

36,
32.43.38,
30,
27.41.32,
25.42.52,
24,
22,30,
21.10,35.
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Les différences augmentent comme on devait s’y at-
tendre,, mais trés-lentement.

Le calcul a été poussé jusqu'au polygone de dix-sept
cbtés que I'on sait maintenant inscrire exactement ; mais
la construction qui résulterait des calculs de M. Gauss se-
rait tellement pénible, que cette approximation vaudrait
encore mieux dans la pratique (*).

SOLUTION DE LA QUESTION 25

(voir t. I, p. 247);

Par M. H. FAURE.

Trtonkme 1. De tous les cones inscrits dans un seg-
ment sphérique, celui qui a pour sommet le péle de
la base a le plus petit angle solide. La somme de deux
angles solides des cones qui ont pour sommets respectifs
les péles de la base commune, est égale a 4. (CATALAN.)

Démonstration. Soit S le sommet du coéne; menons
par ce point et le centre de la sphére un plan perpendi-
culaire au petit cercle de base; AB sera le diamétre de ce
cercle, SA, SB les génératrices minimum et maximum
du cone. Pour déterminer les podles D et E du petit cercle,
abaissons du centre O une perpendiculaire OK sur AB.

. *) Ce probléme est aussi résolu dans la Géométric de M. Catalan.
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La droite SD scra I'axe de notre cone; et si, pour me-
surer langle solide, nous décrivons du point S comme
centre, avec un rayon quelconque, une sphére, elle con-
pera 'axe en F. Menons alors par ce point un plan tan-
gent i la sphére S; le cone y déterminera une ellipse
dont Pcllipse sphérique tracée sur la sphére S peut étre
considérée comme la perspective relativement au point S.
Ces deux surfaces seront évidemment minimum a la fois.
Si 'on appelle G, H les points ou le plan tangent que
nous avons mené rencontre les génératrices SA, SB de
notre cone, la trace GH sera I'un des axes de ellipsc
plane, I'autre se trouvera projeté en F. Or, le premier
ayant une longueur constante, la question se trouve ra-
menée A trouver le minimum du second. Cela est bien
simple; car, si 'on suppose aux points C et I deux per-
pendiculaires au plan de la figure, elles rencontreront la
génératrice du cone projetée sur SD en des points C’ et
F’, tels que CC’: FF’:: SC:SF; d’ou
cC’

FF = S—E' SF,

ou FI" est le second axe; mais

CC' == yAC.CB = y/SC.CD;

done
CDh
FF — «SF.
\/SC
s . CDh
Et 'on voit sous cette forme que le rapport de S¢ sera

minimum lorsque le point S se confondra avec le point E.
Quant a la seconde partie de la question , elle n’est pas

moins évidente : il suffit de se rappeler la définition que

I'on donne pour la mesure de 'angle solide d’un coéne. Or

on voit facilement qu’en divisant V'aire de ellipse sphé-
Ann. de Mathémat., 1. XII. (Mars 1853.) 6
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rique par g * de la surface totale de la sphére, on obtient

un quotient proporuonnel a 'angle solide. D’aprés cela,
si nous désignons par D et E nos deux angles solides, on
trouvera

arc AEB arc ADB
D=4 circonf. OD’ 4 circonf. OD’

en donnant, pour plus de simplicité, aux sphéres auxi-
liaires le méme rayon qu’a la sphére donnée. On déduit
de Ia

D+E=4 (")

NOUVELLE ANALOGIE DE L’ALGEBRE ET DU CALCUL INTEGRAL
Par M. E. BRASSINNE.

Soit f(x, ¥, ¥'y.+.,y"™) = 0, une équation diflé-
rentielle linéaire de l'ordre m; changeons y en yu
(u étant une fonction indéterminée de x), nous aurons le
développement suivant :

Slz,yu, (ru)s o)™ )= f(z,7,0, .. ,5™).u
2

(l) -+ ff(xaf’f”""y(m))g; -+ I’f('z"’)’v]l*"‘) li%zg +
L’expression (1) est bien connue des géométres, et
d’Alembert en fait usage pour démontrer un théoréme
de Lagrange. Le premier terme du second membre est
I'équation proposée clle-méme, multipliée par u. Le se-
cond terme comient une fonction que nous avons désignée
par'f(x,y,y'...). Ceute fonction, quej’ai appelée con-
juguée premiére, dans un Mémoire sur la composition des

(*) C’est par erreur que le théoréme est attribué 4 M. Catalan.
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équations différentielles, s'obtient en dérivant la proposée
par rapport aux ordres différentiels, comme en Algébre on
dérive par rapport aux exposants. Si, par exemple, on a

d"'y dn—ty (p—:’.

Sz, 9.0 = J;.T..""'Adxm—« +B(I.r—’;:;+ LR
on trouvera
. i dm—ly d”""'-’f
'f(.l‘,)’,j’.. ):m.(—;ﬂ:-}-(m—-l) 2—;;':2
d*3 y
-I-(m—z)B(Z;;_—J—#—..

3 N rs !
Les fonctions "f(x, y, y'...), "f(x,y,¥'...), etc.,
correspondent aux dérivées secondes, troisiémes, . . . .

Cela posé, supposons que u soit une fonction de x,
développée ainsi qu'il suit :
w==a + be* T 4 ce®®T 4 ded T 4. .
=M+ Naz + Pa?2?+....

Faisons, pour plus de simplicité, M =1, N positif. En
portant cette valeur de u dans I’équation (1), on trouve

Sz, (ye). J=Flz,y,y...) 1+ Nax +...)
(2) {+a'fle, 7,0 .. ) (N+ 2Pazr+...)
+ 2 f(x,y,y . ) (2P 4.0

Ce développement fait voir que le premier membre et le
premier terme du second membre resieront de méme
signe , quel que soit x, lorsque « sera infiniment petit, si
'on substitue pour y une fonction quelconque de x. Mais
si cette fonction de x, que nous appellerons ¢ (x), est
une intégrale de la proposée (nous supposerons la con-
stante qui la multiplie égale 4 1), le premier terme du se-
cond membre sera identiquement nul; de sorte que, dans
le cas de « positif et trés-petit, le premier membre aura
le méme signe que 'f'(x,y,y'...). Mais si, dans Pex-

6.
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pression de u, on supposait  trés-petit et négatif, le
premier membre serait de signe contrairea 'f (x,y,y’...).
D’ot résulte ce théoréme : 87, dans une équation diffé-
rentielle linéaire, on substitue, au lieu de y,

ex(1 +Nax+...) et g(x)(1—Naz—+...),

¢ (x) étant une intégrale de cette équation, les deux
substitutions donneront des résultats en x constamment
de signes contraires si « est trés-petit.

Le théoréme suppose que ¢ (x) ne soit pas une inté-
grale de la fonction f (x,y,y'...) =0, car alors le
changement de signe de « ne changerait pas le signe du
second membre; mais le théoréme subsisterait, si un
nombre pair de fonctions 'f, "f, "f,. . ., était annulé par
y=19(x). Ce cas, qui correspond en Algébre a celui des
racines égales, entraine pour la proposéc, indépendam-
mentde ¢ (x), des intégrales x ¢ (x), x*9(x), x%¢(x),...,
cn méme nombre que les fonctions’f, "f, "f, ..., annulées,
comme on peut le démontrer par I'équation (2), et
comme je l’ai fait voir dans un Mémoire de 1842.

Remarquons que si la fonction indéterminée u était
représentée par ¢*”, les expressions y, =e*“¢ (1),

y2= € “Fo¢(x) représenteraient des courbes au-dessus
et au-dessous de la courbe y = ¢ (x), fournie par l'in-
tégrale. :

Le théoréme que nous avons énoncé a une réciproque
évidente. Si, par exemple, deux substitutions ¢ (x) *%,
¢ () e~ ** donnent, dans la proposée f'(x, y,y',...), des

résultats en x constamment de signe contraire, a étant
trés-petit, ¢ () sera une intégrale de cette proposée .
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SUR UN PROBLEME DE GOMklNAIs0NS;
Psar M. E. PROUBET.

I.

La question que je me propose de résoudre est la sui-
vante : Combien y a-t-il de maniéres de résoudre m équa-
tions a m inconnues, en wvariant autant que possible
LUordre des éliminations et des substitutions ? »

Soient R,, le nombre cherché et E, le nombre des ma-
niéres d’éliminer une inconnue entre n équations.

L’ordre dans lequel on dispose les m inconnues, pour
chasser successivement les m —1 premiéres, peut étre
varié de 1. 2. 3,..., m ou de P, maniéres, ce qui fait
d’abord P,, modes de résolution distincts.

Mais la premiére, la seconde, la n*™ inconnue peu-
vent étre éliminées respectivement de E,,, de E,,_,, de E,
maniéres. Le nombre des modes déja trouvés doit donc
¢tre multiplié par le produit E,E,._,,..., EsE,.

Ensuite, quand on aura trouvé n — 1 inconnues, il y
aura 7 maniéres d’en obtenir une n*" en résolvant une
quelconque des 7 équations qui renferment cette inconnue
avec les » — 1 premiéres. Il y aura donc deux maniéres
d’obtenir la deuxiéme inconnue, trois maniéres d’obtenir
la troisiéme, etc., ce qui multi}ilie encore par P, le nom-
bre des modes déja trouvés.

De sorte que nous aurons, en définitive,,

Rn=PLE,En,...., EF,.
o 11.

11 s’agit maintenant de trouver E,,, E,_,, etc., ou sim-
plement E,,, c'est-a-dire de résoudre ce probléme : Com-
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bicn y a-t-il de maniéres d’éliminer une inconnue entre m
équations? _

Désignons ces équations par les nombres 1, 2, 3,..., m.
Pour en chasser une inconnue x, il faut éliminer m — 1
fois x entre deux de ces équations, en ayant soin d’em-
ployer chaque équation au moins une fois. D’aprés cela,

. m{m —1 . . «
st 'on forme les ——(—;——) combinaisons deux a deux des

m premiers nombres , savoir :

(1,2)

(1,3) (2, 3)
(1, 4) (2,4) (3,4)
(1,5) (2,5) (3,5)

(1,m) (2,m) (3,m),..., (m—1)m,

les différents modes d’élimination que I'on pourra em-
ployer correspondront aux combinaisons m — v & m — 1
des termes de ce tableau, en excluant celles o manque-
raient quelques-uns des nombres 1, 2,..., m.

Pour abréger le discours, nous réserverons le nom de
groupe aux combinaisons dont nous venons de parler.

HI.

Le nombre total des groupes possibles est
T

?
=1

'indice inférieur désignant le nombre des couples qui
entrent dans chaque combinaison, et l'indice supé-
rieur T,, servant a représenter le nombre triangulaire
m(m—r)
1.2
T

étant le nombre triangulaire égal ou immédiate-

M=z
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ment supérieur 4 m — 1, il ne pourra manquer dans au-
cun groupe plus de z nombres; ear si 'on 6te du tableau
qui renferme tous les couples les z + 1 premiéres co-
lonnes, les T,,._,_, couples restants ne peuvent former de
groupes, puisqu’on a, par hypothése,

Tn—-z-—: < m—1.
On aura done

T
C" =X, +X,+X,+...+X,,

Mi—1

X, désignant le nombre des groupes ou ne manque au-
cun nombre, X, le nombre de ceux ou il en mangue un
seulement, X, le nombre de ceux o il en manque deux,
ct ainsi de suite.

Iv.

On peut déterminer d’abord X.. Si sur les T,, couples
on laisse ceux qui contiennent z nombres pris i volonté,

v

r,._
les T,,_, autres couples fourniront C '"| * groupes out n’en-
e

trent pas les z nombres considérés. La méme opération
pouvant se répéter autant de fois qu'il y a de maniéres de
prendre z choses sur m, on aura

X; = C CTm_'

Tous les X seront donc connus si I'on parvient a établir
une relation entre X; et Xip1y Xiga, ele.

V.

A cet effet, considérons i nombres sur m , par exemple
, 253,400, 0

les groupes ot n’entrent pas ces nombres s’obtiendront en
combinant m — 1 & m —1 les T,,_; couples ou ces nom-
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bres manquent. La méme chose ayant lieu pour chaque
maniére de prendre 7 nombres sur m, on voit qu’en prenant
m T .
c.cm
on sera sir de compter, et chacun une seule fois, les
groupes ou n'entrent pas { des m nombres; mais il faut
en retrancher les groupes ou manquent plus de £ nombres.
Or, tout groupe ou manquent i+ 1 nombres, par
exemple
1,2,3, ..., iy,i41,
fait partie des groupes ou manquent : de ces nombres, et
cst compté i+ 1 fois. Il faut done d’abord déduire du
nombre précédent (i +1) X;4,.
Un groupe ot manquent 7 + 2 nombres, par exemple
1,2,3, . .,i,i4+1,i+4 2,

fait partie des groupes ot manquent i de ces nombres , et

(E+H00E+2) go
1.2

On aura donc a dé-

(+n)0+ 2)X
1.2

On verrait de méme qu’il faut déduire, a cause des

groupes ou manquent 7+ 3 nombres, le nombre

(i +1)(i+2)(i+ 3)X

est ainsi répété

duire, pour les groupes de cette classc, it2e

43, €t ainsi de suite. On aura

1.2.3
donc '
T ) . o .
X;ZCTC,.:;_‘—,_*-IX'._._' _(I+ll)(;+2)xi+'z
(i+0(i+2) (i+3)
— iy = e
1 2.3
VI.

Si Pon fait successivement, dans cette formule,
i=z—1, s—2, 2—3, on trouve, toutes réductions



faites,
Tu—:-H Z m an—':
X = C':-a Cm—| ;C‘ (‘u—i
T,._ 2—1) m Tu
X = CT—»: Cm—ml ™ __( 1 * Cz——n (‘m."jl o

— T
(2 - ')”c”’(; m—s

1.2 3 m—1

+

b

T, z—2 T
Xx—;; — CT_SC m—z—+-3 o C:n TC m—z4-2

m—\ 1 — m—i

—_ —1) T —_ — Tm_.
-+ (z 2) (z' I)C’:—‘Cm:"l-‘-'-' ___(z )(z ')ZC,C .3

2
1.2 1.2.3 m—t

formules dont la loi est évidente et qui donnent, par
induction,

X, = C: C::lnl—n _ n -1 Cm Tm—n—|

n=\ “m—i

I
+(” -+ ') (" -+ 2)Cm CTm—u—z

1.2 n—1 m—2 s
et, sil'onfait n=o0,

Tm m TM*I m Tm—? ] Tm—"
X,=C, " —C'C " +C'C " —C'C " +....

[ m—i\ 3 m—1

Mais X, n’est autre chose que ce que nous avons désigné
en commengant par E,,. Donc notre probléme est résolu.

Comme vérification, on s’assurerait facilement, d’aprés
les formules précédentes, que la somme des nombres X,

T,
X, Xs,..., X, est égale aC " -

VII.

Le nombre R,, croit trés-rapidement avec son indice,
comme on en jugera par le tableau suivant :
E,=1, R, = 4,
E, =3, R, == 108, .
E, =16, R,=27648,
E. =135, R, = 122112000,
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Nous remarquerons, en terminant, que quelques-unes
de nos formules peuvent servir i résoudre des problémes

TP . . . . . X
relatifs a4 la géométrie de situation. Ainsi X,, Tzl’

1.2.X, . .. .

————, indiquent respectivement le nombre de ma-
m(m—1)
niéres de mener m — 1 droites entre m, m—1,

m — 2, etc., points, de telle sorte qu’aucun de ces points
ne soit isolé.

THEORIE ANALYTIQUE DES FAISCEAUX PLANS.

Rapports composés fasciculaires plans.

1. Ecrivons un systéme de 271 équations représentant
un faisceau plan de 21 rayons, savoir :

y—f=a(z—a), y—pf=a(x—a),...,
¥y —B=au(z —«a).

Considérons les 2n quantités a,, a,, . . ., a,, comme les
21t racines d’une équation,, et formons, avec ces quantités,
un rapport segmentaire composé (page 29). Ce rapport
est dit rapport composé du faisceau, ou rapport fascicu-
laire, et il y a autant de ces rapports qu’_on peut former
de rapports composés segmentaires avec 27 quantités
(voir tome VI, page 68).

Observation. Par l'origine menons des droites paral-
léles aux rayons du faisceau. Les équations de ces droites
sont

Y=axr, Y= UpXy ..., ) = AT
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x = 1 est I'équation d’une droite paralléle a I'axe des y;
les différences telles que @y —a,, a;—a,, etc., sont les
différences des segments interceptés par les rayons sur la
paralléle. Le rapport composé fasciculaire est donc un
rapport segmentaire qu'on peut convertir en rapports
triangulaires et sinussiques (tome VI, page 67).

2. Tutorime. Etant donnés an points dans un plan
et la valeur d’un rapport composé d'un faisceau qui
passe par ces points, Uéquation du lieu géométrique
du sommet du faisceau qui passe par ces points est unc
ligne de degré n qui passe par les 2n points.

Démonstration. Le numérateur du rapport fascicu-
laire est un produit de n facteurs de la forme a,—a,, et
T'on a

a, — ?——-—“ J ", p J’s

2 — 1z, T a—uzx,’

a, {3 sont les coordonnées du sommet du faisceau; .r,,
¥ etc., sout les coordonnées des points; donc

a(y;——y,)—i-P(-l'r-—J’s)—I-.VrJ-'x—Ir)’s_
(¢ — ) (2 — )

a,—a, =

Ainsi le numérateur est un polynéme de degré n relative-
ment & « et 3, divisé par le produit des 2n facteurs

(¢ —xy) (@ —x5) ... (2 —rs,) 5 il en est de méme du
dénominateur. L’équation du lieu cherché est donc
(1) P=mQ;

P et Q sont des polyndmes en «, 3 de degré n, et mestla
valeur du rapport fasciculaire.

Si I'on prend un des points donnés pour origine, la
quantité toute connue s’annule. La courbe passe donc
par ce point, et par conséquent la courbe passe par les
2n points.
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Faisant P=o0, Q = o, I'équation (1) est satisfaite,
quel que soit p»; les courbes passent donc par les mémes
n?* points. Outre les 27 points, les courbes ont encore en
commun n (n — 2) points.-Si les 2n points donnés sont
sur une ligne de degré n — 1, les n (n — 2) points sont
sur une droite. :

L’équation générale d’une courbe de degré 1 renferme
#(n+3) coefficients; 'équation (1) renferme 42 + 1 in-
déterminées , savoir les coordonnées des 2n points et la
valeur m du rapport. On peut donc, généralement par-
lant, identifier I'équation (1) avec une équation donnée de
degré n, tant que n est moindre que 6, etil y a des don-
nées qu’'on peut prendre arbitrairement.

2. Application. n = 2. Un faisccau de quatre rayous
donne les trois rapports anharmoniques directs

my— mm, =1 (Géom. sup.,p.25),
my— mymy, =1,
m, — mgm, =1,
—mymamy = 1.

Ces trois rapports sont essenticllement inégaux et racines
de I'équation

p—pr+ (p—3)xz+1=o0,

ou p est la somme des rapports.
Faisant le calcul pour le premier rapport, on trouve

P=mqQ,
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P=5(z,—x,) (2, — x,)
—aB[(rs —x) (2 — 1) + (e — 02) (2 — 1) ]
+ @ (s —x0) (rs — 1)
-+ p[(xs - -1'|,) (rex, — 1'1)’:) + (1'4 - x,) ()’31': - 1‘3,7‘.)]
+ a[(rs =7 ) (z0: =yim:) + (ri —72) (071 —Ja24)]
-+ ()’31\ - @;)’l) (ful':‘—' 1'&]'2)'
On déduit Q de P en changeant I'indice 1 ¢n 2 et 'indice
2 en 1, et laissant les indices 3.et 4 tels qu’ils sont.

5 = 7 sont les coefficients an-

3 — Ty

Les quantités telles que

gulaires des cotés du quadrilatére, et les quantités telles
YTy — X Y,

quc
: Xy — &,

sont les coordonnées a l'origine des

cotés.

Prenons pour axes deux cotés consécutifs du quadrila-
tére. A cet effet, faisons xy =y, =0, ys =0, Xy =0}
alors I’équation se réduit a celle-ci :

/)1.x,.r4[3’+[m, (-Ti)’a—-l'z_)'d) +_73(-Z'2—14)J“p
+ (t—m) yyia? — mxxy: 3 + (m—1) 2,y 2 = 0.
Faisant « = x,, on obtient

!3 M E Y ) = )
Ayant ainsi un cinquiéme point de la conique, on peut la
construire géométriquement.

Faisant m = —1, on a la conique correspondant a la
relation harmonique. Les deux autres rapports sont 2

m, &

1
et - -
2
Pour la conique répondant au second-rapport, on a

—Q=mV;
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done
PI
P=mmpP —=— —, P =mP,
m,
ct
Q=—mmP, mQ=P;

ainsi le second rapport donne la méme conique que le
premier. Il en est de méme du troisiéme rapport , résultat
évident a priori.

3. Application. n =3,

a,— a;.a,— a,.a, — a;

=m,,
a,—a;.a,—ag.a, — a,

on a
P=la(y—y .)
(«(ri—2:) + B
la(re—0s)+ B
Changeant 2 en 4, 4en 6, 6 en 2, et vice versd, on obtient
Q), et I'équation cherchée est

P=mQ.

& — xa) + (yi0 — 271 )]
x.s"-"a)'*‘]nx« —‘x:J’ﬁ]
Xy — X5) - ¥ X

8(
(
(

., r —x Xy — Ly ¥
Les quantités telles que —— 2, L2275 e song
Yi—Xr Vi )2

données en fonction des angles et des cotés de I'hexagone.
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