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SOLUTION BES QUESTIONS 285-286;

(voir t. XU, p. 444);

Par M. FAURE.

285. u=o0 est I'équation rendue homogéne d'une
courbe plane de degré m entre trois variables x, x,, x;.
Lorsque le déterminant de cette fonction est identique-
ment nul, I'équation représente un faisceau de m droites.

(O. Hessg).

D’aprés les notations de M. Hesse indiquées dans les
Nouvelles Annales, tome X , page 124, la fonction u a
six cocfficients différentiels du second ordre :

Uy Uzzy Uyy Uiy Uy Uy,
ct son déterminant D est donné par la relation
D=ttty 4+ 280Uy —u,, u:; = Uy “73 Uy a?z‘

1l serait identiquement nul si la fonction u, sans cesser de
rester homogéne , ne contenait que les deux variables x,
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et x4, car la variable xs étant supposée nulle, les dérivées
de la fonction u par rapport a cette variable le seraient
aussi, et, par suite, le déterminant, puisque chacun de
ses termes contient uy. Mais, dans ce cas, on a

(1) u=F(a,z,, a,1,) =0,

et I'équation u = o représente le systéme de m droites
passant par un méme point. Lors donc que I'équation
u = o représente un faiscean de droites passant par I'ori-
gine des coordonnées , son déterminant est identiquement
nul; prouvons maintenant la réciproque de cette pro-
priété. A cet effet, j’opére un changement de coordonnées
et je fais voir que I'équation que j’obtiens, fonction des
nouvelles variables, est nécessairement de la forme (1),
de sorte que nous aurons transporté I'origine des coor-
données au sommet du faisceau. Je poserai donc

T, =\, + Ay )Y+ %2,

2, =0y + by + a2,

Xy == C Y, -+ 01_}’2—'— %32,
mais en ne faisant entrer dans ces équations que deux
variables indépendantes y,, y,, et regardant z comme
une fonction de x,, x,, x; déterminée par ces équations.
Les constantes a, b, ¢, « sont, du reste, quelconques.
Je substitue les valeurs de x,, x,, x, dans la fonction «,
et j'ordonne le résultat par rapport aux puissances de z.
J appelle U ce que devient u aprés la substitution des bi-
noémes

ayi+ iy boyitbys, ayidoy
ala placede x,, x,, x5: ce sera le premier terme du dé-
veloppement ; d’aprés la loi de Taylor, le coeflicient de z,
que j'appellerai U', sera la valeur de
du du du

oy d——z-,+a2%,+a3——J’
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ou

o Uy g U, - ey Uy

(d'apreés la notation de M. Hesse) lorsqu’on aura fait la
substitution précédente. Quant aux autres termes, je les
désigne par U”, U”, etc. , leurs valeurs se déduisent faci-
lement de U’. On aura ainsi

3

2.3

z? R
o:U+U’z+U”‘———?-+U”’ +-. ...
1.2
Or nous allons voir que le second terme de ce dévelop-
pement est identiquement nul, et, par suite, tous les sui-
vants, de sorte que notre équation se réduit a

U=o,

équation homogéne et a deux variables y, y, qui repré-
sente un faisceau de m droites. Le déterminant D’ de cette
fonction sera identiquement nul, et par suite D, d’aprés
la relation qui lie entre eux ces deux déterminants.
Pour démontrer que U’ = o, je désignerai par 2D,
2D,;, 2Dys, les dérivées du déterminant D par rapport
aux quantités s, gy, Usy, €t simplement par Dy, , D,,,
D;s, les dérivées du méme déterminant par rapport a uy, ,
13y, Uss- On voit facilement que I'on a la série d’équations:

Dy, uy + Dyt 4+ Dy u; = o,
Dy, uis+ Dy tt2; + Dy, .= o0,
Dy, uy; + Dyt -+ Dy 03y =0;

Doy~ Dy oty 4+ Dy g = o,
Dpuiz+ Doty + Dy u =D,
Dy uyy 4+ Dyyuryy 4+ Dyyuy; =05

Dyuy—+ Dy uy 4+ Dy =0,
Dy #y2 4 Doy 4y + Dy =0,
Dy 2y + Doy ttyy + Dy 15y = D,
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Comme l'on suppose que D est identiquement nul,
tous les seconds membres de ces équations sont nuls ; de
sorte que, si 'on regarde les quantités D,,, D,,, etc.,
comme inconnues, on aura trois systémes d’équations
danslesquels les coefficients des inconnues sontles mémes:
par suite, leurs valeurs sont proportionnelles. Désignant
par P une expression algébrique de degré 2 (m—2),
c’est-a-dire de méme degré que les dérivées D,, , Dy, etc.,
et a, g Kgy O3 trois constantes, on p()“rl‘a pOSCI‘

Dy=aP; Dyy=u«,P; D,=%aP;

il en résulte

2 2
o g O X
2 2 1. — 3
Dp=22P; Dp=-——"; D=

1 &*y o,

D’apreés le principe des fonctions homogénes ,
U X, A= Uy ux, = (m—1) u,,

Ugy Ty = Uy X3 = Uy Ly = (m _l) Uy,

Uy Ty 4 Ugy Xy~ Uy, Ty == (m — 1) u;.

Je multiplie la premiére équation par D,,, la seconde par
D,,, la troisiéme par Dy,, puis j’ajoute, en ayant égard
a notre systéme d’équations écrites ci-dessus,

Dz, = (m—1)(Dy u,+ Dyu;+ Du;) = o.

Mettant ici a la place des dérivées de D leurs valeurs en
fonction de P, on trouve

Uy - Ayl =z u; = 0.

Cette démonstration s'applique d’elle-méme 4 la ques-
tion 286, de sorte que I'on peut énoncer ce théoréme:
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u = o étant U'équation rendie homogéne d’une sur-
Jace de degré m entre quatre variables, si le détermi-
nant de la fonction est identiguement nul, 1’éguation
représente un cone. C. Q. F. D.




