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SOLUTION DES QUESTIONS DE I’ALGEBRE BERTRAND

(2¢ édition, chapitre XVIIT);

Par M. EmiLe MATHIEU,

Professeur

I. Trouver la dérivée de

logarc sinx, logarccosz, logarctangz.
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Pour les deux premiéres quantités, on a

1
=+ 1 — Zarcsinz’
pour la troisiéme, on a
1
(1 + z*)arctang =
II. Trouver la dérivée de arcsin 2x V1 —x* et dire
pour quelle raison cette dérivée est double de celle de
arc sinx.
Ecrivons d’abord cette expression arcsin 4 x*— 4 x*,
sa dérivée cst
1 2z — 4 = 2
. e X ou . .
Vi—hz+jz & —=z Vi—a?
Cette dérivée est double de celle de arc sin x, parce

que ate sin 2.7 /1 — x* est double de arc sin x. Posons
en eflet

r=siny ou y=—arcsinzx (*),

€l nous aurous

arcsin2z\1 —a*=arcsin(2sin y cos y)=2y.

" fe s a+t+x .
HI. Trouver la dérivée de arc tang —— et dire pour
1— ax

quelle raison cette dérivée est la méme que celle de
arc tangx.

L., a—+x
La dérivée de arc tang L7 et
1—ax
1 \—azx+(a+2,a L
a—+x\? (1— ax) Ryl
l+<_—>
I — ax

elle est la méme que celle de arc tang x, parce que

(") Les Anglais ecrivent are sin x = sin”!x. Cette notation presente des
mantages dans le calcul lonctionnel. In.
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a+z o
arc tang —— me différe de arc tang x que d’une con-
stante. Posons en effet

a = tanga, x=—tangy,

el nous aurons
arctangr=y (*),

arc tan a+z=arclan tang (a -+ =y + a.
31__ - g 8 Y

a+ b4 x—abx
1 —ab—axr — bx

IV. Trouver la dérivée de arc tang

Dire pourquoi elle est la méme que la précédente. On a

a+b
a+b+.z——ab.z‘__ 1 —ab

1 —ab —ar — bz~ a+b
—_——
1—ab

L’expression dont on cherche la dérivée est donc celle
T a+b
1 —ab

-+

de la précédente, dans laquelle on a changé a en

Donc la dérivée doit étre encore .
14 2

V. Trouver les bases dans lesquelles un nombre peut
&tre égal a sop logarithme, en employant I'un des procé-
dés suivants :

1°. On étudiera la fonction x — logx, et 1'on cher-
chera la condition pour qu’elle puisse devenir nulle.

2°. On étudiera la fonction Ez_z" et Von cherchera la
condition pour qu’elle puisse devenir égale a I'unité.

3°. On étudiera la fonction ax— x, ct Pon cherchera
la condition pour qu’elle puisse devenir égale a zéro.

4°. On étudiera la fonction fga et I'on cherchera la

condition pour qu’elle puisse devenir égale a I'unité.

XY are tangr = tang 'z : Twu.
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Etudions d’abord la fonction y = x — log x. La déri-

vée est

y=1 _loge

x

Supposons d’abord la base 2 > 1. Depuis x =o jusque
x=loge, y' est négatif, et depuis x=1loge jusque
x =, y' est positif.

Ainsi y décroit lorsque x varie de o a loge, et croit
lorsque x varie de loge a o, et la marche de la fonction
sera indiquée par le tableau suivant :

zx=o, y=m,
z=loge, y = log ¢ — log (log ¢) minimum,
r—uw, Yy =m.

Pour que la fonction y puisse devenir nulle, il faut
donc que 'on ait

loge — log (log e) < o
e<loge,

ce qui devient successivement

ou

I
C<E’

la<l
8’

|
a < €°.

Si on suppose, en second lieu, labase a <1, log e est
négatif, il n'y a plus de minimum et y croit d’une maniére
continue depuis — oo jusque + 0, donc y passe unc
fois par o, donc la condition cherchée est bien

1

a <l €.
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2. Etudions la fonction
£
y=i—
Og x
Nous aurons
, _logx —loge
(log z*

et ¥ sannule pour x = e.
Supposons d’abord @ > 1.

Pour on aura
x = 0, Yy =o,
r=1—h, ¥ = une quantité négative trés-grande,
r=I, Y =—w )
z=1-+h, ¥ = une quantité positive trés-grande,
4 ..
r=e, y:@mlmmum,
r=®0, Yy =w.

Pour que la fonction —— puisse étre égale al’unité, il fau-
log z

dra donc que I'on ait

<1 ou a<ce,

[

Siaest <1, on aura

xz=—=0, Yy =0,

z=1—h, ¥ = une quantite positive trés-grande,
r=1, ryr==*xw,

r=1+4+#h, ) = une quantite négative trés-grande,
x—e, y= ]3{% maximum ( quantité négative),
r=wmn, y=—o.

. z . s
La fonction —— passera une fois par la valeur 1, et c’est
log = ’

entrer —=oetx=—1I.
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3°. Etudions la fonction
y=a"—ux.

Nous aurons
y =ala—1.

Supposons a >, y' sera négatif, lorsque x variera de
1 . .

— o ax=log (Z—)’ et sera positif, lorsque x variera
a

de cette valeur 2 x = o . Donc lorsque x varie de — oo

a log (-;—a> » la fonction y est décroissante, et elle est dé-

. . )\ .
croissante depuis x = log (1—0) jusque x =100, et on a

r—=—x, y=-+x,

z = log (%) ’ y = log e — log (log ¢) minimum,
r=0o, y=oo.
Pour que y s’annule, il faudra que 'on ait
loge — log (log e¢) < o,

ou
I

a<l €.
Si a est <1,y’ est constamment négatif, et Ja fonction y
décroitra constammentde + o a4 — oo, lorsque x variera

de — » a + o, donc y s’annulera une fois.
4°. Etudions la fonctién

Nousa urons
,__xa*la —a*
=
Supposons a > 1, on voit facilement que y est négatif
. 1 . -
lorsque x varie de — oo & 7 et qu'il est positif lorsque =

—

. 1
varie de — a o
la
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La fonction y décroit de 0o & —oo, lorsque x vgrie
1

de — 0 a 03y décroit encore de + o i a'la, lorsque x

Y Rl

1

varie de o a
la

s et y croit de @ “laa + o, lorsque x va-

. 1,
riede —a +o0.

la

1
Si y passe par l'unité, a'" la étant un minimum,
on aura
I
al®la <

ou
1

a<e".
Si a est <1, on voit facilement que y varie de — o
1
N la[ l ) ol d B 1 . l . .
a a'®la, lorsque x varie de o i ~: il est maximum pour
t
1 - . a la \ . 1
T=q,set décroitde a'lad — oo, lorsque x varie de 1—
a a
a o. Enfin y décroit de o 4 o, lorsque x variede o 2 oo .
Et on voit que y passera une fois par Punité.
VI. Examiner si l'équation
" = m*
peut admettre d’autre solution que x = m.
On met facilement cette équation sous la forme
logz _logm
x - m
On répondra donc i la question en étudiant la fonc-

. logx . .
tion i—-, et cherchant si cette fonction peut prendre
x

deux fois la méme valeur pour des valeurs différentes m
et x de la variable.
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. g loge —logz

La dérivéede y = —— est y' = —— (*).

Nous supposerons, par exemple, que les logarithmes
soient les logarithmes vulgaires; alors y' sera positif,
lorsque x varierade o a e, il sera nul pour x=e¢, etil sera
négatif lorsque x varierade e a .

Ainsi y décroit lorsque x varie de o a e, il est maxi-

. . , . .
mum pour x = e, et il décroit lorsque x varie de e 4 oo,

et nous aurons *
xr =0, y=—o,
xr=1, y=o,
log e .
xr=—4ce, Yy = maximum,
e

r=®m, Yy = 0.

log
Ainsi

prend deux fois la méme valeur, lorsque x
varic de e 4 o , et I'équation

"= m*
admettra deux solutions, lorsque m sera plus grand que 1;
si m est < 1, il n’y aura que la solution xr = m.

. La suite prochainement.



