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APPLICATION DE LA NOUVILLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir page 370) ;

PAR M. PAINV1N,
Docteur es Sciences.

§11. — Discussion.

8. Soit l'équation générale des surfaces du second
26.,
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ordre

-4-20,4 xi a'4-f-2fl23 .r2<r3-4-
= 0

J'admets d'abord que cette équation renferme le carré
d'une au moins des variables xu #2, .r3, de x\^ par
exemple, et qu'on ait rendu positif le coefficient au du
carré restant; c'est cette lettre qu'on devra placer au
sommet de gauche du descriminant A.

Puisque atl n'est pas nul, on peut ordonner l'équa-
tion (I) par rapport à la variable x4, et la mettre sous
la forme suivante :

( a { l x y - f - a i 2 x 2 - + - fl,3^3 H - f l i * ^ ) 2 4 - ( a u a i 2 — a ] 2 ) j

- h [fin a3, — a]t) x\ 4 - ( f l„ a„ — a\ A) x

-i- i(a{Xaèi — «13^.

ou

en ayant égard aux formules (4) et en posant

X» = au x{ -f- û , j j : ,+ «,3

Les hypothèses distinctes qu'il faudra faire pour éluci-
der complètement tous les cas possibles sont au nombre
de quatre ; nous allons les parcourir successivement.

Première hypothèse.

d1 A
Le déterminant p8 4 ou -, 7— est différent de zéro.

da33 dûu
 M

9. On pourra alors continuer la décomposition en or-
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donnant par rapport à la variable x , , ce qui donnera

Pu Pu

Pu

après avoir posé (voir les formules 4)

cPà. __ d2à d2à cPù

da33 daH da3i dau dan da^ dau dazl

ou, en faisant usage des relations (7) et (9) ,

(III) < X ; - h /?34 XJ H O72
3 — 2 r 3 x 4 H x\ = o.

[ Pu Pu Pu

Le déterminant cJ44 ou -— est un invariant: cette ex-
daAX

pression jouit de la propriété caractéristique de se îepro-
duire, quelle que soit la transformation de coordonnées
uni-modulaire que Ton fasse subir à l'équation (I).

10. Supposons que l'invariant -— soit différent de
<fo<4

zéro \ on pourra encore continuer la décomposition par
rapport à la variable oc^ et Ton obtiendra

XJ H - X ; H ^ ^ = 0 ,

après avoir posé (^o/rles formules 2)

Si enfin Ton a égard à la première des relations (5), on
sera conduit à la forme définitive

dà

(IV) XÎ-f-yg^-XÎH- ^ X î - H ^ r ^ o ,v ' l dada d'1 3 dà 4
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On conclura donc, dans l'hypothèse actuelle, que

lorsque Y invariant -—est différent de zéro, V équation (I)

représente des surfaces à centre unique (théorème n°2).
Les coordonnées du centre seront données par les équa-

tions
X, = 0., X2 = o, X3 = o.

Pour discuter l'équation (IV) je distinguerai deux cas.

PREMIER CAS. L'invariant -— et le déterminant —

étant tous deux positifs, on voit que l'équation (IV) ap-
partient au genre ellipsoïde, et que

Si A < o, on a un ellipsoïde réel ;

Si A = o, on a un point ;

Si à ~*^> o, on a un ellipsoïde imaginaire.

SECOND CAS. L'invariant —— étant diffèrent de zéro
dû 44

et n étant pas positif en même temps que le détermi-

nant —? l'équation (IV) appartient au genre hyper-

boloïde.
Avec A^> o, on aura à considérer :

<7A d2 A

ce qui donne les alternances désignes

fi à .
2». <^o rt

d
ce qui donne les alternances désignes

~f- nr y
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3°. 3 ~ < ° e t S T— =

ce qui donne les alternances de signes

on reconnaît dans ces différents cas l'hyperboloïde à une
nappe.

Avec A <^ o, on aura à considérer :

dà ^ rf'A ^

ce qui donne les alternances de signes

H- — — — ;

d£a rf2A ^
2°. < o et - — - — ^

ce qui donne les alternances de signes

H- H- — -+-;

3". ^— < o et

ce qui donne les alternances de signes

on reconnaît l'hyperboloïde à deux nappes.
Enfin, avec A = o, on aura à considérer

dû d'à
i'\ ^> o et <C°J

te qui donne les alternances de signes
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««33 "#44

ce qui donne les alternances de signes

+• H- — ;

et

ce qui donne les alternances de signes

-H — H - ;

on reconnaît le cône.
Donc, en résumé,

Si A <^ o, on a un hyperboloide à deux nappes ;

Si A = o , on a un cône ;

Si A ̂ > o, on a un hyperboloide à une nappe.

11. Supposons maintenant que Tin variant soit nul.

Il faut remonter à l'équation (III), et y introduire

l'hypothèse -— = J44 = o ; elle devient alors

On conclura donc, dans l'hypothèse actuelle, que

lorsque Xinvariant-—est nul, Véquation (I) représente

des surfaces dénuées de centre ou possédant une infinité
de centres (n° 2).

Afin de discuter l'équation (\ ) observons que la pre-
mière des relations (5) (§ Ie ') donne, dans le cas actuel,
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ce qui montre que A, et p$k sont de signes contraires, et,
en outre, que A et £84 s'annulent en même temps, puis-
qu'on suppose p^ différent de zéro.

Je distinguerai encore deux cas.

PREMIER CAS. Vinvariant-— étant nul. et le discri-
da«

minant. A différent de zéro, l'équation (V) appartient au
genre paraboloïde } et si

o, c'est-à dire Pu^>o, on a un paraboloïde elliptique;

o, c'est-à-dire/?34<^o, on a un paraboloïde hyperbolique.

SECOND CAS. L'invariant -— étant nul ainsi que le

discriminant A, l'équation (V) appartient au genre
cylindrique.

On voit, en effet, par la relation (i), que si A = o,
on aura J34 = o, et réciproquement; l'équation (V)
prendra donc la forme

et si
dùi _

- > o avec — > o,
44 ««33

on aura un cylindre elliptique imaginaire^

si —
aa33

on aura un cylindre elliptique 5

d2A dà .
si -—-— < o avec — - ^ o,

da da da ^

on aura un cylindre hyperbolique ;



. rf*A _ dà
Sl »— ̂ > o a v e c — = = O j

aff33 «fl44 adr33

on aura deux plans imaginaires qui se coupent ou une
droite :

d1 A dà
5i <^ Q avec = o,

on aura deux plans qui se coupent.

Seconde hypothèse.

fil A

Le déterminant p34 ou -—-— est nul, et le détermi-

nant ps4 ou — ;— est diffèrent de zéro.

" da-ii do M

12. Dans cette hypothèse, il faut avoir recours à l'équa-

tion (II), qui devient alors :

Le coefficient ptk étant différent de zéro, on pourra
ordonner par rapport à la variable ar3 et mettre l'équation
sous cette forme

r,4
X-i Xk rr= O,

après avoir posé (voir les formules 4)

r/'A fl^A d'à d'à
1dn-ii dctin dct'ii do^ do.^ dn.^ do,^ dci^

et enfin, en ayant égard aux relations (7) et (9) , et y in-
troduisant l'hypothèse />3, = o, on trouvera

1 H 3 Pu 2 Pu "* Pu 4



( 4 » )
13. Supposons que l'invariant J44 soit différent de

zéro; on pourra encore continuer la décomposition par
rapport à la variable x^ et on obtiendra

après avoir posé

daH daKk da^

ou enfin, en faisant intervenir la seconde des relations (5),

4""

Or on admet ^44^0, et p34 = o^ la première des rela-
tions (7) donne

(2) Suau=:--(ruy;

d'où il résulte que -— est nécessairement uéeatif.

Avec A ^> 0, on aura à considérer :

r/A tf2A
i°. — - < o et —- >o,

ce qui donne les alternances de signes

dû d'à
2°. T~"<° e t 7 5

d d

ce qui donne les alternances de signes

4 - — •+• — ;

on reconnaît l'hyperboloïde à une nappe.



Avec A <^ o, on aura à considérer :

i°. <C° e t ^> °>

ce qui donne les alternances de signes

-+--*- — -*-;

2°. <o et <o,

ce qui donne les alternances de signes

on reconnaît Fhyperboloïde à deux nappes.
Enfin avec A— o, on aura à considérer :

i°. T~"<° e t >
d

dan daKlk

ce qui donne les alternances de signes

-t- -4- — ;

dus. d2à ^

ce qui donne les alternances de signes

-4- _{_ j

on reconnaît le cône.
Cette analyse complète le résumé correspondant au se-

cond cas de la première hypothèse (10).

14. Supposons maintenant que l'invariant -— soit

nul. Introduisant cette hypothèse dans l'équation (\7II),
il vient

(ix) x î ^ ^ x ; - ~ 2 r t l l ^ x 3 x 4 4 - ^ - ^ ^ ; = : o .
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Or la seconde des relations (5) donne, puisque <?44 = o,

(3) A/l* = — (*«)%

ce qui montre que A et pik sont de signes contraires, et,
en outre, que A et ôlk s'annulent en même temps, puis-
qu'on suppose £?24 différent de zéro.

Je distinguerai deux cas.
PREMIER CAS. Le discriminant A est diffèrent de zéro.
Alors <J24 est différent de zéro, et on voit que si

•

, c'est à-dire /?2i^>o, on a un paraboloïde elliptique;

, c'est-à-dire/?34<^o, on a un paraboloïde hyperbolique.

SECOND CAS. Le discriminant A est nul.
Alors cJ24 = o, et réciproquement. Dans ce cas, l'équa-

tion (IX) se réduit à
dà

, A c*\\-}—

' da22 daAi
 2 d'A *

da-xi dau

Or la triple hypothèse (p%k = o, <?u = o, <J24 = o ) , in t ro-

duite dans la première et la seconde des relations ( 7 ) ,

donne

( 4 ) ' • 1 4 = 0 , et <?33«.«— — ( r t 3 ) 2 ;

puis dans la seconde des relations (9)

r,3/?24 = o ,

et, comme p^ est différent de zéro, on en conclut r13 = o,
et par suite

(5) 3̂3 = 0.

La distinction des différentes espèces de surfaces ne
peut donc plus se fonder sur la considération des détermi-
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nants

<PA dA

da%% dau da^ '

qui sont nuls tous deux; il faut y substituer les détermi-
nants

d2 A dA
etda22 dûÂ4 da.21

L'équation (X) nous conduira aux conséquences sui-
vantes :

Lorsque

d'à d*A . dA
da 33 da a da-n

s i — ^> o a v e c — ^> O)

dai2 da^ dari

on a un cylindre elliptique imaginaire;

d* A dA
Si ^> o avec —— <^ o,

on a un cylindre elliptique:

d' A d A ».
s l <^ o avec ^ o,

on a un cylindre hyperbolique ;

d2A dA
si — > o avec - — = o,

on a deux plans imaginaires qui se coupent ;

d'A dA
si ; — < ^ o avec —— = o,

df/ïidau da a

on a deux plans qui se coupent.
Cette étude complète les résultats établis dans la pre-

mière hypothèse (il).
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Troisième hypothèse.

Les deux déterminants — et -—-—sont nuls.
aa33 aaAi da22 dakk

15. L'équation (II), à laquelle il faut maintenant avoir
recours, devient

X* -¥pizx\ — irXKxzxz — 2f l3x,.r4 — 2r12<r3.r4 = o.

Or cette dernière équation peut être soumise aux transfor-
mations suivantes :

2 — JÎ,XJ—(r,4.*a-f- r n j

ou, en posant

2 X . — rH x2 -4- ria .r,(

2 X , = r^jc,-\- rnx, — ix — 2 — xr

^ Al J A, - \ ,

Or en y faisant pS4 = ô  /?24 = o, les trois premières des
relations (7) (§ Ier) donnent

(6)
= — r

, = — r

mais la troisième du groupe (9), c'est-à-dire

nous conduira à



et comme (relations 5, § Ier)

il en résulte

(7) A=-if(rui

16. Si l'on suppose différent de zéro, ce qui, en
r r dati

vertu de la relation

exige que rik ne soit pas nul, et montre, en même temps,

que —— est essentiellement négatif, l'équation (XI) peut

s'écrire :

(XII) X ? - X2
2 H- X* 4- alt -^ x\ = o ;

da 44

par suite, si

A<^o, on a un hyperboloïde à deux nappes;
A =r: o, on a un cône;
A ^> o, on a un hyperboloïde à une nappe.

il. Admettons, en second lieu, que l'invariant——
dfl H

soit nul.
Les trois hjpotbèses

/>3i = o, p2i = o, ^r, = o,

donnen t , d'après les relations (5) § I e r ,

(8) *3< = o, « î J 4 ^o;

puis , d'après la première des relations (7) § l e i ,

(9) r(i=zo;



et'enfin d'après la première des relations (10), § Ier,

(10) A = o

D'un autre côté l'équation (II) se réduit à

(XIII) X; - 2 r 1 3 x2xA — 2 rtixzxA+pn *\ = O.

C'est un cylindre parabolique*
Ainsi, lorsque

d2 A d2 A dùk

ce qui entraîne comme conséquence A = o, l'équa-
tion (I) représente un cylindre parabolique.

Ceci suppose que r18 et r12 ne sont pas nuls en même
temps.

Si l'on avait r13 = o et r12 = o, ce qui donnerait,
d'après les relations (7) § Ier,

<J33 = O , <Î22 = O

et réciproquement, l'équation (XIII) deviendrait

(xiv) x;-+-/>»*: = 0 ,

et représenterait deux plans parallèles imaginaires, si

d1 A

deux plans parallèles, si

deux plans qui se confondent, si

= o.
da-a w

Ann. de Mathématiques, t. XVH. (Novembre i858.) 27



Quatrième hypothèse.

L'équation (I) ne renferme aucun des carrés «r',
x\, x\

18. Dans ce cas, il faut nécessairement admettre que
l'équation proposée renferme au moins un des rectangles
Xi .r2, xx x3, x2 x3. Nous conviendrons alors de placerai!
second rang de la première ligne du discriminant A le
coefficient <z12 du rectangle xt x2 qu'on suppose exister
dans l'équation.

Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, l'équation ( I )
se présente sous la forme

f Y V \ O / 7 f 'T —I— o /7 y r - I o n r T I O n r Y

- h 2 c72' '
T2 Jr4 4 - 2 c23, x 3 .r, 4 - a i 4 r 2 == o .

On arrivera encore à la décomposition en carrés, en
suivant la méthode indiquée par M. Moutard. On prend
les dérivées du premier membre y (x n x2, x3, xk) de
l'équation ci-dessus par rapport aux variables Xi et x2,
faisant partie du rectangle qui n'a pas disparu, ce qui
donne

;— — #i2 'r2 - h a ,3 xA 4 - fln-T1! ;
2 r/.r,
1 du

= «,-. -r, 4- fl,t .r, 4- aTK .r, ;
2 r/̂ 72

puis on remarque que

idydy_ +aX2aux2Xt-\-a„anx7Xi f̂

à (Ctle équation on ajoute l'équation (XV), après avoir
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multiplié ses deux membres par —? il vient

I do dy .
3-̂ - ~ «13 «23 '^3 "f- («12 «34 «23 «14 df13 «24 )

4 dxt ax2

— 2 au a2i

d'où Ton conclut, après avoir posé

x, = -
2

(XVI) X'; — X ' — 4 «.3 «23 ̂ 3 + 4 («12 «34 — «23 «M — «IS «2<) ̂ 3^4
-f- 2 (<7)2 a44 — 2 aXi a2i) x\ = o.

19. Supposons, en premier lieu, qu'aucun des coeffi-
cients a13, a23 ne soit nul; on pourra alors former le
carré par rapport à la variable^, et on trouvera

(XVIÏ)

X] — XI — 4«13«23X3
7

= o,

en désignant par X3 la fonction linéaire

«12 «34 «14 «23 «13 «2i

Or si, dans les formules (3) et (4) (§ Ier)^ on introduit les
hypothèses particulières

il vient
= a2a = a„ = o,

— al7 (at2 ai4 — 2 au au ),

an (at7 a3i — ati an — ati a7i).

27,



La première de ces égalités nous montre que ~ —
"«33 "«44

est différent de zéro et négatif', les autres nous permet-
tent d'écrire ainsi qu'il suit l'équation (XVII) :

VJ Y» r „ „ y 3 , ^3 4 3̂3 4̂4 j

A , — A2 — 4^13 an -^3 ~» â XA z=z °>

o u enf in , si l 'on a égard à la p r e m i è r e des r e l a t ions ( 5 ) 7

(XVIII) X; — XJ - 40,3 *M X; H- — — x\ =: o.
«13 «23

Or nous avons supposé que les coefficients <z12? «13, «2S

n'étaient pas nuls, ce qui exige, d'après la seconde des
formules (n ) , que àkk soit différent de zéro.

Discutons maintenant l'équation (XVIII).
Avec A > o, on aura à considérer :

ce qui donne les alternances de signes

2°. «is an < o,

ce qui donne les alternances de signes

-+- — + —;

on reconnaît Phyperboloïde à une nappe,
Avec A <^ o, on aura à considérer :

1°. «.s On > O,

ce qui donne les alternances de signes
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2°. «i3ö2 3<O,

ce qui donne les alternances de signes , ;

•+• — • + • + ;

on reconnaît l'hyperboloïde à deux nappes.
Avec A = o, on aura à considérer :

ce qui donne les alternances de signes

2° a,s a23 < o,

ce qui donne les alternances de signes

-f- — + ;

on reconnaît le cône.

20. Admettons, en second lieu, que l'un des coeffi-
cients a13, a23? ou tous deux ensemble, soient nuls-, on a,
comme conséquence immédiate,

et, réciproquement, si <?44 = o, l'un ou l'autre des coeffi-
cients <z13, a23 sera nul.

Dans le cas actuel, l'équation (XVI) deviendra, si, par
exemple, a13 = o :

"V2 Y 2 j / / \

( x i x ) > ' l ~ " 2 4l"12Ûf34 — ""«»)****

Or, d'après les relations précédentes ( n ) , on a

17 — «14 «23 ) ;



d'où

On voit, d'après la valeur ci-dessus, que cJ84 n'est pas
nul, si l'on n'introduit pas d'autre hypothèse que celles
que nous avons admises ; et, par suite, il en est de même
de A: on remarquera, en outre, que A est essentiellement
positif.

L'équation (XIX) représentera alors un paraboloïde
hyperbolique $ conséquence qui se trouve incluse dans les
conclusions du n° 11.

Supposons enfin A = o5 ce qui exige que J34 soit nul,
et réciproquement. L'équation (XIX) se réduit à

ou, en ayant égard aux relations (n ) ,

( xx )

Or, dans ce cas,

( x x ) x? — x; — 2 — x] = o.
*7

on aura, par suite, à considérer

d\ ^
< o avec — ^ o,

<i i donne un cylindre hyperbolique :

o avec = o,

ce qui donne deux plans qui se coupent.
2i. Cette discussion détaillée nous montre que tous les

goures et toutes les espèces, dans les surfaces du second
ordre, se trouvent parfaitement caractérisés dans les
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tableaux suivants, qui en présenteront le résumé sous
plusieurs points de vue.

Résumés.

1». - IJf VARIAIT ~ DIFFÉRENT DE ZÉRO.

. lr e FAMZZiLE. — Surfaces à centre unique.

dA d2A
Ier CAS. — Vinvariant —— et le déterminant tous deux

daH daz% daH

positifs ; genre ellipsoïde.

/ négatif. . . Ellipsoïde réel.
Discriminant A / nul Point.

( positif. . . Ellipsoïde imaginaire.

d1 A
N. B. Le déterminant — ne peut pas être nul dans ce

flfor da

dA
IIe CAS. — V invariant -— étant différent de zéro et n'étant pas

da^
d2 A

positif en même temps que le déterminant— —: cenre1 J 1 d daz, da« ' b

hyperb oloïde.

négatif... Hyperboloïde à deux nappes.

Discriminant A nul Cône.
positif. , . Hyperboloïde à une nappe.

N. B. Le déterminant — — peut être quelconque, posi-
da33 dau

tif, négatif, ou nul.
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2°. — INVARIANT ^- NUI..

2 e FAMUJLE. — Surfaces dénuées de centre ou possédant
une infinité de centres.

dA

Ier CAS. — Vinpariant —— étant nul et le discriminant A diffé-

rent de zéro ; genre paraboloïde.
_ . . ( négatif. . . Paraboloïde elliptique.
Discriminant A < D. , . . , ? , •

( positif. . . Paraboloïde hyperbolique.
d2A

N. B. Le déterminant - — - — peut être quelconque, posi-

tif, négatif, ou nul ; seulement, il ne peut pas être nul en même

temps que -—? car il en résulterait A = o.
da22 da^

IIe CAS. — L'invariant——et le discriminant A étant nuls;

genre cylindrique.
d2A d:A

1°. Les deux déterminants ———— et n étant pas

nuls en même temps :

Si T^-£O,

\ "> o, -T— "> o, cylindre elliptique imaginaire;
1 da^ da^ da^

^> o, - — <^ o, cylindre elliptique ;
da33 da^ daZ3

i d'A ^ " dA . . .
l — <^ o, -— ^ o, cylindre hyperbolique ;
( daZ3 daAi dazz ^~

i cPb dA , . . . .
o, —— = o, deux plans imaginaires qui seda^ dau

coupent ou une droite ;

-"A dA , .
o, = o, deux plans qui se coupent.«33 daKK
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Si - — - — — o et — £o,
da33 dak4 dan dakk ^

d'à dà
;— > o, - — > o, cylindre elliptique imaginaire ;

aai3 dtt44 aai7
 ü

cPà ^ dà ^

^ ° ' <^<*re hyperbolique;

d'à dà . . . .
~— ̂ > o ~— = o, deux plans imaginaires qui se

a22 dau / da22

coupent ou une droite;

cPA dà _
, —— = o , deux plans qui se coupent.an daki

d* A d2 à
11°. Les deux déterminants et étant nuls en

dan dau da22 da4i

même temps :

dà dà
i°. Si -— et -— ne sont pas nuls à la fois, on a un cylindre

dan dan
 r J

parabolique ;

_. dà dà
2°. Si -r— = o e t —— = o,

««33 «#22

1 H—77—'^ ° ' o n a ^ e u x pla n s parallèles imaginaires;

' d'à.
/ < °> o n a deux plans parallèles;ai2 da3i

d'à
an daz

= o, on a deux plans qui se confondent.

»r « i dà d'à d'à
IV. £, Les hypotheses - — = o, =— = o, -— .•= o

daH daXi daKh dandaH

entraînent, comme conséquence, à = o; mais il n'y a pas réci-
procité.



( 4*6 )
22. On pourra résumer ainsi les signes caractéristiques

des différents genres de surfaces :

dA
Genre ellipsoïde. L'invariant et le déterminant

d'à
sont tous deux positifs ; — ;— n estja-r dazz da^
mais nul.

Genre hyncrboloïde. L'invariant est différent de zéro et

n'est pas positif en même temps que le

déterminant —> qui d'ailleurs peut
dau daAX

être nul.

Genre paraboloide. L'invariant est nul , et le discriminant
dakk

dl A
A est différent de zéro ; _ ;— peut être

da^ dakk

nul.
dus.

Genre cylindrique. L'invariant et le discriminant A sont

tous deux nuls.

23. On peut encore dire, si Ton convient de regarder
l'ellipsoïde imaginaire, comme une surface réglée :

Discriminant négatif. Surfaces réelles dénuées de génératrices

reotilignes.

Discriminant positif. Surfaces réglées gauches.

Discriminant nul. Surfaces réglées déveîoppahles

24, Nous achèverons cette discussion en énonçant les
conditions déterminantes des surfaces particulières du
second degré.

Pour que l'équation générale du second degré repré-
sente :



Un cône, il faut et il suffit que

un paraboloïde, il faut et il suffit que

dA _ A >

un cylindre elliptique ou hyperbolique, il faut et il
suffit que

dA

d^r°> A==o;

un cylindre parabolique, il faut et il suffit que

dA d2A d2 A
——=o, ;— = o , — = r o ;

deux plans qui se coupent, il faut et il suffit que

/ dà _ . «PA >

dà 1 da33 ' «̂33 dau
 < .'

= o , A = o et (
da i dà .

F -r— = o , si
\ ««22

— o ;

deux plans parallèles, il faut et il suffit que

db> dA dA

-—=O, - — = 0 , = 0 ,
aaH da^ dan

d2A d2A
«33 da/ii

Note, Le théorème sur des normales inséré (t. XVI,
p. 4^4) e s t consigné dans un Mémoire de M. Liouville et
inséré dans son journal (t. VI, p. 4°3). (DEWULF.)


