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SOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS

Proposées par M. Strebor
(voir t. IX, p.182);

Par e P. PEPIN, S. J.

1°. Soient deux paraboles ayant méme foyer et s’entre-
coupant orthogonalement, qui touchent respectivement
deux ellipses homofocales données, dont un des foyers
coincide avec celui des paraboles. Les pointsd’intersection
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de toutes les paires de paraboles qui satisfonta cette condi-
tion seront situées sur une circonférence de cercle, ayant
pour centre le foyer commun des paraboles.
De plus le rayon de ce cercle sera la demi-somme des
grands axes des deux ellipses données.
Soient
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les équations en coordonnées polaires p, 8, desdeux ellipses
données, le pole étant situé au foyer commun des ellipses
et des paraboles.

Soient a et & les angles que font avec I'axe polaire les
axes des deux paraboles, et 6 I'angle polaire, les équations
de ces deux paraboles seront
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Les points d’intersection des deux paraboles correspon-
dent aux angles polaives qui satisfont 4 'équation

’

(a) = e
1 4 cos (6 — «) 1+ cos(8—a)

D’ailleurs on doit avoir
o =7 a

en effet, appelons p et p’ les angles que font avec 'axe
polaire les tangentes menées respectivement aux deux
paraboles, par leur point d'intersection. L’angle formé
par la tangente avec I'axe de la parabole est la moitié de
'angle formé par le rayon vecteur du point de contact avec
le méme axe; on a donc

p:%(w—-e-f—a), y':i(n—9+a')-
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Or, pour que les deux tangentes soient perpendiculaires
' P : '8 perp
I'une a I'autre, on doit avoir

__‘B' /.
I.L_.—2+§L,
on a donc

1
(7:—-9+a')=£+-2—(1r——9+a),

N~

d’ou
& =7 4+ a.

Dés lors I'équation (a) donnera

—
cos(G—a)=E——£—,;
p+p
le rayon vecteur des points d'intersection des deux para-

boles sera donc
1 "
(6) p=p+p);

pour démontrer le théoréme énoncé, il suffira donc de
démontrer que la somme des deux parameétres variables
p, p’» est égale a la somme des grands axes des deux
ellipses.
La tangente trigonométrique de I'angle formé avec le
> ) ? N —_—
rayon vecteur par la tangente le]hpsep_m
est
d6__ 14-ecosh
P dp~ esing ’

relativement 4 la parabole p = » celte tangente
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Puisque la parabole doit étre tangente 4 P'ellipse, en dési-
gnant par 6’ I'angle polaire correspondant au point de
contact, on aura

__of1 —+cos (8’ — )}
- 1-+ecosd ’
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esin ¢’

\ sin -12— (8 —a)

En appelant 6” 'angle polaire qui répond au point de
contact de la seconde ellipse et dela seconde parabole, on
aura semblablement

o’ [1 —cos (67 — a)]
I + €' cos 8"

b

(d) sin= (0"~ «)

1 + ¢ cos 0’
¢ sin §”

1
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Les deux équations (c) donnent

esinO’.cos-I—(e'—-a)
, 2
1-4-ecosf = ; ’
in= (6 —
si 2( «)
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esing

p= -
esin§’. cos ;(9'— a)

Les équations (d) donnent de méme
! n.. ¥ "”
¢’ cost sm;(e — &)

14 € cosb” = — ’
1 "
cos-2—(9 — @)
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et
. @ .sin(" —a)
p= esin6”
on a donc
,__w.sin(f—a) o.sin (8" —a)
(e) prp= esin 6’ e’ sin §”

Or la derniére des équations (c) donne
1
= sin - (0 —
0 =sli 2( a)
. 1, .
—e [sm 9’.cos;(9’—a) —cos b’ sin é(o'-—- oz)]
=sin (0 — «) — e sin = (' + a)-
2 2
On en déduit
.1 1 o, .1
sin—0".cos—a« (1 — e) — cos - 0'sin—a (14 €)=o,
2 2 2 2
d’ou
(1 — €*)sina

1€ I ,
tang -, tang6’ = .
1—e 2 (1+e*)cosa —2e

1
tang — 6' =
gz

On aura donc

sin (8 —a . 2 (e —e*cos
_(-——»‘l——‘cosa—-sma.cos.e’= .(—_.._i).
sin § [ — &

De méme la seconde des équations (d) donne

sin (8” —a) 2(¢ 4 e€cosa),
sing” T 1— ¢ ’

en substituant dans I'équation (e) on obtiendra

2 4 ’ 4

2 e—c’cosa 2w € 4+ €*cosa
L—

pH+p=m=—— - —

e 1 —c? e 1 —e'?

2w 2o’ cw -4
= +——e—,2+2cos« A H

11— 1 — 1— et 1—e"?
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or Jes deux ellipses étant homofocales, on a

ew e a’
1 —e? - m; = 0.
On a donc
D 4 p/ = _2_?_ + _i_"z’_ .
r P = o et
]
or - i_ac, et ',—2__1—8,, sont les grands axes des deux ellipses;

la somme des paramétres variables des deux paraboles est
donc égale 4 la somme des grands axes des deux ellipses,
et, en vertu de I'équation (b), le rayon vecteur de leur
point d’insertion est égal & la moitié de la somme de ces
grands axes. C. Q. F. D,

2. Trouver en coordonnées elliptiquesléquation d’une
parabole quelconque, tangente & une ellipse donnée, et
dont le foyer coincide avec U'un des foyers de Uellipse.

Soient

V4 . (o3

6= et =
P l—g-ecosO’

= T—-i‘:-(_()i 6 — =)
les équations de la parabole et de 'eilipse rapporiées a
leur foyer commun. On aura entre les indcéterminées p,
a, et les constantes @ et e, la relation trouvée dans le pro-
bléwme précédent
_2@(1—ccosza)

(1) p=

i—e?
D’ailleurs 'équation de la parabole développée donne
(2) f+4p.cosB.coso + psind sine=p.

Soit ¢ la distance du centre de Pellipse au foyer; et
prenons pour coordonnées elliptiques du point (2, 6,) les
demi-axes transverses 2, 11, de 'ellipse et de I'hyperbole,
bomofocales 4 [ellipse donnée, qui se coupent en ce
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point, Les formules de transformation seront
A . U
peosh=—¢, psinb=—y(—c)(c—p)s

d’ou
= A+ -

L’équation (2) deviendra donc

(3)()+y)+<z\—§-+0> cosa—i—sxl:_-f m:—_—p,
d'on

%ww-{—l()—-c")(l+#)+(%+#)’-605’a
(4) s +2)y<x—pcfsa)+2()+y)(cc05a—p)

—+pi4c*— 2 pccosx = o.

Telle est I'équation demandée. Elle détermine pour une
valeur donnée de I'angle «, quatre paraboles symétrique-
par rapport aux deux axes ; car chaque couple de valeurs
de 4 et de p détermine quatre points symétriques par
rapport aux deux axes. Ces quatre paraboles satisfont aux
conditions données ; leurs axes priucipaux font avec I'axe

- ™ 3w
des x positifs les angles a, o + SraF e

3°. Soient

m; dcp

V11— cos’6.sin’g?

2
0 = ———ﬂ-——-———‘ @’_—
Y ==
o V1—sin'6.sin’e

il faut prouver que

[}

(<]

5 z log(4 sin6 tang6) >o.

Démonstration. @' étant positif, I'inégalité proposée
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revient a la suivante ;

2 4 2, -
@ ”e.log <c_o;79> ﬂelog(sm 8) >o.

Or, en désignant par Q la série
_ * . 1.3 (2n—1)
Q—'—E, - (cos?0)" - 22, 42. .. 2m}

<[+ e st =)

on a la relation (Verhulst, Traité des fonctions ellip-
tigues, page 125)

®—§-®’log(—é—-)=Q.

cos 6

L’égalité qu'il s’agit de démontrer devient donc

Q-—-i,: ©’.log (sin*6) > o.
T

Or
li 2. 2
. x-——z—cos’e-i— > 42cos‘6+...
==
2 12,32, (272
= 4 ~n (cos2 0y +-. .
—-log(x—cos’a)::cosze-e-(cos’s),—}. co;’e}’ .
cos?H)"
+(T)+....
On a donc
_3 / in? —_— * n
"@).log(sm 9)_2' (cos*6)

1 v 1 1.3

1
- + —_—
n n—1 2! n—2 21,42

> 12.3%. .. (20 — 3)
2.4 .. (2n— 2)
1.3%..(2n —1)
>2 22, 4: (2 ) (005’9)"<1+.;.+-;-+...+i);
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et, par conséquent,

1’.3%.. (20 — 1)

Q— ;e'.log(sin’ 8) > 21 EEOVONR eV (cos? 6)*

1

1,1 1 ;
= [(l+;+§+ +;) _(l +o3t —r('zn-—-.)zn)].

Or, quel que soit le nombre entier r, la différence

SR S +
1+2 Eaatitiated Rl I R+m+...+(2n—x)2n

est toujours positive; la série qui forme le second mem-
bre de I'inégalité précédente est donc positive, et’on a

Q —-z - @' log(sin?6) > o.

C. Q. F. D.



