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IPARUNTS [suite ( • ) ]
ET SOLUTION DES QUESTIONS 387 ET 4 1 2

(voir t. XVII, p. 30J);

PAR M. BLERZY,
Directeur des lignes télégraphiques , à la Rochelle.

1. Les trois formules générales d'invariants que j'ai

(*) Je viens de retrouver ce précieux travail qui date de i858, et que
j'avais malheureusement égaré. Tai-



( )
données précédemment (tome XVII) sont homogènes en
exposants et en indices. Il est facile de démontrer que
cette propriété s'étend à tous les invariants simples.

Je suppose qu'un invariant I puisse se décomposer en
deux parties, Tune IBB| d'exposant n et d'indice n,, l'au-
tre In,?n/ d'exposant ri! et d'indice n\. En effectuant sur

I l'opération indiquée par ^iaimmt—9 on obtient une

fonction composée de deux espèces de termes : les uns
provenant de ïnj„t sont d'exposant n et d'indice n^—i,
les autres provenant de In',n\ sont d'exposant nf et d'in-
dice n\— i, et la somme de ces termes étant nulle indé-
pendamment des valeurs particulières attribuées aux coef-
ficients ai9 on doit avoir séparément

c'est-à-dire que I est la somme de deux invariants simples.
En général les fonctions qui expriment les données

d'une question étant prises toutes sous forme homogène
tant en indices qu'en exposants, les fonctions algébriques
effectuées sur ces fonctions ne donneront jamais que des
résultats homogènes, ce qui est un utile moyen de con-
trôle de l'exactitude des calculs.

2. Il résulte des deux conditions d'homogénéité et de
symétrie quhme fonction impaire ne peut avoir d'inva-
riant d'ordre impair en exposant et n'a pas d'invariant
du second degré. C'est facile à démontrer.

On peut en conclure aussi, comme cas particulier
d'un théorème probablement général, que

n'a pas d'invariant du troisième degré ; car eet invariant



serait de la forme

I = m. a0 a3 a6 4 - n. a, a3 a5 -f- p . a2 a3 a4 -\- q ( a0 ak a% -f- a, «2 ab)

et en cherchant à déterminer les coefficients /M, rc,
r, 5 par la condition

6
tdl

on trouve que tous ces coefficients doivent être nuls.

3. Les propriétés des invariants dont j'ai parlé jus-
qu'ici semblent purement théoriques ; quelques exemples
montreront l'importance que ces fonctions sont appelées
à prendre dans Fétude algébrique des équations.

Je commencerai par établir deux formules très-utiles
et qui résultent de la notation symbolique

/ „ = ( a o , a 1 , . . . , an)(x, i)n

n[n — i)

I .2

La formule de Taylor appliquée aux fonctions entières et
rationnelles donne

—i—
I.2.3...

I . 2 . . . l

df7 x'
I . 2

n— i

df,.

1 dï

I

f m =aoy
m-+- ma, ym~l -\ ,



( 4*3 )
dont

df*

De même

et par suite

= = Jm~i »
1.2 1.2

tît en général

d'fm

dy1 m [m — i) — (m — «
I • 2 . • • I 1 . 2 . • . J

d'où

/ , . * " - ' 4-
1 * 2

4. Cherchons, au moyen de cette formule, à faire dis-
paraître le deuxième lerme d'une équation. Il faut poser

/ = o,
c'est-à-dire

ou

II vient



( 4 M )

et en remplaçant x par x, c'est-à-dire x par

et multipliant par aj1""1, on obtient enfin l'identité

dans laquelle

Les signes supérieurs s'appliquent au cas de i impair
et les signes inférieurs au cas de i pair.

Cette formule me servira plus loin pour transporter
aux équations générales

-4- Bo?m~l -+- Ca"1-* - H . . . = o

les propriétés reconnues sous la forme

f - . . . = O.

Comme

v Û1) = a°a'"~"

on voit tout de suite, par application de la règle de Des-
cartes, que

est une condition de réalité des racines pour les équa-

tions de tous les degrés.

5. Dans ce qui suivra, je désignerai, pour simplifier



( 4 * 5 )
l'écriture, par
. . . CT> ?> x> P> X
les invariants

Ij> *3,4> I<,J) I<,3> 16,2 ( )•

On vérifie facilement les relations que voici
tf 0 p, = ul çp ,

En désignant par Dm le discriminant de fm, on sait en
outre que

D4 = X2— 27 p2.

6. La formule du n° 4 appliquée à l'équation du troi-
sième degré donne

a\(a,xz H- 3a, x*-*rZa*x-\* fl8)
= («o-^ H- «1 )2 + 3 (Ö0 at — a]) (a0 x -+- ax)

L'ambiguïté du signe du radical introduit est sans im-
portance, ce radical devant toujours par la suite être
élevé au carré.

(*) Voir t. XVII, p, 3oi. TM.



( 4*6 )
Ou calcule facilement par la méthode de Lagrange l'é-

quation aux carrés des différences de

on trouve

L'équation aux carrés des différences de

(a0x4- Û,)3 4- 3 a (aQx -h ax) ± ^«J^— 4^

est donc
V*4- i8cr V2 -H 8ICJV -f- 27 öj9 = o.

Soient flo^i H- «1 et a0 X* -+-(1^ deux racines de la pro-
posée, le carré de leur différence est a\ (Xf — x$Y\ en
remplaçant V par a\ V, on a une nouvelle équation

al V3+ i8flîoVa4- 81 tu V -H 27 ? = o,

qui a pour racine (^j —x^f et qui est par conséquent
l'équation aux carrés des différences de

= o.

7. Le même procédé de calcul donne une vérification
facile des formules de la question 412, t. XVI, p. 4°4>
des Nouvelles Annales.

Je prends une équation sous la forme

rxm~* -f- txn-* -f- ux™-6 -+-. . . = o.

Je désigne par 5t- la fonction symétrique simple d'ordre
i de cette équation et par St la même fonction symé-
trique pour l'équation aux carrés de la différence de la
proposée

n — ™\m~~l', x n -4- B j ? n ~ ' - h Cxn~2 •+• D J ^ - 3 + . . . = 0 ,
2



( 4*7 )
Lagrange a donné entre ces fonctions symétriques la re-

lation
. 2 i ( a i — i )

; = ms7i — 2i.st*2|_, H i is2
1*2

2 I . 2 . . . i

Les formules de Newton (*) donnent

*, = o,

S2 =2 — 2/? ,

s6z=—2/7(/?2 — 3r) -h 32* — 6 « ;

Si -h BS» 4- 2 C = o ,

S3 -i- BS, -h CS, 4- 3D = o,

et la formule de Lagrange donne

S, = ms2 = — 2/w/?,

S2 = msA -+- 3s] = 2m (z?2 — 2r) -f- I2/?2 ,

15 S2 ̂ 4 — I O ^3

3r)+ 3mq7— 6mu — 6op(p*—2r)—

On en déduit

B = 2 mp,

C = /?2 (2 m2 — /w — 6) -f- 2mr,

3D = 2/?3(/w — 2) (2m7-h m — i5)

-+- 6pr(2 jw2 — m — 20) — 3^2 (/w — 3o)-h 6mu.

(*) La justice exige formules d'Albert Girard. TM.



(4*8)
Maintenant j'identifie la proposée avec

( a o x 4 - a{)
m m ^ m l

1 . 2

I « 2 •

I • 2 * ó « /£

m [m — î) [m — i) [m — 3) (m — 4)(/72

" 1.2.3.4.5.6

5 C7 3 ) (Ö«*+

Je n'écris pas le terme en (a0x + aj)w~5 ; il est inutile.
La substitution de ces coefficients à p, q, etc., donne

après réduction

z=zm7(m — I)(WI — a) m ' o ' + ^ - û ^

= — 6 0 ^ ( 0 : , — arOM*! —*•) ' (*• —*4)f

. = /?/' (/7i — 1) (m — 2)

m* (m — 3) cr3 H- — (m* — 5/n + 8) a] zs'X

X

.r,, x2 , x 3 , etc., étant les racines de

fm = (tf# , ö , , a,,... , am) (or, 1 )OT = o .

8. Je vais mainlenant faire usage des invariants dans
la résolution algébrique des équations du troisième et
du quatrième degré.



On trouve dans la quinzième leçon du Cours <VJ£1-

gèbre supérieure de M. Serret ( ire édition, p. 186) deux
méthodes pour résoudre l'équation du troisième degré.
La première, celle de Hudde, traite l'équation

x3 -hpx-hq = o,

et fait dépendre sa résolution des deux suivantes

»3

— — = o.
27

Cette dernière équation étant la résolvante de la pro-
posée , l'expression algébrique de x est

ou
ri — -7- H ?

4 27 .

et en n'associant que les valeurs des radicaux cubiques

dont le produit est —^»

J'identifie la proposée avec

la résolvante devient

et l'expression algébrique de x devient



( 43o )
La deuxième méthode proposée par Lagrange traite l'é-
quation

xz -f- P.*2 -f- Q* •+> R = o,

et la remplace par le système

~ — 3

0' — (üP3 -h 9PQ - 27 R) 9 -f- (P> - 3 Q)3 = o,

0, et 02 étant les racines de cette résultante en 0.
J'identifie avec

a0x
3 4- 3a, x7 -h 3a2x + «3 = 0,

la résolvante devient

d'où

et

9

valeur identique avec la première trouvée par la formule
de Cardan.

L'extension de la formule de Cardan aux équations
complètes ne présente qu'un intérêt théorique 5 l'intro-
duction des imaginaires dans deux au moins des trois va-
leurs de x rend la formule inapplicable en pratique.
Mon seul but était de montrer par un calcul simple que
les méthodes de Hudde et de Lagrange sont identiques
non-seulement dans leurs résultats, mais même dans les
résolvantes qu'elles fournissent.



(43 i )
9. Des calculs analogues s'appliquent à la résolution

des équations du quatrième degré. Je ne parlerai que de
la méthode de Lagrange qui, parlant de l'équation

x* -f- pxz -h qx1 -H rx -f- s = o 9

arrive à la résolvante

63 — (3/?' — 8q) ô2 -h (3/?4 —

et donne pour expression des racines de la proposée

x 4
Avec la notation symbolique

et en posant

la résolvante devient

4T3 -H I2CJT2 -H (12 u2 — öj X) T -h ( 4o 3 — a\ cp) = o,

et l'expression générale de x

La résolvante peut s'écrire plus simplement

4 (T -i- CT)3 — a\ X (T 4- ci) -h a3
0 p = o,

et Ton en déduit



expression remarquablement simple, grâce à l'emploi des
invariants.

10. Si /x = o, la résolvante devient

4 (T -f- m f — a7l (r -+• u) = o,

et se décompose en les deux suivantes

) 2 — fl2X = o ,

Dans ce cas r et par suite x ne contient pas de radical cu-
bique, résultat énoncé dans la question 387 des Nouvelles
Annales (t. XVI, p. i83).

11. Les applications qui précèdent montrent combien
la notation symbolique et la considération des invariants
simplifient l'étude algébrique des fonctions. La notation
habituelle xrn -f- px'n~~2 -+-... ne devrait être employée
que comme procédé de calcul et devrait toujours dispa-
raître des résultats. L'homogénéité des formules est un
contrôle continuel de l'exactitude des opérations et un
moyen mnémonique d'en conserver le souvenir. On peut
appliquer à toutes les parties des mathématiques ce que
M. Lamé dit de la géométrie : « Si par un choix néces-
» sairement arbitraire, on remplace l'ensemble de plu-
» sieurs ligne* par une seule, on perd toujours en clarté,
» en précision, en richesse de déduction plus qu'on ne
» peut gagner à cette simplification apparente. » (Leçons
sur les surfaces isothermes, p. 16.)


