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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 49),

PAR M. PA1NVIN,
Docteur es Sciences.

§ III. — Intersection d un plan avec une surface du
second ordre.

45. Soient

i
-4-2*7,^ x{ «r4 H- 2 «23x2 #3 + 2 «24 x1 jr4 + 2 nik ,r3l'équation d'une surface du second ordre, et

( 2 ) m{ xv H- Wj .r2 + w3 x3 -f- /;/, JC4 = o

l'équation d'un plan.
L'élimination successive de xt et xt entre les équa-

tions (i) et ('i) donnera les projections de la courbe d'in-
tersection sur les plans des .r2 .r3 et x, .r3.
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On trouvera aitisi, après avoir posé

« I I «13 «13 «14 M

«21 «22 «23 «24 m

«31 «32 «33 «34 W(3) ï = ou artS = aStlJ

nx m2 m^ //?4 o

pour la projection sur le plan des x2 x% 5

(4)
daHda2i

*ï + - Hdai2
 3 da n da3i

 1

da3ida2i

et pour la projection sur le plan des xxxz,

( 5 ) < - 2
d'T

744 r/fll3

-46. Je vais donner d'abord les développements de-
coefficients de ces deux équations

— = — au m\ — a22m\ -H 2^,2 mx m2i

daz

d'T

\ (tou da M

• = — anm*

— — ct7im]—



/ d'T
( 9 ' )

= : ax\ rnx mz -f- a2i m\ — ai/t m{ /w3--- a{l

= tf22 w , Ws -f- «13 m\ —dalz rfau

dau

dazi da „

«#34 afl(l

Les relations d'identité que je vais écrire se déduisent
des formules générales

4 Ui] flf,3/7/,/7?4

(7)

dP c/P dP
darsdariSl dals dariSl darSl

On a en premier lieu

X

darSl dariS

dT _ dT dT f dT
a3Zdau da3Z dau \dct3i

d*T dT dT f dT__ dT dT f dj \ <

d'T _dT dT / dT V
da{{da^ dau dakk \daH)

d*T __dT dT 1 dT \ 2

da72da3Z ««22 dazz \dan]

d>T dT dT 1 tlT
dau da^ dau dazz

d2T __ dT dT / dTV
dan da» ~~ da[x da„ \day7)



On auia, eu second lieu,

dT d2T d2T I dlTI

x , a dT d'T d*T l d>T

, dT d2T d*T d2T

d£ d'T d2T __ / d

da2i da22da^ danda^ \danda3i

( 1 0

dT

m2 dT __

a22 da^ da^ dau +••

m*dT
 =

 d'T dij / ________ y.
2 dau daki dai2 dais dal{ \daH dai3j

____ „j*dT — d2T dT f ________ y
2 da^ ~ ^'33 dn« ^33 ^11 \ ^ 3 3 ^öi4 /

, dT d2T d"T d2T d*r\
— ml-—_z=-2 da3i da 3 dr/4i dau dazlK da^ dal2

1 d T _ _ d 2 J d i ï

da ( 1 da {t da i3 <f<711 da4, y f/öf,, rŶ 3̂  /

/ 2 r/T r/2T r / 2 ï ^^T d2T
( 1 2 ) y — «/ ! = ^— — —̂ 4 - ?

j r/r/,4 da{[da^x da3^dau da{[dau da4idai3

2 d T _ r /
'

T ^ 2 T r / 2 T ^ 2 T

3) m = (
\ i dau daAlda{X daK% da2i \da^d

Enfin je i appellerai les relations buivautes qui résul-
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tent de la propriété fondamentale des délerminants :

(•4)

dT

dT
m{ h

m{ v-
dan

dT

dT
7 da2i

dT
m2-dan

dT

dT

dT
h //f 3 -j h

dT
3 ^ 3 3

dT
f. mz f-

r/T

dT
mk ——

dT
mk -—

dT

dT

- o ,

= o>

d2T d'T
« # 4 4 «ÖT13 ^"'44 " ^ 2 3 (

d2T d*T

• = o ,

d2T
d!flr<4 <

2 dau da

d'T

a^ da[
4-

Ces préliminaires étant posés, nous allons discuter 1rs

équations (4) et (5) .

d1T
PREMIÈRE HYPOTHÈSE. :— est différent de zéro.

dazz daki
 M

47. En formant dans l'équation (4) Ie carré par rap-
port à la variable x2, on obtiendra

d2T d'T ( d*T \7~\ 7

f d'T d*T d*T d2T 1
\jdazzdciw dü.nda^k daiidû<iz da^da^^

après avoir pose

d2T

da23 dakk dakk da2Z da23 da2i

ou b i e n , en ayan t égard aux re la t ions ( 9 ) ,

, / . , - - . , ( dT 2 dT dT , \
(16) X^ — m; -y— . < — i-j—xtx^—— x\\ =z o.
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Nous supposerons toujours que mi et mf ne sont pas nuls;
ce n'est qu'à la fin de la discussion que nous étudierons
ce cas exceptionnel.

PREMIER CAS. - — est différent de zéro.
dau »

En formant le carré par rapport à x3 et en posant

dT _ dT dT_

l'équation (16) pourra s'écrire

dT dT f dT y

*î - < ^ * - . - < da™ da" w ^ ' *\ = °>

ou b ien , d'après la première des relations ( 8 ) ,

De cotte dernière équation , nous conclurons que

^ ) et étant différents de zéro (*).
v ' da33 daH dak,,

d'Y f il y a intersection, lorsque T^o ,
Si *> o, \ .. . _

daKSk [ il y a tangence, lorsque T = o ,

il v a non-intersec, lorsque T

il v a intersection, lorsque T1

il y a tangenec, lorsque T = o.

(M>| Ces utiles et beaux criterium, résultats d'une discussion conscien-
cieuse, ne se trouvent, à ce que je sache, nulle part. TM.
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Le contact résulte de ce que l'hypothèse T = o , intro-

duite dans l'équation de la projection sur le plan des a\ xz,
donne aussi un point ou deux droites qui se coupent; car
si Ton fait subir à l'équation (5) les transformations que
nous venons d'effectuer, les coefficients de x\ ne différe-
ront que par le changement de m1 en n/.2.

48. Lorsqu'il y a tangence, les coordonnées du point
de contact sont données par les équations :

l .r, -+- m7 JC2 -f- m3 x2 -+- m4 •*•« = o ,

d2T d2T d2T

dT dT _
düi f da3 4

Par des transformations faciles, reposant sur les rela-
tions d'identité que j 'ai établies d'abord, on arrive aux
valeurs suivantes :

dT dT dT dT
fl8) Xx = > ^ 7 2 = : - - — , JCO z=z , .r, = •

tffc7i4 «ö2^ «r/3< dau

49. DEUXIÈME CAS. —— est nul.

L'équation (16) devient alors

et la première des identités (8) donne

ïf-p

Si -— est différent de zéro, il en sera de même de T, et
daVt

réciproquement; et ces deux expressions s'annuleront en



( 96 )

même temps, car — :— a ete suppose dînèrent de zero.

Lorsque T n'est pas nul, l'équation (19) nous montre
qu'il y a intersection. Lorsque T est nul, l'équation (19)
se réduit, d'après la remarque que nous venons de
faire, à

x; —m;4^-*î = o;
««33

mais alors la projection sur le plan des xx xz a pour
équation

en représentant par X', la fonction linéaire

De là nous concluons que

r/2ï » r/T
(II) — étant différent de zéro et —— nul :

da^ da^ dau

Si T ̂  o , il y a intersection ;

il y a non-intersection, lorsque <^ o ,
««33

Si T = o, <J il y a intersection, lorsque ^> o ,

il y a tangence, lorsque = o.
«7*33

Dans le cas où T est nul, l'intersection se compose de
deux droites parallèles, et le contact a lieu suivant une
droite qui a pour équations

' 1/ IT ' r i J 17 ^ T J — 'r* ^^ ° '



( 9 7 )

SECONDE HYPOTHÈSE.

7 d'T 7 y r , _
est nui et ;— differentde zero.

aa^ aau da21 na^ tX/

50 Si l'on remonte à l'équation (4) et qu'on forme le
carré par rapport à .r3, il vient

datida23)
 2 \^da^dakk da^dazz \da22dauj j 4

_ _ _ O I — _ - _ _ _ I _ _ _ _ _ _ _ _ _ _______

Ldai2dau da33da7i daHdan dand 2 * '

après avoir posé

A. | -—-

Or la première des identités (9) devient

ce qui nous montre que ~— est essentiellement positif.

Si l'on fait intervenir les relations (10) et (22), l'équa-
tion précédente deviendra

( » r— sf HT si TT \

-— * ;— 2 - — . r t x 4 + — - .rj) = 0 .
<fo44 ^âr24 /̂a22 7

PREMIER CAS.

Si l'on pose
d^

dT

- est different

X — dT x2 ~ dau

de zéro.

dT

~d^*''

puisqu'on ait égard à la seconde des relations (8), Féqua-
Ann. de Mathcmat., l. XV1U. (Mars i85g.) 7
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tion(a3) pourra s'écrire

Nous avons déjà remarqué que —— était positif; nous

voyons donc, à l'inspection de cette dernière équation,
qu'il y aura intersection tant que T sera différent de zéro
et tangence lorsqu'il sera nul. D'où

(III) -——— étant nul\ et -—différent de zéro, et alors il
da^\dakk daKK

est positif :

II y a intersection^ lorsque T ^ o ,

II y a tangcncc, lorsque T = o.

51. DEUXIÈME CAS. —— est nul.

L'équation (23) devient

La seconde des identités (8) donne

Par suite, T et —— s'annuleront en même temps, caraaM

est différent de zéro, par hypothèse. Si T n'est
da»dai4

pas nul, on voit qu'il y a intersection.



^ 7 - . . v ; . y
( 99 )

Si
T = : O , d'Où ^ =

aa 24 »

on déduit d'abord de la relation (22)

d'T = o ;

de la seconde des relations (10)

et enfin de la seconde des relations (9)

(26) = 0.

En outre la première des relations (8) et la première des
relations (14) donneront successivement

dT dT

ce qui nous conduit aux équations suivantes pour les pro-
jections de la courbe d'intersection sur les plans des
x9x3 et

(27)

Or la dernière des identités (8) nous donne

dT_ dT __ / dT y

puisque T = o: ceci nous indique que ——et-;— sont

toujours de même signe.



Mais on a, en outre, d'après la quatrième et la cin-
quième des identités (8 ) ,

puis d'après

dT dT
-— = o , - — = o ;
dan aan

dT dT
i /72, — H m2 —— = o ,
\ dal7 da22

I dT dT

On voit, d'après ces dernières relations, que et-—
r 1 da22 dau

s'annulent en même temps. Nous pourrons donc tirer des
équations (27) les conclusions qui forment la seconde
partie du tableau suivant:

(IV) et étant nuls tous deux.
da^ dat/i da^

Si T ̂  o, il y a intersection ;

il y a non-intersection, lorsque ^C0?
da27

J rp

Si ï = o, { il y a intersection, lorsque --— ]> o,
da 23
dT

il y a tangence, lorsque —— = o.
daZ7

52. Pour que les conclusions que nous venons de dé-
duire soient légitimes, il faut que les nypothèses admises
dans ce dernier cas soient compatibles ; ou, en d'autres
termes, que les équations ( 27 ), qui représentent alors
des plans parallèles au plan des x^ x*, admettent les
mêmes racines*, c'est ce que nous allons vérifier.

Les équations (27), ou mieux les équations (4) et (5)^



( loi )
deviennent, en ayant égard aux hypothèses actuelles,

(27 bis)
*x\ —-2*

d2T
da22 dau 3 da2i dau

d*T _ d'T
-xl — 2.-

X3Xt-
d2T

da„ da^ 4

d2T
X = O .

dau dau~* ~ dalt dau dau

Pour que ces deux équations admettent les mêmes racines
en xz, il faut et il suffit que

d*T d'T d*T

(291
da22 dau dai2 da22

da,, dau dau da3i da,, da3i

Or des relations ( 28), puis des relations (16) et des rela-

tions analogues obtenues en changeant -— en - — \ on
ö ° dau da33

déduit immédiatement
dT _ dT

da22 da,2 da,, X da2, '

dT 1 dT

X da2,

a*T i d*T
fl44 da23

= X -
^ 3 3 da22 da33 da,2

d'où l'on conclut

dT d2T

(3o) 3^=*>

(au da,, X <ifl44 da,2
d*T _ i ^/2T

fö33 da,, X *ftf33 <iö12 '

dakk da2i

d2T

d'T
^ 3 3 da22

— V.

du,, dau da,, da33 da„

Si l'on introduit enfin ces dernières relations dans les

premières équations des groupes (10) et (12) , on arrive à

d*T

/ o _ x dandau_.9
d7T ' *

da,, da3i

Les relations (99) se trouvent ainsi vérifiées. ^



--*-*=
a33 dati.

TROISIÈME HYPOTHÈSE.

o, — = o , et
dada

53. L'équation de la projection sur le plan des
qui devient alors

d21

pourra s'écrire de la manière suivante :

d*T

(32)

2

d*T

Or, de la première des formules (7) , on déduit la
relation

T = ,
da2Z daH daH dai3 dai3 dau '

qui fournit, en ayant égard aux identités (9) et (10) et
aux hypothèses admises, la relation suivante :

m * 'T
l

L'équation (29) prendra dès lors la forme



d'où Ton conclut immédiatement -:

{V ) - ;— et -—-r— étant nuls, et - ;— différent
da^daKK dandakk daudan

de zéro.

Il y a intersection, lorsque T § o ;

II y a tangencc, lorsque T = o.

Dans ce cas on a

(35) m\-j— = [j—j—)>
f da« \dau dan)

c est-a-dire que -z— est nécessairement positif et ne peut

être nul.
Les coordonnées du point de contact sont encore four-

nies par les équations (18) 5 la vérification en est facile.

QUATRIÈME HYPOTHÈSE.

~~————— ™ O ————— * (y __________ —- Q

dan dalz ' dakk da2i "" •' dau dan

54. L'équation de la projection sur le plan des _r2
sera dès lors

, _ dï dT 1 dT 2
36) -; - — X, Xi -+- ; Xz Xi X\ = O jv ' dai3da2i da27da2i _ da22daZ3

c'est Téquation d'une droite. Voyons maintenant ce que
devient la projection sur le plan des xt x3.

Les relations (34) et (35) donnent d'abord

w _£-°' et T=o;

puis l'on déduit des identités (8)

dT d'ï d'ï
— o, --— = 0, - — _ _ o ;

7Ö «<Ï ^



des identités (9) et (10)

(38) « î ^ =
33da„J 2 da27 \dariday

des identités (11) et (i3), ou des formules (i5)

= 0,

On voit alors que l'équation ( 5 ), projection de la courbe
d'intersection sur le plan des xx :r3, se réduit à

c'est encore une droite. Le plan coupe la surface suivant
une droite 5 l'autre droite est à l'infini. Cela aura lieu

dû dT 1 » 1 r • J
tant que -— et —— ne seront pas nuJs a la fois, et, dans

^ dazz dan
 Y '

ce cas, ils sont nécessairement positifs (35).
Si Ton a à la fois

dT dT

il en résulte des relations (35)

puis des relations (11) et (12)

dît
= O .

^ 3 3 da ! 4 ' danda3i

c Vsi-â-diri1 que la première droite est aussi à l'infini; le



plan est tangent à l'infini. Ainsi

(VI) —, -—-—, -—-— étant nuls,
dandaH aa2^daii aaridakik

On a

T— dT —

et

dT dT
II v a intersection. lorsque —— et —— ne sont

dctn da27

pas nuls à la fois,

dT dT
lorsque —— = • o et - — = o.

II y a tangence à l'infini
ou coïncidence, dan

CINQUIÈME HYPOTHÈSE.

55. Quel que soit le plan donné, un au moins des
coefficients ml9 w2, mz n'est pas nul ; c'est la ligne cor-
respondante au coefficient non nul que nous conviendrons
de placer la première dans le déterminant T. Cette pré-
caution étant toujours prise, il en résulte que la quan-
tité rrii ne saurait être supposée nulle.

11 ne restera donc plus à examiner Qu'une seule hypo-
thèse, celle où m% est nul, car la valeur de /7/8 ne joue
aucun rôle dans les discussions précédentes.

Or si nii = o , le plan sécant est parallèle à Taxe
des #2, il suffit alors de discuter la projection sur le plan
de xt x%, et les résultats obtenus dans les discussions
précédentes se maintiendront évidemment.

56. Je vais maintenant résumer les conclusions qui vien-
nent d'êlre établies, en en présentant le tableau sous
divers points de vue.



I. -j— > 0 .
da

( intersection,
j tangence,

Premier résumé.

lorsque T ̂  o ,
lorsque T = o.

/ 1 m ' / 2 T ^i non-intersection, lorsque T — —^> o,

III. ^ =
daKS

intersection. lorsque T
da^d

tangence, lorsque T = o.
PREMIER CAS. T

DEUXIÈME CAS. T = o.

<. o,
d ^

intersection.

non-intersection, si —— <^ o,

o,

tangence (droite), si —— = o ;

et

non-mtersection9 si
da 2

.— = o,
33 daKk

et

a-ii dau

= 0,

intersection (droites), si ^> o,

i . x . dT
tangence (droite), si = o ;

da ii
. , . . x . dT dT

intersection(droites),si -— et -— ne sont pas
da^ da).

nuis,
tangence à Tin fini) . dT dT

ou coïncidence, ) d da



1°. T > o.

dl

dl

d'ï

Second resumé.

o ou = o, intersection;

non-intersection, si -*— ̂ > o,
da33 daKk

d*T
intersection si

da M dak%
O.

o ou = 0 , intersection;

11°. T < o .

•<o,

non-intersection, si

intersection\ si o.

111°. T = o.

dT

r/T
(Tableau du 2e cas, 111°, résumé précédent.


