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I I I V E U I S A Ñ I L E S 
DE 

MATHEMATIQUES. 
SOLUTION DE LA QUESTION 4 9 3 

(voir t. XVIH, p, WOi 

PAR M, A. Ék J O L I V E T T E , 
Élève de Spéciales (institution de M. de Lassalle). 

Soient P un point d'une conique, C le centre de cour-
bure en P , O le centre de la conique^ par C on mène 
une parallèle à la tangente en P . Soit D le point où cette 
parallèle est rencontrée par le diamètre O P ; on a CD 
égal au tiers du rayon de courbure de la développée 
e n C . ( A B E L TRANSOIV.) 

\\l / 
X 

x / \ 
L X 

Supposons la conique rapportée à deux axes de coor-
données rectangulaires j prenons pour axe des Y la nor-
male en P et pour axe des X la tangente au même point : 
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réquation de la courbe sera de la forme 

ay- H- bxy 4- -f- t / j o ; 

réqualion de la normale en un point M (x' , y') voisin du 
point P sera 

ay' -h b,x' d , lar' bx' d y -Tc y' r-^ ' ' bf 7.x' 

l.e rayon de courbure R de la conique en P est la limite 
de l'ordonnée à l'origine de cette normale quand x ' ten-
dra vers zéro, d'où 

R rr: liin {^y — 

lim / -

by ix' 

lay -h br' d\ __ d 

Car l i n i ^ étant le coefficient angulaire de la tangente 

en P est égale à zéro. 
La développée sera tangente à l'axe des Y en C et à la 

normale MCi en K; menons HK perpendiculaire à !VICi 
et prolongeons jusqu'à la rencontre en T avec C parallèle 
à l'axe des X. 

Lorsque le point M se rapprochera indéfiniment de P, 
la longueur CT aura pour limite le rayon p de courbure 
de la développée en C. 

Les iriangles semblables TCH, C, PL donnent 

C T GH 

C, P P L 

d où 

C T P C H 

C, P R P L 
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et 

d ,. CH 

On obtiendra la valeur de p quand on connaîtra ^lim 

dont nous allons nous occuper. 
Observons d'abord que 

ce qui est facile à vérifier en t ^ n t la valeur de PL de 
réquation de la normale en M;i|)uis encore que 

CC En effet le rapport de tend vers l 'unité ; car, si Ton C| K. 
joignait le point C au milieu I de la corde CK, cette 
droite serait le diamètre conjugué de la corde CK dans 
une parabole tangente aux droites CY, CM aux points 
C et K ; donc l'angle Cj IC ne peut devenir nul en gé 

GC C K. 
néral, et les rapports de chacune des tangentes 

CI IK. 
CC,, CiK à la moitié de la corde CK tend vers Puni té, 
d'où résulte 

CC, 

Cl CC, 

IK el 
Ctl CC, .. CH C.R I I 

liin = —TTTT 
2CC, 2CC. C.K 2CC. 

De là on déduit encore 

CH CH 2CC, .r' 2CC. 



or 

CC. = R — C. P = / 4 - — — ^ , 

y' - iby'^—bdy' 

Pour avoir la limite, il faut diviser les deux termes par 
et il vient 

2CC. , bd y' lim — b — ~ Inn —- ; x' 2 X'̂  

l i m ^ se déduit facilement de l'équation dé la courbe. 

On l'obtient en diyîiimt ses deux membres par x'^ ei 
passant à la limite 

d'où 

Substituant 

el 

d X lim ^ =: — 1. .T ^ 

2CC, 3 b liin — =r 

3bd 
' - " T 

Cherchons actuellement la partie CD de CT intercep-
tée entre le diamètre PDO et Taxe des Y; Téquation de 
ce diamètre qui coupe en parties égales les cordes paral-
lèles à Taxe des X est 

bj 2.r = G , 

CD est la \aleur absolue de 1 abscisse corrrespondaiile à 
d bd 3bd \ > — — — ^ \ — ~ p ) ? 

qui (loniontK^ le ihcorènic énonré. 
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SOLUTION DE LA QllESTIOJl : 
Trouver la limite vers laquelle leud le rapport du vide au plein daes uue pile 

de boulets, lorsque le nombre des boulets augmente indéfiniment ^ 
PAR M. F L E U R Y , 

Chef d'institution à Saint-Étienne. 

Un boûlet repose sur trois autres dans la pile triangu-
laire et sur quatre dans la pile quadrangulaire, ce qui 
pourrait faire croire que le rapport cherché ne sera pas 
le même dans les deux cas ; mais on peut remarquer que, 
dans l 'un comme dans l'autre cas, chaque boulet de Tinté-
rieur de la pile est en contact avec douze autres, et que 
les centres de ces douze boulets sont les sommets d'un 
polyèdre qui a pour faces six carrés et huit triangles équi-
latéraux. Le rapport du vide au plein dans un de ces 
polyèdres ne donne pas le résultat chei ché, parce qu'on 
ne peut les juxtaposer sans laisser d'intervalles vides en-
tre eux , tandis qu'on le peut très-bien pour les cubes 
formés en prolongeant jusqu'à leur rencontre les six 
faces carrées de chaque polyèdre. Je vais donc déterminer 
le rapport du vide au plein dans chacun de ces cubes. 

En prenant pour unité le diamètre d'un boulet, Tarète 
du cube sera y/2 et son volume 2^/2. 

Le plein de ce cube se compose d'abord du boulet in-
térieur et ensuite du quart de chacun des douze boulets 
en contact avec lui ^ car deux faces du cube passent par 
le centre de chacun de ces douze boulets : la première en 
retranche la moitié, et la seconde la moitié de l'autre 
moitié, en sorte qu'il ne reste dans le cube que le quart 
des douze boulets. On a donc trois boulets à ajouter au 
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boulet intérieur poui- obtenir le volume du plein, qui se 

trouvera ainsi représenté par Le rapport du cube à o 

ce volume sera ^ ^ ^ ? et celui du vide au plein ^ ^^ — i . TV ^ % ' 

ce qui fait un peu plus de y 

Ce rapport sera la limite cherchée; car il ne pourrait 
être modifié que par la partie superficielle de la pile, 
qui est infiniment petite par rapport au voliime total des 
cubes, quand le nombre des boulets devient infini. 

La pyramide triangulaire ou quadrangulaire formée en 
joignant le centre d'un boulet qui repose sur trois ou 
quatre autres avec les centres de ceux-ci, est régulière et 
a toutes ses arêtes égales au diamètre d'un boulet. Le vide 
l enfermé dans chacune de ces pyramides pourra se cal-
culer en ôtant du volume de la pyramide celui de la par-
lie occupée par les boulets. On observera ensuite que le 
nombre des vides de chacune de ces deux espèces est dou-
ble du nombre de boulets, et cette considération conduira 
au résultat cherché, qui se déterminera exactement sans 
l'emploi des tables trigonométriques, en remarquant que 
dans la pyramide régulière à base carrée et à arêtes éga-
les , les plus grands angles dièdres sont doubles des pe-
tits et suppléments de ceux du tétraèdre régulier. 

Le moyen peut-être le plus expéditif, mais un peu dé-
tourné , d'arriver au résultat cherché, consiste à calcu-
ler, dans Fhypothèse d'un nombre infini de boulets, le 
rapport du volume d'une pile au volume des boulets 
qu elle contient. 

.Te prends toujours pour unité le diamètre d'un bou-
let, et je désigne par n Tai ête d'une pile triangulaire*, 
n^ sJl , . , nin — \) in — , — ^ en représente le volume et --—— le nom-
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bre de boulets qu'elle renferme. L'hypothèse de n Inihii 

réduit cette dernière expression à par l'omission des 

termes qui s'effacent devant n^. 

Le volume des boulets étant alors le rapport de 

celui de la pile à ce dernier sera comme nous l'a-

VOUS trouvé plus haut. 

SOLUTION DES QUESTIONS 4 8 3 , 4 8 4 , 4 8 3 
(voir t. XVIII , p. 3j)7); 

PAR M. ÉMiLE FRAINÇOISK, 
Élève du lycée de Caen. 

Solution de la question 483. 

D'un point B extérieur à une circonférence O on mène 

Fifi. I. 

deux tangentes BA et BC, on projette C en D sur le rayoii 
OA , et Fon fait exéculer une révolulion complète à la 
iigurc autour de OA , l'un des rayons des points de con-
tact- il faut démontn i que le volume engendré par le 



) 
triangle nnxhJigfie CHA est équivalent au cône engendré 
par le triangki BOA. 

On a , en efl'et, 

vol. ABD — 1 TT AB . AD, 

Vói ABCD = ^7r ( Â B V C D V AB.CD) AB, 

vol. ABC = ^ ^ Âd ' (3 r - AD ). 

Soit ABC = a ; on a 

AD ~ AB sin a , 

CD = r sin a, 

r étant rayon du cercle. 
Les expressions précédentes deviennent 

vol. A B D — - TT A B sin a , <j 

I 3 1 I 
vol . A B C D = - t t A B sin a - f - - t t / - ^ A B s i n ^ a - I - - t t ab 

vol. ACD — tt BA / sin" a — - tt AB sin" a , 

vol. ABCD —vol . ABD 

- ; — ~ AB sin a 

- t: AB sin a 

AB sin^a (AB — / sina)^ 

( ab — cuy] 

- r AB sin^ a vol. ABD . 

c. Q F. D, 
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Solution de la queslioii 4 8 4 . 

La même figure étant faite que précédemment, et exé-
cutant la même révolution, il faut prouver que le seg-
ment spliérique engendré par CDA est équivalent au vo-
lume engendré par le triangle CBD. 

En effet, • 

vol. CBD==vol. A B C D — v o l . ABD, 

vol. CAD — vol. ABCD — voL ABC, 

et conimt^ 

on a 
vol. ABC = vol. ABD, 

vol. CBD =r vol. CAD. 
c . o. F . D . 

Solution de la question 4 8 5 . 

Le volume compris entre un cône droit ASA' et deux 

F I G . 2 . 

sphères O et C qui le touchent intérieurement et se tou -
chent elles-mêmes extérieurement, est la moitié du vo-
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lume compris entre le cône et la sphère qui passe par les 
deux cercles de contact. 

Le volume compris entre le cone el la sphère qui passe 
par les points de contact a pour mesure 

77 B D \ EF, o 

Je mène GH tangente commune aux deux circonfé-
rences. 

Je joins GF et GE; on a 

GR = G D ™ G B , 

et, par conséquent, 
KG = KF. 

D'ailleurs (Qucsfion 483), 

^ vol. BGR vol. GKF, 

vol, GEKzrr vol. GKD; 
donc 

vol. BKD 4 TT G k ' EF -L 7r Bd' EF. 
3 12 

C'est la moitié du volume compris entre le cône et la 
sphèi e qui passe par les cercles de contact. 

EQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

1. Soit réquation 

^ \ <7o x^ -f- a^ -f- a^x^ a^x a, — Oy 
I (a, , «j, a^). 

On a 

tJio («1-+- «2-+- « 3 + H- ¿7, O ( relation d'Albert Girard ). 
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Calculons Téqualion qui a pour racines 

(a, -f- a , " [a, -1- y.,— (a,>-i- a, ) ]% [a, -

ou, ce qui revient au même, qui a pour racines 

• 5 (Iq 4 - a4 ) 

«0 
â  -h 2. «0 -f- a.'. 

« . - h 2 «0 ( « . - + - « i ) ^̂  

On obtient 

-h al B {3 a \ — i6 a, -h i6 al al 
— [a] — (i2~h 8«;; a.y—o ; 

'iGalfi^ a^ — i^ala, ) 

l'est la réduite. 
Soient r\ les trois racines de cette réduite^ on 

trouve facilement 

4 «u a» — «0 { n -h H- ) 4- = o, 

OÙ les r ont le double signe =L -, donc cette dernière équa-
tion équivaut à huit équations. Ainsi, «4 a huit valeurs , 
dont quatre sont les racines de l'équation donnée et les 
quatre autres sont les mêmes racines, changées de si-
gnes. En effet, l'équation qui a pour racines — « j , — , 
— as, — e s t 

( 2 ) «0 .T' — a, x̂  â  — â  X â  — O. 
Cette équation a même réduite que Téquation (i)-, c'est 
ce qu'on voit à priori, d'après la forme des racines de la 
réduite, et aussi à posteriori, car il n'y a que a^ et a^ 
qui aient changé de signes. 

Posons 
â^ Tj = fl, 4- 2/7o (a, â  ), 
«0 = ûJ, - h 2ûo (a, 4 - a^), 

= -f- («s 4-a,). 
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On a 

4 a, -t- + — r,) -h a, ~ O, 
4 a, y., 4- fii> ( 4- — 4- ~ o , 
4 a, -f- i ^̂  H- — + — ^ ' 
4 4- f'o ( '"i 4- — /-a) 4- ¿ï, = O ; 

changeant les signes de r, on a les quatre autres racines. 
Il s'agit maintenant de savoir lequel des deux systèmes de 
racines s'applique à l'équation (i). 

Dans les deux systèmes, la somme des racines a 
mène à la relation d'Albert Girard, et les / disparaissant, 
on n'a aucune indication sur les signes des r^ la somme 
des a pris deux à deux, ou quatre à quatre, donne 
évidemment le même résultat dans les deux systèmes ; il 
reste à prendre les a trois à trois. 

li^a] a, a , — a] [r^ — r] — r \ t \ ] 4 - a\ , . 

4fl'o («34-a.,) =r — «ij, 
[a, aa (aj 4 - a^ ) 4 - a., (a, 4 - «2) ] 

^ i6al[2al-hr, r, r, ^ ala, [rl-^ r] -h r])--

ainsi, 

8 /̂J [a, a , ( . a ;4 - a , ) 4 - «3 a.̂  ( a , 4 - ^-2)] = ^a'a-h^^t [ûfj — ^ a ^ ] . 

On a donc 

a, a , a;, 4 - a, a.̂  a,, 4 - a, cf.̂  a^ 4 - a-̂  a;, 

T\ f \ 4 - a \ — l ^ a ^ a ^ a ^ 

d'où 

t\ Ta — < 
Il faut donner aux / des signes tels, qu'ils satisfassent 
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à cette équation ; et cette condition suflSt pour faire cesser 
rindéterminatîon. •> ^ 

Si «t = o (ao étant positif), il suffit que n , rg, r, donne 
un signe opposé à a% ; règle connue. 

Exemple : 
x^ 4- = o; 

réduite 
9 3 ^ , 2 9^4-239 — 36 = 0, 

On a 

d'où 

il faut prendre les signes de manière que Tj rg ait le 
signe moins. Donc 

r, rrr — I, r^zzzii^ 
et 

= : r — I , 

=1-4-5?, 
I — 5 / , 

4^4= —I—'. 

Cet exemple est pris dans les Comptes rendus (juil-
let i858, p. 3i)-, ce q u o n lit là-dessus p. 32, parait su-
perflu. Une telle observation m'a été aussi communiquée 
par M. Macario, élève des Ponts et Chaussées de Naples. 

AHn. de ilathémat., t. XIX. (JtMvi«!- 1860.) 
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NOTE 

Sar les ÎOBCtioDS symétriqaes des racines connuoes à desx éqnations; 
PAR M. ED. D E W U L F , 

Capitaine du génie. 

I. Dans un Mémoire inséré aux j4anales rie Maillé-
mathiques de Gergonne, Abel a donné un moyen de cal-
culer uue fonction quelconque d'une racine commune à 
deux équations. Ce procédé exige que les équations n'aient 
qu'une seule racine commune. 

On peut ainsi calculer une fonction symétrique des raci-
nes communes à deux équations , quel que soit le nombre 
de ces racines, et par suite ces racines elles-mêmes. 

II. Soient les deux équations 

qui ont t racines communes et qui n'en ont pas d'autres. 
Proposons-nous de calculer la fonction symétrique ç de 

ces t racines. 
Soient / i , JTa? / s ) • • - 9 Jn les n racines de l'équa-

tion (a). En portant ces racines dans le premier membre 
de l'équation (i), nous aurons ces n résultats 

Les t premiers de ces résultats sont nuls, par hypothèse. 
Faisons les produits n — i à n — i de ces résultats , et 

désignons , en général, par R .̂̂  y, ^ .. le produit 

le nombre des facteurs du dénominateur étant K. 
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Les quantités 

,^1.2.3..,/' ^1.3.3.,. (/-l) (Î-+-0 ' ^1.1.3... (i-l) (/-«-2) ' 

sont toutes nulles, excepté la première, qui ne contient 
aucun des facteurs nuls / ( / i ) , f{Ti )^ (yO ; ^^ ^ 
donc, identiquement, 

ou, symboliquement, 

l'indice cr... désignant une des combinaisons f à ides 
ihiffres i . 2 . 3 . . . , 

On a de même, identiquement, 

11 résulte de ces deux identités, que 

(3) = 

2 cr -

Cette expression est une fonction symétrique et ration-
nelle des racines de l'équation (2). On peut donc la cal-
culer par des méthodes connues. 

m . Soit 

(4) V o f . o 
Féquation qui donnerait les racines communes aux équa-
tions (i) et (2), et posons 

2. 
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Il est très-aisé de voir que 

p - V R ' 

t{t~i) d'K 

L'équation (4) peut donc s'écrire 

Cette équation, déjà donnée par M Brioschi, se déduit 
ici d^une théorie générale. 

EXERCICES DE TRIGONOMÉTRIE. 

1. 
//î cos z-f-/I sin z = ç , m=z—i,o49833^; 

„ = + o, 7 466898, 9 = - o, 4316893 ; 
z = 35s z = 254° 9'20''. 

2. 
sin (a-+-z) = m, a = 200®, m = —o,42345; 

¿sin(p-f-z) = ^=140 ' ' , —0,20123; 
38%6, k = 0,4236234. 
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3. Mêmes équations 5 

a = 28o®i6', m = —0,62342; 
p = 2oo®io', 0,69725; 

3 = 2070 5' 34", 4 , ^ = 1,0273643. 

Nous avons extrait ces exercices de l'ouvrage suivant : 
A Treatise of plane and spherical Trigonometry^ by 
William Chauvenet, professeur de mathématiques à l 'É-
cole de Navigation des États-Unis. Philadelphie, i854 ; 
în-8° de 256 pages*, 3® édition, la est de i85o. Tr i -
gonométrie complète; on y trouve les équations aux dif-
férences et aux différentielles relatives aux triangles , 
sans lesquelles aucune opération trigonométrique n'est 
susceptible d'approximation. Il est singulier de rencon-
trer, chez nos auteurs élémentaires, des méthodes et des 
exemples à foison concernant les erreurs en arithméti-
(|ue, et de ne rien dire sur les erreurs trigonométriques, 
qu'il est si important de connaître. Quelle influence les 
erreurs des mesures ont-elles sur les résultats des calculs? 
Il faut savoir répondre à cette question, si l'on tient à sê  
rendre compte de ce qu'on fait. On a 

= ¿2 ^ — 2 ¿c cos A ; 

si l'on a mesuré i et c à quelques centimètres près, A à 
quelques secondes près, à combien près obtient-on la 
valeur de a'^ Les problèmes fondamentaux des deux tri-
gonométries devraient être accompagnés de ce renseigne-
ment indispensable. 

Le chapitreIV (page 214) de cet ouvrage, donne les so-
lutions des triangles sphériques lorsque les côtés et les 
angles dépassent 180 degrés, triangles qu'on rencontre sou-
vent en astronomie; par exemple, les ascensions droites 
se comptent de o à 36o degrés. Gauss, dans sa Theoria 
motus, fait voir qu'il est commode de résoudre ce genre 
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de triangles directement, sans recourir à des triangles 
auxiliaires. On peut y appliquer les mêmes formules que 
pour les triangles ordinaires. Soit 

CCS (2TT — a) — ces a ; 

supposons que dans le triangle rectiligne ABC on désigne 
par A', B', C les angles extérieurs 2 7 r — A , 27r — B, 
2 71 — C-, l'équation fondamentale de la trigonométrie 
rectiligne est 

fl = ¿> ces C c ces B , 
et Ton a aussi 

a = A cos C 4 - c cos B' ; 

de même, dans la trigonométrie sphérique, toutes les 
autres équations sont des déductions de cette équation 
fondamentale. 

Quant aux applications à la géométrie pratique et aux 
diverses questions d'astronomie et de navigation, la tri-
gonométrie la plus complète est celle que M. Dienger a 
publiée à Stuttgart en i855, que nous ferons connaître 
à nos lecteurs, et à laquelle nous emprunterons beaucoup 
d'exercices numériques. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQIE. 

FORMULES DE A . B R E T S C H N E I D E R . 

C R E L L E , 1 . X I V , p . I / , 5 ; 

Dans un t r iang le s p h é r i q u e , posons 

6—4//, a'-i- b'-i- c' =z p; 
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on a 

sin (P — ) sin (P — 2 A' ) cos 2 r/ 
= s i n p sin {p — la) sin 2 A' ; 

COS(P — 4 ^ " ) c O S ( P ~ 2 A ' - h 4 5 ' ' ) c o s 2^7' 

cos/? cos — 2 « ) sin 2 A'; 

sin (P —45^) cos (P — 2 A'H- 45°) cos 2 a ' 

= ain{p — 2«) sin {p — 2c) cos 2 A'; 

cos(P—45®) sin ( P — 2 A'-f- 45°) cos 2« ' 
= cos(/> — ia) cos [p — 2 c ) cos 2 A'; 

sin (P — 45°) sin (P — 2C'H-45«) siii i a ' 
~ sin p sin [p — 2 a') sin 2 A'; 

c o s ( P — 2 B ' + 4 5 « ) C O S ( P — 2 C ' - H 4 5 ° ) 

cosp cos [p — 2^7') sin 2 A'; 

s i n ( P — 2 A ' - f - 45«) c o s ( P — 2C'H- 45°) sin 7.a' 
~ sin {p — lb') cos {p — 2 c ' ) cos 2 A'; 

cos (P — 2 B'-f- 45°) sin (P — 2 C -h 45«) sin 2 rî  
cos(/> — lb') sin [p — ic') cos 2 A'. 

Par voie de multiplication , on obtient de nouveiles 
formules. 

SilR QUELQUES QBESTIOMS »'ALGÈBRE; 
PAR M. MICHAEL ROBERTS. 

Étant donnée l'équation 

dont les racines sont [x^, x^^. , x„) ; soient >o ? h , • 
les sommes des puissances zéro, première, deuxième,, 
de ces racines. 

• 



( =»4 ) 

Calculons les valeurs de la fonction symétrique 

—Xi^f^ ou bien de Tinvariant quadratique 

de la forme (*) 

pour = p = 4. 
Nous trouvons 

— a c Y — — — 5)a 

ac){ae — Se') 

« • y ( /» - ! ) 

1 X Û C J ^ Û E — Z| 

^ n(n (rjn — I 5 ) 

X ace) a' 

2 .3 .4 .5 
\ X {AG — 6 B / - H I 5 6'C — 

(M Vo/r l X V I l l , p . 3o4. 



( ) 
— 2 ) (/I — 7 

X ( ACY — 

-H — 2) (3/2 7 
X ac){ad^+eb^-h c^— 2 ¿cfi? — ace) 

^ {n — 3) {n^-hSn -- a* 

90 
X — — — LOI/») 

9 
— bde — 3bcf— 

2 .3 .4 -5 .6 .7 
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On trouve aussi pour l'invariant cubique (I3) de la forme 

S,, s,)(x,x)\ 

l'expression suivante 
n ( ac) ( fl 4 3c') 

— 3 {n — 2)a 
_ X (ÛI/ ' -T-E^^+C^— 2HCD-^ACE)^ 

Posons Ai = 3, e = o, Ion retombe sur le discriminant 
de la fonction cubique homogène à deux variables (*). 
Pour /I = nous avons 

a* 1,=: 1 9 2 X 
^ —3« (ad''-h cb^-^ c^ — nhcd — ace) 

(*) Résultat connu. 
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Or, en nous reportant à l'équation au carré des diiFé-

rences des racines d'une équation biquadratique que j'ai 
déjà donnée (*), nous tirons l'équation suivante. 

2 (.r, (.r, - - y (x , - -

So S, S2 
s, s, Ss 
.y, s^ 

en sorte que la relation entre les racines d'une équation 
du quatrième degré exprimée par l'équation 

entraine l'une ou l ' a u t r e des conditions 
Jo "il 

ac — 4 bfi 3 c^ ~ o, Si S.2 Ss 
s. s. s, 

rilÉORÈMES BE GÉOMÉTRIE SE6MENTAIRE; 
D W è s O. HERMES. 

CRELLR, t. LIV, p . ; iBSg. 

1. Soient ABCD un tétraèdre coupé par un plan trans-
v(M sal T, et 

0 droite d'intersection de ABC et T, 
7 « ABD et T , 
6 ACD et T , 
a BCD et T, 
[Y pôle de o relatif à ABC, 
C' - ABD, 
B' )> ACD, 
A' . BCD; 

{*) Voir l. XVÏ, p. m. 
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les quatre droites A A', BB', C C , DD' se eoupent au même 
point P ; ce point est le pôle du plan I relativement au 
tétraèdre ABCD, 

It -h mu -fr n\f pw .s, équation du plan T ; 

It r= mu z=z pw, équation du point P. 

Lorsque le plan T est à Tiniini, le pôle est au centre de 
gravité du tétraèdre (pour le triangle, voir Bulletin, t. V, 
p . 6 7 ) . 

2. Soient une série de triangles ayant un sommet com-
mun , et dont les bases sont sur une seule et même droite ^ 
les pôles d'une transversale coupant ces triangles relati-
vement à chaque A sont sur une même droite. 

Soit un tétraèdre ABCD coupé par un cinquième 
plan T^ on a un jyentaedve (fûnlilach) : ce cinquième 
plan T coupe BCD suivant la droite a ; nommons le plan 
qui passe par A et la droite a un plan diamétral ce plan 
diamétral coupe les faces ABC, ABD, ACD suivant trois 
droites passant par A et la face BCD suivant la droite a : 
on a ainsi trois triangles ayant le sommet commun a et 
hiurs bases sur la même droite a 5 nommons ces triangles 
triangles diamétraux. 

Théorème. Si l'on coupe un pentaèdre par un plan P, 
ce plan coupe un plan diamétral suivant une droite -, si 
l'on prend les pôles de cette droite relativement aux trois 
triangles diamétraux, ils sont sur une môme droite; on 
obtient ainsi quatre droites, fournies par les quatre som-
mets ADCD, et ces quatre droites appartiennent au même 
hypcrboloïde. 

4. Théorème. Si, d'ans un hexaèdre, les trois dioites 
d'intersection des c(mples de plans opposés sont dans un 
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même plan, les trois diagonales de l'hexaèdre se coupent 
suivant un même point. 

5- Si sur quatre droites d'un hyperboloïde à une nappe 
on prend respectivement sur chacun deux points, soient 
£1, a , j3, c, y, J, les quatre faces homonymes des deux 
tétraèdres ahcd^ se coupent suivant quatre droites 
éléments d'un hyperboloïde à une nappe. (CAYLEY. ) 

Si les quatre faces homonymes de deux tétraèdres abcd^ 
a ^ y â se coupent suivant quatre droites situées sur un 
même hyperboloïde à une nappe, les droites qui joignent 
les sommets homonymes sont aussi sur un tel hyper-
boloïde. 

COURBE LOGOCYCLIQIE (BOOTH). 

Trouver l'enveloppe d'un cercle dont le centre est sur 
une parabole donnée et qui a pour rayon la distance du 
centre au foyer de la parabole ^ nommons cette enve-
loppe F courbe logocj clique, 

1°. Démontrer qu'en prenant le foyer pour pôle et 
pour axe celui de la parabole, la courbe réciproque de 
cette enveloppe coïncide avec cette enveloppe ; propriété 
analogue à celle du cercle. 

La directrice de la parabole est une asymptote de 
l'enveloppe. 

Soient V le point d'intersection de deux tangentes à 
Tenveloppe menée par deux points réciproques R et Ri, 
et par conséquent tous deux sur l'enveloppe-, T le mi-
lieu de RRi : la droite \ T est perpendiculaire sur R R j , 
et touche la parabole en un point Q . 

4". O étant le sommet de la parabole , l argle RORj est 
droit. 
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Q R , QRi sont normales à Tenveloppe-, VR, VRj 

sont égales et également inclinées sur la corde RRj , 
comme dans le cercle, 

6°. Le lieu du point V est une cissoîde ayant le sommet 
de la parabole pour point de rebroussement, et la direc-
trice de la parabole pour asymptote. 

La somme des distances des points R et R j à Taxe 
est égale à la distance du point Q à Taxe. 

8®. Soient Cet C'iespoints d'intersection des tangentes 
VR, VRi avec une perpendiculaire au rayon vecteur 
FRRi menée par F-, la sommeFC-f-FCi est constante, et 

9°. Le lieu des points C et Ci est une cardioïde. 

l o g F R = 
_ arc p a r a b . OQ — QT 

a 

c'est ce qui a fait donner à cette enveloppe le nom de logo-
cyclique, parce qu'elle a des propriétés analogues au cercle 
et aux logarithmes [Quarterly Journal^ t. I II , p. 38^ 
i858) ^ la logocyclique est carrable. 

SUR UNE QUESTION DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE ; 
PAR M. G R O S , 

Professeur de mathématiques. 

Dans les cours de géométrie descriptive, on démontre 
ordinairement que si les axes de deux surfaces de révolu-
tion du second degré sont dans un même plan, la projec-
tion sur ce plan de la courbe d'interjection de ces deux 
surfaces est un arc de courbe du second degré. 

On peut, en outre, à la simple inspection des don-
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nées, recoiniaitre si celle projeclioii est un arc d'ellipse, 
d'hy{>erbole ou de parabole. 

En effet, si nous prenons pour origine le point de ren-
contre des deux axes , et pour plan des zx le plan de ces 
deux droites, nous pouvons écrire les équations des deux 
surfaces sous !a forme suivante ; 

.r'^-f- j r ^ - f - = tri [a .r -h zY -h n (a a: -j- z ) - t -

m'{a'X -f z^ -\-n'[a'x + z) -f- p'-

La projection sur le plan des zx de la courbe d'inter-
section de CCS surfaces a pour équation 

m a X-hz )-' — m' [a'x-\-z)---^n{nx-\-z)~n' [a'x -^z)-\-p —p' = o. 

Le geni e de cette c()url)e est indiqué par le signe de 
1 (!X[)i ession 

in m' [a — 

on , ce qui levienl au même, par le signe du produit 

Actuellement, pour reconnaître le signe de m, d'après 
la forme de la suiface représentée par l'équation 

nous remarquerons qu'en prenant trois nouveaux axes 
rectangulaires ayant même origine que les premiers, on 
a , en désignant par x , j", ii: et .r', j ' , z'^ les coordonnées 
d'un même point M , dans les deux systèmes, 

x - ' i - r - + z- zzi: - r z ' S 

car chaque membre de cette égalité représente le carré de 
la distance du point M à l'origine commune. 

Si, de plus, nous prenons pour axe des x ' l'axe de la 
surface, les équations de cette droite étant 

™ o , X a z ^ 
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le plan représenté par l'éqiiation 

ax -i- z = o 

lui est perpendiculaire^ par conséquent, la distance du 
point M à ce plan est représentée par dans le se-
cond système; mais cette même distance est représentée 

par ^ ^ dans le premier; donc 

n X -h z ^ ^ 

Par suite, Téquation de la surface, par rapport au nou-
veau système d'axes, est 

x'^-hX'^-h Z' = m (ï-i- a-} .T--^ nx' y/1 H--«' p, 
ou 

[ I — ( I - f - « ' ) ] z"— n x' \ / i - f - —p — o. 

Or, dans toute équation du second degré à trois varia-
bles, où n'entrent pas les rectangles de ces variables, les 
coefficients des carrés sont inversement proportionnels aux 
carrés des axes de la surface représentée par cette équation. 

Par conséquent : 
Si ni est négatif, la surface est un ellipsoïde aplati ; 
Si m est nul , la surface est une sphère ; 

Si m est compris entre o et —^—-5 la surface est un ^ I -h 

ellipsoïde allongé; 

Si m est égal à -¡-3— » la surface est un paraboloïde ou 

un cylindre ; 
Si m est plus grand que la surface est un hy-

perboloïde ou un cône. 
En résumé, m est négatif dans le cas de rellipsoïdc 

aplati, nul dans le cas de la sphère, et positif dans tous 
les autres cas. 
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D'où Ton conclut que, si l 'une des surfaces seulement 
est un ellipsoïde aplati, la projection est itn arc d'el-
lipse; si l'une des surfaces est une sphère, la projection 
est un arc de parabole. Dans tous les autres cas, la pro-
jection est un arc d'hyperbole. 

THÉORÈME S I R LE BINOME DE NEWTON POUR L'EXPOSANT 
ENTIER ET POSITIF 

PAR M. G A R C E T , 
Capitaine du génie. 

Si l'on décompose la série des coefficients du binôme 
de Newton en trois parties, en prenant les termes de trois 
en trois, deux de ces sommes sont égales et la troisième 
surpavsse les deux autres ou en est surpassée d'une unité. 

Ainsi appelons 5i , ig^ ces trois sommes 

m .rn — i .m — 2 m .m — i m — 5 
•V, = iH 5 1 ^ 1 2 . 3 I . 2 . . . 6 

m, m — i m — 2.w — 3 
1 . 2 . 3 . 4 

m . m — I. . . /7i — 6 

m,m—I m.m—i./w — 2,m — 3. /w— i 
1 ^ 1 .2 .3 .4 .5 

m,m — I. . . m — 7 
1 . 2 . . . 8 

on a égalité à l'unité près entre ces trois sommes. 

C) A démontrer. 
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Comme on sait ensuite que 

it -h H- == 
on peut spécifier quelles sont les sommes égales suivant 
la nature de l'exposant ainsi qu'il suit: 

Si 
m — 6/i, 
/w r= 6/2 -h I ) 
TW =r 6« + 2, 
/W = 6« -h 3, 

w = 6w -1- 4> 
/w = 6/2 -H 5 , 

on a respectivement 
— I 

= S, — S1 — ' 3 ' 

St = S2 — + 

2 ' " + I St = S2 — + 3 ' 

'h = 
— I 

'h = Si 
3 ' 

= = + 
'H-T 

3 ' 

= — 
2." ' I 

= — 
• 3 ' 

S^ = I, 
-F 1 

^ 3 

THÉORÈME SUR LES COURBES PLANES C ' ) ; 
PAR M/STREBOR. 

Etant donnée une courbe plane ^ construisons la courbe 
semblable en doublant les rayons vecteurs tirés d'un point 

(*) A démontrer. 
Ann, de Matkém., t. XIX. (Janvier i86o.) 
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fixe, et supposons qu'on ait trouvé réquation de îa 
courbe parallèle à cetté dernière, qui s'obtient en prenant 
sur ses normales une longueur constante (A). Si l'on 
substitue dans cette équation sjx^-i- au lieu de k^ on 

•tombera sur l'équation de la courbe, enveloppe des per-
pendiculairès qu'on mène aux extrémités des rayons vec-
teurs de la courbe donnée.. 

Puisque la courbe parallèle est tout à fait indépendante 
de la position de l'origine fixe, il est évident que si l'on 
en a Péquàtion, on aura aussi Féquation de ladite enve-
loppe, quelle que soit la position de l'origine. 

Nota, Très-facile à vérifier pour la ligne droite et pour 
le cercle. 

TROISIÈME SOLUTION DE L4 QUESTION 4 & 1 
(Toir t. XVIll, p. 242 et 27a ) ; 

PAR MM. CHARLES K E S S L E R ET LEMOINE,^ 
Élèves du Prytanée militaire. 

Démontrer que la série 

I 1 
1.2.3. , .n 2 . 3 . . . (/z - M ) 3 . 4 . . . - h 2 j 

est convergente et a pour limite 

(n — i) 1 ,2,3, , , (n — 1 

On voit d'^abord immédiatement que cette série est con-
vergente, car ses termes sont respectivement plus petits 
que ceux de la série 

I 1 I 
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et l'on sait que cette série est convergente . n ^tli^Cher 
elions maintenant sa limite; pour cela je pose ' 

et je retranche membre à membre, j^aurai 

1 . 2 . 3 . . . — l) 1 . 2 . 3 . . . « 2 . 3 . . . ( « H-1) 

t)U, en désignant par Sia somme cherchée, 

d ' o ù 

f .2,3. . . [n — i] 

T 

s = 
( /? — I ) 1 . 2 . 3 . . . ( « ~ 1 ) 

c . Q. F . T . 

DEUX PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DU COMPAS; 
PAR M . GEORGES D E L I S L E , 

Avocat à la cour de Caen. 

I"" PROBLÈME. Trous^r le centre d'une circanférence 
en ne se serinant que du compas, 

1®. Du point A pris à volonté sur la circonférence 
donnée, et avec un rayon arbitraire, je déoris un arc 
qui rencontre la circonférence aux points B et C. 

2®. De ces points B et C comme centres, avec le même 
rayon, je décris deux arcs qui se coupent au point A', 

3. 
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symétrique de A par rapport à la droite BC supposée 
tracée. 

3®. Du point A' comme centre avec un rayon égal à la 
distance A A', je décrrs une circonférence qui rencontre, 
aux points M et N , Tarc^BC prolongé. 

4°. De ces points M et N comme centres, avec un 
rayon égal à la distance AB, je décris deux arcs qui se 
coupent au point O, symétrique de A par rapport à la 
corde MN, supposée tracée. 

Ce point O est le centre demandé. 
En effet, concevons que Von ait tracé le diamètre AA'G 

de la circonférence de centre A'. 
Cette droite, ayant deux points A et A' également dis-

tants des extrémités de BC, est perpendiculaire sur le 
milieu de cette corde. Elle contient donc le centre cher-
ché; et ce point O sera ce centre, si la dislance AO est 
égale au rayon. 

Soit R ce rayon inconnu. 
Soit D le point où la corde BC rencontrerait la droite 

AA'G. 
La corde AB est moyenne proportionnelle entre le dia-

mètre 2 R et sa projection AD sur ce diamètre. On a donc 

( I ) Â B ' = : 2 R X A D . 

Cette même droite AG, ayant aussi les deux points A 
e€ A' également distants des extrémités de MN, est pe r -
pendiculaire sur le milieu de cette corde. Soit E le point 
où cette corde rencontrerait AG. 

La corde AM de la circonférence de centre A' est aussi 
moyenne proportionnelle entre le diamètre aAA' et sa 
projection AE sur ce diamètre. On a donc 

( 2 ) A M = 2 A A ' X A E . 
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Mais 

A M = A B , 

A A' = 2 A D , 

2 

Donc Fégalité (a) devient 

— ' AO 
A B = : 2 X 2 A D X — R 2 

( 3 ) A B ' = 2 A D X A 0 . 

Les premiers membres des égalités (i) et (3) sont les 
mêmes. Les seconds sont donc égaux, c'est-à-dire que 

2 R X A D = 2 A D X A O ; 
donc 

R = A O . {*) 
c . Q. F. D . 

IP PROBLÈME. Construire le côté du décagone régulier 
inscrit en ne se sentant que du compas. (Comme Masche-
roni.) 

Note. Ces deux problèmes m'ont • été communiqués 
verbalement par M. Georges Delisle, avocat à la Cour de 
Caen, professeur de droit romain, doyen de la Faculté 
de Droit , auteur de deux ouvrages de jurisprudence très-
estimés. 

Jurisconsulte éminent, il s'était acquis une grande ré-
putation par ses consultations, qui révélaient un esprit 
vaste et profond, et devant lesquelles s'inclinaient les 
magistrats. 

Ĉ ) Résolu différemment par Mascheroni {Géométrie du compas, p. i35),, 
TM. 
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Cet homme, qui faisait autorité dans la science du 

droit , cultivait sérieusement la géométrie, afin, disait-il, 
de conserver à son esprit l'habitude des raisonnements 
précis et rigoureux. 

Les deux problèmes difficiles dont nous venons de rap-
porter une solution si simple et si élégante, prouvent qu il 
eût pu faire un mathématicien distingué. 

Il connaissait le calcul infinitésimal et il se proposait 
d'étudier avec moi le calcul des variations, lorsque sa 
mort (arrivée en i854) Tempècha de mettre ce projet à 
^»xécution. 

C H . DIGUET, 
Professeur de mathématiques 

pures et appliquées au lycée de Caen, 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 1 6 
(Toir tome XVll, page 31). 

Le produit de cinq ou de six nombres entiers consé-
cutifs ne peut être un carré. 

Je ferai d'abord quelques remarques sitr la résoltitioa 
en nombres entier^ de l'équation 

( l ) ^ + i) + 2 ) . . . ^ « ) ^ j-z^ 

1. Tout diviseur commun à deux quelconques des nom-
bres entiers a:, (x-f- i), (x-f - 2),..., (x -f- /z), devant di-
viser leur diflerencç^ est nécessairement l 'un des nom-
bres I, 2, 3 , .^n. Par çonséquent, tout div^iseur 
premier commun à deux quelconques des nombres entiers 
X, (x-4- i ) , + 2) , . . . , (x-^n), est nécessairement 
l 'un des nombres premiers 2 , 3 , 5 , . . . , , en désignant 
par le plus grand des nombres premiers compris dans, 
la siiite 1, 2 , 3 5 • • • î 
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' Que si lé produit Jt (a: -f- i) (j : H- 2 ) . . • -4- n) est 

un carré exact, comme le suppose l'équation (i), et q u e n 
outre l'exposant de là plus haute puissance d'un nombre 
premier divisant l 'un de ses facteurs soit impaire, ce 
nombre premier appartiendra à la suite 2, 3, 5 , . . 
car il devra diviser au moins deux des facteurs du pro-
duit-, et de là je conclus que : 

1°. Si un facteur du produit n'est 
divisible par aucun des nombres 2, 3, 5 , . . . , yt?, il sera^ 
par cela même, un carré exact. 

2®. Si un facteur de ce produit n'admet comme divi-
seur qu'un seul des nombres premiers 2^ 3, 5, . . . , il 
sera un carré , ou le produit d'un carré par ce nombre 
premier. 

2. Aucun des facteurs a*, (x- f - i ) , (0 :^-2) , . . . , (x-f- w), 
ne peut admettre comme diviseurs tous les nombres 2, 
3, 5 , . . . , C'est ce que je vais démontrer. 

Supposons, en premier l ieu, que l 'un des deux fac-
teurs extrêmes, par exemple soit séparément divisible 
par Alors x -^i qui est premier avec x , 
n'admettant aucun de ces diviseurs, sera un carré exact 
( 1 , Et comme x est, par hypothèse, multiple de 
( 2 . 3 . 5 . . . p)y les facteurs x -h 2 , x -ir 4 seront divisi-
bles par 2 , et n'auront pas d'autre diviseur compris dans 
la suite 2 , 3 , 5 , . . . . ^ . En outre ^ aucun des deux fac-
teurs X -h 2 , X 4 n'est un carré, car (x -f-1) étant le 
carré d'un nombre entier plus grand que l 'unité, tout 
autre nombre plus grand que x -f-1 ne peut être le carré 
d'un nombre entier que s'il surpasse x H- i d'au moins, 
cinq unités. Il faut donc (1 , 2®) que X-+-2, x - 1 - 4 
soient des nombres entiers de la forme 2 a®, ce qui 
exige qu'on ait h^ — = i . On est donc conduit à cette 
conclusion que, àt x était multiple de ( 2 . 3 . 5 . . . la 
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différence des carrés des deux nombres entiers a serait 
égale à l 'unité. 

La même démonstration convient à F autre facteur ex-: 
^rème x - ^ n . 

Quant aux facteurs intermédiaires x - h i , x - h 2 , . • . , 
(x - i -n—i)^ s i l ' und ' eux , x - f - i par exemple, était mul-
tiple de ( 2 . 3 . 5 . . . les deux facteurs x^ 0:4-2 qui le 
comprennent seraient des carrés (1, 1°) , ce qui est évi-
demment impossible, puisqu'Hs diffèrent seulement de 
deux unités. 

3. Application, L'équation 

.r + 1 ) -f- 2) (.r + 3) (.r-4- y ' 

n'a aucune solution entière. En d'autres termes : le pro-
duit de cinq nombres entiers consécutifs n'est jamais un 
carré. 

Dans le cas actuel, ^ = 3, et ( 2 . . . p ) = 6. Donc , si 
les cinq nombres x + ^-i remplissent la 
condition que l'équation proposée exprime, aucun d'eux 
ne peut être multiple de 6 , (2). Il en résulte que le plus 
petit de ces cinq nombres, x , est de la forme 6/zH-i . 
D'où il suit que x n'admettant pour diviseur aucun des 
deux nombres premiers 2 , 3 , est un carré (1, 1^). Par 
conséquent, le produit ( jc -h i ) ( x - f - 2 ) (x-{-3) (x-h4) 
de quatre nombres entiers consécutifs devrait aussi être 
un carré-, ce qui est impossible [Nouvelles Annales, 
t. X \ I I , p . 393.) 

4. Soit, maintenant , 

X (x-h 1) 2) (x 4- 3)(a? + 4 ) ( . r - f - 5 ) = : j % 

l'équation proposée. On a 

p = 5 et ( 2 , 3 . . .yp) 3o. 

Nous allons faire voir que si l'équation admettait unç 
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solution entière, il en résulterait cette absurdité : que 
parmi six nonibres entiers consécutifs x , ( x - f - i ) , . . . , 

-H 5) , il n'y aurait pas un seul multiple de 6. 
Démontrons d'abord qu'aucun des deux facteurs ex-

trêmes x , 5) , du produit X ( x - m ) , . . ( x H - 5 ) 
ne peut être multiple de 6. 

Si X = 6a5 le nombre entier a n'est pas divisible par 
5 (2). Or, l'égalité x = 6a donnant x H ~ 5 = = 6 a - f - 5 , 
on voit que x 5 est premier avec 2,3,5*, donc (x 5 ) 
est un carré (i , ) Par suite, le produit 

o: (o: -hi) {.r -I- 2) + 3) -f- 4 ) 

de cinq nombres entiers consécutifs serait un carré exact; 
c'est ce qui n'a jamais lieu (3). 

La même démonstration convient à l'autre facteur ex-
trême X -f- 5. 

Il reste à considérer les facteurs intermédiaires (xH-i) , 
( x - h 2) , (x -4- 3) , (x -f- 4)- Si l 'un d'eux, x -+- 2, par 
exemple, est multiple de 6 , il est clair que les deux fac-
teurs X -1- 3 , X -f- I qui comprennent x -I- 2 , seront pre-
miers avec 6; et comme ils ne peuvent être, tous deux, 
multiples de 5, l 'un d'eux n'admettra aucun des divi-
seurs 2, 3 , 5, et sera par conséquent le carré, a®, d'un 
pombre entier. L'autre facteur a^dz 2 n'étant pas un 
carré, devra être divisible par 5 (1, i*^). On aurait donc 

a'-àz 2 = 5 / 2 ; 

or, cette égalité ne peut exister, car la formule des carrés 

qui ne sont pas multiples de 5 est, comme on sait, 

Il résulte de ce qui précède, que le produit de six nom-
bres entiers consécutifs ne peut être un carré. 

5. Il en est de même du produit de sept nombres con-
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•éciltifs. Car, si l'équation 

admettait ut)e solution entière, aucun des sept nombres 
X , («c 4 - x ) , . . (a:-4-6) ne serait divisible 
par 6, 

En effet, p étant encore égal à 5 , on démontrera, 
comme dans le cas précédent, qu'il est impossible que l 'un 
des facteurs intermédiaires x - f - i , . . . , x 5 soit mul-
tiple de 6. Il n'y a lieu à démonstration nouvelle que pour 
les facteurs extrêmes o:, a: 4 - 6. 

Supposons x == 6 m , on aura 

. r -+-6 = : 6 ( / w 4 - l ) ; 

-et aucun des deux nombres m^ ne sera divisible 
par 5 (2). Or, les égalités 

donnent 

. r - f - i = 6 ( m - h i ) — 5 et a: 4 - 5 = 6 a w 5 . 

Ces dernières montrent que les facteurs o: 4- i , a: 4- 5 ne 
sont divisibles par aucun des trois nombres premiers 2 , 
3, 5. Donc (1, 1°), on a 

= d'où 

égalité qui est impossible, puisque la différence des carrés 
de deux nombres entiers a , plus grands que l 'unité, 
est égale au moins à 5. Il est ainsi démontré que l'équation 
proposée n'admet pas de solution entière. G. 
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Ql'ESTIOKS. 

498. On donne, I® nne droite fixe; .q® un •pbint'B sur 
cette droite ; 3® un point fixe A. Trouver une courbe telle, 
qu en menant par un point quelconque pris sur cette 
courbe une tangente, et par le point A une parallèle à 
cette tangente, ces deux droites interceptent sur la droite 
fixe deux segments, comptés du point B, tels, que la somme 
des carrés de ces segments soit égale à un carré donné A*. 
Mêmes données, mais prenant la différence des carrés; 
ou bien le produit des segments, ou bien la somme des 
inverses des segments égale à une constante donnée. 

499. Soient : i®. A, B, C, D quatre droites dans un 
même plan, et m, o , s quatre points fixes dans ce 
plan ; par m menons une droite quelconque coupant C et 
D aux points c et par c et o menons la droite co cou-
pant A et B aux points a et 6 ; par a et Z menons la 
droite al et par c et 5 la droite CÎ ; l'intersection p des 
droites al et es décrit une ligne du troisième ordre. 

Soit un quadrilatère plan variable ABCD o^ p^ 
r quatre points fixes] o est sur AB, p sur BC^ q sur 

CD, r sur DA. Les sommets opposés A et C sont sur deux 
droites fixes données dans le plan du quadrilatère ; le som-
mets opposés B, D décrivent des lignes du troisième ordre. 

300. 

^ = X* = -h lO-C-H 6, 

( E U L E R . ) 
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501. Par un point fixe M pris sur une conique, on 

mène une tangente 5 soit T un point quelconque pris sur 
cette conique^ TN une seconde tangente et N le point de 
contact ; au point T on élève une perpendiculaire sur la 
tangente TN; elle sera rencontrée en R par la perpendi-
culaire abaissée de N sur la tangente fixe TM. Quel est le 
lieu du point R? 

502. Par un foyer d'une ellipse on mène une corde AB -, 
par le point de rencontre des deux normales en A et B, 
on mène une parallèle au grand axe-, cette parallèle passe 
par le milieu de AB. 

503. Déterminer les six racines rationnelles de cette 
équation 

[a'^ay (x' -f. 14 J7-H 1)̂ =:= -h 14«^-h ly. 
ABEL, 

504. AB = 2R == diamètre d'un cercle de centre K ; 
O = un point sur le diamètre AB -, 

P = un point de la circonférence-. 
Angle PAB=: |3 ; 
Angle POB = f 
On a 

R sin 2 p 
sm y = 

)/{R-h ay cos' ̂  + — sin^ p 
2 dp. _ d^ 

V( R + « coŝ  ( 2 sin2 p y/R2 coŝ  -}- ( R»— ) sîn^ ̂  
fonction elliptique. JACOBI. 

505. On connaît les levers et les couchers du Soleil en 
temps moyen à Paris en déduire les mêmes données pour 
le de chaque mois de 1860 à Alger {*). 

{*) Ces données très-utiles, surtout pour les Arabes, manquent dans 
VAnnuau c du Bureau des Lons^itudes. 
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506. Deux points parcourent chacun une droite, et 

dans le même plan. Soient e , l'espace parcouru et la 
la vitesse du premier point au bout du temps i ; e j , î i les 
mêmes données pour le second point: si l'on a la relation 

où les a et les h sont des constantes, la droite qui réunit 
les points au même instant a pour enveloppe une conique 5 
en indiquer le genre et respèce. 

507. Up nombre de combinaisons de n éléments pris p 

à p sans répétition et n'^ a^ec répétition. On a 

~ (72 + /2a — 2 ) ; - (72 - 3 ) ; 4 - . . . 

508. k est un nombre entier positif; 
n 

^^ somme d'une fonction de /r, où ft prend 
o 

successivement les valeurs o , i , 2 , 3 , . 
nj, coefScient de x^ dans le binôme (1 -h x)" ; 
n ! produit continuel i . 2 . 3 . . . w. 

= on a 

/2.72 4- I 

( D U R E G E , de Zurich. ) 

509. Soient p et g deux nombres donnés ; p^ la 
moyenne arithmétique, q^ la moyenne géométrique; p^ 
la moyenne arithmétique de p^, q^ ; q^ leur moyenne 
géométrique, et ainsi de suite, de sorte que , qn+\ 
sont les moyennes arithmétique et géométrique de 
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Quelle est la valeur de p^ et deniontrer que = 

GAUSS« 

510. Par les trois extrémités des axes principaux d'un 
ellipsoïde, on mène trois cordes parallèles-, on projette 
chacune de ces cordes sur Taxe d'où elle part-, on divise 
cette projection par Taxe sur lequel elle se trouve 5 la 
somme des trois quotients est constante. 

511. Soient sept carrés égaux liés de telle sorte 

7 

5 
• 
6 

3 4 

I 2 

chaque carré peut tourner k charnière seulement autour 
de la droite qui lui est commune avec le carré voisin ; le 
carré i ne pourra prendre une position quelconque qu'en-
vers le carré 7, et pas envers les autres carrés. Ainsi, si 
le carré i est maintenu fixe, il n'y a que le carré 7 qui 
soit entièrement libre. ( M O B I U S . ) 

512. Lorsqu'un corps peut tourner autour de six axes 
indépendants, on peut le faire tourner autour d'un axe 
quelconque. ( MÒBIUS. ) 

513. Lorsqu'on donne un nombre de droites plus 
grand que six^ il est toujours possible de trouver des 
forces qui* agissant suivant ces droites, se'fassent équi-
libre; lorsque le nombre de droites est moindre, cette 
possibilité exige encore certaines conditions » ( M Ô B I U S . ) 
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QUESTION DU GRAND CONCOURS fiÉNÉRALISÉE 
(voir t. XVIIÎ, p. 77, Î61 et 894 ) ; 

PAR M. D E S B O Y E S , 
Professeur. 

On donne dans un même plan une conique C et une 
ccmrbe quelconque A ; de tous les points de A on mène 
deux tangentes à la conique, et par les points de contact 
les deux normales correspondantes ; il faut trouver le lieu 
B des intersections de ces normales. 

Réciproquement, connaissant la courbe B de tous le^ 
points de cette courbe, on mène des normales à la coni-
que C , et par les pieds des normales les tangentes cor-
respondantes ; on demande de trouver le lieu D des inter-
sections de ces tangentes. 

Remarque, Le lieu D pourra être identique avec la 
courbe A ; mais plus généralement il se composera de 
plusieurs courbes distinctes, dont la courbe A fera néces-
sairement partie. 

On a un exemple du premier cas, lorsque B est une 
ligne droite et la conique C une parabole; alors la courbe 
A et la courbe D sont identiques, et représentent toutes 
deux une hyperbole. 

On peut donner du second cas deux exemples remar-
quables : 

1°. Lorsque la conique C est une parabole, et que Isi 
courbe A se confond avec elle, la courbe B est évidem-
ment la développée de la parabole; mais si Ton prend 
pour ligne B la développée de Ja parabole, on trouve que 
le lieu D se compose non-seulement de la parabole C, 
Baais aussi d'une seconde parabole qui a même axe que 1» 
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première, un paramètre huit fois plus petit et la con-
vexité tournée en sens contraire. * 

La conique C étant une parabole, et la ligne A une 
perpendiculaire à l'axe d^ la conique (c'est le problème 
particulier du concours général ) , on trouve que B est 
une parabole ayant même axe que la parabole C*, mais si 
on se donne pour ligne B la parabole précédemment trou-
vée, on voit que le lieu D se compose de la perpendicu-
laire à l'axe de la parabole, et d'une hyperbole du troi-
sième ordre ayant pour asymptotes Taxe de la parabole et 
une perpendiculaire à cet axe. 

Voici quelques théorèmes généraux, qui lient entre 
elles les courbes A et B. 

Théorème L Lorsque la courbe A est la plus géné-
rale de son degré, la courbe B est de degré double si la 
conique C est une parabole, et de degré triple si la coni-
que C est une ellipse ou une hyperbole. Une discussion 
qui n'exige pas que Ton connaisse l'équation de la courbe 
B , fait connaître les cas particuliers où le degré de cette 
courbe s'abaisse. 

Théorème II. La réciproque du premier théorème est 
vraie : en général, le degré de la courbe D est double ou 
triple du degré de la courbe A, suivant que la conique C 
est une parabole, ou bien une ellipse, ou une hyperbole. 

Théorème HT Si la conique C est une ellipse ou une 
hyperbole, et si la ligne A a une branche de courbe in-
finie ayant pour asymptote (3 = /ra -f- A (A: n'est ni nul ni 
infini), la ligne B a une branche infinie correspondante, 
dont l'asymptote est 

{*) a, h j c sont les deml-axes et la demi-excentricité de la conique. 
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Cette asymptote devient une normale à la conique, lors-
que la première est une tangente à cette même conique. 

Théorème IF, Si la conique C est une parabole, et si 
la courbe A possède une brandie infinie ayant pour 
asymptote une droite non parallèle à Vaxe de la para-
bole C, la ligne B aura une branche infinie perpendicu-
laire à la première à l'infiîii, mais cette branche ne pourra 
avoir d'asymptote que dans le cas où Tasymptote de A sera 
tangente à la parabole C. D'ailleurs dans ce cas même 
Tasymptote n'existera pas nécessairement; mais si l 'a-
symptote de A est parallèle à l'axe de la parabole C, la 
courbe B a toujours une asymptote normale à la para-
bole. 

Théorème V, Si la ligne A passe par le centre de la 
conique C, et qu'en ce point le coefficient angulaire m de 
la tangente à la courbe A ne soit ni nul ni infini, c'est-
à-dire si la tangente n'est parallèle à aucun des deux axes, 
la ligne B a une branche infinie ayant pour asymptote 

a} m 

Théorème VI, Lorsque la conique C est une hyper-» 
bole, outre les asymptotes données par les théorèmes 
précédents, la ligne B a encore des asymptotes en nombre 
généralement égal au nombre des points d'intersection 
de la ligne A et des asymptotes de l'hyperbole C. Voici 
la construction à faire pour obtenir l'asymptote corres-
pondant à l 'un des points d'intersection» 

Par le point d'intersection qu'on a choisi,, on mène 
une tangente à l'hyperbole C, puis par le point de con-
tact une normale à la même courbe; l'asymptote de la 
ligne B sera parallèle à cette normale. On aura ensuite 
l'abscisse à l'origine de la même asymptote en prenant 

Ann. de Mathêwnt., t. XIX. (Février tSfio.) 4 
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une quatrième proportionnelle aux axes a et & et à moins 
l'ordonnée à Vorigine de la normale précédente. 

Les théorèmes généraux précédents conduisent immé-
diatement aux conséquences suivantes : 

1. Lorsque la conique C est une parabole et la ligne A 
une ligne droite, la ligne B est une parabole dont l'axe 
est perpendiculaire à la ligne droite donnée. Dans le cas 
particulier où la droite A est tangente à la parabole C 
ou parallèle à l'axe de cette parabole, la ligne B est une 
normale à la même courbe (théorèmes I et IV). 

2. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hy-
perbole, et la ligne A une ligne droite |3 = Aa H- A, la 
ligne B est du troisième ordre, et a une asymptote 

__ œ c'h 

Dans le cas de l'hyperbole, le théorème VI donne deux 
autres asymptotes. 

Ces derniers résultats ont déjà été trouvés par MM. Ter-
quem et de Jonquières. 

3. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hyper-
bole, et la ligne A une droite ^ = m ex. passant par le 
centre de la conique, en vertu des théorèmes l ï ï et V, la 
ligne B est une hyperbole qui a pour asymptotes 

I a^m 
m ^ b^' 

Dans le cas particulier où la ligne A est l'une des diagonales 
du rectangle construit sur les deux axes de la conique C ^ 
la ligne B est une droite perpendiculaire à la diagonale, 
menée par le centre de la conique. 

4. La conique C étant toujours une ellipse ou une hy-
perbole , et la ligne A devenant une parallèle à l 'un des 
axes de la conique, le coeflScient k du théorème IV de-
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Vient nul ou infini, et Ton ne peut plus affirmer Texis*-
tence de la branche infinie de B et de son asymptote. Daos 
ce cas on trouve très-facilement, par un calcul direct, que 
la ligne B est une ellipse ou une hyperbole, suivant que 
la conique C est elle-même une ellipse ou une hyperbole, 

To^s les théorèmes énoncés, sont la conséquence des 
formules suivantes : 

2a p 2/?'—a/? y — — , X — . ; 

P P 
_ _ y ) 

Les deux premières sont relatives à la parabole rap-
portée à son axe et à la tangente au sommet, et les deux 
dernières sont relatives à l'ellipse et à Thyperbole rap-
portées à leurs axes : a et |3 sont les coordonnées d'un 
point du plan de la conique C d'où l'on mène les tangentes 
à cette courbe-, x ely sont les coordonnées du point d'in-
tersection des normales correspondantes. 

Remarque, Les formules que nous venons d'écrire 
conduisent aussi de la manière la plus simple aux équa-
tions des développées des coniques. 

Note du Rédacteur. La courbe B a-t-elledes points don-
bles et de rebroussement? et combien? Ces données dé-
terminent la classe de la courbe. 

OBESHON 565. 

Correction. 1 doit être élevé au cube. 
(Communiqué par M. Le Royer, professeur de spéciales 
au lycée de Bordeaux.) 

4. 
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SOLUTION DES QUESTIONS 483 ET 484 
(TOir I. XVJII , p. 3S7) ; 

PÂR MM. D E L A B R I È R E ET D E C H A R O D O N , 
Élèves de l'école des Carmes (classe de M. Gerono). 

Question 483. 
« 

Le volume engendré par le triangle rectiligne ABD 

tournant autour de AD est 

^TTÂBIAD. ó 

Le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC 
est égal au volume engendré par le trapèze ABCD moins 
le volume engendré par le segment AC. 

Or, le volume engendré par le trapèze est 

ITT A D ( B Â V D C V AB . D C ) ; 

le volume engendré par le segment est 

i . A D ( ^ ï ï c V i l B ^ ) ; 

lé volume engendré par le triangle mixtiligne sera donc 
/ 2 j 3 5 j j\ 

- T T A D Í A B - H DC-F- A B . D C — - D C — - A D J . 
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Il faut donc prouver qu'on a l'égalité 

^ttAD ^ A B V D C V A B . D C — ^ D C ' — ^ A D ' ^ =:^frAD.AB' 

ou bien 

D c V AB.DC — - D C ' — - A D ' = O, 2 2 

2 . AB.CD == D C V AD = AC. 

Abaissons de C une perpendiculaire CH sur AB, on 
aura 

ÂC = ÂH V HC'. 

Il faut donc prouver que 

sAB.CD = AH H- HC. 
Or 

HC = CB — HB AB - HB = HB -4- AH + 2 H B . AH ~ HB' 

= A H V 2 H B . A H ; 

donc 

AH -h H C = : 2AH + 2 H B . A H = 2 A H . ( A H -H BH) 

= 2 A H . A B . 

L'égalité à prouver devient donc 

2AB.CD = 2 A H . A B , 

qui est évidente puisque AH = CD. 

Question 484. 

Ce théorème est un corollaire du précédent. 
Nous venons de démontrer que le volume engendré par 
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le triangle mixtiligne ABC était égal au volume engen-
dré par ABD. Retranchant de chacun de ces volumes la 
partie commune engendrée par le triangle mixtiligne 
A B J V r , il reste les volumes engendrés par les triangles 
mixtilignes MBC, ADM et qui doivent être égaux. Ajou-
tant à chacun de ces volumes le volume engendré par 
DMCjOn a 

vol. AMCD vol. BDC. 

c . Q. F. D. 

SECONDE SOLUTION DES QUESTIONS m ET 4 8 4 
(voir t XVIII, p. 387); 

PAR M. D R O U A R D , 
Élève du lycée Napoléon. 

Quession 483. 

D'un point B extérieur à une circonférence O, on 
mène deux tangentes BA et BC-, on projette C en D sur 
le rayon OA et Ton fait exécuter une révolution com-
plète à la figure autour de OA, l 'un des rayons des points 
de contact5 il faut démontrer que le volume engendré par 
le triangle mixtiligne CBA est équivalent au cône engen-
dré par le triangle BDA. 

Le volume engendré par le triangle mixtiligne CBA 
est équivalent au volume du tronc de cône à bases paral-
lèles engendré par le trapèze rectangle ABCD, moins le 

B 

\m. / 
V" / / 
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volume du segment sphériqu^engendré par CD A : 

vol. BAMC = vol. ABCD — vol. CDAM. 

Soient 

nous aurons 
voIBAMC = J X b'-h - ^ X X AD - - g X Ad' 

I 

= — A D ' ) . 

Le volume engendré par le triangle BDA est un cône qui 
a pour mesure 

il faut donc prouver que l'on a 

J x AD {^a'-h-^^nb — — AD') = ^ X AD.a^ 
o 3 

ou 

l a b - - b-'^z AD r̂rr ( -f- OD)^ 

Si nous menons OC, le triangle rectangle ODC donne 

OD =: b' ; 

nous aurons donc : 

ïè — r' ^ r- — b^ 17 sjr^ b\ 

ab — r' -h r \/r^ — b\ 

doii l'on tire, par un calcul facile , 

lar^ 
b = — 

i sulfit donc de démontrer l'existence de cette équa-
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lion. A cet effet, joignons le point B au centre O , cette 
droite BO est bissectrice dél 'angle ABC et est perpendi-
culaire sur le milieu de la droite AC puisque le triangle 
ABC est isocèle ] soit I le point où BO coupe AC -, dési-
gnant AI par X, le triangle rectangle OIA donne 

Ô î = — 

le triangle rectangle AIB 

B Î ' = a' — 

Si nous faisons la somme de ces deux égalités et que nous 
augmentions de 

2 . 0 1 X 6 1 = 2 v/tz-' — ^ ^ j i « ' - X^) 

chaque membre de l'égalité obtenue, nous aurons 

Ô ï V 2 01 X BI-f -BÏ' 

= — -f- — -h 2 s/{r' — x') (a' — x') = BO. 

Or dans le triangle rectangle OBA, on a 

O b ' = : a^ - h r\ 
donc 

a^ -4- r- = r- — -f- à^ r^ — x'^ ) ( — x^ ), 

— 

a'r' 

Les triangles AIO, ADC sont semblables, puisquils 
sont rectangles et que l'angle A leur est commun. Oi a 



donc 
( ) 

b ^ 
r 

A C X O I v^r' — 
b 

b 

lar / r"^ [(Pr') — à'r' ^ ̂  

y/r^ (/ŷ  r) — a^ r' 

C Q. F . D , 

Question 4 8 4 . 

La même figure étant faite que précédemment et exécu-
tant la même révolution, il faut prouver que le segment 
sphérique engendré par CD A est équivalent au volume 
engendré par le triangle CBD. 

Le volume engendré par le triangle CBD est équiva-
lent au volume engendré par le trapèze ABCD, moins le 
volume engendré par le triangle BDA. Il faut donc prou-
ver que 

vol. CDA = vol. ABCD — vol. BDA. 

X AD H- g X Â d ' = ^ X AD (û' -h -h ) — ^ 

X AD .aS 

S/?' + A d ' = (fl'-f- -h ab) — ia\ 

(r-hOD)==r 2.ab— b% 
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r̂  — 4- 2r \/r' — = 2ab — b\ 

r sjr'' ^ ¥ =z ab -- r\ 

r' a' 6' -+- H -- "labr^, 

r') 3= iabr\ 

lar^ 

ce que nous avons prouvé plus haut. 

Note. MM. Henri Delorme, élève du lycée Louis-le-
Grand, Charles Kessler, élève du Prytanée Militaire, et 
Puech, élève du lycée de Castres, ont résolu ces deux 
questions de la même manière. 

DETERMINATION DU DEGRÉ DE L'EQUATION DE CERTAINES 
SURFACES ENVELOPPES^ 
PAR M. TH. MOUTARD. 

On est fréquemment conduit, dans l'étude des surfaces 
et des lignes à double courbure algébriques, à rechercher 
le degré du résultat de certaines éliminations spéciales où 
l'application immédiate du théorème de Bezout conduirait 
à un nombre trop élevé. Plusieurs de ces questions, par-
ticulièrement celles qui se rapportent au cpntact des sur-
faces et aux surfaces enveloppes, se résolvent simplement 
par la considération de deux lieux géométriques, à savoir: 

le lieu du point dont les plans harmoniques par rap-
port à quatre surfaces données se coupent en un même 
point^ 2® le lieu du point dont les plans harmoniques 
par rapport à trois surfaces données se coupent suivant 
une même droite. 
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1. L'étude du premier de ces deux lieux n'offrant au-

cune difficulté, je me bornerai à énoncer les résultats 
auxquels elle conduit. 

Soient donc 

L = o , M = o, N = o, P = o , 

les équations de quatre surfaces algébriques mises sous 
forme homogène, désignons d'ailleurs par / , /n, w, p 
leurs degrés respectifs et par x , 2, i les coordonnées 
variables 5 on trouve immédiatement que le lieu du point 
dont les plans harmoniques se coupent suivant un même 
point est la surface représentée par l'équation 

dh dL dL dL 
ci.r. djr dz de 

du du dU dM 
dx dr dz dt 

r/N dN d^ dN 
dy dz dt 

dP dF dP dP 
dx ¥ It 

Le degré de cette surface étant égal à 

(/4-/W 4-// 
on a les théorèmes suivants : 

I®. Dans le réseau des surfaces représentées par l'é-
quation 

XL-f- pM -f- vN = o, 

où X, lut, V sont des constantes arbitraires, il y en a une 
infinité qui sont tangentes à la surface P ; le lieu des 
points de contact de toutes ces surfaces avec P est la 
courbe (P, A) d'ordre p [l-¡r m n p — 4)-

tP, Dans le faisceau des surfaces représentées par l'é-
quation 

ÀL 4- p-M = o, 
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i l en existe en général np (/-{- w -f- w p — 4) qui sont 

^ tangentes à la courbe d'intersection de N = o et de P = o. 
3®. L'équation de condition à laquelle doivent satisfaire 

les coefficients de l'équation d'une surface de degré m 
pour qu'elle soit tangente à la courbe d'intersection de 
deux surfaces données, l'une de degré w, l'autre de de-
gré p^ est par rapport à ces coefficients de degré 
Tîp ( 2 m - f - 7 1 4 - p — 4 ) -

4®. La surface enveloppe de toutes les surfaces de de-
gré /don t les coefficients sont des fonctions de degré m de 
trois paramètres variables liés entre eux par deux rela-
tions, l'une de degré w, Tautre de degré est en géné-
ral d'un ordre marqué par Inp [^m n p — 4)-

2. Le lieu géométrique du point dont les plans har-
moniques par rapport à trois surfaces passent par une 
même droite, consiste en une ligne à double courbure, 
dont la définition algébrique complète exige la connais-
sance de quatre surfaces. Soient en effet 

L = O , M = O , N = R : O , 

les équations de trois surfaces algébriques respectivement 
d'ordre X- f - i , /[ji-f-i, v - f - i ; l e s plans harmoniques 
d'un point x , j-, -sr, t. par rapport à ces surfaces ont pour 
équations 

dx 

X — 

dx 

dx 

Pour que ces trois plans passent par une même droite, 
il faut et il suffit que 1 'on ait, pour toutes les valeurs de 

dh dh 
dy dz 

dM ^ dm 
dy dz 

¿/N 
dy 



y, c?, 
( ) 

^ — 

(X P 7 
dL dL dL dL 
dx dy l i "dt 

dm JM dm du 
dx <iX dz dt 

1 ^N dN r/N dN 
! dx dt 

Le lieu cherclié consiste donc dans le système des pointô 
communs à toutes les surfaces que peut représenter Yé*̂  
quatîon 

A = o. 

Or il est aisé de voir que toutes ces surfaces passent par 
une même courbe, et qu'il est en général impossible de 
définir celle-ci d'une manière précise avec moins de 
quatre équations. Considérons en effet les quatre sur-
faces 

dA ^ dA ^ dA- _ dA 

on a identiquement 

A -F- B — 
dx dy 

dll ^ dSl 
A — -H B , 

dx dy 

dï. ^dh 

dz dt 

dN dN ^dN ^dN 
dt: dy dz dt 

]Par suite les coordonnées de tout point situé sur deux 
d'entre elles 

A o et B o 

(*) Cela ne s'accorde pas avec le résultat (t . XYI , p. 2(>S). O" git l'er-
reur? TM. 
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satisfont aux équations 

^dh ^dh 
dz dt 

dU 
dz 

dN 

^dU 

^ i/N 

Posant 

Ùi' — 

et 

P — 
dùJ 
da! 

dh dL a 
~di 

dU o 
dz dt 

d^ dN 
7' dz ~dt 

Q = 
dL' R 

db! 

on tire de là 
P C = : o , Q G = z o , I l C ™ o , 

P D ^ o , Q D = o , R D ~ o . 

D'autre part les équations 

P = : o , Q = o , R = o 

entraînent évidemment 

A ~ o et B ^ z o 
sans entraîner 

C = o et D = : o . 

De là résulte que dans le système des points communs à 
A et à B, il faut distinguer, à côté des points situés aussi 
sur C et D, lesquels forment une courbe ^, les points com-
muns P , Q , R. Ceux-ci forment eux-mêmes une courbe 
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qui ne constitue en général l'intersection complète 

d'aucun couple de surfaces algébriques-, car les identités 

^dh ^dM ^dN 
dz dz dz 

P — - h Q — - 4 - R — = 0 , 
dt ^ dt dt ' 

montrent que T intersection complète de P et Q se com-
pose, d'une part , de la courbe commune aux deux sur-
faces 

^N dis _ = : o , et - = o , 

et, d'autre par t , d'une courbe située sur R. L'intersec-
tion complète de A et B se compose donc de deux cour-
bes : la courbe principale â qui constitue le lieu cherché 
et une courbe auxiliaire â'. Si l'on adjoignait aux deux 
surfaces A et B la surface C = o , laquelle ne contient 
pas la courbe à ne se trouverait pas encore entière-
ment définie, car parmi les points où â' rencontre C, il 
en existe qui ne sont pas situés sur i , à savoir les points 
communs aux trois surfaces 

dL dU rfN 

La discussion qui précède permet d'établir immédiate-
ment le nombre des points où la courbe â est rencontrée 
par un plan, ou plus généralement par une surface al-
gébrique de degré m, F = o. Pour cela, je remarque 
que les surfaces 

». ^ 
ont respectivement pour degrés 

A-hf^H-v, iA-f-v, v-hX, V, v; 
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le nombre des points communs à F , A, B est donc 
m (A (X -f- v)* ; il se compose des points d'intersection 
de F et i et des points d'intersection de F et i ' ; or ces der-
niers sont les points communs à F , P , Q , en exceptant les 

, _ rfN r/ÎS , , 
points communs a F , — 9 sont donc en nombre 

w -f- v) (v 4- >) — m ? = : m ( p -h VA 4- V ) y 

et par suite le nombre cherché est 

v;̂ — p — — XfjL] 
ou 

m {y? -h p.2 ^ v̂  -H p 4- VA 4- V ) . 

On peut ajouter que le nombre des points communs aux 
deux courbes â et â̂  est égal à 

/ (X -f- pL -h v) ( p 4- 4- Xjx) — Ap, 

Si l'on joint à ces résultats le degré de la surface dévelop-
pable formée par les tangentes à la courbe cî, lequel peut 
s'établir par des considérations analogues un peu plus 
complexes, et que je trouve égal à 

(X 4- FA 4- V — - F - PT^ P Y)^ 

— ( P 4- VA -f- (> 4- fA 4- V) >P, 

on aura tous les éléments essentiels relatifs à cette courbe ; 
car on en déduira par les formules de Steiner le degré et 
la classe des cônes qui ont cette courbe pour directrice^ 
le nombre de leurs arêtes doubles, de leurs plans d ' in-
tlexion, de leurs plans doublement tangents , et par suite 
aussi le nombre des plans oscillateurs que l'on peut me-
ner à la courbe par un point quelconque, ou, ce qui re-
vient au même, la classe de la surface développable for-
mée par ses tangentes. La connaissance du nombre des 
points où la courbe â est rencontrée par une surface al-
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gébrique, fournit la solution de la question suivante : 
Dans le faisceau des surfaces représentées par Véqua-^ 

tion 
6 M - | - 7 N = r o , 

oii M est de degré -f- i , N ¿/e degré v -f- combien y 
en a-t-il qui soient tangentes à une surface donnée L 
de degré X -f- i. 

Il suit, en effet, des propriétés connues du plan har-
monique, que les points de contact de L avec les diverses 
surfaces du faisceau qui lui sont tangentes sont situés sur 
la courbe d relative aux trois surfaces L , M et N et que 
leur nombre est par conséquent égal à 

+ i) [V -h v̂  -f- p ^ A - i - l i i ). 

D'ordinaire on suppose a = v, cette formule devient alors 

et le résultat qu'elle exprime peut s'énoncer sous la forme 
suivante, utile à signaler : 

L'équation de condition à laquelle doii^ent satisfaire 
les coefficients des équations de deux surfaces algé-
briques Vune d'ordre X + i, Vautre d'ordre -f- i^ pour 
que ces deux surfaces soient tangentes entre elles^ est de 
degré 

par rapport aux coefficients de la seconde, et de degré 

par rapport aux coefficients de la première. 
De là on déduit enfin que : 
La surface enveloppe de toutes les surfaces de degré 

1 dont les coefficients sont des f onctions de degré m de 
Ann. de Mathémat.^ t. XIX. (Février 1860.) 
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trois paramètres arbitraires liés entre eux par une rela-^ 
lion unique de degré n est en général dUun ordre mar-^ 
qué par 

Ce théorème et son analogue de la fin du 1 sont 
susceptibles d'applications importantes dans la théorie 
des surfaces algébriques. Ils permettent entre autres 
d'obtenir immédiatement des résultais analogues à quel-
ques-uns de ceux énoncés pour les courbes dans un 
Mémoire de M. Steiner présenté dans l'a séance des sec-
tions réunies de l'Académie de Berlin du lo août i848 
[Journal de Liouville, t. XVIII, p 309). Je me bornerai 
à citer les deux suivants : 

Lorsqu'un point O parcourt une surface de degré r, la 
surface polaire de degré [m — p) du point O, par rapport 
à une surface donnée d'ordre m, est enveloppée par une 
surface de degré 

[m-p) i)'̂  i)^]. 

Lorsque le poiiU O parcourt la courbe d'intersection 
de deux surfaces de degré r et r', la polaire de degré 
m — p du point O, par rapport à une surface de degré m, 
est enveloppée par une surface de degré 

[m — p)rr' + r + r' —4). 

En faisant 

on trouve 

ce qui est le résultat donné par M. Steiner (p. 3 i i du 
Mémoire cité). 
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APPLICATION 

De la iransformatiofl par rayoas vecteurs réciproques (*) à Tétude de la 
sorface enveloppe d'une sphère tangente à trois sphères données ; 

PAR M. A . M A N N H E I M . 

1 . M. Dupiii, à la p. 22 d u t. P*̂  de la Correspond 
dance sur L'École Polytechnique, a montré que les lignes 
de courbure de la surface dont il s'agit sont des circon-
férences 5 à la p. 420 du t. IP , le même géomètre a donné 
l'analyse d'un Mémoire, qui n'a pas été imprimé, relatif 
aux principales propriétés de cette surface; enfin, dans 
les Applications de Géométrie, p. 200, on trouve les 
démonstrations de la p/upart des propriétés de cette même 
surface, que M. Dupin désigne sous le nom de cyclide. 

Je me propose de faire voir comment, au moyen de la 
transformation par rayons vecteurs réciproques, on ar-
rive simplement aux propriétés connues de la cyclide et 
à d'autres qui n'ont pas été remarquées. 

Je vais d'abord montrer qu'on peut toujours trans-
former une cyclide en tore 5 cette transformation étant 
faite, il ne restera plus qu'à revenir des propriétés du 
tore aux propriétés de la cyclide. 

2 . LEMME. On peut toujours transformer un groupe 
de trois sphères données en un groupe de trois autres 
sphères ayant leurs centres en ligne droite. Le lieu des 
pôles de transformation est la circonférence qui coupe à 
angle droit les grands cercles des sphères données situés 
dans le plan passant par leurs centres. 

{*) Nous ne ferons usage dans ce travail que de cette transformation el 
nous sous-entendrons les mots: par rayons vecteurs réciproques^ 

5. 
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Il estJbieu évident que les pôles de transformation doi-

vent être dans le plan des centres des sphères données. 
Il est bien clair aussi que si nous transformons les grands 
cercles situés dans ce plan en trois autres dont les cen-
tres sont en ligne droite, la même transformation donnera 
lieu pour les trois sphères à trois autres sphères dont les 
centres sont en ligne droite. 

Le problème est donc ramené à ce problème de géomé-
trie plane : Transformer trois cercles en trois autres cer-
cles dont les centres sont en ligne droite. 

Chacun des points de la circonférence qui coupe or-
thogonalement les circonférences données, peut être pris 
pour pôle de transformation. En eiïet, si Ton prend im 
de ces points pour pôle, cette circonférence orthogonale 
se transforme en une droite qui coupe à angle droit 
les transformées des circonférences données^ cette droite 
coupant à angle droit ces transformées, contient leurs 
centres; donc, etc. 

3. La cjrcUde se compose généralement de quatre 
nappes. 

D'après le lemme précédent, nous pouvons transformer 
les trois sphères données en trois autres splières dont les 
centres sont en ligne droite, c'est-à-dire transformer la 
cyclide en tore. 

Examinons ce qui se passe dans le cas particulier où 
les centres des sphères'données sont en ligne droite. Pour 
cela, menons par cette ligne un plan quelconque qui 
coupe les sphères suivant trois cercles. On peut généra-
lement mener à ces circonférences huit circonférences 
tangentes, mais ces huit circonférences sont symétriques 
deux à deux par rapport à la ligne des centres des circon-
férences données. En faisant tourner toute la figure autour 
de celte droite, on n'engendrera donc que quatre tores. A ' 
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ces quatre tores correspondent les quatre nappes de la cy-
clide. Les huit cercles qui engendrent les guatre tores 
pouvant se réduire selon les positions relatives des grands 
cercles auxquels ils sont tangents, on voit que ce n'est 
que dans le cas le plus général que la cyclide se compose 
de quatre nappes. 

4 . Les nappes de la cyclide se coupent deux à deux 
snis^ant des circonférences. 

Car les tores provenant de la transformation de la cy-
clide se coupent deux à deux suivant des circonférences. 
Nous verrons plus loin que ces intersections sont des li-
gnes de courbure de la cyclide. En transformant les tores 
pour revenir à la cyclide, on peut prendre le pôle de 
transformation sur la surface de l'un d'eux ou en un point 
de l'une des circonférences résultant de leur intersec-
tion; dans le premier cas, la eyclide a une nappe s'éten-
dant à l'infini dans le deuxième cas , il y a deux nappes 
s'étendant à l'infini. 

Nous allons étudier en particulier l 'une des nappes de 
la surface , c'est-à-dire la cyclide provenant de la trans-
formation d'un tore. 

5 . Les lignes de courbure de la cyclide sont des cir-
conférences (*). 

Le tore a pour lignes de courbure les méridiens et les 
parallèles; comme ces lignes sont des circonférences, 
leurs transformées sont aussi des circonférences-, donc, etc. 

6. Le plan d'une ligne de courbure de la cyclide 
coupe cette surface partout sous le même angle. 

Par un point quelconque p de l'espace, on peut toujours 
faire passer des sphères contenant les parallèles ou les mé-

(*) Fo/rle Mémoire de M. Liouville {Journal de Mathématiques, t. XII; 
p. 382). 
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ridiens d'un tore donné. Toutes ces sphères coupent le 
tore, le loiàg de leurs lignes d'intersection, sous le même 
angle. • 

En transformant, le pôle de transformation étant en />, 
ces sphères deviennent les plans des lignes de courbure de 
la cyclide; donc, etc. 

En transformant par rapport à un point quelconque, 
on voit que : 

Une sphère qui rencontre une cyclide suivant une 
ligne de courbure, coupe cette surface partout sous le 
même angle. 

Ce théorème est un cas particulier du suivant : 
Si une surface a une ligne de courbure spliérique, la 

sphère sur laquelle se trouve cette ligne de courbure 
coupe la surface partout sous le même angle 

Ce théorème comprend, comme cas particulier, le 
théorème suivant, de M. Joachimstahl, d'où on Ta déduit : 

Si dans une surjace une ligne de courbure est plane, 
le plan de cette ligne coupe la surface partout sous le 
même angle (**). 

7 . La cyclide admet toujours deux plans tangents qui 
la touchent suivant des lignes de courbure. 

Par un point quelconque p de l'espace, on peut tou-
jours mener deux sphères tangentes à un tore. Les lignes 
de contact sont un méridien et un parallèle, ou deux mé-
ridiens, ou deux parallèles. 

En prenant p pour pôle de transformation, le tore de-
vient une cyclide et les sphères tangentes des plans tan-
gents à cette surface, l es lignes de contact sont les trans-

(*) Voir Journal de M. Liouville, t. X-VIIl, p. 128 , Mémoire sur les sur-
faces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques ; par M. J.-A. 
Serret. 

{**) Voir/ourna/de M. Crelle, l. X X X , p. 347, et Nouvelles Annales, 
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for«ées des lignes de courbulri du tore, c'est-à-dire des 
lignes de courbure de la cyclide. 

Lorsque les deux plans louchent la cyclide suivant des 
lignes de courbure d'un même système, cette surface 
peut être considérée comme l'enveloppe d'une sphère tan-
gente à deux plans et à une sphère donnée. 

8. La cyclide peut être considérée de deux manières 
différentes, comme la surface enveloppe de sphères tan-
gentes à trois autres. 

Le tore peut être considéré comme l'enveloppe d'une 
sphère tangente à trois autres dont les centres sont en li-
gne droite, ou comme l'enveloppe de sphères tangentes à 
trois autres sphères dont les rayons sont égaux. La trans-
formation des sphères de chacun de ces systèmes de gé-
nération conduit aux deux systèmes de sphères dont la 
cyclide est l'enveloppe. 

Nous appellerons premières sphères de la cyclide, celles 
qui correspondent aux sphères de rayons égaux du tore, 
et deuxièmes sphères celles qui cor respondi t aux sphères 
enveloppant le tore, et dont les centres sontâUigne droite. 

Si l'on se donne trois des premières sphères, les 
deuxièmes sphères enveloppent la cyclide, que I o n ob-
tient encore en cherchant l'enveloppe des sphères tan-
gentes à trois des deuxièmes sphères supposées fixes. 

Il est facile de voir que pour le tore, dans l 'un ou l 'au-
tre système de génération, les lieux des points de contact 
des sphères variables et des sphères fixes sont des circonfé-
rences ; on a, d'après cela, par la transformation, le théo-
rème Suivant, dû à Dupuis (*) : 

Les lieux des points de contact des sphères mobiles et 
des sphères fixes sont des circonférences, 

(*) Correspondance sur VÉcçle Polytechnique, t. 1, p. 19; t. II, p. 
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On peut ajouter que , ces circonférences sont des lignes 

de courbure de la surface enveloppe des sphères mobiles, 

9 . Le lieu des centres de courbure de la cyclide se 
compose de deux coniques situées dans des plans per-
pendiculaires entre eux, 

M. Dupin a démontré ce théorème d'une manière très-
simple dans ses Applications de Géométrie, 

Nous allons examiner séparément le lieu des centres 
des sphères de chacun des systèmes. 

Commençons par le lieu des centres des deuxièmes 
sphères, c'est-à-dire qui correspondent à celles du tore 
qui ont leurs centres en ligne droite. 

Les centres de ces sphères sont dans le plan passant 
par le pôle de transformation et par Taxe du tore qui a 
donné lieu à la cyclide que nous considérons. 

rsous voyons donc déjà que le lieu des centres des 
deuxièmes sphères est une courbe plane*, nous pouvons 
ajouter que le plan de cette courbe est un plan de symé-
trie de la cyclide. Ce plan coupe la cyclide suivant deux 
circonférences, le lieu des centres est maintenant facile à 
trouver, ptiisque ce n'est autre chose que le lieu des points 
également distants de ces deux circonférences, c'est-à-
dire une conique ayant pour foyers les centres de ces cir-
conférences. 

Examinons le lieu des centres des premières sphères. 
Par le pôle p , menons une sphère coupant orthogona-

lement le tore, qui par la transformation conduit à la 
cyclide que nous considérons-, à cette sphère correspond 
un plan qui doit contenir les centres des premières sphères. 
Ce plan est évidemment un plan de symétrie de la cyclide. 

Lê s centres des premières sphères doivent se trouver 
aussi sur la surface conique, que Fou obtient enjoignant 
p aux centres des premières sphères du tore. 
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Le lieu cherché étant sur lin plan et sur un cône, est 

la courbe d'intersection de ces surfaces, c'est-à-dire une 
conique. 

Le lieu des centres de courbure d'une <îyclide se com-
pose donc de deux coniques ; il est facile de voir que 
chacune d'elles a pour sommets les foyers de l'autre. 

La sphère qui passe par p et qui coupe orthogonale-
ment le 4ore , a son centre sur l'axe de cette surface-, 
elle est donc coupée à angle droit par tous les plans 
méridiens-, mais par la transformation elle devient un 
plan de symétrie de la cyclide; ce plan doit donc être 
perpendiculaire au plan méridien passant par p ^ qui est 
aussi plan de symétrie de la cyclide. Nous voyons donc 
que les plans de symétrie de la cyclide sont perpendicu-
laires entre eux. 

10. Les plans des circonférences, lignes de courbure 
delà cyclide, passent par deux droites perpendiculaires 
entre elles. 

Par p faisons passer des sphères contenant les paral-
lèles du tore transformé de la cyclide, toutes ces sphères 
se coupent suivant un petit cercle qui passe par dont 
le plan est perpendiculaire à l'axe du tore, et dont le 
centre est sur cet axe. De même, les sphères passant par p 
et qui contiennent les méridiens du tore, se coupent sui-
vant une circonférence située dans le plan méridien qui 
contient p. 

En transformant toutes ces sphères, on a les plans des 
lignes de courbure; tous ces plans passent par les trans-
formées des deux circonférences que nous venons de trou-
ver, c'est-à-dire par deux droites. 

Chacune de ces droites est dans un plan de symétrie et 
perpendiculaire à l 'autre; elles doivent donc être perpen-
diculaires entre elles. 
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Ces droites sont les axes radicaux des deux systèmes 

de sphères qui engendrent la cyclide. . 
Le théorème que nous venons de démontrer est un cas 

particulier du théorème suivant, dû à M. Bonnet (*) : 
Dans toute surface à lignes de courbure planes, les 

plans des lignes de courbure d\in même système sont 
tangents à un cylindre, et les deux cylindres, enveloppes 
respectives des lignes de courbure du premier et du se-
cond système, ont leurs génératrices perpendiculaires. 

11. Les centres des circonjérences, lignes de courbure 
de la cyclide, sont sur deux courbes planes transformées 
de coniques. 

Les dettx droites perpendiculaires entre elles que nous 
venons de trouver, coupent les plans de symétrie en 
deux points. Les pieds des perpendiculaires abaissées de 
ces points sur les tangentes aux coniques lieux des centres 
de courbure de la cyclide, ne sont autres que les cen-
tres des circonférences, lignes de courbure. On sait que 
le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point 
fixe sur les tangentes d'une conique, est la transformée 
d'une conique j donc, etc. 

1 2 . Le lieu des sommets des cônes circonscrits et la 
cyclide le long des lignes de courbure se compose des 
axes radicaux des deux systèmes de sphères 

On démontre facilement cette propriété, en remar-
quant que les plans de symétrie coupent la cyclide sui-
vant des circonférences qui ont pour centres de similitude 
les points où ces mêmes plans sont coupés par les axes ra-
dicaux des systèmes de sphères. 

(*) Jownal de C École Polytechnique, 35® cahier, p. 137." 

{**) Voir un Mémoire de M. Chasîes {Correspondance sur VÉcole Poix-
lechniffue, t. III, p. 341). 
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1 3 . Toute sphère doublement tangente à une cyclide 

coupe cette surface suivant deux circonférences {*). 
Il suffit 5 pour trouver ce théorème, de transformer celui 

de M. Villarceau : Un plan doublement tangent à un tore 
coupe cette surface suivant deux circonférences. 

14. Les plans des circonférences, résultant de l*in-
tersection de la cyclide avec une sphère qui lui est dou-
blement tangente y sont eux-mêmes doublement tan-
gents à la cyclide. 

Concevons un tore, un plan doublement tangent et les 
circonférences résultant de Fintersection de ces surfaces ; 
par un point p , faisons passer des sphères qui contien-
nent chacune Fune de ces circonférences. Toutes ces 
sphères sont tangentes au tore. En transformant cette pro-
priété, le pôle de transformation étant e n o n a le théo-
rème que nous venons d'énoncer. 

Les théorèmes 13 et l i sont vrais pour le tore; on a 
donc le théorème suivant, qui comprend comme cas par-
ticulier celui de M. Villafceau. 

Toute sphère doublement tangente à un tore coupe 
cette surface suivant deux circonférences qui sont dans des 
plans doublement tangents au tore. 

Voici encore une généralisation du même théorème : 
Toute sphère doublement tangente à la surface en • 

gendrée par une circonférence qui tourne autour d'une 
droite quelconque, coupe cette surface suivant deux cir-
conférences . 

M. J.-A. Serret, en étudiant cette surface, a trouvé 
que, par chacun de ces points, il passe sept sections circu-
laires : le parallèle, deux circonférences imaginaires et qua-

(") J'ai énoncé le même théorème sous une forme différente dans le 
t. XV, p. 6o. 
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Ire réelles qui sont, deux à deux, symétriques par rapport 
au plan méridien passant par le point considéré sur la sur-
face. Par deux de ces circonférences symétriques on peut 
faire passer une sphère; cette sphère coupe alors la sur-
face suivant deux circonférences qui ont deux points 
communs. Il y a en chacun de ces points deux tangentes 
qui sont à la fois tangentes à la surface donnée et à la 
sphère, c'est-à-dire que ces deux surfaces ont en deux 
points des plans tangents communs; elles sont donc dou-
blement tangentes : d'où l'on peut déduire le théorème que 
nous venons d'énoncer. 

NOTE A. 

Nous avons vu que la cyclide peut être considérée 
de deux manières différentes comme l'enveloppe de 
sphères. 

Au moyen du lemme, nous avons montré qu'on pou-
vait toujours transformer la cyclide en tore, et pour cela , 
nous avons cherché les pôles ¿e transformation tels, que 
les deuxièmes sphères de la cyclide aient leurs centres en 
ligne droite. 

En opérant ainsi, nous avons transformé les premières 
sphères en sphères de rayons égaux. 

JNous pouvons donc dire : 

On peut toujours transformer un groupe de trois 
sphères données en un groupe de trois autres sphères de 
rayons égaux ; le lieu des pôles de transformation est 
une circonférence. 

Il s'agit de voir comment cette circonférence est placée 
par rapport aux trois sphères données, et pour cela, il 
faut d'abord examiner sa position par rapport aux 
deuxièmes sphères. 

Elle est dans le plan des centres des deuxièmes sphères, 
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son centre est au point où ce plan est percé par l'axe ra-̂  
dical des deuxièmes sphères, et son rayon est la racine 
carrée de la puissance de ce dernier point par rapport aux 
deuxièmes sphères. 

Elle est donc dans le plan mené par l'axe radical des 
sphères données perpendiculairement à la ligne des cen-
tres de similitude externe de ces sphères. Son centre est 
à l'intersection de ce plan et de cette ligne, et son rayon 
est la racine carrée de la puissance de ce point d'inter-
section par rapport à l'une des circonférences touchant 
de la même manière les trois grands cercles des sphères 
données situées dans le plan des centres de ces dernières. 

La circonférence, lieu des pôles transformations, est 
ainsi définie par rapport aux sphères données. 

La puissance de l 'un de ses points a , par rapport à 
l'une des sphères données, divisée par le rayon de cette 
sphère, est proportionnelle à l'inverse du rayon de la 
transformée de cette sphère, obtenue en prenant le pôle 
en a. On peut obtenir ainsi trois rapports, un pour cha-
cune des sphères données ; ces trois rapports doivent être 
égaux, puisque les rayons des transformées sont égaux. 
Nous pouvons donc dire : 

Le lieu des points tels y que leurs puissances y par rap-
port à trois sphères données, soient entre elles comme 
les rayons de ces sphères, est une circonférence dont le 
plan est perpendiculaire au plan passant par les centres 
des sphères données. 

NOTE B. 

Nous avons vu qtie le lieu des centres des circonfé-
rences , lignes de courbure de la cyclide, sont des courbes 
planes transformées de coniques. Nous pouvons déduire 
de là deux théorèmes de géométrie plane. 

Ces transformées sont dans les plans de symétrie de la 
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cyclide. Considérons F un de ces plans et la transformée 
qu'il contient; ce plan coupe la cyclide suivant deux cir-
conférences; et la droite, suivant laquelle se coupent les 
plans des lignes de courbure, dont nous considérons le 
lieu des centres, en un point qui est le centre de simili-
tude des deux circonférences dont nous venons de parler. 

On a donc dans ce plan de symétrie deux circonfé-
rences, l'un de leur centre de similitude et des droites 
issues de ce point, qui représentent les intersections des 
plans des lignes de courbure. Les points de la transformée 
sont les milietix des portions de ces droites comprises entre 
les circonférences. On peut donc dire : 

Par le centre de similitude de deux circonférences on 
mène des transversales ^ on prend sur ces droites les 
points également distants des points anti-homologues 
quelles contiennent i le lieu de ces points est une trans-

formée de conique. 
Par une transformation facile, on déduit le théorème 

suivant ; 
Par le centre de similitude de deux circonférerices 

on mène des transversales , on prend sur ces droites les 
conjuguées harmoniques du centre de similitude par rap-
port aux points anti-homologues qu elles contiennent. 
Le lieu de ces points est une conique. 

NOTE C. 

Nous avons énoncé quelques propriétés des surfaces 
dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques. 

Nous ajouterons encore la suivapte, que nous allons 
généraliser : 

Si une surface admet un système de lignes de cour*-
bures sphériques, toute surface qui lui est parallèle jouit 
de la même propriété. 
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La démonslraliôn de ce théorème connu est immédiate, 

lorsque l'on s'appuie sur le théorème de M. Joachimstahi. 
Nous allons le généraliser en le transformant, mais 

pour cela nous allons l'énoncer différemment. 
On peut considérer une surface parallèle à une autre 

comme Tenveloppe de sphères égales constamment tan-
gentes à celle-ci. Nous pouvons donc dire : 

Si une surface admet un système de lignes de courbure 
sphêriques, la surface enveloppe de sphères égales tan-^ 
gentes à la première surf ace jouit de la même propriété. 

En transformant la surface donnée, on obtient une 
surface qui jouit encore de la propriété d'avoir des lignes 
de courbure sphêriques. Les sphères se transforment en 
sphères tangentes à cette nouvelle surface, et comme elles 
ont des rayons égaux, leurs transformées sont telles, que, 
pour chacune d'elles, le rapport de la puissance du pôle 
de transformation à leur rayon est constant. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant: 
On donne un point fixe p et une surface qui admet 

un système de lignes de courbure sphêriques^ on con-
"struit les sphères tangentes à cette surface^ telles que la 
puissance de p, par rapport à chaque sphère, divisée 
par le rayon de celle-ci, soit constante : V enveloppe de 
toutes les sphères ainsi construites est une surface qui 
admet un système de lignes de courbure sphêriques. 

Lorsque p est à l ' infini, toutes les sphères ont le même 
rayon, et l'on retrouve le théorème d'où nous sommes 
partis. 
. Note du Rédacteur, Logocyclique (p. 28) : c'est l'en-

veloppe du cercle décrit sur le rayon vecteur comme dia-
mètre. 



( 8 o ) 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 8 8 
(Toir L XVIII, p. 359) ; 

Pak M . CHARLES K E S S L E R , 
Élève du Prytanée Militaire. 

On donne : i® une conique-, 2® deux tangentes fixes à 
cette conique; 3® deux points fixes dans le plan de la co-
nique; une tangente mobile rencontre les deux tan-
gentes fixes en deux points variables formant avec les 
points fixes les sommets d'un quadrilatère variable ; les 
diagonales de ce quadrilatère se coupent suivant des points 
situés sur une conique passant par les points fixes; et 
énoncer le théorème correspondant d'après le principe de 
dualité. 

Solution, Je rapporte la conique aux deux tangentes 
fixes prises pour axes coordonnés ; son équation sera 

ax-h hjr —1 = 0 étant Téquation de la ligne des con-
tacts. 

Soient 
f = C ' > = : 7 , X = 

les deux points fixes, O l'origine. 
L'équation d'une tangente en un point [x'^ y') est 

j ' -ri- ia\[ax' by —i)] -H 2 [ a x ^ - ^ b / — i)] 

— éy-— i) = o, 

ouf en réduisant, 

.r/-hyx'-t- i\ [ax' -f- b/^ — i) = o. 
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Faisons successivement 

.r = o , y = o 

dans cette équation , nous aurons pour l'ordonnée et l'ab-
scisse à l'origine 

y j j ~ -7- rr-,—7——— i 

OD: 

-h 2 À ^ ( aj:' -h b y — i 

l) 
' / - f - [ax' -^bf— i ) ' 

on aura donc, pour les équations de AB et de CD, 

aX 1) 

( 0 

(AB) j -

(2) 

x' by — i) 

a 

' 2 \ ( a x ' -{- b y — 1 ) 

Éliminant x ' et entre l'équation ( i ) , (2) et l'équa-
tion 

(3) x ' y + i)' = o, 

on obtient l'équation du lieu cherché. 
De l'équation (3) on tire 

X ( a x ' + V - i ) V 
^ ~ x' ' 

par suite, l'éqUation {2) se mel sous la forme 

y - s = 
2 — -h 

JKH. rfe Mathêm., t. XIX. (Mars 1860.) 
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d'où l'on tire 

ax' 4 - oy ( y / — âx) - 2 (y — (?) 
y yX — fîjr 

Or divisant certains termes de l'équation (i) haut et bas 
par ( ax ' -h by' — i ) , on peut la mettre sous la forme 

x' 
et substituant la valeur de — 1 on a a.x' ^bf - i 

- ( 7 - x) H - - ^ j ) (VJ -

c'est l'équation du lieu : on voit facilement à son inspec-
tion que c'est une conique passant par les points fixes 
donnés. 

Si maintenant je transforme cette propriété par la mé-
thode des rayons vecteurs réciproques, j 'aurai cette nou-
velle proposition : 

On donne une conique tangente à deux droites fixes, 
deux points fixes, un cercle tangent à cette conique et 
passant par le point de concours O des deux tangentes 
rencontre ces deux dernières en deux points. Par l 'un 
de ces points, le sommet O et l 'un des points fixes, j e 
fais passer un cercle-, de même par l 'autre point, le som-
met O et l'autre point fixe : ces deux circonférences se 
rencontrent suivant une corde passant par O et dont 
l'autre extrémité est toujours sur une conique passant 
pardles points fixes. On peut encore transÎDrmer celte 
proposition par la méthode des polaires réciproques. 

Etant donnée une conique, une corde fixe AB et deux 
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droites fixes A', B' dans le plan de Ja cQnique, on prend 
un point variable O dans ce plan , on joint OA qu'on pro-
longe jusqu'à sa rencontre C avec A', OB qu'on prolonge 
jusqu'à sa rencontre D avec B' ; la droite CD est constam-
ment tangente à une conique tangente aux deux droites 
A', B'. 

Il est facile de voir que c'est la réciproque de la.ques-
tion proposée. 

S E C O N D E S O L U T I O N D E 1 4 Q U E S T I O N 4 9 3 

(voir p. 5); 

PAR M. CHARLES K E S S L E R , 
Élève du Prytanée Militaire. 

Soit P un point d'une conique, C le centre de courbure 
en P, O le centre de la conique ; par C on mène une pa-
rallèle à la tangente en P ; soit Die point où cette paral-
lèle est rencontrée par le diamètre OP : on a CD égal au 
tiers du rayon de courbure de la développée en C. 

( A B E L T R A N S O N . ) 

Soit une ellipse, O son centre, P un point quelconque, 
C le centre de courbure en ce point, F F ' l'axe focal. Fai-
sons la construction indiquée. Soit p le rayon de courbure 
CP au point P de l'ellipse. On sait que, OE étant la 
perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente PE, 

6 . 
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(Méthodes en géométrie de M. P . Serret) 

en posant 

et le demi-diamètre conjugué = b' ; -car on calcule facile-
ment OE en fonction du rayon vecteur 

Désignons par a l'angle CPD , on a (triangle PCD) 

/ \ V̂  * — a i) CD = û tanga = p .1 

cosa 

Or, dans le triangle OPE on a 

OE = fl' cosa, d'où 
OE ab cosa = — = , 
a' n' b' 

et , par conséquent, substituant dans l'équation (i). 

/ a-'b' 

CD = ^ ŝ a'̂  b'̂  -
ûb ab a^h^^ ' 

Vb' 

Désignons maintenant par p ' le rayon de courbure de 
la développée en C. On sait que 

taDga = - ^ 9 
6 p 

d'oti 
p '=:3ptanga, 
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et substituant les valeurs trouvées de p et de tanga, on a 

car p tangot = CD, 
donc on a bien 

C. Q. F . D. 

Pour l'hyperbole, on changera en — — et 
on aura le même résultat. 

S O L U T I O N A N A L Y T I Q U E D E L A Q U E S T I O N 5 0 2 

(TOir p. 44) ; 

PAR M . J . L A R R O S E , 
Élève du lycée Saint-Louis. 

Lemme. Si l'on appelle a , c les trois côtés d'un 
triangle et (x ' , y")^ (x'' ', y"') les coordonnées 
des sommets opposés, le centre du cercle inscrit a pour 
coordonnées 

ax' + bx" H- c.r"' 
' ' a - f - è - f -

( a^b-^c 

Je prends pour axes coordonnés les axes de Tellipse. 
Soient [x'^y') et {x^^^ y") les coordonnées des points A 
et B où la corde passant par le point F rencontre l'el-
lipse. 

Je joins A et B au second foyer F ' . Le point de ren-
contre C des normales en A et B est le centre du triangle 
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ABF', dans lequel les côtés 

caf à" -+- ex' , ex'' a ' n- ex" 
' a a a a 

FB. 

D'après les formules (A) , l'ordoimée du point C donnq 

car l'ordonnée de F ' est nulle et le périmètre du triangle 
A B F ' e s t 4 a . 

Or Ton a 
_ _ A F __ à' — çx 

d'où 

amsi 

— y" BF o} — ca:" ' 

W - ^ f ) - ^ X'y") o; 

2 
Ç. Q . F . D . 

Cette démonstration est évidemment applicable à Thy-
perbole et avec une facile modification à la parabole. 

Note du Rédacteur, M. de Jolivette, élève de l'insti-
tution de Lasalle, part de l'équation Comte 

= {^mynx 

et cliercbe directement les coordonnées de l'intersection 
des deux normales par les équattôns de ces lignes, ce 
qui entraine un calcul qui exige des multiplicateurs indé-
terminés que cet élève emploie adroitement. 

M. L. Rabeau, élève du lycée de Poitiers, donne une 
solution analytique, analogue à celle de M. Larrose, et 
ajouto une solution géométrique pour la parabole seule-
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ment , fondée sur ce que la normale bissecie Tangle formé 
par le rayon vecteur et le diamètre adjacent. 

M. Charles Kessler, élève de la Flèche, établit aussi 
l'équation Comte, mais prend pour coordonnées du point 
d'intersection celles qui ont été consignées t. XVIII, 
p. 78. 

M. Eugène Dupont, éléve du lycée Louis-le-Grand, 
pose les deux équations 

les ordonnées y^^ des points A et B sont données par 
l'équation 

{a} m- 4- b^) -h 2 wé' cy — b^ = o, 
/ // mb"^ c , ,, rn^ b^ 

n^ 1-n* -J— h* a} m^ b' m^ 4- b' 
et ^ 

mjc' ~ -4- me, nix" = y" 4- rnc. 

De là les équations des deux normales en A et B sont 
[y — = - me), 

[y — y" ) ( / ' + wc ) a^y'\mx -r- f — ^f )-

Eliminant x , il vient 

mb^y^cyy ^ ^ 

y-

a' m' -h b^ 
rncb' y 4. 

C . Q . F , D . 

MM. J. Bonnet, François de la Bruière (école de 
Sainte-Geneviève), H. Delorme (lycée Louis-le-Grand), 
Journeaux (de Liège), Desgranges ont envoyé des solu-
tions identiques. M. Cuénoud (de Lausanne) fait observer 
que cette propriété est une conséquence immédiate de lî  
question 433 ( t. XVII, p̂  285). 
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SOLUTION GÉONÉTRiQUE DE LA QUESTION 5 0 2 
( Y O i r p . 8 5 ) ; 

PAR M. E . M A I L L O T , 
Élève de Spéciales au collège Stanislas. 

Par un foyer d'une ellipse, on mène une corde AB; 
par le point de rencontre O des deux normales en A et 
B, on mène une parallèle au grand axe : cette parallèle 
passe par le milieu de AB. 

FIG. 

Soit AB une cerde passant au foyer F ; on mène AO, 
BO normales a la courbe en A et B et par leur point de 
rencontre OM parallèle au grand axe : M sera le milieu 
deAB. 

En effet, à cause des triangles semblables AMO, AFD 
d'une part, BFC, BMO de l 'autre, on a 

A F 

AM = MO . — , 

RF BM = M O . — . 

A F B F Mais les rapports — > — sont égaux; c^r les bissectrices 
F D F C 

AD, BC des angles A et B dans les triangles FAF' , FBF' 
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partagent la base F F ' eu segments tels, qu'on a 

^ _ AF 4 - AF^ a _ BF 4 - BF^ _ BÇ 
F D ~ FF' " ^ c " " F F "^FC' 

donc 
AM = BM. 

c . Q. F . D . 

Corollaire (*). Si Ton place l'ellipse de sorte que son 
grand axe soit vertical, une droite pesante et homogène 
AB sera en équilibre si elle passe au foyer. 

Car la résultante des réactions est égale et opposée à la 
pesanteur qui s'applique en M. 

Remarque, La condition que la droite passe au foyer 
est suffisante pour l 'équilibre, mais est-elle nécessaire? 
Ou plus généralement : Si par le point de reiicontre des 

FiG. 2. 

normales qui ont leurs pieds aux extrémités d'une corde 
quelconque on mène une parallèle au grand axe, dans 
quel cas cette parallèle coupe-t-elle la corde en son mi-
lieu ? 

Soient 

( i ) y m.T 4- n 

l'équation de la corde AB; 

(*) CeUe partie de cette belle solulion a déjà été traitéa (tome XVÎL, 
page 195). TM, 
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( s ) 

celle de l'ellipse. Les coordonnées des points A, B, inter-
sections de la corde et de l'ellipse, sont 

— à^ mn ± ab sja^m^ 4 - — m 

(3) 
__ qz amb y/a'/w' 4- — n^ 

Les équations des deux normales menées par ces points 
sont de la forme 

L'ordonnée du point K où ces normales se coupent est, 
ayant égard aux valeurs trouvées de x' ei de j' 

Nous aurons la relation cherchée entre m^ n^ en ex-
primant que est égal à la demi-somme des ordon-
nées des points A, B; cette demi-somme, d'après l'équa-
tion (3), est 

(5) 
b'n 

2 a^m'A-b'* 

Égalons les équations (4) et (5), il vient 

n=i± mç, 

Ponc réquation de la corde sera 

rz=:m{x±c). 

Le double signe convient à la question géométrique, 
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mais celle d'équilibre est moins générale et n'admet que 
le signe positif. En discutant celte équation 

Xz=m + 

on voit que pour l'équilibre il faut, si m n'est pas infini, 
que la droite passe au foyer-, si m est nul, elle coïncide 
avec le grand axe; mais si m est infini, la droite est hori-
zontale et en équilibre dans toute la moitié inférieure de 
Fellipse. 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 9 2 

(TOir t. XVIII, p. 443J; 

PAR M M . CHARLES K E S S L E R ET ÉMILE L E M O I N E , 
Élèves du Prvtanée Militaire. 

Lemme. Dans un triangle ABC si trois droites par-
tant des sommets AK', BR'', CK^'' se coupent au même 
point O (R' est sur BC^ R' ' est sur AC, R''' sur AB), 
on a 

Si O est intérieur à ABC, on aura 

OK^ O^ OK. " __ 
AK' BK'' ~~ ^ ' 

si O est dans la partie de l'angle ËAC extérieure à BC, on 
aura 

si O est dans l'angle opposé au sommet à BAC, on 
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aura 

el ainsi des autres. 
(Ce théorème est proposé en exercice dans la Géomé-^ 

trie de Legendre revue par M. Blanchet et résolu dans les 
problèmes de géométrie élémentaire de M. Catalan.) 

Cela posé, la solution de la question 492 n'en est^lus 
qu'un corollaire très-simple. 

Nous conservons les notations des Nouvelles Annales, 

Joignons O è , O a , Oc -, joignons 

AO qui coupe BC en K', 
BO » AC » K", 
CO »> AB . Yd", 

Les deux triangles semblables OK'a, AK' a ' nous don-
nent 

OA _ 0 K \ 
A«' "" AK' ' 

les deux triangles semblables OK '̂Z? et 0)k.'"b donnent 

Ob OK'' 
B^»' BK // 

les deux triangles semblables OK''^- et CK'^'c' donnent 

_ 
Ce' ~~ CK'' 
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Ajoutant ces trois égalités membre à membre, on a 

Oa Oh ^ _ OK/ O ^ OK''^ _ 

Aa' Bb' Ce' AK' BK" CK^ ^ 

c . Q. F . n. 

Remarque. On verrait de même que si O était dans 
Fangle BAC en dehors du triangle ABC, on aurait 

Ob _ 

et que si O était dans l'angle opposé au sommet de A, on 
aurait 

Oa Ob ^Oc __ 
BT' C7 — ' ' 

et ainsi pour les autres côtés. 

Note. M. E. Martin, élève du lycée Louis-le-Grand, 
et M. Joseph Derbès, élève de l'institution Barbet, ont 
résolu la question de la même manière. 

SECONDE SOLliTION GÉOMÉTRIQUE DE LA QUESTION 5 0 2 
(voir p. S8 ) ; 

PAR M. L . V O L L A N T , 
Élève de Mathématiques spéciales au lycée Saiht-Louis. 

Je joins les points A et B au second foyer F'5 le point 
de rencontre O des iîormales en A et B est le centre du 
cercle inscrit dans le triangle ABF'. Soit K le point de 
contact de ce cercle avec AB. Le point de rencontre O' 
des tangentes en A et B est le centre du cercle exinscrit 
au triangle ABF', et comme O ' F e s t perpendiculaire sur 
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AB (propriété connue), ce cercle est ta^igent en JF au côté 
AB. D'après un théorème connu, on sait que BK est 
égal à AF. D'autre par t , Frétant le cei^itre de-similitude 
des deux circonférences O et 0 ' , le rayon OC du cercle 
inscrit est parallèle à O ' F et par suite perpendiculaire 
sur AB. Cette droite devra donc passer par le point K. 
Mais le centre O divise le côté CK du triangle KFC en 
deux parties égales, la parallèle OM au côté CF divise 
donc FK et par suite AB en deux parties égales. 

N, B. La même propriété a lieu pour l'hyperbole, on 
le démontre de la même manière. ^ 

Il en est de même pour la parabole. 
Soit K F Taxe d'une parabole dont F est le foyer. La 

corde AB passant par le point F , les tangentes en A et 
B se coupent en O' à angle droit. Les normales aux 
mêmes points qui se coupent en O sont aussi rectangu-
laires. Le quadrilatère AOBO' est donc un rectangle et 
la diagonale 0 0 ' coupe AB en son milieu M. Mais O 'M 
est un diamètre (propriété connue) ^ par suite 0 0 ' est 
parallèle à KF. 

« I I E S T I O K S . 

5 1 4 

€ = base népérienne, 

démontrer qu'en posant 
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réquation transcendante a deux racines égales*, de même 
en posant 

1 — nrtf i i 
2 

515. 
(PüISEUX. ) 

A = 

a, , , «2,1. . « 

a,,2 a», 2. . 

a.,,«. . . 

Si dans ce déterminant on remplace par on 

obtient le produit 

(a , — «2) (a , — a , ) . . . (a , — a „ ) X , 

(a2 —aa) (aj —a, ) . . (a^ — 

(an-i • 

516. Soit l'équation 
^ a x " " - ' - h bx^""-^ - f - . . . /jc 4 - ci: 0 , 

qui ne renferme que des puissances impaires de l 'incon-
nue (excepté o:®) -, il y a une racine réelle comprise entre 

iw+l / /J. 2/«+l 
1 V 2 ^^ — ^̂  V 9 ' (TCHEBICHEF. ) 

517. 1°. Le segment intercepté sur une normale çuel^ 
conque à une ellipse par les deux axes étant multiplié 
par la distance p du centre à la tangente adjacente à sa 
normale donne un produit constant 5 2® le segment in-
tercepté sur une normale quelconque à une ellipse par 
un cercle concentrique d 'un rayon égal à la demi-somme 
des axes et multiplié par la distance p donne un produit 
constant. 
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M s . A partir de l'origine P, normale quelconque à uné 

ellipse, on porte de part et d'autre sur cette normale 
deux longueurs égales PNj , PNg telles, que le produit 
de PNj ou de PN« par la distance du centre à la tangente 
adjacente à la normale donne un produit constant ; les 
lieux des points N , , Nj sont deux ellipses confocales de 
même centre que l'ellipse donnée. 

519. Les droites qui dans deux ellipses confocales 
joignent deux points correspondants, sont normales à une 
troisième ellipse qui bissecte ces normales. 

Observation. Deux points sont correspondants lors-
que les coordonnées de ces points sont respectivement 
proportionnelles aux axes sur lesquels sont rapportées . 
ces coordonnées. 

520. Soient P , Q les intersections respectives d'une 
normale par les axes a Qib. Si, à partir de l'origine m de 
la normale, on prend des longueurs égales mS i , rnS^, 
telles, que mSi soit égal au demi-diamètre parallèle, à la 
normale, les quatre points Si , P , Sg, Q sont placés har-
moniquement -, les lieux de Si , Sg sont deux cercles con-
centriques à l'ellipse décrite des rayons a zL è . 

521. Soit décrite une ellipse ayant pour axes une nor-
male et la tangente adjacente quelconque d'une ellipse 
donnée et touchant le grand axe de l'ellipse au centre ; et 
de même soit décrite une seconde ellipse touchant le petit 
axe au centre \ les lieux des foyers de ces ellipses sont 
deux cercles concentriques à l'ellipse donnée et ayant pour 
rayons la demi-somme et la demi-différence des axes. 

Observations. Les cinq propositions 517 à 521 subsis-
tent d'une manière analogue dans l'ellipsoïde et ont pour 
auteur M. le D'' Heilermann, directeur de l'École indus-
trielle provinciale de Coblentz. 
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S O L U T I O N D E LA Q U E S T I O N M ( L A F F I T T E ) 

(voir t . XVII, p. SI) ; 

P A R M M . E . C A R É N O U ET M . L A Q U I È R E , 

Élèves du lycée Saint-Louis (classe de M. Faurie % 

Deux figures étant en perspective, si leurs plans tour-
nent autour de leur commune intersection, il faut, pour 
que ces figures restent en perspective, que rœll change de 
position 5 les perpendiculaires abaissées chaque fois du 
point de vue sur ces plans restent dans un rapport constant. 

Soient O X , OY les intersections des deux plans parle 
plan mené par le premier point de vue S , perpendiculai-
rement à rintersection commune OO' des deux premiers 
plans (*). Nous allons démontrer qu'il existe dans ce même 

plan un point unique S', par rapport auquel les deux fi-

(*) Dans la figure les deux parties séparées par la ligne LT sont suppo-
sées dans des plans rectangulaires. 

Ann. de Maihém., t. XIX, (Mars 1860.) 7 
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gures seront en perspective lorsque le plan O' OY sera 
mené en O 'OY' . 

Considérons les différents points M , N , P, etc., situés 
dans le plan fixe. Appelons m , n , etc., leurs per-
spectives dans le premier système (dans le plan O'OY), et 
m', n ' , etc., les nouvelles positions des points m , 
Az, p^ etc., lorsque le plan du tableau aura pris la posi-
tion O 'OY' . 

Soient A , B, C , etc., les projections orthogonales de 
M , N , P , etc., sur OX. Si nous joignons SA, SB, SC, etc., 
les points a , c, etc., d'intersection de ces droites avec 
OY seront les projections sur OY des points m', /z', 

etc., homologues des premiers; lorsque le tableau 
aura pris la nouvelle position O ' O Y ' , les points «i, 
c^ etc., seront devenus a ' , c', etc., projections sur 
OY' de m'. 11', p ' . 

Les équations des droites A « , B 6 , C e , etc., issues du 
point S , étant 

X y oc y X y 

par rapport aux axes O X , OY, si nous joignons ka\ 
Bb\ Ce', etc., leurs équations seront les mêmes par rap-
port aux axes O X , OY'. Par conséquent, ( a , (3) étant 
les coordonnées du point S dans le premier système, le 
point S ' , qui aura aussi ( a , ¡3) pour coordonnées dans le 
second système de coordonnées, sera situé sur toutes les 
droites Aa ' , B&', etc. 

Les distances i , i ' du point S aux deux plans X O O ' , 
YOO' sont 

^ = p s i n Y O X , ( î ' = a s i n Y O X . 

Le rapport 

S'~ a 
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sera le même pour le point S' , puisqu'il est indépendant 
de l'angle des deux plans. On peut du reste remarquer 
que, le tableau tournant autour de OO', le point S' dé-
crit un cercle de rayon j3 ayant son centre en L , pied de 
l'ordonnée d'une quelconque de ses positions dans le 
système de coordonnées correspondant. 

Cela posé, pour démontrer que les points 77/, n ' , 
etc., sont les perspectives des points M, N, P, etc., 

par rapport au point S', il suffit de prouver que l'on a 

A M S ' A 

¿Z' m' S'FL' 

Car alors la droite Mm' passera par S'^ il en serait de 
même des autres. 

Or les points m M' étant en perspective par rapport à 
S, on a 

A M S A 

ou 
am S a 

A M S A 

a m' Sa 
[am = a m' . 

Mais les triangles S 'LS, a'Oa étant isocèles et ayant les 
côtés égaux parallèles deux à deux, leurs bases SS', aa^ 
sont parallèles 5 d'où 

S A _ _ S ' A 

• S A et , a cause du rapport commun ~ ? Od 
A M S ' A 

a'm' S'a' 

et le théorème est démontré. 
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N O T E S U R QUELQUES C O U R B E S A D O U B L E C O U R B U R E ^ 

PAR M . A E L T . 

I. 

Dé/ernunej\ parmi les diverses courbes isopérimètres 
tracées sur une surface quelconque y celle qui renferme 
une aire maximum sur cette surface. 

Ce problème a été traité à TaiJe du calcul des varia-
tions, par M. Delaunay (/ow/7za/de M. Liouville, t. VIIJ, 
p. 241). Quelques considérations de géométrie infinité-
simale me permettront d'en donner une solution ea quel-
que sorte élémentaire. 

Je pose d'abord en principe que, deux surfaces S et S ' 
se touchant suivant une courbe AB, s'il arrive que cette 
courbe AB jouisse d'une propriété de maximum ou de mi-
nimum par rapport à toutes les courbes voisines tracées 
sur S, elle jouira de la même propriété par rapport aux 
courbes voisines tracées sur S'. 

Eu effet, conformément à la théorie des niaxima et 
minima, les lignes tracées sur S et qu'il faudrait com-
parer à la ligne AB pour vérifier dans celle-ci une pro-
priété de maximum ou de minimum, doivent en être in-
finiment voisines. En d'autres termes, les éléments de 
ces courbes voisines sont nécessairement compris sur les 
divers plans qui louchent la surface S le long de AB. Ces 
éléments appartiennent donc aussi à la surface S'-, ce qui 
prouve le principe. 

On pourrait établir cette vérité au moyen du calcul 
des variations-, mais ce serait faire perdre à cette Note le 
caractère que j'ai voulu lui donner. 
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Quant au problème de tracer sur une surface une 

ligne de périmètre donné passant par des points fixes 
A et B, et comprenant une aire maximum, il faut en-
tendre qu'entre ces deux points on a tracé une première 
courbe, par exemple une ligne géodésique. L'aire maxi-
mum sera limitée par cette première courbe et par la 
courbe cherchée qui doit avoir un périmètre donné. On 
peut aussi ne donner sur la surface en question aucun 
point, et demander d'y tracer une courbe fermée qui sous 
un périmètre donné renferme la plus grande aire, ou 
bien qui cfirconscrive une aire donnée dans le plus petit 
périmètre ; car ces deux questions n'en font qu'une. 

Si la surface donnée est un plan, on sait que toutes ces 
questions se résolvent par des arcs de cercle ou par des 
circonférences. Dans le cas général j'imagine une surface 
développable touchant la surface donnée tout le long de 
la ligne demandée. Considérée comme appartenant à la 
surface auxiliaire, cette ligne, en vertu du principe ci-
dessus énoncé, y jouira de la même propriété que sur la 
surface donnée, c'est-à-dire qu'elle y renfermera sous 
un périmètre donné la plus grande aire possible. Dès lors 
il est clair que si Ton fait le développement (sur un plan) 
de la surface auxiliaire, la ligne en question deviendra 
soit un arc de cercle, soit une circonférence entière. 

Admettons d'ailleurs, ce que je démontrerai à l ' instant, 
que, si l'on fait la transformée plane d'une courbe tracée 
sur une surface développable, on a entre le rayon p de 
première courbure de cette courbe, l'angle a de son plan 
osculateur avec le plan tangent à la surface développable, 
et le rayon de courbure r de la transformée plane, la 
relation 

: r cos a. 

Comme la transformée dans le p 
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arc de cercle, r est constant; et Ton obtient aussitôt ce 
résultat que M. Delaunay tire de Téquation diflerentielle 
de la courbe, et qui au besoin pourrait faire retrouver 
cette même équation, savoir que : En chacun de ses 
points y le rayon de courbure de la courbe demandée est 
proportionnel au cosinus de V angle formé par son plan ' 
osculateur avec le plan tangent ci la surface. 

L'auteur imagine ensuite une sphère contenant le cercle 
osculateur de la courbe cherchée, et, de plus, ayant son 
centre sur le plan tangent de la surface. Il est aisé de voir 

(jue le rayon de cette sphère est égal à * H est donc 

constant, ce qui est une très-belle propriété, et notam-
ment il est égal au rayon du cercle dans lequel la courbe 
cherchée se transforme par le développement de notre 
surface auxiliaire. 

IL 

Pour établir la propriété dont nous venons de faire 
usage, considérons deux faces consécutives du polyèdre 
infinitésimal que, conformément à la méthode des infini-
ment petits, on substitue idéalement à la surface dévelop-
pable. Soit A le point où la courbe proposée rencontre 
rinlersection de ces deux faces. J'appelle AT le prolonge-
ment au delà du point A de l'élément de courbe qui est sur 
la première de ces deux faces , et AT' Félément même qui 
est sur la seconde. Ainsi le plan des deux lignes AT, AT' 
est le plan osculateur 5 il forme avec le plan de la pre-
mière face un angle dièdre a dont Tarête est la ligne AT. 
Cependant rabattons la deuxième face sur la première^ la 
ligne AT'viendra y prendre une position AT"qui est en 
réalité Ja projection de AT' sur cette piemière face; Fan-
gÎe trièdre A T T ' T " a donc un angle droit suivant T arête 
AT", et tm angle ieprésenté par a suivant Varête AT. 
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D'ailleurs les faces TAT ' et TAT' ' sont respeclivemeut 
les angles de contingence de la courbe primitive et de sa 
transformée plane. Si on les appelle s et 9, la propriété 
connue des triangles sphériques rectangles donnera 

tang 0 tang e. cos a , 

ou plutôt, à cause des infiniment petits. 
I g . c o s a . 

Soit maintenant ds l'élément de la courbe primitive, 
élément qui ne change pas de grandeur dans la transfor-
mation -, on a à la fois 

ds — ̂ g et ds:=:r,^\ 

de là il est aisé de conclure (*) la relation 

p = r cos a . 

111. 

De la ligne géodésique sur une surface quelconque. 
Concevons une surface développable tangente à la sur-

(*) Depuis longtemps (i843) M. Catalan a déduit de l'équation différen-
tielle donnée par M. Delaunay pour la courbe qui, parmi celles de lon-
gueur donnée, comprend sur une surface quelconque une aire maximum, 
la propriété de cette même courbe d'avoir pour transformée plane un arc 
de cercle lorsqu'on la considère comme appartenant à la surface dévelop-
pable que j'ai définie dans le texte sous le nom de surface auxiïiiire (voir 
Journal de VÉcole Polytechnique, 29® cahier, p. i5i). M. Catalan a dé-
montré aussi la relation entre le rayon de courbure d'une courbe tracée 
sur une surface développable et celui de sa transformée plane {Comptes 
rendus, t. XVII, p. 738). Mais outre que la démonstration donnée par 
M. Catalan pour ce second théorème est aussi purement analytique, M. Ca-
telan n'a pas montré l'emploi de la relation ^ = rcosa pour établir les. 
théorèmes de M. Delaunay. D'après tout cela, j'ai pu croire que mon tra-
vail offrirait au moins par sa forme, sinon par la nouveauté du fond, 
quelque intérêt aux lecteurs des Nous^elles Annales. On peut voir aussi pour 
là relation p — r cos cc V Application de V Analyse à fa Géométrie de Monge, 

édition ( i85o); notes de M. Liouville, p. 576. 
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face proposée tout le long de la ligne géodésique; celle-
ci sera paiement géodésique par rapport à la surface 
auxiliaire, et par conséquent sa transformée plane sera 
une ligne droite. Ainsi dans le cas actuel r est infini, de. 
sorte que cosa est nul; d'où on peut déduire ce résultat 
bien connu, que le plan osculateur de la ligne géodé-
sique est constamment perpendiculaire au plan tangent, 

IV. 

En i85i on a proposé pour le concours d'agrégation 
la question suivante, traitée avec élégance par M. Dieu 
dans les Nouvelles Annales (t . I X , p. 33) : Trouver 
Véquation différentielle des courbes planes qui, enrou-
lées sur un cylindre droit à base circulaire, donnent des 
courbes dont le rayon de première courbure est constant. 

Pour résoudre cette question, je remarquerai ici et j e 
dénK)ntrerai à l 'instant que si r est le rayon de courbure 
d'une courbe plane, R le rayon du cylindre sur lequel on 
l 'enveloppe, o) l'angle que la tangente de la courbe en-
veloppée forme avec l 'arête du cylindre, et a l'angle entre 
son plan osculateur et le plan tangent, on a la relation 
très-simple 

r sin^w 
tanga 

Or, si l'on élimine a entre cette équation et la relation 
précédemment obtenue 

p r COS a 

il vi^^ndra 

= ir—p'sin^^ 

R et p sont ici des quantités constantes, et cette équation 
peut être considérée comme exprimant la propriété ca-
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ractérislique de lâ courbe plane demandée j si Ton y rem-
place r rayon de courbure, et o) angle de la tangente avec 
une perpendiculaire à la base du cylindre développée en 
ligne droite, par leurs valeurs connues au moyen des dé-
rivées de la fonction qui exprime l'ordonnée de la courbe, 
on obtiendra T équation différentielle demandée. Mais 
déjà sous la forme présente on peut reconnaître que si 
le rayon de courbure p de la ccRirbe enroulée doit sur-
passer le rayon R du cylindre, on pourra par chaque 
point de la surface cylindrique faire passer deux hélices 
satisfaisant à la condition voulue. En effet, en supposant 
deux droites menées sous les angles déterminés par la 
condition 

sm&) 

l'équation caractéristique ci-dessus est satisfaite, puis-
qu'en même temps le rayon de courbure r est infini. Si 
l'on devait avoir p = R , ces deux hélices n'existeraient 
plus, ou mieux elles se confondraient en chaque point 
du cylindre avec sa section droite. 

V. 

Voici comment se démontre la propriété énoncée dans 
le précédent paragraphe : 

Considérons deux faces consécutives du prisme droit 
infinitésimal qu'on substitue idéalement au cylindre. La 
droite intersection de ces deux faces, e t , sur chacune 
d'elles, les éléments correspondants de la courbe en-
roulée, forment les trois arêtes d'un angle trièdre dans 
lequel on connaît deux faces et l'angle cotnpris. En effet, 
les deux faces contiguës à l'arête du prisme sont co, et 
TT — — Quant à l'angle de ces deux faces, il est le 
supplément de Tangle de contingence de la section droite. 
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Donc , puìque R e s i l e rayon du cylindre, si da repré-
sente l'élément du cercle de base , l'angle en question est 

71 — Or si l'on appelle ds Félément de Fare de courbe 

enroulée, on a 
d(s z=z ¿/i.sin w ; 

de sorte qu'en appelant A l'angle du dièdre suivant Fa-
rete du prisme, b el c les faces adjacentes, on a pour ces 
trois éléments les valeurs suivantes 

sin ût). r/y 
A = r TT — , — w — a » . 

R 

Or l'angle C opposé à la face c est donné par la formule 
de trigonométrie sphéricjue 

cot c. sin è cot C. sin A -h cos b. cos A, 

qvii à cause des valeurs ci-dessus devient 

— cot (w -h c/w) ,sin w 

^ . / sin w. ds \ / sin w. ds \ 
= cot C.sin l — — - j — coswcos I — ~ — j -, 

en réduisant et en ne conservant que les infiniment petits 
du premier ordre, on tire aisément de cette dernière équa-
tion la relation suivante 

rsin'w tangCr^ 

Or l'angle C est ici Fangle du plan des deux éléments 
consécutifs de la courbe enroulée avec la première face du 
pr isme, c'est-à-dire Fangle du plan osculateur avec le 
plan langent-, c est ce que nous appelions a dans les pa-
ragraphes précédents. 
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VI. 

En suivant une marcile analogue, on démontrera que 
si Ton fait la transformée plane d'une courbe tracée sur 
un cône de révolution dont le demi-angle au centre est 0, 
on a la relation 

R C I T I ' F.\ 

tang a = (/ r sin w) tang Ô 

dans laquelle l est la distance du point correspondant de 
la courbe donnée au sommet du cône, et par conséquent 
le rayon vecteur de la transformée, o) Fangle de la tan-
gente de cette transformée avec son rayon vectetir 5 / son 
rayon de courbure; a l'angle du plan osculateur de la 
courbe primitive avec le plan langent. 

Eliminant a entre cette équation et la relation 

p z= r cos a , 

on obtiendra une équation caractéristique pour/e5 courbes 
qui, enroulées sur un cône de réi^olufion, donnent des 
courbes dont le rayon de première courbure est constant» 
Ce qui renferme comme cas particulier la question du 
concours de i 8 5 i . En effet, pour revenir à celle-ci, il 
suffira de remarquer que, pour passer du cône donné au 
cylindre de rayon R , il faut concevoir que 0 tende vers 
zéro, et en même temps que / tang 0 tende vers R. 

Paris, IL novembre 1859. 
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H O M O G R A P H I E ; 

P A R M . P O U D R A . 

P R O B L È M E . Étant donnés cinq points a , B , c , d , e 
appartenant à une figure quelconque de Vespace, et les 
cinq points homologues a', b' , c', d', e d^une figure ho^ 
mographique à la première, on demande de construire 
cette deuxième figure par des moyens analogues à ceux 
de la perspective. 

Les quatre points <2, c , ri peuvent être considérés 
comme sommets d'une pyramide triangulaire; soit abc 
la base et d le sommet. 

Soit de même a ' , è ' , c', d^ la pyramide homologue, et 
a'b'c' la base, et d'le sommet. 

La droite de qui joint le cinquième point e de la 
première figure à rf, rencontrera le plan abc en un point 
/ , qui sera homologue du point où la droite d'e' 
de la deuxième figure rencontrera le plan a'b^c'. 

Supposons dans le plan abc une figure appartenant au 
sujet donné, et dont font partie les quatre points a , b^c^f 
homologues à ceux a ' , b\ c', contenus dans le plan 
a b ' c ' à e la deuxièuie figure. 

Ces deux figures planes situées dans les plans abc ̂  
a^b'c ' sont homographiques entre elles, et par suite ho-
mologiques; il s'ensuit qu'elles peuvent se mettre en 
perspective ; il suffit pour cela de placer en perspective 
les deux quadrilatères ahcj\ a'b'c'f. 

Soit O le point de vue. Regardons ce point comme ap-, 
partenant à la première figure; il lui correspondra dans 
la deuxième un point qu'on déterminera ainsi : On 
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joint okdeike^ ces deux droites od^ oe rencontrent le 
plan abc aux points respectifs gr et A, qui ont pour homo-
logues les points g^ et où ces mêmes droites rencon-
trent le plan a'b'c', Joignons g' k d'et h' à e'. Ces deux 
droites g'd\ h'e' seront dans le même plan, déterminé 
par les deux droites/^g^'A'et f^e'd':^ donc elles se ren-
contreront en un point O' homologue de O. 

D'après cela, il est très-facile de déterminer le point M' 
de la deuxième figure, qui est l'homologue d'un point 
quelconque M de la première. En effet, la droite MO 
rencontre le plan abc en un point ///, et le plan a'b' c' en 
un point homologue m'. La droît2 O ' M ' m ' est donc l'ho-
mologue de la droite OM/tî, et passera par le point M' 
cherché. Joignons le point M à un point de la pre-
mière figure, tel que dont on connaît l'homologue c?'; 
cette droite ^ Id rencontrera le plan abc en un point 
dont l'homologue i' sera à Fintersection du plan a ' b'c' et 
de la droite OU' \ il en résultera que la droite M.di aura 
pour homologue la droite M'd'V passant par le point M', 
il sera donc à Fintersection de O ' M ' m ' et de W d ' ¿ \ 

Il résulte de la construction : que la perspective 
plane de la première figure, sur le plan a'b'c' prise du 
point O , est la même que celle de la deuxième figure, sur 
le même plan prise du point O 'homologue de O 5 et que 
la perspective plane de la première figure, prise d'un 
point quelconque M de l'espace, considéré comme ap-
partenant à la première figure, sur îe plan abc, étant 
mise en perspective sur le plan â ' h ' c ' pour le point O, 
donne sur ce plan a 'Vc* une figure qui est la perspective 
plane de la seconde figure sur ce plan, pour le point M', 
homologue de celui M. 

Ce qui donne un moyen très-simple de construction 
d'une figure homographique à une figure donnée, lors-
qu'on connaît cinq points homologues des deux figures. 
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Au moyeu des cinq points homologues dans chaque fi-
gure, on les place dans la position indiquée ci dessus, oti 
deux des plans homologues tels que a i e , a 'b 'c^ sont en 
perspective pour un point O ci-dessus déterminé. On 
construit ensuite deux points homologues tels que M, M'. 
Alors la construction s'achève comme il suit : 

Pour déterminer d'abord le point K ' homologue d'un 
point / r , on mène : i® la droite KO qui rencontre le plan 
abc en K et a'b'c' en K' , homologue de K. La droite 
K 'O ' passe par le point K' cherché-, on fait la perspec-
tive de K sur le plan abc pour le point M. Soit n cette 
perspective-, la droite nO rencontrera le plan a'b'c' au 
point n\ homologue de n , de sorte que n ' W sera l'homo-
logue de 72 M, et passera par le point K . 

Pour avoir la droite L', homologue d'une droite L , on 
fait d'abord passer par O et la droite L un plan qui coupe 
a'b' c' suivant une droite, par laquelle et par O' faisant 
passer un plan, il contiendra la droite cherchée. Ensuite 
paî  L et M un autre plan qui coupe celui abc suivant 
une droite, par laquelle et O on fait passer un plan qui 
coupe a'b'c' suivant une droite-, par cette droite et M' 
faisant passer un autre plan, il contiendra la droite cher-
hée -, donc, etc. 

Entre deux figures homographiques ainsi placées, il 
existe, outre les relations métriques connues, les relations 
descriptives suivantes ; 

Les deux figures ont pour droite commune r in-
lersection des deux plans abc , a'b'c'. 

Elles ont la droite OO' coinmune, mais seulement 
en direction; on voit, en effet, que O' est l'homologue 
de O. 

Dans deux figures homologiques, les droites et les 
plans homologues étant prolongés, se rencontrent sur le 
plan dit iihomologie dans les deux figures homographi-



ques ci-dessus , les deux plans l'office de 
plans homologiques de la manière suivante, c'est que les 
droites et les plans de la première figure étant prolongés 
jusqu'au plan «¿c, et celles homologues de la deuxième 
jusqu ' au plan homologue a ' i ' c ' , il en résultera deux 
figures planes qui sont en perspective. 

4°. La perspective plane de la première figure sur le 
plan abc pris d'un point quelconque de l'espace, et celle 
de la deuxième sur le plan a ' è ' c ' p r i s du point de vue 
homologue, sont deux figures en perspective pour le même 
point de vue O ; d'où résulte que si les points de vue ho-
mologues sont O et O', la perspective de la première fi-
gure sur le plan prise de O, sera la même que celle 
de la deuxième, sur le même plan , prise de O'. 

Au plan à Tinfini de la première figure corres-
pond dans la deuxième un plan I à distance finie , et réci-
proquement aux points à l'infini de la deuxième, cor-
respondent des points situés dans un plan J à une dis-
tance finie. 

Dans les figures homologiques de l'espace, ou ce que 
j'ai nommé perspcctwes-r^h'ejs, il y a un plan d'homo-
logie et les deux plans I et J qui scoit tous les trois paral-
lèles; dans les deux figures homographiques, il y a deux 
plans d'homologie et les deux plans I et J , et ces quatre 
plans ne sont généralement pas parallèles; de sorte que 
si les deux plans d'homologie se réunissent en un seul, 
les points O et O ' se réunissent aussi, les plans I , J et le 
plan d'homologie deviennent parallèles, et alors les deux 
figures sont homologiques. 



T i É t i ù a i SUB Clio Noamis umstciiTiPS 
(voir p. 38); 

PAR M . L E B E S G U E . 

T H É O R È M E . Le produit de cinq nombres consécutifs ne 
saurait être un carré. 

Démonstration, C'est un théorème connu que , si une 
puissance savoir 

A'« = a» . . . (a , p, 7 , . . . , premiers), 

est décomposée en facteurs premiers entre eux, chaque 
facteur sera une puissance 

De là suit que si dans un produit A . B . C , . . on met 
en évidence tous les facteurs premiers communs à plu-
sieurs des nombres A, B, C, . . . , ainsi qu'il suit : 

K = B = 2 « ' 3/3' . . . B ' , 

il faudra, que A\ B', C , . . . soient des puissances 
îèmeŝ  et que les sommes a 4-a'-4- a" . . , , (3 -4-^'-f- jS''..., 

y^',.., soient multiples de n. 
Ceci posé, pour démontrer le théorème ci-dessus, il 

suffit de remarquer qu'il ne saurait y avoir d'autres fac-
teurs premiers que 2 et 3 communs à plusieurs des cinq 
nombres consécutifs. 

Voici les six seules hypothèses admissibles : 

(0 

i ^ ) 
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a étant impair. 

( ^ = fl H- I = a + 2 =r 

^^^ j « = ^ - h 1 = 3^6', a + 2 = 2^0', 
I 3 = ¿/S = 

^̂ ^ I ̂  « + I = « - f - 2 = 

a étant pair. 

Comme a\ h\ c\ d\ e' doivent être des carrés, l 'hy-
pothèse (i) est impossible, parce qu'elle donne 

L'hypothèse (2) l'est aussi à cause de 

L'hypothèse (3) Test également à cause de 
g' _ = 4. 

L'hypothèse (6) est impossible à cause de 

L^hypothèse (4) est impossible, parce que V étant un 
carré impair, a est divisible par 8 ; de là 

7 = 1, « = 2 et — ^ ' = 3 ; 

ce qui ne peut arriver que pour 

ce qui n'est pas. 
Ann, de Mathém., t. XIX. (Mars i860. ) 8 
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Énfin, l'hypothèse (5) donne d'carié impair; par suite 
a est de forme 

8 -h 6 , donc a = I ; 
et comme on a 

d'oà i), 

on aurait une somme de deux carrés divisible par 3, ce 
qui est impossible; les nombres impairs non divisibles 
par 3 étant de forme 

6 / z ± i , 
ont un carré de forme 

12/2 4- I , 

et la somme de deux tels carrés est de forme 

I2/W 4 - 2 , 
non divisible par 3. 

Ce même théorème a été démontré ainsi par M. Alvin , 
élève de Tinstitution Jauffret. 

Lemme. Le produit « (a 4- 3) de deux nombres qui dif-
fèrent de 3 n'est pas un carré. 

Corollaire, [n}—4) — i) n'est pas un carré. 

Théorème, Le produit 

n — 2.72— i . / 2 , / ? 4 - i . / z 4 - ' 2 = ( — ^ i ) ,n , 

de cinq nombres consécutifs n'est pas un carré, i® pour 
n impair; pour n égal au produit d'un nombre im-
pair n 'par une puissance paire de 2 o). Dans ces 
deux cas, on est conduit à rendre —4) —i) carré. 
3®. Le produit P n'est pas un carré si n = n' 
( / r > o , n'impair). Car la plus haute puissance de 2 qui 
divise P est 40 p^^^ n double d'un impair et de 
forme 2, on prouve par la considération du divi-
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seur 3 (qui divise nécessairement un des nombres n— 
n , -hI ), que 8/l'-h i et 8/l'H- 4 sont carrés confomié-
ment au lemme. 5°. Pour TI = 6 , la mên^e consi-
dération du diviseur 3 montre que Tun des deux nombres 

(n — I, n i ) est carré; ce qui est 
impossible. 

Il est donc prouvé que le produit P n'est jamais carré. 

TROISIÈME SOLUTION DE LA QUESTION 2 7 3 

(TOlr U XIII, p. 33); 
PAR M M . B F X L A V I T I S , M A N N H E I M 

E T ANGELO G E N O C C H I . 

Le triangle ABC a un sommet fixe A, un angle con-
stant CAB ; les sommets B et C sont sur une droite fixe. 

L'enveloppe du cercle circonscrit est un cercle. 

Lemme, La courbe réciproque d'une circonférence est 
une circonférence touchant les tangentes menées du pôle 
à la circonférence donnée. La courbe réciproque d'une 
droite est une circonférence passant au pôle et touchant 
en ce point une parallèle à la droite donnée. 

Soit A le sommet fixe de l'angle mobile CAB. D'un 
point quelconque O de la perpendiculaire AD et avec OA 
pour rayon je décris une circonférence. Elle rencontre 
les droites AB et AC aux points E et F . 

L'enveloppe des droites telles que E F est une circon-
férence, puisque l'angle EAF est constant. 

L'enveloppe des circonférences réciproques des droites 
E F est donc aussi une circonférence. 

La courbe réciproque de E F passe par le pôle A et par 
les points B et C , réciproques des points E , F ; elle est 

8. 



donc la circonférence circonscrite au triangle CAB. 
DoÉc-, etc. 

On peut employer la même méthode pour résoudre 
la question suivante : 

D^un point S pris dans le plan d'une circonférence O 
on mène une sécante SAB, on décrit deux circonférences 
passant en S et tangentes à la circonférence O aux points 
A, B. Le lieu des points de rencontrée C de ces circonfé-
rences est une circonférence décrite sur SO comme dia^ 
mètre. 

Cette question donne lieu à un genre de transformation 
dans lequel à un point correspond un cercle, et à une 
ligne droite correspond un point. 

Les questions que Ton obtiendra par ce procédé peu-
vent s'obtenir par deux transformations successives. A 
une question A en correspond une autre B, obtenue par 
la théorie des polaires réciproques ; à cette dernière en 
correspond une autre C , obtenue par la théorie des rayons 
réciproques. 

La question C que l'on obtient ainsi aurait été trouvée 
directement, si Ton avait appliqué à la question A le 
genre de transformation dont nous avons parlé plus haut. 

Remarque, Soit N la courbe polaire réciproque d'une 
courbe M par rapport à un cercle dont le centre O est 
quelconque. Le lieu des pieds des perpendiculaires abais-
sées du point O sur les tangentes à la courbe ^ est la 
courbe réciproque de M. Réciproquement, la réciproque 
du lieu des pieds, etc. 

De cette remarque on déduit immédiatement ce théo-
rème important bien connu : La polaire réciproque dhuie 
conique par rapport à un cercle décrit d'un de ces foyers 

(*) Ce qui suit est de. M. Mannheim. 



( . " 7 ) 

est un cercle. En effet, la projection du foy^r sur les 
tangentes est un cercle. 

Un théorème analogue subsiste pour le triangle sphé-
rique ABC, et se démontre par la projection stéréogra-
phique, qui n est encore qu'une transformation par rayons 
vecteurs réciproques. 

M. Genocchi ( Angelo) ajoute qu'on peut se donner un 
autre point fixe O dans le plan du triangle ABC,- et sup-
poser que l'angle constant soit BOC au lieu de BAC. On 
verra que le centre du cercle circonscrit doit encore par-
courir une hyperbole. Si, au lieu de l'angle BOC, on sup-
pose constant le produit OBXOC, le même centre par-
court une ellipse, et l'on trouve enfin une parabole si la 

somme OB -+- OC demeure constante. 
Dans ces différents cas, les enveloppes des cercles cir-

conscrits seront, en vertu d'un théorème de MM. Quetelet 
et Sturm, les caustiques secondaires par réflexions rela-
tives aux coniques. Ce sont aussi les lieux des perpendi-
culaires abaissées d'un point donné sur les tangentes d'une 
conique, comme l'a démontré M. Dandelin, qui les dé-
signe sous le nom général de lemniscates. [Noui^, Mém., 
Acad. de Bruxelles, t. IV.) 

T H É O R È M E S U R UN MAXIMUM ARITHMOLOGIQUE 

(voir t. XVIII, p. 443); 

PAR M . JOSEPH D E R B È S , 

É l è v e d e l ' i n s t i t u t i o n B a r b e t 

Démonstration, i ' ' . S o i t r = 2 ; N est pair, les deux 

nombres cherchés sont ^^ si N est inipair, les nom-
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bres cherchés, c'est-à-dire les deux nombres sont égaux 
ou ne diffèrent que d'une unité. 

Soit r u^ nombre entier quelconque; si a et è dé-
signent deux nombres composants de N , il faut , d'après 
ce qui précède, pour obtenir un produit maximum, que 
ces deux nombres soient égaux ou ne diffèrent que d'une 
unité. Ainsi N pour le produit maximum doit se décom-
poser en X nonibres égaux chacun à /r -h i , et en /• — x 
nombres égaux à i ; de là donc 

.r ( A + I) -f- (r ~ = N = /-A H- X r̂ - 4- ; 
donc 

X ~ v. 

Ainsi X est connu et k — donc le maximum est 

JVote du Rédacteur, Il reste à démontrer pour quelle 
valeur de r ce produit devient un maximum maximorum. 

C E R C L E S O S C I I L A T E U R S E T S U R F A C E S OSCLLLATRICES 

dans les lignes el surfaces da deuxième ordre ; 
PAR IVl. G . D U C O R O Y , 

Officier du (Ténic. 

1. Soit 

a- b-

l'équation d'ime ellipse (coordonnée rectangulaire) ; l'é-
quation générale de toutes les courbes du deuxième de-
gré osculatrices à cette ellipse, au point o/, j ' ^ sera 
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Cherchant Íes conditions pour que celte équalion repré-
sente un cercle, on trouve pour la vakur de m 

ce qui donne la construction connue du cercle oscula-
teur (*). 

2. Soit maintenant 

C ) = 

un ellipsoïde. Soit b l'axe moyen. 
Deux surfaces du deuxième degré qui sont osculatrices 

en un point doivent avoir une intersection plane passant 
par ce point \ en effet, le plan qui passe par deux points 
quelconques de la courbe d'intersection et par le point de 
contact, coupent les deux surfaces suivant deux coniques 
qui ont cinq points communs et qui par conséquent se 
confondent. Toutes les surfaces du deuxième degré oscu-
latrices à l'ellipsoïde (i) sont donc comprises dans l 'équa-
tion 

ix^. y'^ z^ ' ixx' yy' zz' 

^ ^ ' ^ " F X [z — -h /w(r — j ' ) -h « — x')] = o. 
Leur intersection avec l'équation (i) se trouve tout en 
tière dans le plan 

(3 ) z-'z' m [ y — / ) n[x ^ x')z=:o. 

Pour que l'équation (2) soit une sphère, il faut que cette 

C) L'équation de cc cercle, après avoir détermine A, est 

{a-y" a-h' ix" TM. 
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intersection soit circulaire, il faut par conséquent que le 
plan (3) soit parallèle à Taxe moyen; donc m = o. 

On t rouve alors 

Remarquons que ces deux valeurs de n sont précisément 
celles qui donnent les deux sections circulaires. 

Cela posé, on trouve aisément le rayon de la sphère, 
qui est précisément le même que celui des cercles oscu-
lateurs à la section principale [x, z) au point (x'j z'). 

On obtient ainsi 

P ¡Te' 

Les quatre ombilics d'un ellipsoïde se réduisent à deux, 
si a = è. 

3. Des deux valeurs de x' ei z' on tire 

a^ ^ b' b''-^ c' =: r. 

C'est le lieu des ombilics de tous les ellipsoïdes homofo-
caux à l'ellipsoïde donné, ce lieu est une hyperbole ho-
mofocale aux sections de ces surfaces par le plan des xz. 

On fera exactement les mêmes recherches pour les au-
tres surfaces du deuxième ordre. 

4. La méthode donnée plus haut pour trouver le 
cercle osculateur de Tellipse ne s'applique qu'aux courbes 

C) Ainsi la sphère osculatrice n'existe que pour quatre points, sawÎF 
les ombilics, TM 
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du deuxième degré 5 mais il existe une propriété du cercle 
qui permet d'écrire immédiatement l'équation du cercle 
osculateur en un point d'une courbe quelconque sachant 

(i-^P'Y que son rayon p = • 

Soit un cercle O, DC une tangente fixe, M un point 
quelconque de la courbe, MD la perpendiculaire sur 
cette tangente, on a 

M C 

M D 
= M E = M F = : 2 R . 

Si le cercle O est osculateur en C à une courbe quelcon-
que au point o:', on aura donc pour son équation 

ou dx d'X 

[œ ^ (x ~ 2 l (t 4- P^). 

qu'on peut mettre, si Ton veut, sous la forme de déter-
minant 

o dx' dy 

^.{dx''-»r d/') dx ' d'x' 
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NOUVELLE CONSTitliCTWN 
des axes d'une ellipse au moyeu d'un système de diamètres conjugués sans 

tracer la courbe -, 
PAR M. S O M O F F , 

Proiesscur à l'université de Saint-Pétersbourg, 

Il y a déjà plusieurs solutions de ce problème élémen-
taire. Celles de M. Chasles (*), de M. Broch et 
celle qui se trouve dans la Géométrie des courbes de 
M. Bergéry sont les plus simples. Je présente ici une 
nouvelle solution qui, étant aussi simple que celle de 
M. Chasles, repose sur une démonstration directe qui dé-
rive naturellement du procédé bien connu pour tracer 
une ellipse par points au moyen d'un système de diamè-
tres conjugués. 

Soient AB et CD les diamètres conjugués d'une ellipse 
dont on veut trouver les axes. Menant par le centre O de 
Tellipse une perpendiculaire à AB, portons sur cette 
droite deux longueurs OE et OF égales au demi-diamè-
tre OA. Joignons ensuite les points E et F par des droites 
avec l'extrémité C du second diamètre, et menons OH et 
OG parallèlement à CF et CE. H est sur CE et G sur CF. 
Cela fait, on trouve que OH OG et OH — OG sont les 
grandeurs des demi-axes, et les bissectrices de Tangle 
HOG et de son supplément HOG' sont respectivement 
les directions de ces axes. 

C*) Apcrcu historique, cic., note 25. 
Journal de Creile, t. XL. 
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LIEU G É O N F I T R I P E , 

PAU M. LENGLIER, 
Professeur au lycée de Versailles. 

On donne une ellipse ou une hyperbole dont AB est 
Taxe focal et F le foyer le plus voisin du point A j par ce 
point A on mène une droite quelconque qui rencontre la 
courbe au point C , et on la prolonge d'une quantité CD 

telle, que ^ == ^ ^ ^ étant une quantité donnée^ -, puis 

on tire FD et BC qui se coupent en E , et Ton demande 
Je lieu des points E quand AD prend toutes les positions 
possibles autour du point A. 

Nous allons résoudre là question en supposant que la 
courbe donnée IK soit une courbe quelconque définie ou 
non géométriquement. Les trois points A ,F ,B étant assu-
jettis à la seule condition d'être en ligne droite, la trans-
versale CB donne dans le triangle ADF 

DE X FB X AC = FE X AB X CD, 
d'où 

DE _ ^ ^ CD 
ÊF ~ FB ^ AC' 

AB . A ^ A ^^ 
— est constant, et il en est de meme de — ? car r B AL. 

AD m 
AC 

donne 
CD _ w — 
AC n 

DF 
Donc — e s t aussi constant, et il en sera de même de EF 
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^ ^ ^ ^ ou de Donc le lieu cherché est homotîié--
Jiir FE 

tique du lieu des points D par rapport au point F . Le lieu 
des points D est honiothétique de la courbe proposée par 
rapport au point A. Donc le lieu cherché est aussi homo-
thétiquc de cette dernière. Comme les trois centres d'ho-
mothèse doivent être en ligne droite et que de plus C et 
E sont des points homologues, le troisième centre est le 
point B. C'est ce que l'on peut voir aussi directement; 
car la transversale AD donne dans le triangle CDE 

BE X FD X AC = CB X FE X AD, 
d'où 

BC"" FD ^ AC* 

Or le second membre est constant, donc le premier l'est 
aussi. Si le point B est à l ' infini, ou si l'on mène CE pa-
rallèle à AF, le lieu cherché sera une courbe égale à la 
proposée, car on aura 

AF AD ^ « ' 
d'où 

EC constante, 

et l'on sait que si par les différents points d'une courbe 
on mène des droites égales et parallèles, le lieu des extré-
mités de ces droites sera une courbe égale à la première. 

Logocyclique. Les définitions (janvier et février) sont 
d'une défectuosité flagrante. F et A sont deux points fixes, 
A Y une perpendiculaire sur FA ; menons une droite 
quelconque par F rencontrant la perpendiculaire en T ; 
prenant sur cette droite TR — TR' , les points R et R ' ap-
partiennent à la logocyclique et sont dits léciproques^ 
décrivant une parabole ayant F pour foyer et A pour 
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s o m m e t , on a les propriétés énoncées (p. 2 8 ) . C'est la 
même courbe que la strophoïde de M. Montucci (t. V, 
p. 4 7 0 ) . 

NOTE SUR LES ÉPICYGLOIBES ^ 
PAR M. DIEU . 

Professeur à la Faculté de Lyon. 

La théorie des épicycloïdes a une grande importance, 
en raison de ses applications au tracé des engrenages ; 
ainsi, dans les engrenages à flancs, les plus employés de 
tous, ce sont des arcs d'épicycloïdes qui terminent les 
profils des dents des deux roues, si l'engrenage est réci-
proque, ou seulement de la roue conductrice, si l'engre-
nage est simple, et, dans les engrenages à fuseaux, les 
profils des dents de la roue conductrice sont des déve-
loppements d'épicycloïdes. Cette théorie a donc attiré 
l'attention d'éminents géomètres , et nous devons craindre 
que le mode de constructiou de la développée qui fait 
l'objet de cette Note ne soit pas nouveau^ cependant nous 
le livrons au jugement des érudits et des dessinateurs : les 
premiers décideront s'il est original, les derniers nous 
sauront peut-être gré de le faire connaître, ou de le rap-
peler, s'ils veulent bien s'aséurer par quelques essais de 
l'extrême facilité et de la grande exactitude qu'il procure. 

Soient (O, OA) le ceixle fixe, (C, CB) le cercle rou-
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lant dans une de ses positions, où il touche en B le pré-
cédent, D le point diamétralement opposé à B, et M le 
point décrivant. 

Voici la règle très-simple de construction du centre de 
courbure : 

<( Prolongez OD de D E = OA , tirez ME, et menez du 
» point O une parallèle à ME, qui va rencontrer en N le 
» prolongement de la normale MB; le point N est le 
» centre de courbure correspondant à M. » 

Cette règle convient aussi bien aux épicycloïdes inté-
rieures qu'aux extérieures, et la démonstration est la 
même pour ces deux genres ; nous considérerons le se-
cond. 

En prenant l'axe des x suivant le rayon du cercle fixe 
qui passe en A , lorsque M s'est trouvé sur ce cercle, si l'on 
désigne par R , r les rayons OA, CB, par n le rapport 

— 9 et par cp l'angle BCM , les deux équations 

i R cos/zcp-h 2/2 sin - sin ( + - I Q) , 

( 0 ^ L ^ ^ I 
r = R sin nts} — 2« sin ^ cos (/z 4- - ) y 

représentent la courbe. De ces équations et de la formule 

dx d^ ' d(f 
on tire 

de laquelle il est facile de conclure que la normale en M 
passe par le point de contact B. 

dy Mettant ces valeurs d e x , y , en fonction de 9 , 
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dans l 'équation générale connue 

on a pour la normale 

>5 — R sin cp 4- ( ^ — R cos « (p). cot -f- <p = Q, 

et en dérivant cette équat ion par rapport à 9 considérée 
comme seule variable , il vient 

2 Az R sin - • sin f H — ® -h ( 2 -h 1 ) ( Ç — R cos /? tp ) = o , 

qui achève de déterminer le centre de courbure. Ces deux 
équations donnent, pour les coordonnées de ce centre, les 
formules 

1 r 2 . cp . / I \ ~ J Ç = R cos/?tp sin - sm « -4- - cp ? ] L ^ 2/?-f-l 2 \ ^J j 

sm « cp -
2 /? . Q 

sm - cos { 
2 /z -f-1 2 

dont la comparaison avec les équations (i) montre que la 
développée est une épicycloïde. [Afin de le reconnaître 
avec précision, on déduit des équations (t) et (2), les 
carrés des rayons vecteurs OM et O , ( Î , vî) ; le rayon du 

R cercle fixe de la développée = ^^ ^ ^ ? et le rapport de 

l'autre rayon à celui-là est n , comme pour la proposée.] 
Des quatre équations (i) et (2), on tire 

4 ( « H-1 ) R sin - sin « -h -
- I 2 X 2 

n — Y =z -—i ^ R sm - cos ( « 4 - - <P , 2/2 -f-I 2 \ 2 ; • ' 

e t , par c o n s é q u e n t , en désignant par p le rayon de cour-
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bure, il vient 

p î _ + 4 £ l i ± R ) 1. 

2/î + i 2 ar + R 2 

Enfin, comme ± 2 r s in^ = MB, on a 

„ „ . MB .06 

dont notre règle n'est que la traduction en langage ordi-
naire; cette règle est conséquemment démontrée. Si Ton 
convient d'appeler MB la normale en B à l'épicycloïde, 
la formule précédente conduit encore à cet énoncé : 

<( Le rayon de courbure et la normale en chaque point 
» d'une épicycloïde sont dans un rapport constant, qui 
» surpasse de i celui des rayons du cercle fixe et du cercle 
» roulant. » 

Il suffit de changer — n , —y, — m dans toutes 
les formules précédentes, pour avoir celles qui se rappor-
tent aux épicycloïdes intérieures. 

Nous n'avons besoin de rien ajouter sur le tracé des 
épicycloïdes (engrenages à flancs). Quant au profil d'une 
roue conductrice dans les engrenages à fuseaux, il est 
bon de faire remarquer que deux manières de procéder 
se présentent ; i®. On peut décrire par points une partie 
de l'épicycloïde qui donnerait le profil, si le cercle qui 
représente celui d'un fuseau se réduisait à son centre, 
puis chercher (par la règle) les points correspondants de 
la développée, et enfin diminuer tous les rayons de cour-
bure du rayon des fuseaux. On peut aussi décrire 
immédiatement par points la développée, épicycloïde 
dont le cercle fixe el le cercle roulant se construisent sans 
difficulté, puis, N étant un de ces points, chercher M par 
la règle inverse ; enfin, diminuer MN du rayon des fu-
seaux, etc. 
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Pour le tracé des profils épicycloïdaiix, les cercles os-

culateurs ont un très-grand avantage sur les cercles tan^ 
gents généralement adoptés d'après M. Poncelet. [Feu 
M. Savary a proposé F emploi du cercle osculateur dans 
ses cours à TÉcole Polytechnique. Y donnait-il la con-
struction du centre de courbure que nous indiquons? 
Nous n'avons pu nous fixer à cet égard; mais il nous 
semble que s'il l'avait donnée, l'usage des cercles oscu-
lateurs aurait prévalu. ] f)ans la plupart des cas, les cer-
cles tangents diffèrent beaucoup trop des cercles oscu-
lateurs respectifs, pour ne pas s'éloigner très-sensible-
ment de l'épicycloide, même fort près du contact, et, 
p ^ conséquent, on doit en employer beaucoup plus pour 
tracer un profil avec' assez d'exactitude. Il est facile de 
justifier cette assertion , en discutant la dernière expres-

J J M B . O B , 
sion de p, oon second terme —ÔD~ " ^̂ ^ ^^^ ^^ 

néral très-petit par rapport au premier MB, et peut même 
en approcher beaucoup. 

En effet, i® si OB > CB, ce qui est le cas du profil 
d'une roue engrenant avec un pignon, on a OD 3 0 B , 

par suite ? ^ î i ^ o u B N > i M B , et la différence OD—OB wU 0 
peut être fort petite, de sorte que BN soit très-voisin de 
MB 5 si OB CB, ce qui est le cas du profil d'un pi^ 

gnon , on a OD > 3 OB, par suite BN < ^ MB, mais BN 

peut être très-près de cette limite supérieure. Or BN est, 
pour ainsi dire, l 'erreur sur le rayon du cercle que l'on 
prend, au lieu du cercle osculateur. 

Ann. de Maihémal., t. XIX. (Avril i86o.) 
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NOTE 

Sur la question proposée comme sujet de composition mathématique 
pour l'admission à l'École Polyleclmîque en 1 8 5 7 ; 

PAR M. CH. BOURGEOIS. 

La question doni il s'agit était énoncée dans les tenues 
suivants : 

Trouver le nombre des racines réelles qu admet Vé-
quation • 

jc — A sin .r 4 - B 

pour chaque système de valeurs des coefficients A eí^^^ 
et effectuer la séparation de ces racines. 

Application à V équation x=3i42sinx-j-i57. 

Deux solutions de cette question ont été données dans 
le tome XVI de ces Annales (p. 876 et 43o). La pre-
mière solution laisse beaucoup à désirer au point de vue 
théorique, et Fauteur ne traite l'application numérique 
qu'après avoir fait subir aux coefficients donnés une pro-
fonde altération. La deuxième solution a l'inconvénient 
de ne pas rattacher la question d'une manière suffisante 
aux principes fondamentaux de l'algèbre. Il ne s'agissait 
pas eiTectivement, pour les candidats, de résoudre un 
problème y mais seulement d'appliquer les théorèmes 
connus relatifs à la variation des fonctions. 

On obtient une solution fort simple de la question en 
suivant la marche tracée par M. J .-A. Serret dans un 
article qui fait partie du t. V des Annales de VObserva-
toire impérial, et qui est intitulé : Note sur Véquation 
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dont dépend Vanomalie excentrique et sur les sériel gui 
se présentent dans la théorie du mouvement 
des corps célestes. J'exposerai ici cette solution en peu. 
de mots, afin de f)résenter aux candidats le type de la ré-
ponse qui leur,était demandée. 

Solution. Remarquons d'abord que Ton peut toujours 
supposer A positif*; en effet, si le contraire a lieu, et que 
Ton fasse 

A = — A ' , B = 7r — B , —jr', 

l'équation à résoudre deviendra 

x' — k' x' . 

Cette équation transformée est de même forme que la 
proposée, et le coefficient A! est positif. 

Cela posé, nous ferons 

(1) j ^ x — Asinx-^h, 

et en désignant par y ' la dérivée de y^ on aura 

(2) y = i — A c o s . r . 

Nous distinguerons les trois cas A < ^ i , A = i , A > i . 
1°. Si l'on a A<C I5 la dérivéey' est constamment po-

sitive, donc y est une fonction croissante; par suite l'é^ 
quation proposée 

J = o 

ne peut avoir qu'une seule racine réelle. D'ailleurs cette 
racine existe eifectivement, puisque Ton a 

r == — 00 pour X = — 00 , 
r = 00 pour x=z-j-cc . 

Si l'on a A = I , la conclusion précédente subsiste ^ 
9-
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Patron (2) donne 

y = 2 sin^ ~ x ; 

la dérivée peut s'annuler, mais elle n'est jamais néga-
tive, en sorte que la fonction y est croissante, comme 
dans le cas de A i . 

3°. Si l'on a A > I, on peut faire A == a dési-' ^ cosa 
gnant un arc compris entre o et les équations (i) et (2) 

deviennent alors 

/ 7 . x sin of ^ (i ùis) r — x B, ' cos a 

, , , cos X {2bis) y= i ^ ^ cos a 

Soit K un entier arbitraire positif, nul ou négatif, et fai-
sons croitre'x depuis 2R7r — «jusqu'à 2(K-i- i )7r — a . 
Dans l'intervalle de j: = 2X71 — oc a x = 2K7T -f- a , la 
fonction y est décroissante, car la dérivée est alors 
nulle ou négative; au contraire, dans l'intervalle de 
x = 2 K 7 r - i - a à X = 2(K 4 - 1 ) 7 : — a , la fonction 
est croissante, car la dérivée y est nulle ou positive. 
L'équation proposée ne peut donc avoir qu'une seule 
racine entre sK t t — « e t 2 X 7 : 4 - « , et une seule entre 
2K7:-ha et 2 ( K - h i) 7r — a. Il est facile de reconnaître 
si ces racines existent effectivement. 

Posons 

(4) i U i l - ^ = 

n ein' étant des entiers positifs nuls, ou négatifs, / et 
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des fractions inférieures à Tunite et positives ou nulle», 
on aura 

^ = 27r (K — « -4-y) pour X •=. aK-TT — a, 

J = 2 7 r ( K — « ' + / ' ) pour ¿c = 2K7rH-a, 

J = 2 7 r ( K - l - i ~ / i 4 - / ' ) pour JC = 2(K~hi)7r — a; 

donc pour que l'équation (i) ait une racine entre 2 Ktt — a 
et s K t t -h a , il faut et il suffit que K soit l 'un des nom-
bres w -i- I , Az -h 2 , . . . , ni— I . On ne peut jamais 
avoir n ' m a i s si il n'existe pas de racines 
entre sK t t — « et 2K7r H- a . Pareillement, pour qu'il y 
ait une racine entre sKt t 4- « et 2 (K -4- 1)7: — a , il faut 
et il suffit que K soit l 'un des nombres w — 1, n , nH-i,»'*? 
n '— 1. 11 résulte de là que l'équation proposée a 

2 -/e) H-I 

racines réelles dont la séparation est évidemment effec-
tuée par ce qui précède. Cette conclusion subsiste si l 'une 
des fractions f oxx f est nulle; seulement dans ce cas 
l'équation proposée a deux racines égales. 

On peut abréger le calcul des nombres n et n' lorsque 
4 e s t un grand nombre; car l'on a 

. / TT a = sin a 2 \2 
\ . 

lsin3 a 

et comme sm ( - — a I = -- 5 on aura 
A. 

en outre, 

tang a = I =r A -f- (v^A'—i — A) = A — 
A s/A'— I 
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on peut donc écrire 

« o,25 - f - i - -f- — - h . . 
2n \27rA l27rA' J 

2 7 r ( A H - V ' A ^ — I J 

^ B-+-A . / I — 0,25 4- ( 27r \27r* 2 TT A 1 2 7r Â  
I 

27r(A+ s/A'—I) 

A étant un grand nombre, les deux dernières parties de 
ces formules n'influeront pas sur les valeurs des parties 
entières AÎ et on aura donc avec une exactitude géné-
ralement suffisante 

(5) 

(6) 

Application. Dans l'exemple proposé on a 

A = 3I42, B=zi5^. 

Les formules (5) et (6) donnent 

= 474,82; 
-H 523,80. 

Avec les formules (3) et (4) on aurait eu 

—474,82; 
524,81 ; 

donc /i = — 474, n'= 525 , n'— ?i — 999 ; le nombre 
des racines de 1 équation proposée est donc 

2 (n'-^ n) -t 1 = 1999. 



RGiWUËS SUR L'4RTICLG DE LA PAGE (<2; 
PAR M. LE BESGUE. 

1. La démonstration par laquelle on prouve dans l 'ar-
ticle de la page 112 de ce volume, que cinq nombres con-
sécutifs ne peuvent avoir un carré pour produit, peut 
aussi montrer que ce produit ne saurait être un cube. 

Pour cela, il suffit de changer dans les systèmes (1) à 
(6) , a ' , b', e' en B% C% D% E ^ Il en résulte 
les six équations suivantes : 

qui toutes rentrent dans l'équation 

± Qj" z^ 

démontrée impossible (Legendre, Théorie des Nombres, 
t. II, p. Il faut remarquer que y j^ut être positif ou 
négatif. 

2. Les 22 dernières lignes de l'article page 112 con-
tiennent une seconde démonstration de ce théorème . 
Cinq nombres consécutifs ne peuvent avoir un carré pour 
produit. Il eût été naturel de la supprimer comme moins 
simple et moins directe que la première. 11 eût fallu sur-
tout n'y pas laisser les fautes suivantes, qui la rendent 
presque inintelligible. 

Page 1 l i g n e au lieu de ainsi, lisez : ainsi qu'il 
suit. 

Ihid, ligne 18 , ajoutez : excepté pour a = i. 
Ibid, ligne 24, changez : en 
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Page 115, ligne 2, changez : conformément en contrai-

rement. 
Ihid, ligne 4? mettez : Ton au moins des deux nom-

bres, au lieu de Tun des deux nombres. 
Ces corrections faites, chacun rétablira facilement la 

démonstl-ation. 

THÉORÈME SUR LES COURBURES DES LIGNES; 
PAR M . O . B O K L E N (DE SÜLZ, WURTEMBERG). 

1. Étant donnée une ligne quelconque sur une surface, 
p' étant le rayon de courbure de la ligne, désignons par ç 
l'angle que son plan osculateur fait avec le plan tangent 
de la surface, par a l'angle que la ligne fait avec une ligne 
de courbure, par R et R' les rayons de courbure princi-
paux ; on a 

1 * ^ ( ^ sin r̂t 

Pour le démontrer, soit p le rayon de courbure de la 
section normale de la surface qui passe par la tangente 
de la ligne; on a , d'après les théorèmes connus d'Euler 
et de Meunier, 

1 coŝ  « sin'iï , 

donc, etc. 

2. Le rayon de courbure p' de la ligne est donné ici 
par quatre variables <p, a , R et R'; supposons, par exeni-p 
pie, que dans une certaine ligne (f soit une fonction donnée 
de p', l'équation 

cos-« sin-rt 
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exprimera toutes les lignes sur les surfaces où Tanglè du 
plan osculateur de la courbe et du plan tangent à la sur-
face est une fonction donnée du rayon de courbure de la 
ligne. 

Si cet angle est constant, on a 

I / c o s ^ a s i n ' a \ 
(3.) 

et si la constante dans cette équation est égale à l 'unité, 
nous avons 

, , , I c o s ' a sin'fl 

cette formule se rapporte aux lignes géodésiques, dont le 
plan osculateur est normal à la surface, c'est-à-dire oii 
l'angle f est égal à 90 degrés. 

Pour montrer l'application de cette équation, prenons 
le cas des lignes géodésiques slir l'ellipsoïde ; ici on a en 
coordonnées elliptiques 

En substituant ces valeurs dans l'équation (4), on trouve 
après quelques réductions 

1 _ d P i z z i f c 

D'après M. Liouville, on a 

fx̂  cos' a V- sin- a =: const. ; 

D = —/x-) ' , sont les demi-diamè-
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1res de rellipsoïdc, parallèles aux ligues de courbure; 
donc nous avons 

= const. 
P 

pour les lignes géodésiques de l'ellipsoïde. 

3. Dans les surfaces où R el R' sont de même signe, 
d'après l'équation (i), p' ne peut pas devenir égal à l 'in-
fini, et par conséquent trois points consécutifs d'une 
courbe sur ces surfaces ne sont jamais en ligne droite. 

Mais dans les cas où R et R' sont de signes différents, ~ 
est égal à zéro, si 

tang 

4. Dans les surfaces développables, les formules pré-
cédentes se simplifient remarquablement; on a alors au 
lieu de (i) 

(5) 

et pour les lignes géodésiques 

5. Soient X , Y, Z les quotients dilféienliels de 1 é-
quation 

f i x . y , z) = o, 

on a pour les lignes géodésiques 

( Y r/2 — Z dy) d'o: -h ( Z dx -f-X dz) dy -h{Xdr'~Ydx)d'z=:o, 

cl pour les lignes de courbure 

iYdz~-Zdr)dX-i--i/.dx--Xdz)dY i-\ XdY~--Ydx)riZ — o, 
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Désignons, pour abréger, ces deux équations par 

J = o, r = Oi 

M. Joachimsthal a prouvé (*), en employant une for-
mule de Jacobi, que Ton a 

^ dXd.x-^^dYdjr-i-dZdz X'-h Y'-h Z' 

dx'-h dy'-^ dz" 

Supposons que 

( 7 ) = C 
soit une intégrale de cette équation différentielle, C est 
une constante, . . sont certains paramètres, par 
exemple : les diamètres de la surface qui sont parallèles 
aux tangentes ou aux tangentes conjuguées des lignes 
géodésiques et de courbure auxquelles l'équation (7) se 
rapporte; des rayons de courbure de sections normales 
qui passent par ces tangentes \ des perpendiculaires abais-
sées du centre sur ees tangentes ou sur les plans tan-
gents; des distances polaires (Journal de M. Liouville, 
t. XIII , p. 4*5), etc. Comme l'équation (7) représente 
en même temps les lignes de courbure et les lignes géodé-
siques, elle doit établir la liaison intime qui existe entre 
ces deux^espèces de lignes ; et Ton pourra en général dire, 
du moins dans tous les cas où il n'y a pas d'autres para-
mètres dans l'équation (7) que ceux que je viens de 
citer, que la constante ala même valeur pour toutes 
les lignes géodésiques qui sont tangentes à la même 
ligne de courbure. Maintenant nous pourrons distinguer 
plusieurs espèces de surfaces : 

i" . Surfaces où à chaque ligne de courbure convient 
une valeur spéciale de C, différente des autres. 

(*) Nous nous proposons do donner cette démonstration. I'M. 
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Une ligne géodésique ne peut être tangente qu'à uile 

seule ligne de courbure ; elle coupera toutes les autres 
qu'elle rencontre. Pour toutes les lignes géodésiques qui 
sont tangentes à la même ligne de courbure dans les points 
où elles rencontrent une autre ligne de courbure, la con-
stante C aura la même valeur dont nous avons Féquation 

qui établit des rapports entre les paramètres p^ p ' , • . • et 
Pe 'Pùi ' * ' pour les points de rencontre. 

Si la surface a un ombilic, ce sera de même une valeur 
particulière de C qui lui correspond ; donc toutes les lignes 
géodésiques qui passent par un ombilic couperont les li-
gnes de courbure sans toucher aucune d'elles. Prenons, par 
exemple, une surface conique et développons-la dans un 
plan. Les lignes de courbure se changeront en cercles 
concentriques et les lignes géodésiques en droites, et 
comme une droite ne peut toucher qu'un seul des cercles 
concentriques, et qu'elle coupe tous les autres cercles, les 
lignes géodésiques sur les surfaces coniques ne touchent 
qu'une seule ligne de courbure et coupent toutes les autres. 

Surfaces où une même valeur de C correspond à 
deux lignes de courbure. 

Chaque couple de telles lignes divisera la surface en 
trois parties ou zones , Z , Z', Z'^, dont elles enferment la 
moyenne Z^ Toutes les lignes géodésiques qui touchent 
la première ligne de courbure traverseront la zone TJ en 
coupant toutes les lignes de courbure qui s'y trouvent, 
puis elles toucheront la seconde ligne de courbure qui li-
mite cette zone, et après elles parcourront une seconde 
fois cette zone, et ainsi de suite, en y formant des tours 
innombrables qui sont limités par les deux lignes de 
courbure. Si ces surfaces ont des ombilics, elles en au-
ront en général quatre, auxquels convient la même va-
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leur de C ; toutes les ligues géodésiques qui partent d'un 
même ombilic se coupent dans un autre ombilic. Voici 
des exemples de ces surfaces : la sphère, Fellipsoïde, les 
hyperboloïdes-, les surfaces de révolution qui sont symé-
triques par rapport à un plan équatorial, perpendicu-
laire à Taxe de révolution, et en général aussi les autres 
surfaces qui sont symétriques pac rapport à un pla^h. 

3®. Si la même valeur de C convient à plus de deux li-
gnes de courbure, on ne pourra en général dire que les 
lignes géodésiques sont enfermées dans des zones limitées 
par deux lignes de courbure seulement ; mais il peut ar-
river que la même ligne géodésique touche trois ou plus 
de lignes de courbure. Développons, par exemple, une sur-
face développable dans un plan, l'arête de rebroussement 
se changera en une courbe plane ; les tangentes de cette 
courbe et celles des courbes parallèles qui coupent ortho-
gonalement les tangentes à l'arête de rebroussement, sont 
les transformées des lignes de courbure, des lignes droites 
tracées dans le plan sont les transformées des lignes géodé-
siques. Or il arrivera souvent que les droites touchent trois 
ou plus des courbes parallèles, et dès lors on conclura 
que dans une surface développable les lignes géodésiques 
peuvent toucher trois ou plus de lignes de courbure {*). 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 3 6 
(voir t. XVII, p. 186) ; 

PAR M M . L , B R A U L T , L A Q U I È R E , E . R A G O N N E A U , 

M A R Q U E T ET D A L I C A N . 

Quelle est l'enveloppe de la droite dont la somme des 
carrés des distances à deux points fixes est donnée? 

(*) Je ne sache pas que ces belles relations de contact entre les ligne» 
géodésiques et de courbure aient déjà été signalées. TM. 
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Soient A , B les deux points donnés. Prenons AB pour 

axes des x , et pour axe des y une perpendiculaire élevée 
sur le milieu de AB. Appelons 2c la distance AB. 

L'équation de l'enveloppe s'obtiendra en éliminant a 
et b entre les trois équations suivantes : 

(1) , jr=zax-\^-h, 

(2) b ' ) ^ k ' i^a '^ 

La première équation est l'équation d'une droite quel-
conque-, la deuxième exprime que la somme des carrés 
des distances des points A et B à cette droite est égale 

/i^; enfin, l'équation (3) n'est autre que 

to' a o'b 

quand on suppose les équations (i) et (2) ramenées à la 
forme 

f[xyy,a, b)~o, cp , = o. 

L'élimination est assez simple et donne pour résultat 

(4) 2(2^-'— — 

Discussion, 

Dans ce cas l'équation (4) représente une ellipse. Les 
demi-axes sont 

i \ a — —•> 
(5) ' 

26-
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Les foyers se trouvent sur l'axe des leur distance à 

i'orîgîne est égale à la distance des points A et B à cette 
même origine. ' . 

— A-̂) = o. 

L'équation (3) nous donne x = : o , c'est-à-dire Taxe des 
J , ou plutôt une portion de l'axe des y. L'analyse devait 
conduire à ce résultat. Supposons en effet 2 c®—Â  différent 
de zéro : — s. Nous rentrons dans le cas précé-
dent. Le lieu est une ellipse dont le demi grand axe est 

-4=9 et dont l'autre (5) tend vers zéro avec s. A la limite 
V2 
(e — o) Fellipse se réduit à son grand axe; nous avons là 
une sorte ellipse é\>anouissanie. 

Or à toute ellipse on peut mener deux tangentes pa-
rallèles à une direction donnée. Considérons donc une 
certaine direction et une ellipse, correspondant à une 
certaine valeur de e. Nous trouverons toujours deux tan-
gentes à cette ellipse, parallèles à la direction considérée. 
Chacune de ces tangentes sera d'autant moins éloignée 
du sommet le plus voisin du grand axe, que s sera plus 
petit. Ces distances convergent vers zéro avec e. Nous 
sommes donc, par ces considérations, amenés à ceci : que 
toute droite passant par les points 

X o , X ~ o y 

_ _ __ h __ 
V'2 ' \/2 

est telle, que la somme des carrés des distances des points 
A, B à cette droite est égale à C'est ce qu'on peut vé-
rifier directement. 

3^ 
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L'équation (4) représente une hyperbole rapportée à 
ses axes. L'axe imaginaire est dirigé suivant Taxe des x, 
La distance des foyers à l'origine est égale à c. 

APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES 
DU SECOND ORDRE 

[TOir tome XVIII, page 407 (*)]; 
PAR M . P A I N V I N , 

Docteur ès Sciences. 

CHAPITRE IV. 
PROPRIÉTÉS DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 

§ — Centre, — Plans conjugués, — Polaires 
réciproques, — Génératrices rectilignes. 

1«. Centre. 
X X X 82. Représentons par les coordonnées du X4 A.4 X4 

centre de la surface ayant pour équation 

¿ 7 , , H - 4- «33.-̂ 3 + I 
(1) (P = ^ -f- -4- 2^7,3 ,̂ .r. + .7:4 / = o ; 

-f- 2 r723 JO; -+- X., Xi 1 â ^ jĉ  J 
on sait que les coordonnées du centre vérifient les équa-
tions 

1 ^ — X , - h « 1 2 X , « 1 3 X 3 H - « , 4 X 4 = o , 
2 a.T, 

( 2 ) i = a , , X , - h - a , j X - j - h <2,3 X 3 4 - «24 X 4 = o , ^ ^ ' 2 dXj 

^ 1 ^ — rtr^, X , - + - « 3 2 X 2 - f - ' « 3 3 X 3 «34 X 4 = o . 
\ 2 dr, 

(*) La fin du chapitre III incessamment. 
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Ov le (liscriminanl 

A = 

«n «13 «M 
«2Í «22 «24 
«31 «3-' «33 «3 4 
«H ^i' «43 «44 

donne identiquement 

(3) 

« M c/«4. i/«4 2 

da,, 
dà 

+ nr. 

« 3 - «32 

r/«4 2 
dà 

1 — ' 
« « 4 3 

^A 
5 "3— • 

« « 4 3 

^A 
da,, 
dà 

«14 — da^^ 

d^ 

I a comparaison des systèmes d'équations (2) et (3) nous 
fournit inïmédi a tentent les coordonnées du centre 

\ da^, da^^ da^^ da^^j 

La surface, rapportée à son centre, aura alors pour équa-
lion 

au^^i-h 4- «33 --h 2 «,2 .r, -f- ii «13 -4- 2a^̂  x^ 
A 

dA 

da,. 

< = o. 

83. Si l'on regarde le premier membre de l'équation (i) 

comme une fonction des variables —9 ~ et qu'on y 

X X X remplace ces variables par —S —% la fonction ac-X4 X4 X4 
querrá, en général, une valeur maximum ou mini-
mum. 

Ann. de ñíalhémat., t. XIX. (Avril 1860.) tO 
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Or on a , d'après le principe des fonctions homogènes, 

do do d(û dfD 
^ dx^ dxt dx. dx^ 

En désignant par <ï> la valeur de (p lorsqu'on y fait 

Xr=zlir 
O Ù 

r — 1 , 2 , 3 , 4 » 

il viendra, eu égard aux relations (2), 

D'un autre coté, 
1 d^ ^ T ^ ^ -+- 4̂3 X3 -f- Û44 X^̂  2 dX^ 

ou, d'après les valeurs (4) , 

r rf^ d^ d^ dà f/A _ _ _ -, a,t h «43 -i h <̂44 -1— = 2 0X4 «¿74, dâ -2 da î dâ ^ 

Par suite, la fonction que nous considérons, c'est-à-dire 

^ ç, aura pour valeur, dans ce cas, 

(6) X! d^ 
da., 

En appliquant les règles ordinaires du calcul des va-
leurs maxima et minima, on constate facilement que la 

fonction ^ (j> n'obtient de telles valeurs que lorsque cette 

fonction, égalée à zéro, représente une surface apparie^ 
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liant au genre ellipsoïde; et alors 

Il y a maximum y si — — o , 

il y a minimum , sî —— > o . 

84. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé im-

plicitement différent de zéro; sans quoi les équa-

tions [ i ) n'admettraient plus une solution finie et déter-

minée. 
Si le centre est sur la surface, on a , d'après Féqua-

tion (6), A = o , et réciproquement; la surface alors est 
un cône. 

L o r s q u e - ^ est nul, il faudra distinguer les deux cas 

suivants : 
A est différent de zéro; les relations d'identité du 

chapitre nous montrent qu'une au moins des quanti-
, d^ dà d^ tes-—9 -—9 - — e s t diiierente de zéro : le centre est a da^i da^i da^-i 

l'infini. 
« A 1 1 1 , , dt^ dt^ d;^ A est nul; alors les quantités -—? --—, - — sont 

da^, da^, da,^ 
aussi nulles, et il peut y avoir indétermination ou impos-
sibilité. • 

Je n'insisterai pas davantage sur cette discussion. 

Plans conjugues. 

8S.. Si l'on représente par Ai , A j , A | , A«, les demi-dé-
rivées par rapport à Xfy Xj , X3, x,, du premier membre 
de l'équation (x) dans lesquelles on a remplacé—5 —% — 

. X^ X s, Xf, 
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par le plan ayant pour équation 

•• 7 ) .r, A, H- A, 4- A3 4- .r̂  A4 = o 

(ist dit le p/a/i polaire du point ? — > ^ ^ par rapport 

à la surface (p = o; te point ^ —, —, ^ ^ est appelé le pd/e 

de ce plan. 
Trois plans sont dits conjugués lorsque le pôle d'un 

quelconque de ces troi^ plans se trouve sur Fintersection 
des deux autres. 

Soient les équations de trois plans 

iw, 07, 4- 4- ffh 4- W4 y 

72, Xi 4- /?2 -H «3 <2̂3 4- «4 = O, p^ X, -i- p, ^2 4-/?3-^3 -i- PiX^ = 0, 
Si i sont les coordonnées du pôle du premier de 

«4 a4 a, 
•es plans, on devra avoir 

a, 4 - «12 -f- «13 4- «M «4 = fil i ^ 

«21 4 - « 2 2 a 2 4 - « 2 3 « 3 - h «24 «4 = AA?2 , 

« 3 , a , 4 - « 3 2 « 3 « 3 3 ^ 3 4 " « 3 i = W 3 , 

a , 4 - «42 «2 4 - «45 «3 -f- «44 a4 = /W4 J ^ 

et les valeurs de a i , «g, «g, «4, déduites de ces quatre 
équations devront vérifier les deux dernières équa-
tions (8). On obtiendra ainsi deux équations de condi-
tion. On opérera de la même manière pour le second et 
le troisième plan. On trouvera, en définitive, trois équa^-
lions de condition seulement. 

Les trois conditions pour que les trois plans (8) soient 
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conjugués sont données par les relations suivantes : 

« H « i . i « l i m s 
a-n « 2 i « : 4 nti 

« 3 . il . 7 « 3 3 « 3 i m, 
rtu « 4 2 « 4 3 ' « 4 

n. n^ o 

« 1 2 « 1 3 « H 

« 2 2 « 2 3 « 2 4 nf 
« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 4 

« 4 2 « 4 3 « 4 4 fU 
p. P^ O 

a,. « 1 3 

aïs « 2 . y i . 

« 3 i « 3 3 « 3 . P^ 
« 4 1 « 4 1 « 4 3 « U P^ 

m., m. m^ o 

[La suite prochainement,) 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 6 4 
(voir t. XVilI, p. 117); 

PAR M . C R E M O N A , 

Professeur à Crémone (*). 

Soient a , [3 , y, i les distances d'un point quelconque à 
quatre plans donnés; il est évident que l'équation la plus 
générale d'une surface du second ordre circonscrite au 
tétraèdre formé par les quatre plans 

(*) Maintenant professeur.au lycée à Milan. 
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sera 

/jiy -f- wya -f- wap -f- Aâ  + fJtp̂  -h = O. 

Cette surface est coupée par le plan â = o suivant la co-
nique 

¿pymyoL noLp =z o. 

Soient a ' , jS', y' les distances d'un point quelconque du 
plan (5 = 0 aux côtés du triangle (î = o (a = o, |3 == o, 
y z=z o) : triangle fc^rnié par Tintersection du plan â avec 
les plans a , (3 , y ; on a 

a. a's'inaS, p = 7 = 7'sinv(î, 

ott a i est l'angle des plans a = i = o, etc. Donc Féqua-
tion de la conique rapportée au triangle inscrit sera 

/ N 
-h -y—.—^ — o ( Salmon ). a'sina^ 7'sin 7^ 

Les angles du triangle sont |S(îy, y(îa, aâ^ où ¡2ây ex-
prime l'angle que fait l'intersection des faces [i = â = o 
avec l'intersection des faces y = â = o. On sait que la 
conique représentée par l'équation ci-dessus est une cir-
conférence, si l'on a 

l : m : /î = s i n a ^ . s i n : sin^(î.sin7(îa : sin7^.sina^p. 

(Salmon.) 

De même, si les plans a = : : o , / 3 = : o , y = o coupent la 
surface suivant des circonférences, on aura 

/ : u : V = sin^a.sin Pa7 : sin7a.sin^ap : siï ipa.sin7a^, 

f/* : J : l zzz sin^p.sin7fia ; sinap.sin^p7 ; sin7P.sinapi, 
// : A : u. = sin ^7 . sin (xy^ : sin ^ . sin^7a : sin «7. sin p^ti. 

/Soy esl l'angle qui, dans Ténoncé da la question, a été désigné par 
p. 
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De là ou lire imrnédîatemeut q u e w , n , X , f i , v 8 o n t 
proporlionnelles aux quantités 

sina^ . ^ . ^^ 
. ^ " sm Sav. sin poy, 

sin P7 ' ^ " 
sinB^ . , . ^ . sin 76a. sin 7da, sin7a ' ' 
sin7(î . ^ . CV — - sm 07 8. sin ad 8, smap I ? 
sin 87 . ^ . . ^ [ sm a8^. sin a-yi, sin (X.S ^ ' 

sin7a . , ^ . ^ ^ 

sinaS . Sin —^sin7ai.sin7P^, 

<;e qui démontre le théorème de M. Prouhet. 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 6 5 
(voir t. XVIU, p. 117); 

PAR M. C R E M O N A , 
Professeur à Crémone. 

Soient «1 71 quanti tés quelconques; a une 
racine primitive de T équation binôme 

x" — 1 o, 
et 

«1 ar -H «2 -H . . . -h • 

en supposant = <x', 
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Multiplions entre eux les deux déterminants 

« 0 « 1 ih. . . 
a, « 3 - • • « 0 

D = « 2 « 3 « 4 . . . « 1 

an- 1 « 0 . . . 

1 I 1 . . . I 

I ÛTI 

A = I 
M—1 

En exécutant la multiplication par lignes, les colonnes 
du déterminant produit deviennent divisibles respective-
ment par , 02,. • • 5 9 ^ 

I I i . . . 

I a _ . . . a 

/i—1 

1 a , a , . . . a , 

Or le déterminant du second membre est évidemment 
n {n —i) 

égal à (— i) ' A ; donc 

Ce théorème, mentionné par M. Michael Roberts 
(Nouvel/es Annales^ cahier de mars i S i p , p. 87) est de 
M, Spottiswoode [Journal de Creile, t. LI) ; la démons-
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tra tion ci-dessus m'a été communiquée par M. Brioschi, 
et je l'ai publiée comme lemme dans une petite Note In-
torno ad un teorema di Abel {^Annali di Tortolini, 
i856). 

En supposant 
= rdy 

il s'ensuit 

nd 

et 

donc 

pour n — i 

(/2 — l) 
2 

et, par conséquent, 

D = 

a a d.. . — \) d 
a d a id , . a 

CC[n — i) d a... a ( n — 2,) d 

(n-i]dl 

ce qui est bien la question 465. 
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SOLUTION DE L4 QUESTION 4 9 8 
(voir p. 4. ) ; 

PAR M. LÉON R A B E A U , 
Élève de Spéciales au lycée de Poitiers. 

ET M . CHARLES K E S S L E R , 
Élève au Prytanée Militaire. 

Ou donne une droite fixe, un point B sur cette droite 
et un point fixe A. Trouver une courbe telle , qu'en me-
nant par un point quelconque pris sur cette courbe une 
tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, 
ces droites interceptent sur la droite fixe deux segments 
comptés du point B, tels , que la somme des carrés de ces 
segments soit égale à un carré donné k^. Même question 
en prenant la diiïérence des carrés. 

Je prends la droite donnée pour axe des j-, et la droite 
BA pour axe des x. Le point B sera alors l'origine des 
coordonnées. 

Soit ( x j , f i ) un point de la courbe. L'équation de la 
tangente en ce point sera 

L'équation de la parallèle menée par le point A sera, 
eu appelant a la distance AB, 

jr — y {x-^a). 

Les ordonnées à Torigine sont pour les deux parallèles 

/ = J . — 
J = — 
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On doit donc avoir, en effaçant les indices, 

(i) 

on tire de cette éc[uation 

et en prenant les dérivées des deux membres, 
ni Y' 

sjk'^ a'y-
d'où 

X xzp 
\ 

a'x' 
' sjk^ ^ a' y J 

Celle dernière équalion est vérifiée par 

et par 

a sjx'-^a' 

La première solulion donne y ' = m (une constante arbi-
traire). Transportant cette valeur dans l'équation (i), on 
a, pour première solution du problème. 

«J y z=z mx z t y/ — rt' 

La seconde valeur de transportée dans la même 
équation, donne, en réduisant, 

d'où 

(P)- = 

équation d une hyperbole dont deux diamètres conjugués 
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sont en direction, les axes coordonnés, et en longueur, 
2a et a/r, ia étant l'axe imaginaire (l'axe des x). 

Nous remarquerons que l'équation (a) est celle d'une 
tangente menée à cette hyperbole \ il est évident, en effet, 
que toutes ces droites, se confondant avec leurs tangentes, 
répondent à la question. 

Si a = : /r, l'hyperbole devient équilatère. 
Si l'on avait pris la différence des carrés, au lieu de 

considérer leur somme, rien n'aurait été changé dans le 
calcul précédent, que a^ en — En faisant cette trans-
formation , on arrive encore à 

d'où y'z=zm^ 
et à . . kœ 

J — ± a ya' — 

La première solution donne 

J =rr m,r ± y/ A 2 H- â  m^, 

et la seconde, 

équation d'une ellipse dont les diamètres conjugués sont 
2a et 2Â. La première équation représente encore l'équa-
tion d'une tangente à cette ellipse. 

Si a = k^ cette ellipse devient un cercle si les axes 
sont rectangulaires, et s'ils sont obliques, une ellipse rap-
portée à ses deux diamètres conjugués égaux. 

Note. M. Franck, licencié ès sciences, chef d'une ins-
titution israélite à Lyon, donne une solution identiqiîe à 
la précédente, et ajoute : 

Supposons que l'on veuille satisfajre à la condi-



lion 

1 + 1 = — ^ = ( M 
X, x^ poc — y a 

ce qui donne l'equaiion différentielle 

ap 
y =z px — 

ak 

Rn différenliant 

dp 

dp 

a{p ak) ap)' 
{p-^akY ^ 

dH 
{p^ak)\ 

L'équation de la courbe cherchée sera le résultat de 
Télimination de p entre les deux équations 

U) 
an 

{p^aky 

ap 
p -h ah 

Féquation (i) donne 

[p bky = b'k 

(3) 
en posant 

¿»A- + s, 

remplaçant dans Féquation (2) la valeur de p fournie paf 

p c'est r ' . 
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l 'équation j 3 ) , on obtient 

£(jr+ bkx b)=: 2b k^ 

et en élevant au carré 

on obtient 
y =1 — {akx a) ±2 a sfkx, 

équation d'une parabole facile à construire. 
M. Ressler trouve un lieu du troisième ordre lorsqu'on 

prend la somme directe des segments. 

SOLITIONS TRISONOMÉTRIQUES DES ftllESTIftNS 4 8 3 ET 4 8 4 
(voir t. XVIII, p 357); 

PAR M. THEOFIK H A Z A N , 
Lieutenant, élève de l'École impériale Ottomane à Constantinople. 

Théorème / . D'un point B extérieur à une circonfé-
rence O on mène deux tangentes BA et BC, on projette 
C en D sur le rayon OA, et Ton fait exécuter une révo-
lulion complète à la figure autour de OA, l'un des rayons 
des points de contact^ il faut démontrer que le volume 
engendré par le triangle mixtiligne CBA est équivalent 
au cône engendré par le triangle BDA (question 483). 

Théorème. IL La même figure étant faite que pré-
cédemment, et exécutant la même révolution, il faut 
prouver que le segment sphérique engendré par est 
équivalent au volume engendré par le triangle CBD 
(question 484). 
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Si nous supposons le rayon OA égal à l 'unité, nous 

aurons 

BA t a n g - 9 

CD = sin a , 

AD ^ i — cosa. 
Considérons : 
lO i^. Le volume engendré par le quadrilatère DABC = 

Le volume engendré par CDA = 
3°. Le volume engendré par le triangle mixtiligne 

ABC = V-, 
4®. Le volume engendré par le triangle ABD 
Nous aurons 

(I) (i — cos«) l^tang' ~ -f- sin'^a H- tang ^ s i o a ^ i 

(II) (/ = g7r(ï — cosa) [3sin^a (i — cosa)^]. 

En soustráyant Í/ de on obtient 

(I) — / = V = ^ 7 r ( i — c o s a ) 

2 tang'' - — sin^a 

- 2 tang - s m a 

— (i — cosa)^ 

(III) 
tf — — COS a ) tang^ -

«J 2 

ia . ] 

sin^ a — 2 tancr - sin a f 

-f-(l—cosa)2 ) 
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mais comme 

et 

V = ~ TT (i — cosa) tang2 - , o 2 

sin'a — 2rang ^ sina -h (i — cosa)=' = (o), 

en substituant dans l'équation (III) on obtiendra 

c. Q. F. D. 

Théorème IL En soustrayant le segment CDA du 
quadrilatère ABCD, on obtiendra, d'après le théorème 
prouvé en haut, le volume du cône ABD 5 en effet, si 
du volume du cône ABD on soustrait du quadrilatère 
ABCD, on obtiendra le volume du triangle engendré par 
CDB j enfin le segment engendré CDA est équivalent au 
volume engendré par le triangle CBD. 

SOLUTIONS GÉOMÉTRIQUËS DES QUESTIONS 4 8 3 ET 4 8 4 
(voi r t. X V I I I , p . 356); 

PAR M. JULES, P U E C H , 
Élève du lycée de Castres (Tarn ). 

Même énoncé-, même figure que dans la solution tri-
go nomé trique. 

Le volume du cône décrit par ABD est représenté par 

- t t A D x AB; 

d'un autre côté 

V . A BC = V . A B C D — V . A D C , 
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ce qui donne 

V. ABC = i TT AD ( A b V CDV AB X Dc) 

— ^-ttAD X D c V g T r Â D ' ^ , 

par suite 

V. ABC ttAD f i AB V ^ ^ — - CD V 4 AB X DC — ^ AD' \3 3 2 3 6 
ou 

V.ABC^^ttADXABVTTAD f ^ A B X D C — ¿ C D ' — ¿ Â D ' 3 \3 D D 

Il suffit donc de démontrer que la quantité 

4 AB X DC — ¿ CD — i AD' 3 6 6 

placée entre crochets est nulle, ce qui revient à faire voir 
que 

CD (2AD—CD)=ÂD! 

Cette égalité devient manifeste si l'on mène par le point 
C, CF perpendiculaire sur AB. Le triangle rectangleFCB 
donne 

BFLBÂ'—(BA —AFf 

= BÂ'— (BA — CD)̂  = 2 AB X DC — DC = DC ( 2 AB — DC). 

Corollaire (question 484). Dans la même figure le 
segment sphérique CDA est équivalent au volume engen-
dré par le triangle CBD. 

Note, MM. de la Brière et de Charodon, élèves de 
l'école des Carmes, ont résolu la question de la même 
manière. 

Afin, de ñíalhémat., t. XIX. ( Mai. i86o. ) 
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SOLUTION DE LA QUESTION 5 0 4 
(voir p. 43) ; 

PAR M. CHARLES K E S S L E R , 
Élève du Prytanée Militaire. 

AB z= qlK= diamètre d'un cercle de centre K, O un 
point sur le diamètre AB, KO — <7, P = un point de la 
circonférence, angle PAB = |3, angle POB = (p. On a 

R sin 2 S 

[/(R—a)' cos' p 4- ( R -4- sin'̂  p 

26/^ r/^ 
V̂ (R — a y cos'p -H (R 4- sin'̂  p V^R^COS^+ (R^ — sin'4» 

Fonction elliptique. JACOBI. 

k >Î / 
/ 

/ 

i'^ Je mènePK et j'abaisse PM perpendiculaire sur AB^ 
je mène PB : 

Triangle PKM PM R sin 2 

Triange POM PM == OP sin 

d'où 
Rsin 2P = OPsin^l;, 

. , R s i n 2 S 
^ OP 
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Pour démontrer la proposition, il suffit donc de prouve^ 
d'abord que l'on a 

= v/4«Rsin'p 
or le triangle P B O 

P B r r a R s i n p , BO = « — R, PBO = 9 0 - f - p , 

ÔP = 4R's in'p-4- ( R — ( R — « ) 

c. Q . F . D . 

V'I R — « )' cos' p {R -j- « sin^ p 

4- (R' — «'j sin-^ 
ou 

fi-^ \/(R2 — a' sïn'^ ^ ^ ^ 
c/p û^Jcos^pH- (R -t- sin^p 

J'abaisse KR perpendiculaire surOP, il faut prouver que 

et c o m m e 
OP ^ O P ' 

il faut donc prouver que 
d-^ __ ^ cos (2^ 4- __ 2Rros (2 p 4-

sin2p * v^(R-~./rcos'p4-(R'^4-«/sin2p 

En effet la première équation 

v/{ R — rr y cos^ p -f. (R 4> fl)'• sin'̂  p — 
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étant dérivée, en regardant ^ comme fonction de jS 
on a 

2 (R -4- ¿z)̂  sin p cos p — 2 (R - - fl sin p cos p 

2 V'iR — «j^cos^pH- (R -h a y sin^p 

2 R cos 2 p sin R sin 2 p cos^¡/ ~ 

sin'^ ' 

« sin -((i = R sic ( 2 p -i-
et comme 

2R - Rsin (2 ^ + l̂>)sin 2 psin^j^H- cos2 psin ^ s/{K—ay cos^ p -4- (RhP^' 

R sin 2 pcos^j' v^(R — p (R «)2sin'p 

OU 
2 p. — sinnj; sin (2 p -4- ) -4- cos 2 p 

OPCOSAI^ ~ ~ J p ' 

2 R . 

V̂ (R — a y cos' p 4 - (R - h a y sin' p 

cos 2 p 

2R 
V/(R — a y cas' p -f- (R 4 - sin=̂  p 

Vos 2 p 
- tan^ (sin 2 p cos 4- cos 2 p sin 

2 R 

. . / . ^ . . COS2 Ê . ^ , COS2S\ 

2Rcos(2p4" 

c. Q. F. n. 
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Note du Rédacteur, Dans Ténoucé du pioblènie le 

point O est entre A et B . 

NOTE 
Sur la loi des petites oscillations dn pendule simple dans un milieu résistant ^ 

PAR M. H . R E S A L , 
Docteur ès Sciences, Officier de rinstruction publique. 

La recherche de la loi des petites oscillations du pen-
dule, dans un milieu dont la résistance est proportion-
nelle au carré de la vitesse, est une question qui fait 
partie du programme de la licence. La solution que Pois-
son en donne dans son Traité de Mécanique est assez 
compliquée et comporte deux méthodes, Tune pour le 
calcul de la décroissance des amplitudes, l'autre pour la 
détermination de la durée des oscillations. 

Dans mes leçons à la Faculté des Sciences de Besançon 
de i855 à 1859, j'ai donné la solution suivante qui me 
parait plus simple que celle de Poisson, et dans laquelle 
un seul et même calcul conduit aux divers éléments du 
mouvement. 

Nous prendrons pour origine du temps l'instant où le 
pendule vient de terminer Tune de ses oscillations et 
nous désignerons par «o demi-amplitude correspon-
dante. 

Soient : 
g l'accélération de la gravité; 
I la longueur du pendule \ 
m la masse pesante qui le termine \ 
CL l'angle qu'il forme au bout du temps t avec la verti-

cale : cet angle sera considéré comme positif ou négatif 
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çelop que le pendule se trouvera ou non du même eôté^ 
de la verticale de suspension qu'à l'instant initial; 

V = zp ^ la vitesse correspondante de m. 

La résistance éprouvée par m dans le milieu pourra 
V-

étre réprésentée par 5 K étant une constante l i-

néaire; et l'on aura d'après le principe des forces vives 
I 

Cette équation, linéaire en V^,permettra de déterminer V 
en fonction de a, et de ramener, à l'aide de la relation 

la recherche du temps à une quadrature, 

quelle que soit d'ailleurs la grandeur des amplitudes et 
la nature du milieu; mais les formules auxquelles on ar-
rive ainsi sont trop compliquées pour que l'on puisse bien 
se rendre compte de l'influence de la résistance du milieu 
sur le mouvement du pendule : aussi nous bornerons-nous 
à considérer le cas des petites oscillations, le seul qui 
sous le rapport de l'observation présente de l'intérêt. 

Il résulte des faits tirés de l'observation que le coeffi-
cient de la résislauce de l'air est très-petit, et que pour 
des vitesses aussi faibles que celles du pendule, on peut 
sans inconvénieiit en négliger le carré; ce qui revient, 
dans l'évaluation de cette résistance, à remplacer par 
sa valeur dans Thypothèse du vide ou par g {(x\ — a^) , 
en négligeant la quatrième puissance de «o et a. On trouve 
ainsi pour le travail total absorbé par la résistance de 
l'air 

— "'S' I J - ^V ^̂ ^ ~ J ' ( ao — a ( 2 a, 4- a ); 
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le principe des forces vives donne par suite 

d'où 

(0 («0 -t- a) ^ si I J - 3 a. («.-«) . 

La demi-amplitude ascendante qui suit la demi-oscilla-
tion descendante correspondant à V = o est une racine 
négative de l'équation V = o, qui, prise en valeur abso-
lue, diffère de «o d'une quantité de l'ordre de Pour 
l'obtenir il suffit donc de poser 

( « 0 • . ^ f \ = 3 | , a . ( « . - a ) . 

Si Ton continue à négliger le carré de on pourra 

remplacer dans le second membre de cette équation, a 

par — ofo, supprimer le terme en ~ du coefficient de 

«0 -f- et l'on obtient, en désignant par «j la deini-am-
plitude ascendante, ou la racine cbercbée prise en valeur 
absolue, 

4 ĝ  . 

ou a de même pour les demi-amplitudes suivantes, oti, 
« s . . . , 
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de sorte que les demi-amplitudes décroissent sensiblement 
en progression géométrique. 

Le produit des racines de l'équation (2) étant 

3 K' ^ 

en le divisant par — o n obtient pour l'autre racine 

2 g/ 

3 K' 

et V se met par suite sous la forme 

d'où 

et 

( r "" I 

T ] v/(ao —a)(ao4-a,) f 

doi 

Or 
p de, 

V̂ (ao —a) (a-4-a,) 

a — - ( « 0 — a ) 

arc sm 
«0 -H a, 
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on peut négliger Î-'j devant «0^1? et de plus on 

avec la même approximation 

V^oa, «0 

on peut donc prendre 

, 2 gl 

' ~"3 ÎT' V ~ 

jP" da. 

y/a. —a)(a-
. r a / 2 J?/ \ a i?/ I 

= - a r c s m - + 3 «» j " 3 k^ «»J 

D'autre part 

r ^ ôdoL g' + (ao— g.) g H- a.ao] 
a) (a + a,) ^ J«^ v/—a^ + (a« — a,) a-f-a, a« 

^ X a) (a-f-a.) ' 

mais comme cette expression se trouve multipliée par ^^^ 

il convient de négliger Tintégrale du second membre et 
de poser 

adoL , — 
/ , , = = — V(ao — a,) (a -f- a.)-

Je, Vao — a) (a -h a.) 

Il vient donc pour l'expression du temps 

S 77 . r^ / 2 w \ 2 w 1 \ 

En y supposant a = : o, on a pour la durée de la première 
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oscillation descendante 

/ / /tt . 2 gl 1 gl \ 

Pour avoir la durée de l'oscillation complète, on sup-
posera a = — «0 dans la formule (3), et Ton trouve, en 

négligeant le carré de — •> que cette durée est la même que 

dans le vide ou 

Il suit de là que la résistance de Tair augmente la du-
rée de chaque demi-oscillation descendante, mais diminue 
de la môme quantité la demi-oscillation ascendante sui-
vante, De sorte que le nombre des oscillations exécutées 
dans un temps donné est, en raison du mode d'approxi-
mation adopté, très-sensiblement le même que dans le 
vide (*). 

SOLUTION DE LA QUESTION 432 (PAIPIN) 
(voir t. XVII , p. l8o); 

PAR M, G . - F . B A E H R , 
Professeur à Groninç^ue. 

Soit 
a.^ — i/, rrr «3 — ¿/j ~ . . . = (In — ~ ^ 9 
a„ — ai = {n — i ) 

¿72 -i-. - ««-1 = 

(*) M. Somof a fait un travail très-instructif sur les très-petites oscilla-
tions d'un système de points matériels ( Mémoires de l'Académie de Saint-
Petersbourg, t. 1, n® 14; iSSg). Il y démontre, contre Lagrange et La-
place, l'existence de racines égales, dans l'équation fondamentale de cette 
théorie, cxislence seulement énoncée par Cauchy. TM. 
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et considérons le déterminant 

Drzr 

(7 , (In 
a. fh a, . ' « / i - l ûn 
fh a, . (In az 

'ht (fn-i Ctn-i an-2 
Cln • (fn-i (in-'i Cln-i 

On aura, en écrivant les colonnes dans un ordre inverse, 

Hn 
<7, 

a. 

Hn-i fin-2 
(in 
a, Oa 

ii ï dy 
(h 
a^ o^ 

. a, a„ cin-^ 

. C/2 fl, a,^ 

+ si n est de la i'onne 4/^ "" 4 / ^ + ^̂  
— si « est de ia foriue on 

parce que dans le premier cas on a échangé un nombre 
pair [^p] de fois deux colonnes eîitre elles, tandis que 
dans le deuxième cas cela a eu lieu un nombre impair 
(2/7 + 1) de fois, la colotme du milieu, si n est impair, 
restant à sa place. 

Si dans ce dernier déterminant on ôte les éléments de 
la deuxième colonne de ceux de la première, les éléments 
de la troisième de ceux de la deuxième, et ainsi de suite, 
il viendra (*) 

— i« — l U ^ S 

ûi 
a, 
a. 

S — (n — i)<î 

{*) TomeXni, page 73. 
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puis ajoutant aux éléments de la première ligne la somn 
des éléments pris en colonnes des lignes suivantes corre 
pondantes, on a 

o o o . o 

s S , d 
â ^ ^ , rj 

o 
§ 

ou bien (*) 

— (/i — i)^ ^ S 

rj 
§ — f« -

X 

ou ajoutant encore une fois aux éléments de la première 
ligue tous ceux pris en colonnes des lignes suivantes, et 
ensuite, les éléments de la première ligne à ceux de cha-
cune des lignés suivantes en particulier, on obtient suc-

C) Il n'y a plus que n — i colonnes. 
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cessi venient 

— I — I — 1 . — I 
I — — I , 1 

I I . - { h - i) I 
I I . I - ( / ^ - i ) 

— i — I — I . — I — I 

o . — n o o 0 
o o — n . • 0 o 

o o 0 . —n o 
o o o o — ^ 

qui se réduit à 
— n o o 

o — n o o 

o o — n o 
o o o -- n 

± : (-- i)« (— =±: 

Faisant 

c. Q. F. n. 

Soit la progression géométrique 

17, ar, ar^,. 
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aura 

a ar ar' af'-

ar ar^ ar^ . ar^-'' a 

ar' ar^ ar' a ar 

\a . ar^-^ 

a ar . ar"-^ af'--" 

-h si n est de la forme /^p ou -f- i , 
— si n est de la forme ^p -h i ou 4/^ + 3. 

Car en intervertissant Tordre des colonnes, et faisant n 
fois sortir en dehors du déterminant le facteur a , qui est 
commun aux éléments de toutes les colonnes^ on a 

/""' . r^ r i 
I . r^ H r 
r i r"-' . r^ r' n 

r 1 

OU, multipliant les éléments de la première ligne par r et 
ôtant des produits les éléments correspondants de la 
deuxième, puis multipliant de même les éléments de la 
deuxième par r et ôtant des produits les éléments de la 
troisième, et ainsi de suite, 

a" 

o 
o 

o 

o 

o 

o 
o o o 
o o o 
o o o 

o o r^- ' 
r I 
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MÉMOIRE SliR LES POLAIRES fflCLINÉES 
(voir t. XVNI, p. 328); 

PAR M . D E W U L F . 

XIV. Reprenons les équations du § X qui nous don-
nent les n® points fixes du faisceau des polaires in-
clinées d'un point a|3 par rapport à un faisceau F"", et 
dans ces équations remplaçons (3 par Aa - f -B, nous au-
rons 

Ces équations peuvent se mettre sous la forme 

cl¥ 
{df dx 

dF 

dF , dF 
dx dy _ 

.dF dF 

\dy dx J dx dy _ 

\dy dy, 

En éliminant a entre ces deux équations, nous aurons 
le lieu décrit par les n^ points fixes du quand le point 
(a|3) décrit la droite 

y — Ax B. 

Cette élimination nous conduit à l'équation (5). Donc 
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Quand un point P décrit une droite L, les n^ points 

fixes du faisceau (f de ses polaires inclinées par rapport 
à un faisceau F" décrivent le même lieu que les n (n—i) 
points polaires de L par rapport à Vune des courbes dw 
faisceau F" quand cette courbe tourne autour des n* 
points fixes du faisceau. 

Remarque. Ces théorèmes renferment comme cas par-
ticuliers les beaux théorèmes que Bobillier a démontrés 
sur les polaires ordinaires au totne XVIII des Annales 
de Gergonne, p. 89 à 985 1827. 

XV. Je reprends Féquation générale de la polaire in-
clinée d'un point (a/3) par rapport à une courbe C" re-
présentée par l'équation ^ 

(0 

Soit 

cette équation 

Supposons que le point ( a , (3) décrive la courbe 

(3) = 

Nous aurons la relation 

(4) / ( a , P ) = o. 
Cherchons l'enveloppe des premières polaires inclinées 

du point ( a , (3 ) par rapport à C„ quand ce point décrit la 
courbe (3). 

Pour cela, différen lions les équations (i) et (4) par 
rapport à a et à |3, nous trouverons ainsi 

«a ' 
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et 

dx dy ] \dy dx j dot. ^ 

d'où, par rélimination de a et ¡3, 

df (cl? dj\_d£ ( d _ l _ dF^ 

Eliminant maintenant a et ¡3 entre les équations (i)^ 
(4) et (5), nous aurons l'équation de l'enveloppe cher-
chée. 

Soient X* et y ' un point de la courbe (3)^ la tangente 
à cette courbe en ce point a pour équation 

Cherchons le lieu décrit par les n (aî —i ) points po-
laires inclinés de cette droite par rapport à la courbe C", 
quand le point x' j' décrit la courbe (3 

Reprenons pour cela les équations (3) et (4) para-
graphe XI : 

(d¥ , dF , dF 

JdF dF\ (dF dF\ 

Ces équations donnent les n (n — Î) points polaires in-
clinés d'une droite 

Faisons 

A = — 

A x + B . 

df df 
dx' , daf 

W 
dy' dy' 

Ànn. de Malhém., t. XIX (Mai 1860.} 
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Il viendra 

: O. 

Il suffit, pour avoir le lieu cherché, d'éliminer x ' j ' entre 
les équations (6) , (7) et l'équation (8) 

(8) = 

Or ces équations ne diffèrent pas des équations (5), (i), 
(4). 

De là ce théorème : 

L'enveloppe des premières polaires inclinées des 
points d^une courbe par rapport à une certaine direc-
trice est la même que le lieu des points polaires inclinés 
des tangentes à cette courbe par rapport à la même di-
rectrice. 

Ce théorème donne comme cas particulier le célèbre 
théorème de Poncelet, polaires réciproques. 

XVI. Supposons que la courbe C" ait un point mul-
tiple de l'ordre p. Les coordonnées (Xy / ) de ce point sa-
tisfont aux équations 

dF d¥ 

, . d'V d'F 

dP~' F __ dP~' F _ dP-^ F __ dP-' F 
dxP-'dr"^'' cUP-'dy''^^' 
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dr et les p valeurs de ~ sont données par l'équation 
dx 

dP¥ dP F (dy 
dxP dxP-'dy \dx 

dPY 

p [ p - i ) dP¥ 
I . 2 DXP- 'dy \dx) 

dyP 

La première polaire inelinée de l'origine par rapport à 
C" est identiquement satisfaite par les coordonnées x 
e t j : 

^F t^ \ ^^i 

Il est facile de voir que les dérivées successives de t|i 
jusqu'à celle de l'ordre (/? — i) sont nulles pour les 
coordonnées o: et / du point multiple. Par conséquent : 
Tout point multiple de Vordre p de C" est multiple de 
Vordre p — i sur une première polaire inclinée quel^ 
conque d'un point quelconque du plan de C". 

Les coefficients angulaires des p — i tangentes sont 
donnés par l'équation 

dPF 

dPF 

dPF 
dy dxP-

2) r dPF . , , dPF , T /drV 

dPF 
dyP-' dx 

{x-i-kf). dPF 
'dyP 

La deuxième polaire inclinée d'un point par rapport à 
une courbe, jouissant, par rapport à la première, des pro-
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prîëtés dont celle-ci jouit par rapport à la courbe, il est 
clair que 

Tout point multiple de Vordre p de C" est multiple de 
Vordre p — 2 sur C", la seconde polaire inclinée. 

De même : 

Tout point multiple de Vordre p de C" est multiple 
de Vordre p — k sur la polaire inclinée Q de Vordre k. 
En d'autres termes, les premières polaires inclinées seules 
passent par les points doubles de C" et elles n'y passent 
qu'une fois. 

Les premières et les secondes polaires inclinées passent 
seules par les points triples -, les premières y passent deux 
fois, les secondes une fois. 

Et ainsi de suite. 

XVIL Nous avons vu au § X que les premières po-
laires inclinées d'un point par rapport à un faisceau F" 
forment un faisceau homographique (p". 

Il est évident que les deuxièmes polaires d'un point 
quelconque forment aussi un faisceau homographique 
aux deux précédents, et que les polaires inclinées d'ordre 
h forment un faisceau homographique Nous pouvons 
dire plus généralement que le faisceau des polaires in-
clinées d'ordre p dont le coefficient est A, d'un certain 
point, correspond anharmoniquement au faisceau çlj des 
polaires inclinées, d'ordre y, dont le coefficient est 
d'un autre point quelconque. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 5 1 5 
(yolr p. 95 ) ; 

PAR UN P R O F E S S E U R . 

L énoncé doit être rectifié comme il suit 
Le déterminant 

A = 

a, a , . . . a 

a? a ! . . . a 

.a„ 

dans lequel les indices supérieurs sont des exposants, est 
égal au produit 

P a, . . . «/» ( «N— «/i-i) (««— «n-O- ' • ( ««-2— ««-3 )• • > ( aj — a, ). 

Ce théorème, ordinairement attribué à Vandermonde ), 
est démqntré de deux manières dans le savant Traité de 
M. Brioschi (p. 90 de la traduction française). La dé-
moiffetration suivante, due, je crois, à Cauchy et qui ne 
suppose que les premières propriétés des déterminants, 
paraîtra plus simple. 

Il est d'abord évident que tous les termes de A sont 
divisibles par «j , « j , . . . , a„. 

Ensuite si Ton suppose ag = a j , A s'annule, puisque 

(*) Vandermonde (A. S, 1771, p. Bôg) décompose en facteur un poly-
nôme qui peut être considéré comme un déterminant du 3® ordre : mais 
riefh n'indique quMl ait eu en vue le théorème général, ni même qu'il ait 
considéré ce polynôme comme un déterminant. 
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deux colonnes du déterminant deviennent identiques. 
Donc A est divisible par a^ — «i. On verra de même que 
A est divisible par toutes les différences des quantités 
«15 « î , «3,. . . 5 <3f„ prises deux à deux. 

Donc A est divisible par P, et puisque A et P sont évi-
demment du même degré, ils ne peuvent différer que par 
une constante. Mais le terme «i a^ «3 . . .a" a le même 
signe dans A et dans P. Donc A =: P. c. Q. F. n. 

Il résulte de ce théorème que le produit P représente 
symboliquement le déterminant A quand les exposants 
se changent en indices. 

Note sur la question 516. 

Elle a déjà été résolue t. XVII, p. 331. 

SUR L4 THÉORIE DES PLANS DIAMÉTRAUX 
Dans les sarfaces da second ordre ; 

PAR M . ABEL T R A N S O N . 

Deux théories relatives aux plans diamétraux scmt à 
peu près également répandues dans renseignement. L'une 
d'elles est sujette à des difficultés capables, ainsi que j'en ai 
l'expérience, d'embarrasser dans un examen les meilleurs 
élèves. C'est ce qui me décide à publier la présente Note. 

Soient ay bf c les coordonnées du milieu de l 'une des 
cordes parallèles à une direction donnée. Si Ton trans-
porte l'origine en ce point, et qu'entre l'équation trans-
formée de la surface et les équations d'une corde menée 
par cette nouvelle origine on élimine deux des varia-
bles, X et J par exemple, l'équation résultante du se-
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coud degré en z devra manquer du terme du premier 
degré. En exprimant cette condition, on obtient une re-
lation entre a^b^^c qui n'est autre chose que 1 équation 
du lieu cherché. 

Cela est simple; mais v<ïîci les difficultés : la surface 
peut être de telle nature, que les cordes menées dans cer-
taines directions ne la rencontrent qu'en un seul point, 
parce que la seconde rencontre passe à l'infini. Alors il 
ne semble pas qu'on puisse proposer la recherche d'un 
lieu diamétral; car s'il existe, ne doit-il pas se trouver 
tout entier à l'infini ? Cependant le résultat de la méthode 
subsiste encore, et c'est encore un plan situé à une dis-
tance finie! Quelle est donc la signification géométrique 
d'un tel plan, et surtout quelle lumière pouvons-nous 
espérer à ce sujet d'une méthode qui, dans la circonstance 
actuelle, nous a fait transporter l'origine successivement 
dans une suite de points qui n'existent pas, ou au moins 
qui sont à l ' infini?. . . 

C'est pourquoi je trouve préférable la méthode donnée 
par Leroy dans son Analyse appliquée à la Géométrie, 
p. 8 i . Voici ce qu'il en est : 

L'élimination de x et d e y entre les équations générales 
de la corde mobile et Féquation de la surface donne une 
équation en z de la forme suivante 

(1) Rz^ + SzH-T=:o . 

L'équation obtenue en égalant à zéro la dérivée du 
premier membre de (i), c'est-à-dire l'équation 

(2) 2R2-hS = 0, 

donnera la coordonnée z du milieu de la corde ; et ensuite 
l'élimination des paramètres variables entre cette équa-
tion (2) et les équations de la corde mobile donnera le 
lieu cherche. D'ailleurs, on peut éviter touleélimination, 
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et obtenir immédiatement le résultat cherché en consi-
dérant, dans réquation de la surface 

x^tjr comme étant des fonctions de z déterminées par les 
équations générales de la corde, et en égalant à zéro la 
dérivée de F (^r, y, z) calculée à ce point de vue. 

On voit combien cette méthode est élégante; mais de 
plus elle éclaircit parfaitement la difficulté que nous 
avons soulevée. Car dans la circonstancé où les cordes 
dont on cherche les pailieux ont une rencontre à l ' infini, 
R est nu l ; e t , par conséquent, l'équation (2) se réduit à 
S==o; cela veut dire qu'on a écrit la condition pour que 
l'équation (i) ait sa seconde racine infinie comme la pre-
mière. Donc le plan qu'on trouve en ce cas est le lieu 
des points par ou doivent passer des sécantes parallèles 
à la direction donnée pour que leurs rencontres auec la 
surface soient toutes les deux à Vinfini. 

Et si l'on demande pourquoi un lieu ainsi défini se 
trouve, par son équation même, faire partie des plans 
diamétraux, ne pourra-t-on pas répondre que chaque 
point d'un tel plan est effectivement le milieu d'une corde 
dont les extrémités sont de part et d'autre infiniment dis-
tantes. 

THÉORÈMES SUR l A SURFACE DES ONDES ( * ) ; 
PAR (VJ. S T R E B O R . 

Les deux théorèmes suivants semblent établir une es-
pèce de réciprocité entre la surface des ondes {de Fresnel) 
et l'ellipsoïde. 

A démoiilrcr. 
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Si Ton décrit autour des rayons vecteurs partant 

du centre d'un ellipsoïde, des cylindres circulaires droits, 
les rayons des cercles étant les inverses des rayons de 
l'ellipsoïde, la surface, enveloppe de tous ces cylindres, 
sera une surface des ondes. 

Si l'on décrit autour des rayons vecteurs partant 
du centre d'une surface des ondes, des surfaces circu-
laires droites, les rayons des cercles étant les inverses des 
rayons de la surface des ondes, la surface, enveloppe de 
tous ces cylindres, sera un ellipsoïde. 

NOTE SUR LES FONCTIONS E L l l P T I f t l l E S ; 
PAR M . S T R E B O R . 

Considérons deux courbes, dont l'une est le lieu des pro-
jections orthogonales du centre d'une ellipse sur ses tan-
gentes, et l'autre l'enveloppe des perpendiculaires aux 
diamètres, menées par leurs extrémités. Soient P, P'deux 
points sur ces courbes, qui répondent au même point sur 
l'ellipse. Désignons par C le centre, par a , ¿ l e s demi-
axes de l'ellipse, et par o), y les angles que font avec a les 
droites CP, CP' . Alors on aura 

r/w 
\ J — h'̂ ) eoŝ w -f- â  (2 «^j sin-o) 

sjb^ [la'— 

Cette relation , remarquable à cause de sa symétrie, com-
porte le théorème célèbre de Jacobi sur les fonctions el-
liptiques do première espèce pour le cas particulier de 
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= 3. Il est beaucoup à désirer qu on la démontre par 

la Géométrie, ou bien au moins par des considérations 
mixtes de la Géométrie et de l'Analyse. 

SOLUTION DE U QUESTION 4 3 8 (MANNHEIM) 
(TOir t. XVII, p. 186); 

PAR M . MARIUS L A Q U I È R E . 

Démontrer que le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du centre O d'une circonférence sur les tangen-
tes à la développante D de cette circonférence est une 
spirale d'ArchimèJe. 

Soit A Torigine des arcs sur le cercle, M le point de 
contact d'une tangente, G le point de la développante si-
tué sur cette tangente on a 

M G = R W , 

en appelant R le rayon du cercle et Q l'angle MO A. Or le 
cercle étant la développée de la courbe G , MG est la nor-
male'en G à la développante; donc la tangente GP est 
parallèle à OM. Par suite si je prends un axe polaire OX 
perpendiculaire au diamètre OA, P étant la projection 
îdu centre sur G P , l'angle POX sera égal à et l 'équa-
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tion du lieu des points P sera 

p = R&>, 

puisque dans le rectangle OPGM 

p = 0 P = MG Rw. 

Le lieu est donc une spirale d'Archimède. 

Remarque, On peut facilement reconnaître la pro-
priété remarquable de la tangente à la spirale. Soient P, 
P ' deux points de la courbe très-voisins. Soit P ' Q un arc 
de cercle décrit de O comme centre-, en négligeant un in-
finiment petit du troisième ordre, le point Q est le pied 
de la perpendiculaire abaissée du point P' sur PO; et par 
conséquent le rapport 

P Q P'Q OP' 

est approché à un infiniment petit du second ordre. Pas-
sant à la limite, on a donc rigoureusement 

tang V = w 

pour Tangle de la t.apgente et du rayon vecteur. 

Note du Rédacteur, Le cercle est une spirale où 
V = 90°. La droite est un cercle à rayon infini et Thélice 
une spirale à double courbure; de là résultent trois lignes, 
et les seules possibles, jouissant de la propriété que les 
portions de mômes longueurs peuvent se superposer, pro-
priété connue des Anciens. La spirale plane est exclue, 
parce que les rayons de courbure y varient de grandeur. 

Théorème de M, Dupain, professeur. 

Si une conique à centre tourne de 90 degrés autour de 
ce centre, la somme des carrés des perpendiculaires abais-
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sées des foyers de Tune des coniques sur une tangente de 
l 'autre est constamment égale au demi-carré du grand 
axe. 

S E C O N D E SOLUTION DE LA Q U E S T I O N 4 8 5 

(voir page 13) ; 

PAR M . T h . D E C H A R O D O N . 

Il s'agit de prouver que le volume engendré par l'es-
pace AEB est égal à la moitié du volume compris entre le 
cône et la sphère qui passe par les cercles de contact des 
deux sphères inscrites O et C et du cône. 

Par le point de tangence E des deux sphères, je mène 
une tangente E F commune aux deux cercles. D'après le 
théorème I (t. XVII , p. 357, question 483) , le volume 
engendré par le triangle mixtiligne AFE tournant autour 
de SD est égal au volume engendré par le triangle CFE. 
D'après le même théorème, le volume engendré par le 
triangle mixtiligne EFB est égal au volume engendré par 
FED. 
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On a donc ; ^̂  

v o l . A E B = v o l . C F E -H- v o l . E F D - ^ 7 R F E ' ( C E + E D ) 

=ri7rFÊ'cD. 

Le volume compris entre le cône et la sphère qui passe 
par les deux cercles de contact AC, BD.est égal au vo-
lume engendré par le segment AMB de cette dernière 

sphère ; or ce volume est égal à G TT AB . CD. 

Il s'agit donc de démontrer que 

^TrFË'.CD^^TrÂi'.CD 
o D 

ou que 

ce qui est évident. Donc, etc. 

T R A N S F O R M A T I O N D E S P R O P R I É T É S M É T R I Q U E S D E S F I G U R E S 

(TOir t . XVIII, p. 381) ; 

P A R M . F A U R E , 

Capitaine d'artillerie. 

APPLICATIONS. 

I. Relation entre des points situés sur une même 
droite. 

Si Von a entre des points a', b', c', d' , etc., situés sur 
nne même droite une relation homogène 
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40W aura entre les points correspondants a , b, c, d rf^ la 

figure homographique la relation 
^ f ab cd \ 

les lettres grecques désignant les distances* des points 
a , b, c, etc., a une droite fixe I . 

Car, d'après la formule (i), les valeurs de R et de 
sin (i?, i) restent les mêmes dans l'expression de chacun des 
segments a' h\ c' d\ etc. Au moyen des différentes for-
mules indiquées (9), on pourra mettre la relation précé-
dente sous d'autres formes. 

Des points a\ h\ c ' , . . ., e \ f se succédant sur 
une droite d'une manière quelconque 

a' b' ^W c'. f — a'f 

dans la figure homographique, on aura 

ab bc ef af 
a. ê S 7 e.y a. (p 

Deux cercles de centre o' et o', se touchant en un 
point a ' , on a 

o' a' H- a' o~ = o' o\ . 

La figure homographique donne ce théorème : 

Lorsque deux coniques se touchent en un point a, elles 
se coupent en deux autres points p eZ , réels ou ima-
ginaires j si Von prend les pôles o et Oi de la droite pp, 
dans les deux coniques y la droite ooj passera par le 
point a , et si Von appelle w, cOi, a les distances des 
points o , Oj, a à /a droite p p i , on aura 

, w, H-^t?,. w = . ûr. 

Ce théorème est susceptible de plusieurs corollaires. 
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II. Relation entre des segments situés sur des droites 
parallèles, 

La formule(3), dans laquelle R restera constant, mon-
tre que : 

Si l'on a une relation homogène 

¥{a' v'd', . o 

entre des segments a 'b ' , c ' d ' , . . . situés sur des droites 
parallèles^ on aura dans la figure homographique la 
relation 

dans laquelle a , |3, y, (î sont les distances des points cor-
respondants a, b, c, d à une droite fixe I. 

Dans un parallélogramme a 'h ' c'd' les côtés op-
posés tels que a'h'el c^d' sont égaux. De là ; Étant 
donné un quadrilatère abcd, si Von désigne par a, |8, y, J 
les distances de ses sommets à la diagonale extérieure, 
on a 

i I _ I I 
â p ~ 7 ~ 

Si Ton coupe deux droites parallèles A', B'par des 
droites issues d'un point arbitraire, en des points a \ h'^ 
c', i i ' , . . . , a',, b\, c\, , . . . , on a la relation 

f j ^ _ h'c' ^ c'd' _ 
a\ b\ ~ b\ c\ ^ c\d\ 

Dan? la figure homographique nous avons deux droites A 
et B se coupant sur une droite I , et un faisceau de droites 
rencontrant les premières aux points^ièc. , »a^biCi^ etc. y 
et si Ton appelle a , ¡3, y , . . . , « j , /Sj, y i , . . . les distances^ 
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de ces points à la droite I , on a 

I I I I 

I I I I 

3®. Considérons deux polygones ayant leurs côtés a ' è ' , 
n\b\y è ' c ' , etc. , respectivement parallèles-, on a 

a'b' b'c' 
- r - r r = TT—r == constante. 

La figure homographique donne deux polygones dont les 
côtés vont se couper deux à deux sur une droite I ; donc 
Étant donnés deux polygones homologiqiies, si Von 
appelle a, /3, y,..., , |3i, y,, les distances des sommets 
correspondants à Vaxe d'homologie. 

I I I I 

I Z L I ^ L I 
I I I I 
a, p, a, 7 , 

. . . = constante. 

ni. Relation entre des points situés sur une conique. 

Si Ton considère une corde a'h' d 'un cercle, sa lon-
gueur est donnée généralement [formule (2)] par la re-
lation 

(.. x v „ , p. 383,. 

ab sera la corde d'une qonique correspondant au cercle 
donné, a ,(3 les distances des points a et è à la droite pp^ 
qui correspond à l'infini de la première figure, TÎ et TTJ 
sont la distance des points p et p^ de la conique au seg-
ment ab. 

Soient P et A les diamètres de la conique parallèles 
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aux droites ppi et ab, d'après une propriété bien counue 
(îiHe nous démontrerons plus loin) 

7R TT. _ P» 

la formule ci-dessus devient 

2 m y/—1 P' aù 

nous déduirons de là que : Si Von a entre des points si-
tués sur un cercle la relation homogène 

on aura entre les points de la conique correspondante 
la relation 

^ f ab cd 

^Ay/a.p Bv/7.^ 

dans laquelle A , B,. . . sont les diamètres de la conique 
parallèles aux cordes ab, cd , . . . , a , /3, y, J , . . . les dis-
tances de leurs extrémités à une droite fixe I. 

Si l'on supposé que cette droite fixe est à V infini, on 
a simplement 

^ i ab cd \ 

pour relation correspondante, 

1®. Lorsque deux cercles sont concenlriques, la corde 
a ' b ' de Tun, tangente à l 'autre, est de longueur con-
stante. De là : Lorsque deux coniques ont un double 
contact suii^ant une droite I , si Von mène à Vune une 
îatwgente et que Von appelle ab /a portion de cette tan-
gente comprise dans Vautre^ ci A le diamètre de celle-

Ann. de Mathém., t. XIX. (Mai 1860 ) l3 
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^pmredlèie à la tangente 

ab c o n s t a n t e , As/a.p 

a et ^ étant les distances des points sl et h à la droite 1. 
Si la seconde coniquè est un cercle dont A est le dia-

mètre, on a 
ab ^ ^ 

. = c o n s t a n t e . 

Si les deux coniques sont homolhétiques, 

ab 
~ = c o n s t a n t e . A. 

Lorsqu'un quadrilatère a ' è ' c' à ' est inscrit dans un 
cercle 

a' b'. c' rf' + h'c' .d'à'— a'c'. b' d'. 

Comme correspondant à ce théorème, on trouve celui-ci : 
Un quadrilatère abcd étant inscrit dans une conique ^ si 
Von appelle A , B, C, D, E , ^ les diamètres de la co^ 
nique parallèles aux côtés, pris successivement, et aux 
diagonales, on a la relation 

ab .cd bc.da ac. bd"" 
A . C B . D " " " E T F " ' 

3®. Si Ton joint un point arbitraire m 'd 'un cercle aux 
extrémités a ' et fe' d'un diamètre 

ma -4- mh = ab . 

D'où ce théorème : Étant donnés une droite I et son 
pôle o, relativetnent à une conique, menons par ce point 
une droite aMlraire rencontrant la conique aux jmints 
a b ; m étant un point de la conique^ A , B, C 
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diamètres parallèles aiix droites ab, ma , mb, et enfin 
OL^^^ les distances des points a , b , m ^ ¿a droite I, on 
a la relation 

am bm ab 

Si la droite I est à l ' infini , ab est un diamètre de la 
conique, et Ton a 

am bm ab 
B̂  C A? 

[La suite prochainement ) 

Q U E S T I O N . 

52S. Toutes les surfaces polaires d'un point d'une sur-
face algébrique, prises par rapport à celte surface, ont 
en ce point même indicatrice-, les rayons de courbure des 
sections faites par un plan issu de ce point dans la sur-
face et ses diverses polaires, sont en ce point inverse-
ment proportionnels aux degrés des surfaces diminués 
d'une unité. ' (Tn. MouTARn. ) 

SOLUTION D E LA Q U E S T I O N 4 4 9 ( N . S T R E B O R ) 

(voir t. XVII, p. 869); 

PAÀ M . D E W U L F ET M . M A R T E L L I ( D E M I L A N ) . 

Soient 

( I )* 4 bx^-h ^éx -H = o, 
f3. 
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et 

( 2 ) P , T' -^ P , T'-H P., T ' - I - P ^ I ' - H P . T - H P . — O , 

réquation aux cari és des différences des racines de celle 
équalion. 

Posons 

cl substituons dans Téquation (2), il vient 

et 

y ' 
Pe 

D'après la Note sur Téquation aux carrés des diffé-
rences, insérée t. XVII, p. 268, 

et 

Donc, si 

on a aussi 

et par suite 

et 

D'ailleurs 

ac^—/{bd-i-

ae'-^^bd -h 3c'= o, 

P5==0, 

y = . 0 . 

M 

50 S| S2 
51 Sj S3 
Sa S3 S4 

4- N(por-+->)= o, 

M, N étant des constantes. 



Donc, si 

on a 

et 

et par suite 

( m ) 

S« Sj Sa 
S. s, s, 
Sï S3 S4 

= o, 

l^tj -h > = o, 

P s ^ O , 

I i a — S P 

P R O P R I É T É S D E S CONIQUES S P H Ê R I Q U E S H O M O F O C A L E S ; 

PAR M . V A N N S O J N , 

Professeur au lycée de Versailles. 

Lemme, Étant donnés deux grands cercles AL, AM et 

D L 

deux points B, C d'où l'on a abaissé les quatre arcs per-
pendiculaires BD, BM, CL, CM, si Ton accorde que leurs 
sinus soient proportionnels, les trois points A, B, C se-
ront sur une circonférenc^de grand cercle; car suppo-
sons que ABet A C soient deux arcs distincts l'un de l'autre, 
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OU aura 

sinBAD 
sin BAN 

sin CAL 
sinCAM' 

d'où 

ou 

sin BAD -f- sin B AN _ sin CAL -h sin CAM 
sin BAD — sin BAN sin CAL — sin CAM ' 

A 
tang- , A 

tang -

/BAD — B A N \ tang(^ ; ) / C A L —CAM \ ' 
t a n g í 

on conclura de là facilement que BAD = CAL. Donc les 
trois points A, B, C sont sur un même grand cercle. 

T H É O R È M E . Si deux coniques sphériques ont un foyer 
commun et qu'elles se coupent en deux points ^ ces deux 
points seront sur un arc de grand cercle passant par 
Vintersection des directrices correspondantes au foyer 
commun; et si elles se coupent en quatre points, on 
pourra, par deux d'entre eux, mener un arc de grand 
cercle passant par l'intersection des directrices ; il en 
sera de même des deux autres. 

Soient O le foyer commun et A, B deux points d'inter-

F I G . 2 . 

section, AC, AD, etc., deux perpendiculaires abaissées 
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sur les d iref^ees ; on a 

sioAC sinAO 

et 

d'où 

sio bp sin^O 

sin Arf sin AO 
sinbK sin 6 0 

sin Ad sinAC 
sin b K sin bp ' 

donc les trois points A, L sont sur un grand cercle. 
La même proposition peut aussi se démontrer par un 

calcul très-simple. En prenant le foyer commun pour 
origine^ les deux coniques auront pour équations 

y .r' = [my n x p)\ 

y^^ [m'y n'X p')\ 

Les coordonnées réelles ou imaiginaires communes à ces 
équations vérifieront Féquation qui résulte de la sous-
trac t i ^ n t l ^ ^ r e à membre, laquelle donne deux circon-
férenÉceà-làS^^^ds cercles passant au point où se cou-
pent l^«i^^^;jjirectrices, ce qui démontre le théorème 
même pouï* îé cas où il n'y a pas de points réels com-
muns aux deux courbes. 

T H É O R È M E . Si deux coniques ont un Jojer commun, 
que par ce point on mène un arc coupant les courbes 
en deux points A, B, quaux points k et h on mène 
deux tangentes^ le lieu de leur point de rencontre sera 
une circonférence de grand cercle passant pmr la ren-^ 
co n tre de directrices. 

Soient O le foyer commun, OCD une perpendiculaire 
sur O é prolongée jusqu'à la rencontre des directrices aux 
points C et D, les arcs C è et DA seront les tangentes aux 
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points b et A'^ abaissons les ares il et is perpendiculaîres 

F Î G . 5 . 

sur les directrices, et iK perpendiculaire sur OC, enfin 
bq et ag perpendiculaires sur les directrices. Nous au-
rons 

sin il sin bq 
- — ^ = —TTr = ^ ) rapport constant, 
sin/K sinoK ^^ 

et 
sin /K sin AÔ i 

= - r , rapport constant ; 
sin/S sinAg^ a 

d e là en multipliant 
sin il 

: V -if 

s in/S a' 

Donc le lieu du point / est une circonférence de grand 
cercle passant au point x . intersection des bissectrices, 
et aussi par les deux points communs aux deux courbes. 

P R O B L Ï : M E . Trower l'équation générale des courbes 
du second degré passant par quatre points ADCD et le 
lieu de leurs centres. 

La première partie se traite comme pour les courbes 
planes, et Ton trouve, en prenant pour axe des x l'arc 
qui passe par deux des points A, lî et CD pour axe 
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des J , 

B est une indéterminée; a a ' , êS' les coordonnées des 
points. Pour avoir le lieu des centres, on prendra les 
deux équations qui donnent ce point, et Ton éliminera Bj. 
On trouve ainsi une équation du troisième degré. Si l'on 
suppose 

l'équation (i) deviendra 

c'est l'équation des courbes du second degré, tangentes aux 
deux axes en deux points donnés. Le premier membre de 
l'équation du centre est alors divisible par le facteur 

— I, qui , égalé à zéro, représente la circonfé-
rence passant par les deux points de contact. Le lieu des 
centres est donc une conique sphérique dont l'équation est 

r X .-L = o. 

Nous allons construire cette courbe en supposant les axes 
Ox, Ojr rectangulaires. 
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Soit OA = a ' , arc doi t la tangente égale a , OC = ê ' ; 

la courbe passe à l 'origine, et pour trouver la tangente 
en ce point, il suffit de joindre l'origine au point H ayant 
pour coordonnées a!, &. Si le rayon de la sphère deve-
nait infini, Je lieu des centres se réduirait à cette tan-
gente, qui serait alors une ligne droite. 

Si l'on fait = on trouve x — si donc on 
CL 

prend un quadrant à partir de A, on a un point D de la 
courbe. Si l'on calcule pour ce point le coefficient de la 
tangente, on trouve — - , en sorte que si l'on joint O au 

point R symétrique de H, l'arc OR ira rencontrer la tan-
gente en D, qui a le même coefficient que OR à 90 degrés 

de l'origine. Soit donc ORL = l'arc DL sera la tan-

gente en D. On trouve de même la rencontre de la courbe 

avec Taxe des j ; elle se construit en prenant 0 0 ' = - — C O , 

et la tangente en C s'obtient en joignant L au point C . 
Ayant trois points et leurs tangentes, la courbe est dé-
terminée, et l'on peut, au moyen du théorème de l'hexa-
gone de Pascal, obtenir autant de points qu'on voudra 
géométriquement. On peut encore remarquer que le point 

L étant à ~ de l'origine, si par ce point on mène des arcs 2 
sécants (w, le centre des moyennes distances des points 
m , n et de leurs analogues sous tme circonférence de grand 
cercle joignant les points de contact C et D; en sòrte que 
si BOUS appelons I la rencontre C D avec mw, le point I 
satisfera à Féquation 

tang/'H-tang 
tang X = t 
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y y y''»y" l^s ordonnées des trois poinis^% m, ii, el 
de même à l'équation 

tanex'H- tanche" i a n g x = = — ^ 

On peut conclure du problème précédent, par la con-
sidération des ellipses supplémentaires, que le lieu des 
centres des ellipses tangentes à quatre grands cercles 
donnés est aussi une courbe du troisième degré. 

P R O B L È M E . Trouver Véquation d^une conique sphé-
rique passant par quatre points, connaissant en un de 
ces points la direction de la tangente. 

Choisissant les axes comme dans le problème précé-

dent, nous avons l'équation d'une courbe passant par les 
quatre points donnés, savoir 

( _ , ) _ i ) ^ ( a ^ - - i ) ( « ' J : I ) - f . B x j = I, 

en appelant, pour plus de simplicité, a la cotangente du 

segment OA, a ' , etc. Si nous désignons par ~ le coeffi-

cient angulaire de la tangente au point A, nous aurons 

tirant B de cette dernière relation, nous trouvons pour 
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équation de la courbe 

-h [g r-f- (a — a ^ / = ï. 

liemarque. On peut trouver l'équation générale des 
coniques passant par quatre points A, B, C , D, sans 
donner aux axes une position particulière. Pour cela soit 

ê J H- aA' — ï ~ o 

l'équation de la circonférence passant par deux des points 
A, B, et 

ê ' j a'o; — i r r o , 

celle qui passe par les deux autres ; soit aussi 

y J ^ .r — I " o, 

la circonférence menée par A et C , et enfin 

réquation de la circonférence menée par les points B et 
D-, si nous posons l'équation 

( a X-h € J — 1 ) ( a ' .r 4 - r 7 — 1 ) 
-+•>.(^^ + 7 7 — - h 7 ' j — i ) = o 

(analyse de MM. Briot et Bouquet), il est évident que les 
coordonnées d'un quelconque des quatre points donnés 
véiifieront cette équation; A étant indéterminé : c'esldonc 
l'équation générale des courbes du second degré passant 
par les quatre points -, X se détermine comme dans les pro-
blèmes précédents, si l'on donne un cinquième point, ou 
le coefficient angulaire de la tangente en un des quatre 
points donnés. 

P R O B L È M E . Trouver réquation générale des coniques 
sphériques tangentes à quatre circonférences de grand 
cercle données. 



Nous prendrons pour axes les diagonales du quadrila-

tère formé par les quatre tangentes. Soit 

tangOB=:a, tang6 0A = a', tingOC = ê, tang OD = 

l'angle COB == 0. 
Représentons par 

y = Ax 
l'équation de l'are MN passant par deux points de contact 
opposés; l'autre arc PH aura pour équation 

nous l'avons démontré précédemment, en faisant voir que 
les quatre arcs se coupant au point O forment un faisceau 
harmonique. 

Cela posé, il sera facile d'avoir les coordonnées du 
point N, intersection de deux cercles dont on a les équa-
tions , on trouve 

__ a ê __ gg A 

• ^ • " " ^ T T i ' 6 - h A a ' 

Les coordonnées des points M, H, P se trouvent par 
des formules analogues. On connait d'ailleurs le coeffi-
cient angulaire de la tangente en N. Or on sait, par une 
formule précédemment établie, trouver l'équation d'une 
conique passant par quatre points, connaissant le coeffi-
cient de la tangente en un de ces points; cette équation^ 
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« ^ a riiidétermiiiée A, ce sera doue 1 équation g ^ é r a l e 
des coniques tangentes à quatre circonférences données. 
Si on lui applique les deux équations qui donnent le 
centre en éliminant entre elles A , on aura le lieu des 
centres. 

Q U E S T I O N S D EXAMEN S U R L E S C O N I Q U E S ; 

PAR J. T . , ABONNÉ. 

L 

Lieu décrit par le milieu d'une droite de longueur con-
stante, dont les extrémités glissent sur une ellipse. 

Soient il la longueur de la corde, x ' , x'\ y" les 
coordonnées de ses extrémités, x ei y celles de son mi-
liou. Pour résoudre la question, il faut éliminer x ' , 
x"., y" entre les cinq équations suivantes, qui expriment 
les conditions du problème : 

Ces relations donnent, pour l'équation du lieu cherché, 

(*) Lorsque / = « ou l — h, la courbe doit se condenser au centre ; ïom-
ment? et que devient la courbe lorsque a l signifie le grand axe? T* . 
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Remarque / . pans le cas où a = F ellipse se réduit 

à un cercle, et l'équation devient 

. r ' + 
ce qui doit être. 

Remarque II» La surface comprise entre la courbe et 
l'ellipse a pour expression TT/*, d'après un théorème de 
M. Holdisch, La formule se vérifie immédiatement dans 
le cas du cercle. 

Si la droite glisse sur une parabole, un calcul entière-
ment analogue donne pour équation du lieu 

[y^ipx] ( - h = 0. 

IL 
Déterminer, dans le plan d'une ellipse, un point tel, 

que l'on puisse mener deux tangentes égales à la courbe. 
Soient Xj , y^ les coordonnées du point cherché. La 

corde de contact correspondante a pour équation 

a^yyx -f- h^xx^ = 

et la perpendiculaire abaissée du point sur la corde 

Éliminant J , on a pour la valeur de l'abscisse du pied 
de la perpendiculaire 

Si l'on exprime que cette valeur est celle du milieu de 
la corde de contact, il est évident que les tangentes seront 
égales. 

Les abscisses des points de rencontre de la corde de 
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contact et de relHpse sont données par Télimination de / 
entre les équations 

b'x, b' 
r = — — ^ — ' 

ce qui conduit à l'équation 

(a'b'y, + b*x])x''- 2a' b'xx, b' — a' b'xV— 

d'où 
.r' -h a ' b* X, 

2 

La condition à laquelle doivent satisfaire x , et dans le 
cas des tangentes égales est donc 

a'b'y] -f- a'y\ ^ b'x\ ' 

cette équation est satisfaite, même par Xi = o ou par 
= 0 , c'est-à-dire pour des points situés sur les axes; de 

plus, simplifiant, on a 

^ b'-^ [a'— b')y\^ 

d'où l'on déduit comme facteur 

a'y' 4- h'x\ = a' b\ 

ce qui donne tous les points situés sur l'ellipse. En effet, 
alors les deux tangentes sont également nulles; de même 
pour les deux autres coniques. 

IIL 

Deux poids P et P ' attachés aux extrémités d'un cordon 
reposent sur une ellipse dont le grand axe çsi vertical. 



Déterminer la relation qui existe entre les poids et les 
oitionnées correspondantes à la position d'équilibre. 

Soient M et M' les points correspondants à la position 
d'équilibre. Les poids seront, par rapport aux tangentes 
menées en ces points, comme sur deux plans inclinés. 
On aura donc, dans le cas de l'équilibre, a et ot! étant les 
angles que font les tangentes avec le grand axe, 

P cos a = P' cos a' ; 

or, l'équation de la courbe étant 

on a 
— o}r , — o}r' cos a = et cos a' — ; 

et par suite l'équation de l'équilibre devient 

V'y^ — y" 
a* -+- b' x^ ^ a*H- b^'' ' 

d'où 
a * ( p 2 p'2) ¿,4 ( p'î r'2 — P? x'» j ' ) , 

et remplaçant x^ et x^^ par leurs valeurs déduites de l 'é-
quation de la courbe, il vient 

(«'— ( P — p'^) = — P ' r ' ) ; 

d'oii 5 enfin, 

équation qui exprime la relation qui existe entre les poids 
P et P' , et les ordonnées et y ' des points correspondants 
à la position d'équilibre. 

Un calcul entièrement analogue conduit, dans le cas 
de là parabole, à la condition 

p2 p î p2 

Ann. de Mathcmal., t. XIX. (Juin i%o.) ¡4 
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Cette relation peut anssi se déduit« du réstiltat qui Vient 
d'être obtenu pour l'ellipse. On pose, à cet effet, 

I n» 
fl—.. ^fl i—6' = - /», d'où — 

On aura alors 

a' — 
' 

P' 
T 

divisant par a*, et posant a = oo , cette dernière équa-
tion devient 

M L E S C O U R B E S A P L U S I E U R S P O I N T S D ' A R R Ê T 5 

PAR M . HERMANN L A U R E N T , 
Élève du lycée Napoléon (*). 

Existe-t-il des courbes telles, qu'une 'même branche 
présente deux points d'arrêt? 

J®. Soit une courbe P Q présentant un point d'arrêt 

F I G . I . 

B \ Y 

rp 

S' ¿c 

(*) Fils du célèbre chimiste prématurément enlevé à la sciencé qu'il cul-
tivait avec un esprit si philosophique. 
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en P, une aiilre courbe présentant un pôiril d'arrêt en S, 
on pourra toujours placer ces courbes Tune par rapport 
à l'autre de telle sorte, que, si on les rapporte à deux axes 
rectangulaires A a: et Ay, les ordonnées de ces courbes 
correspondant à la même abscisse soient réelles et finies 
dans l'intervalle compris entre x = AP' et o: = AS', 
abscisses des points d'arrêt des deux courbes. Alors soit 
y = ^ [x) réquation de la première courbe, j = 
l'équation de la seconde -, la courbe représentée par 

présentera deux points d'arrêt, l'un pour x = A F , l'autre 
pour x = AS^ 

Il est clair que la courbe j = ^ ( x ) peut être remplacée 
par la courbe y = y (x) placée dans une position diffé-
rente. En suivant cette règle, on forme les exemples sui-
vants : 

Ix ¿(a-^x) 

J = ~ -4- sin y/fl — X » ix 

Si dans la dernière courbe on prend le radical avec le 
double signe, on a deux branches de courbe inégales pré-
sentant chacune deux points d'arrêt. 

2°. On peut encore obtenir le même résultat de la ma-
nière suivante : 

Considérons une courbe MN quelconque telle, qu'une 
même valeur de o: fournisse deux valeurs différentes pour 
y , et de plus située d'un même côté de l'ordonnée QQ'5 
s o i t j = f [ x ) son équation. 

Considérons en second lieu une courbe j = (p (x) 



( 212 ) 
présentant un point d'arrêt en P , le point P ayant une 

F I G . 7 . 

abscisse telle, que f ( x ) reste réel quand x varie de AP' 
à AQ -

Prenons la courbe j z=zf[x) et augmentons ses ordon-
nées de A(f(x)^ nous aurons une courbe présentant deux 
points d'arrêt sur la même branche. 

Exemples : 

3®. Il arrive quelquefois que les courbes j = (f[x) 
présentant un point d'arrêt ont une asymptote parallèle à 
l'axe desj^-, en transportant alors l'origine sur l'axe d e s / 
de manière que le point d'arrêt nesoitpas sur l'axe des a:, on 
a une équation telle quey = a Ç [oc]̂  et alors la courbe 

y = 

présente deux points d'arrêt. 
Exemples : 

y = 

Lx 

I 
. glangx 

La courbe y = ^ compose d'une infinité de 

branches présentant deux points d'arrêt. 



( a . 3 ) 

REMARQUES 

sur qoelqaes produits dont les facteurs sont en progression arithmétique; 
PAR M . MARIE-PIERRK-ADOLPBE G U I B E R T . 

I. Si n , r sont premiers entre eux, et r^C^'iT—i, le 
produit ( u — r ) n (n + r) ne sera pas la puissance m ' ^ 
d'un entier. 

Admettons que ce produit soit une puissance exacte du 
degré m : comme n est premier avec les deux autres fac-
teurs n — r , il faudra que n^ — r ' soient des 
puissances exactes a"", è'" ; on aurait alors 

ce qui ne peut être. 

II. Le produit P de huit entiers consécutifs n^est point 
un carré. 

Soit 
P = («4-4). 

Ce produit équivaut à 
(«'-h 2/2^—g/z' — lo/z-h 4 ) ^ — + 

donc 
P < 4- 2 — — 1 o/îH- 4)'. 

La différence P—(71^4-2/1®—9/4®—10 «4-3)®, égale 
à ^n^— 82/1®— 84^ — 9, reste positive tant que 
n est supérieur à 6 j donc, pour n ^ 6, 

Ces inégalités prouvent que pour P n'est point un 
carré, par conséquent P n'est jamais un carré, puisque 
d'ailleurs on n'obtient aucun carré, en prenant n égal à 
l 'un qtielconque des nombres 4? 5, 6. 



On déduit de là que le produit de trois nombres en-
tiers consécutifs nest une puissance exacte d^aucun 
degré. 

III. Le produit de trois nombres entiers en progression 
arithmétique nest jamais un cube. 

Le produit en question est susceptible d'être représenté 
par 

d^ {n r) n [n + r), 

d étant le plus grand commun diviseur entre la raison et 
l 'un quelconque des termes de la progression. 

Supposons que ce produit soit un cube ; n — r et « -h r 
étant premiers avec n, — r ) , (w-h' ' ) et w devant être 
des cubes. Soit 

n = a\ 

Si l 'un des nombres r est pair, n — r et n - f - r n 'au-
ront pas de diviseur commun, chacun de ces facteurs 
devra être un cube; mais leur somme est égale à aw, 
c'est-à-dire à on aurait donc la somme de deux cubes 
égale au double d'un cube, ce qui est impossible. 

Si les deux nombres w, r sont impairs, le plus grand 
commun diviseur de « — r et de n -f- r sera 2; leur pro-
duit ne pourra être un cube que si l 'un est le double d'un 
cube et l 'autre égal à quatre fois un cube, ce qui donne 
toujours une égalité semblable à celle-ci : 

3 /I = 2 a' 4- 4 6% 
de laquelle on tire 

résultat encore impossible. 

IV. Le produit de six, de nei^f nombres entiers consé-
cutifs nest point un cube. 

Soit d'abord 
P = ( « ~ I ) { N ^ 1 ) 4 . , ) ( / N - 2 ) ( « -H 3 ) . 



( a i t ) 
Ce produit n^est pas un cube quand « = 35 nous allons 
prouver qu'il n'en est pas un si n est plus grand que 3, 

On a identiquement 

3 ' P = (3/1^4- 3/2 8)^ — (252/2»4- 252/1 -4- 5I2) , ' 
d'où 

mais la différence 3 ' P — —9)% égale à 

2 7 4 - 54/2' — 378«' — 4o5/i — 295, 

est positive tant que n est supérieur à 3 ; par conséquent, 
dans cette hypothèse, 

3 3 P > ( 3 / i ' 4 - 3 / i — g ) ^ ; 

donc P n'est jamais un cube. 
En dernier lieu, considérons le produit de neuf nombres 

entiers consécutifs 

observons qu'on n'obtient aucun cube, en faisant /î = 5, 
7, 8, 9, 10 : il suffira de prouver qu on n'en obtient 

pas non plus lorsque n est plus grand que 10. 
Or P revient à 

(27/1^—180/2'—576/2), d'où P<(/2»- . IO/2)'; 

car 27/2^—180/2®—576« est une quantité positive, 
s i , comme on le suppose, on a « > 10; mais, eu sous-
trayant de P Je cube immédiatement inférieur au précé-
dent , on obtient la différence 

3 / 2 « — 2 7 / 2 ^ — 6 o / 2 « 4 - i 7 7 / 2 ' - h 3 O O / 2 ' 4 - 3 O / 2 4 - 5 7 6 , 

laquelle est aussi positive dès que n est supérieur à 10, 
ce qui donne 

Par conséquent P n'est un cube dans aucune circonstance. 



( ) 

T R O I S I È M E S O L U T I O N D E LA Q U E S T I O N M 
(voir p 83)i 

PAR M . FRANÇOIS S I A C C I ' ( D E R O M E ) . 

Soient P un point d'une conique , C le centre de cour-
bure en P, Q le centre de la conique; par C on mène une 
parallèle à la tangente en P5 soit D le point où celte 
parallèle est rencontrée par le diamètre OP : on a CD égal 
au tiers du rayon de courbure de la déi^ehppée en C. 

( A B E L T R Â N S O N . ) 

Soient p le rayon de courbure de la conique au point P , 
et R le rayon de courbure de la développée au point C 5 
soit (f l'angle que la tangente au point P fait avec l'axe 
des j:; soient enfin 5 et S deux arcs pris à partir des points 
P et C sur la conique et sur la développée. Nous aurons 

ds . 

mais dp = dS -, donc 

ds 

Soit maintenant A l'angle que fait la tangente au point 
P avec le diamètre PO. On aura, le triangle PCD étant 
rectangle en C , 

CD = CPcotA =r pcotA. 

La question, par conséquent, se réduit à démontrer l'é-
quation 

2 4 ^ = : 3 Ô C O ( A , OU bien 4 ^ = 3 c o t A . ds ^ ds 

Soit en général 
( i ) 

l'équation de la conique, e étant l'angle des demi-axes. On 



( = '7 ) 
aura 

Or 

Aor-I-B 
y 

f • 

J y 
-B) 

J — y 

donc 

ds " " sine 

y ^ e 

i/i = (i -H r'^-f- cose)' dx; 

{ y - h cose)-
( H - cose) 

( 3 ) 

et remplaçant y' ' , au moyen des équations (2), on 
aura, réductions faites, 

^ ^ ni 
ds sine 

X 
B^(Aa:+B)-hycos6]-- (Ax+B)[ (Ax-^BY-h 2 j (A:r-h B)cose] 

Dans l'équation (i), l'origine des coordonnées se trouve 
sur un point de la courbe. Ce point, pouvant être quel-
conque, supposons que ce soit le point P. On aura 

j: = o 7 = 0, e = : A ; 

ces valeurs étant substituées dans l'équation (3) , on 
trouve, après avoir exécuté la division, 

4£ = 3cotA, 
ds 

c. Q. F. n. 
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ilm§- ) 
6V Le dénominateur de r est à chassaA ce déno-
fgh 

minateur dans Féquation ( a ) , et multipliant \el deux 
membres par y^A 5 on a 

(3) e r V ^ y / ^ ^ / ^ g ^ ' A ^ M ) , 

en appelant M la quantité sous le radical dans le numéra-
teur de r. 

En comparant les notations de Legendre avec celles de 
M. de Staudt, on voit que 

b=gg', 

W = 2 P K , 

R = l a hauteur du tétraèdre correspondant à A. (Le-
gendre, livre m , théorème XXXII.) 

Cela posé, 

(4) - ^ T e U / ^ r - ^ V ^ - h'h'' 

mais 
—2^//cosa, 

2 / ^ cos 6, 

Remplaçant dans Féquation (4) par les va-
leurs précédentes, on trouve, après calcul fait, pour w®, 
la quantité sous le radical dans le second membre de Fé-
quation (3) 5 donc, 

6 r V = : w; 



( 220 ) 
mais 

V = 6 r V = : 2 r K A = a>, « = 2 rK ; 

donc, 
A' a = 

T . 1 A/ J T . , f f hh' Le triangle A' dont les côtés sont - p ? a pour 
^u sju 

surface 

a 

Donc 
a' ii = w, 

e t , par conséquent, 
A A'. 

DÉMONSTRATION 
D'nn Ihéorèine de M. Cayley sur les relalions entre les fonctioas de Starm ^ 

PAR M. V. DE ZEIPEL, 
Doyen à Tuniversité d^Upsal. 

Quarterlf Journal, mai iSSg. 

1®. Soient 

F (o:) = -h a ' « - ' f l . x ' « - ^ jc'«-«. . . , 

/ ( x ) =z box^-i- b, -h bnOf"-^ 4 - . . . ; 

opérant comme pour la recherche du plus grand commun 

C) Journal de M. LiouviJlo, t. X), p, '^/-^Qf) j i8/|6. 



( ) 
diviseur, on obtient 

R I = 

éliminant les R , on obtient 

^̂  (x) = Ao .r"-» -H A, x»»-' + . . . , 

Il faut déterminer les A et les B de manière que R„ de-
vienne de degré m — 71de sorte que les termes d'ordre 
supérieur s'annulant en 

R„ = (ûTo Ao H- + (a. Ao -f- «0 A, -f. i». Bo-H ¿oBO^r-^«-» 

tous ces termes jusqu'à inclusivement doivent 
disparaître; ce qui donne ces 2 « — i équations de con-
dition 

flToAo-hO - h o 4 - 0 - h O ^oBo 

¿7, Ao-|-«oÂ,-|- O -f ¿oBi-hO ¿,Bo 

Ao A,4- rto A2 -f- B, 4- èoBa. .^—¿jBo 

Ao-f-^?2A,4-û, A2 ; .4- ¿2B, -h ¿>,B2. .=—¿>360 

2̂«-2AO4-«2/1-3 Al 4-̂ 2/1-4 A2...~h^2«-3B,4-^2a-4B2... = —¿2/1-2B0 

On déduit les valeurs de 2n — i quantités Ao, A^,..., 
A „ _ I , B i , B2, . . , ,B„_ I de ces 2/1 — 1 équations, p a r l a 



( ) 
méthode de Cramer. A cet effet, posons 

P . = 
K 

. . , , r , — 
„̂¿tf 

ûTo o b ^ o 
¿7, ¿0 
a-i fl, ¿>1 
¿73 Or ¿>3 ¿>2 

Pour avoir on change dans Pg la dernière ligne 
les indices en r - H 3 5 (/ ) désigne les accents. 

P3~ 

«0 0 0 b 0 0 
Hq 0 K 6, 

a. a^ «3 h b. 

et de là en changeant les indices en r - f - j dans la der-
nière ligne. 

Les P, se forment en prenant dans chaque ligne des 
2» — I équations 5 termes à partir de la seconde ligne. 

On a donc 
0 0 0 . . . . 0 0 

0 0. . . . b. 0 
«'o 0 . . . . . bu 

<72 b. 

«2 b. 



e t , en général, 

X 

0 0. . . 0 0 0. . . 0 6 
tf, 0. , . 0 0 0. . • 0 bx b. 

a,.. . 0 0 0 . . . 0 b. 

«3 fl,., . 0 0 0 . . , 0 b. 
«4 «2 . . . 0 0 0 . . . 0 b, 

«,-3 . . . 0 0 0 . . . 0 bi^x 
«Z ài^x . . . 0 0 0. • . 0 bi 

di .. . dx d^ 0 . . . 0 bi^t 

din-z 2̂11—(/+3)» < . . da b^n-l bin^i 

et 

Pour avoir S, on remplace dans le déterminant précédent 
la première ligne par o:"""', x " " " ' , . . . , o , o , o , et 

«0 t 

pour avoir T , on remplace la même première ligne par 
0 , 0 , 0 , j;"-®, . . + 5 de là 

remplaçant la même ligne par 

y-'/i^), 
on obtient U. 



Faisant 

on a 

( ) 

Bo=±^JroP(„-0, 

mettant dans U au lieu de F (or), f { x ) les développe-
ments, et ne conservant que les termes de degré m — n 
et inférieurs, on a 

n est quelconque-, r, 5, i étant des nombres entiers posi-
tifs, on trouve par le procédé ci-dessus les valeurs de 

^'r, -i^sj ^O 

Rr> R/j 

on a identiquement les deux déterminants 

?0 
= o; 

ajoutant 

ou bien 
^r, B;. 

l̂'r, Ri 

— G . 

= O, 

C'est la relation découverte par M. Cayley. 
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PROPOSITIONS SBGMENTAIRES 
sir la parabole, Thyperbole éqniiatère el propriété do cercle priBCipal 

de Tellipse ; 

PAR M . ARTHUR L E S C A Z E , 

Elève à Sainte-Barbe ( cours de M. Oerono). * 

P R O P O S I T I O N I . Le produit des distances du sommet 
d'aune paraboleàune tangente quelconque et à lacourbe^ 
distances comptées sur la même droite y est constant. 

S o i e n t 
y"^ =z 7. px 

l'équation de la parabole rapportée à son axe et à sa tan-
gente au sommet S ; 

p J = wx H irn 

l'équation d'une tangente quelconque en fonction de son 
coefficient angulaire m ; 

I 
m 

l'équation de la perpendiculaire SP abaissée du som-
met S sur la tangente. Enfin, soit R le second point de 
rencontre de SP prolongée avec la courbe. Cela posé, on a 

d'après la formule connue qui donne la distance d'un 
point S à une droite. 

Nommons { x ' . j ' ) les coordonnées du point R, On 
Ann, de Malhémat.^ t. X I X . (Juin 1860.) l 5 



( ) 
aura 

= y'zzs l.x'i / ' = 
M 

e% j \ i j y i m i m 

(2) 

Multiplions les égalités (i) et (2) membre à membre et 
extrayons la racine carrée, il vient 

S P X S R = P \ 
( c , Q. F . D . ) 

Remarque I , Cette re^narque peut être utile dans la 
résolution de certains problèmes. Soit proposé, par esem-^ 
pie, de construire une parabole dont on donne iinç ti^n-
gente, le sommet et le paramètre. On aura immédiate-
ment un point R de la courbe, en abaissant du sommet 
donné S une perpendiculaire SP sur la tangente et dé-
terminant le point R de façon que 

S P X S R =R p\ 

On sera alors ramené k çiutre problèmç dont h solu-
tion est connue et fort simple : Constrtiire une parabole,^ 
connaissant le sommet, le paramètre et un point de la 
courbe. 

Remarque I I , H y a une démonstration plus simple 
de la proposition. Le lieu du point Pest , comme on sait, 
une cissoïde dpnt Téq^uation est 

passant aux coordonnées golaires, on trouve 

^ o *•/»«; rt ' 



( « 7 ) 
réquation p<Jaîre d^ la parabole est 

cosa 

le produit des deux rayons vecteurs p est — p^. 

Note du Rédacteur, M. Lescaze est l'ingénieux auteur 
du Lemme qu'il a proposé comme question [voir t. XVIII, 
p. 171), et qui a été démontré par M. Joseph Vigne 
[voiri, XVIII , p. a65). 

P R O P O S I T I O N IL Le produit des distances, d^ centre 
d'aune hyperbole équilatère à une tangente quelconque 
et à la courbe^ distances comptées sur la même droite^ est 
constant. 

Soit en effet 

l'équation de l'hyperbole équilatère rapportée à ses axes. 
Je désigne son centre par O, par P la projection de ce 
centre sur une tangente quelconque et par R l 'un des deux 
points de rencontre de OP avec la courbe. 

y z=:mx -i- s!a^ m^ — af^ = mx + a sj m^— â 
* 

étant l'équation d'une tangente quelconque à la courbe, 
on a 

(m^-hi) 

Cherchons OR , nommons x'^ y ' les coordonnées du 
point R, au ^ura 

d'ailleurs 

et — m 
i5. 



( " 8 ) 
Tirons x'* et de ces deux dernières expressions et 
portons dans 

il viendra 

OR 

multiplions les égalités (i) et (2) membre à membre et 
extrayons la racine, il viendra 

OP X OR = 
• (c. Q. F. n ) 

Remarque, Le lieu du point P est une lemniscate dont 
Féquation polaire est 

— «"cos 2 a, 

Féquation polaire de l'hyperbole est 

— , 

' cos 2 a 
donc, etc. ^ 

P R O P O S I T I O N I I I . Si d'un point de la directrice d'une 
ellipse on tire deux tangentes à la courbe et quon les 
prolonge au delà du point de contact jusquà leur ren-
contre avec la circonférence principale^ la droite qui 
joindra les deux points de rencontre sera un diamètre 
parallèle à la corde des contacts, 

Lemme, Les projections du sommet d'un triangle 
sur les bissectrices correspondant aux deux autres som-
mets sont situées sur une droite qui passe par les mi-
lieux des deux côtés se coupant au sommet considéré. 

Cela posé, joignons surla figureTT',TF, T ' F , F'R, F R ' 



( ) 
La droite T F passe par le foyer F , puisque le point P est 

sur la directrice ; donc on aies égalités d'angles 

/N /\ 
R T F ' = P T F = H T R . 

Dé même 

F ' r R ' = H " r R \ 

Donc les drcytes TR, 'FR ' sont les bissectrices des angles 

H T F , H ' T ' F . Mais F R est perpendiculaire sur TR, 
F 'R ' sur r R ' , puisque TR et T 'R ' sont des tangentes à 
Tellipsé et que les points R et R' appartiennent à la cir-
conférence principale. Donc, d'après le lemme, la droite 
RR' passe par les milieux de TF ' et de T ' f , ce qui montre 
d'abord qu'elle est parallèle à TT', et en outre elle pas-
sera par le milieu O de FF' , c'est-à-dire qu'elle est un 
diamètre. (c. Q. F. n.) 

On déduit de là les deux corollaires suivants : 

Corollaire L Si des extrémités d'un diamètre mobile 
de la circonférence principale on mène d'un même côté 
de ce diamètre des tangentes à l'ellipse, le point de con-
cours de ces tangentes décrit la directrice correspondant 
au foyer relatif au côté considéré. 

Corollaire I I , Quand l 'un des sommets d'un parallé-
logramme circonscrit è une ellipse est assujetti à se mou-



( ) 
voir sur l 'une des deux directrices, le sommet opposé 
décrit l 'autre directrice, et les deux autres sommets dé-
crivent la circonférence principale. 

SOLUTION DE LA QUESTION 5 1 4 
( T O L R P . W ) ; ^ 

PAR M. ED. G R E S S I E R , 
Élève au collège Stanislus (classe de M. Frin). 

L'énoncé de cette question est incorrect. Il faut rem-
placer 

par ^ = tang ^ ^ 

et 

par 6 = c o t | 

Nous allons le prouver 
Pour qu'une équation transcendante 

ait deux racines égales, il faut qu'elle ait une racine 
commune avec 

/ ' ( x ) = o. 

Prenons la dérivée de l'équation proposée. 

e 

d'où 
ax^ — 2 x -f- « =r o. 

C ) Nous »irons copié les Comptes rendus du 9 janvier 1860^ p. 11 i - i l i . 



( »5. ) 
Cette équation a pour racines 

a 

ou, puisque a = sinif;. 

[-f-v^i-^«' I —v/i— el ' * î 

cot - et tang - • 

Il faut donc que Tune de ces quantités mise à la place 
de X dàns leâ équâtioùs 

en vérifie au moins une. 
Posons 

alors 

A 

I 2C0S4/ I 2C0S^ X, = —^^—? £= :—r-« 

Il faut donc que Tune des relations suivantes se vérifie : 

(2) " ^ ^ ) tu Côt i 
2 . 

(4) 



( 2 3 a ) 
or ces relations se réduisent à 

(5) co t^= : t aDg | , 

(6) 

(rj) ^cos^^^-cos^^ 

(8) tang | = c o t l 

Pour que Féquation (5) ou Féquation (8) soit satisfaite, 
il faut que 

et de même, pour que Féquation (6) ou Féquation (7) 
soit satisfaite, il faut que 

= 90°. 

Mais, d'après Fhypothèse faite dans Fénoncé de la ques-
tion, ^ est inférieur à 90 degrés. L'équation transcen-
dante proposée ne saurait donc avoir deux racines égales. 

Au contraire, si Fou pose 

la valeur 

a: z=z tang^ 

annule à la fois Féquation transcendante proposée et sa 
dérivée, et par suite l'équation 

J, 
a deux racines égales à tang ~ • 



I î»33 ) 
De même, en posant 

2 
l'équation 

2 

a (Îeux racines égales à 

O I I E S T I O N S . 

523, Un débiteur doit acquitter sans intérêt : 

Une dette C, au bout de n^ années, 

» C2 » /?2 » 
» C3 » » 

» Ĉ  » rip V 

Il veut payer les sommes Ci 4 - C g - h . . . - h C^ à la fois; 
démontrer qu'en appelant t le nombre d'années au bout 
desquelles il doit payer cette somme, on a 

^ 100 / n^C^ /î^Cj . «sCî 
V \ ir/o-{ -/z ,/ lOO 4 - l O O - h / z ^ z 

•4- \ 
100 H- np i J 

i = intérêt annud pour 100, 

^ / looC, ^ 1 0 0 Cj ^ ^ 100 C„ 
\ i o o - h A / , / 1 0 0 4 - / ^ 2 ' 1 0 0 - H w»/ 
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524. On donne un triangle cOtijuglié à une ellipse 

(chaque sommet est le pôle du côté opposé) : la tangente 
menée du centre de Fellipse au cercle circonscrit au tr i-
angle est égale à la corde du quadrant d'ellipse. 

( F A U R E , capitaine d'artillerie.) 

525. Soient oTI, Xj, o^s,. . . , les racines d'une équa-
tion 

/ ( ^ ) = o, 

que nous écrivons sous la forme maintenant bien connue 

posons 

OÙ est la dérivée de/"-, démontrer que la forme 

(Ao, A|, Aj, . . . , Aîn—4) 

est un covariant de la forme 

( M I C O A E L R O B E R T S . ) 

526. Si Féquation 

4 - H « 4 = O 

a une racine double a , posons 

M = 7 



( - » 3 5 ) 
démontrer les équations 8iiÍTftiites : 

cIU elM dM dht 
_ IcF _ 2 2 DAT da^ 

3 dM dM 
da^ dai da^^ da^ 

( M I C H A E L R O B E K T S ) 

527. On donne deux cercles tels, que Ton puisse con-
struire un triangle inscrit à l 'un et circonscrit à Tautre; 
on sait qu'il existe alors une infinité de triangles satis-
faisant à cette condition ; le lieu des points de rencontre 
des hauteurs de tous ces triangles est une circonférence 
ayant pour ra jon l'excès du rayon du cercle circonscrit 
sur le diamètre du cercle inscrit. ( G . SALMOJST.) 

SOLUTION D E S Q U E S T I O N S 5 1 7 , S 1 8 , 3 1 9 E T 5 2 0 

(voir p. 95 et 96) ; 

PAR M . HONORÉ P R A T { * ) , 

Élève de l'institution Royé-Micé à Bordeaux. 

Solution de la question 517. 

i ' \ L'équation de la normale est 
c 'r 

Je cherche les intersections de cette droite avec les axes; 
j'obtiens 

—cV ex' 

(*) Résolues également par MM. L. Marc, élève du lycée de Caen, Ed. 
Gressier, élève du collège Stanislas, Jules Faure, élève de l'institulion 
Meyer. 
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Le segfi^spt iniercepié par les deux axes a pour expres-

sion 

La tangente a pour équation 
a^ y / -4- b'xx' — a'b\ 

La longueur de la perpendiculaire abaissée du centie 
est 

En multipliant Téquation (i) par l'équation (2), on 
obtient un produit constant c®. 

Si l'on joint le point O aux points M et N et si l'on 

F I G . I . 

- I K / \ 

i ( _ 
\ <1 

mène le diamètre M'O parallèle à la tangente, en dési-
gnant par 9 Tangle M'OM, on a dans le triangle OMN 

by= Ô M V Mn' - 2 OM. MN cos — Q^, 

MN est normale. 
Mais, M'O et OM formant un système de diamètres 

conjugués, on sait que 

, by = OM V I \ R O - 2 OM. MN C O S ^ Y ~ ^ ^ 



( ) 
donc 

MN = OM', 

c'est-à-dire le demi-diamètre parallèle à la tangente.^ On 

trouve aisément que OM' a pour expression — ^^ 

en cherchant Tinterseclion de la droite j = 

avec l'ellipse. 
¿¡2 

La multiplication de OM' par z? = = donne 

la constante ab. 

Solution de la question SI 8 (*). 

Soient jc et les coordonnées des points N et N', et 

OÙ R^ est la quantité constante. 

F I G . 1. 

/ 
r / / 

Il est évident sur la figure que 

.r'dz MNcosNMP, 

7 = / ± M N s i n ] \ M P , 

x' ety sont les coordonnées de M, 
Eu remplaçant MN par sa valeur, et cos NMP, sinNMP 

(•) CeUe question a été aussi résolue par M. L. Blanché-Arnault, élève 
du lycée Louis-le-Grand. 



( ) 
I 1 »'y , par leurs valeurs • et — o n on-

^ S / N ' Y S!A'Y" 4 - B' X' ' 

t i ^ 

(.) , dou 

Substituant y ' dans 
y" on a 

a^x' l'y' _ 

L'équation (3) représente deux ellipses eonfocaies, 
comme il est facile de s'en assurer en formant les diffé-
rences des carrés4les deux axes. 

Solulion de la question 519. 

Soient ( x ' , y ) , deux points correspon-

dants, (xj , j i ) les coordonnées du milieu M. 
On a 

~a ' 

2 O 

Pour avoir le lieu des points M, je remplace x ' et f par 
leurs valeurs tirées deTéquation (i) et (2) dans 

y" 
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J'obtiens 

équation d'une ellipse. 
La droite 

T^-y 

a 

est normale à cette ellipse. En effet, si on remplace a/ et 
y par leurs valeurs, on a 

2 bfi ___ [b' ^ b) ( a a ' ) y, / %axy 

En tenant compte de la relation a^ — = —V^ qui 
exprime que les ellipses dounées soj;̂ t homofocales, on a 

— ^T . _ + a') 
^ - {p^b'f x,'"'^ b-\-b' (b-\-b'y ' 

ou enfin 
m (g J 
(4) ^ - [ p ^ b j x , ' ' 

c'̂  étant égal à (a-f-a')® — (è- f -
Cette équation (4) est précisément celle de la normale 

à l'ellipse (3) au point (J:,, J , ) , comme il est facile de 
s'en assurer en la formant directement. 

Solution de la question 520. 

Correction, ms^ doit être pris égal au demi-diamètre, 
parallèle à la tangente et non à la normale. 

Il faut démontrer l'égalité 

(i) P S , X Q a . - P S . X Q S , . 



On; 
( 240 ) 

PS2 = (w S2 — P /w), QS, — {m S, -h Q /w), 

PS, QS, = fQ/w— wSa). 

F I G . 3 . 

En remplaçant dans l'égalité (i), on obtient 

(mS, — Pm) (mS2 + Qr/i)= (mS, 4 - P / W ) (Q W — M S,), 

ou bien 

(2) w s j ^ r P/W.Q//?. 

Or 

mS, = m'0= — — , 

de même 

Qw = b' 

En substituant, on voit que l'égalilé (2) est vérifiée. 
c. Q. F. D. 

Les lieux de Si et Sj sont deux cercles concentriques à 
l'ellipse décrits avec les rayons [ a ± h ) . On peut le dé-
montrer directement ou considérer la question comme un 
cas particulier de la question 518. 
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Dans l'équation 

il suffit de faire 

et on obtient 
dzby. 

c. Q. F. n. 

Remarque. La question n'est qu'un corollaire du pro-
blème de la détermination des axes d'une ellipse, connais-
sant deux diamètres conjugués et leur angle. 

On sait, en effet, que les axes OAetOB sont les bissec-
trices de S2OS1 et SgOR, angles intérieur et extérieur du 
triangle S^OSi. Donc les quatre points Q, Sâ,P, Sj, divi-
sent harmoniquement le côté QSj. 

On sait aussi queOSi est égal à (a et OS2 à (a—b). 
Donc les points Si et Sg sont sur les cercles décrits du 
centre avec [a-\-b) ou (a — b) pour rayon. 

Note. Ces questions ont été résolues pour rdlipsoïde, 
par M. Jules Faure, élève de l'institution Mayer. 

Ellipsoïde. 

1°. Le segment intercepté sur une normale quelconque 
à un ellipsoïde par deux des plans principaux étant multi-
plié par la distance p du centre au plan tangent adjacent 
à la normale, donne un produit constant. 

Soit l'ellipsoïde rapporté à ses axes, en un point x , 
le plan tangent a pour équation 

J 7 X j Y z Z 

Ann. de Mathém., t. XIX. (Juillet 1860.) 1 6 



( ) 
Âu même point , les équations de la normale sont : 

a} = b^ ^ , 

X jr z 

au point où la normale perce le plan zoy pour 

au point où elle perce Z o X pour 

La distance de ces deux points est 

la distance de l'origine au plan tangent, 

I 
P — 

Le produit de ces distances = a® — 
De même, si l'on avait pris le segment de la normale 

compris entie zox et le produit aurait été 

Enfin, si Ton avait considéré le segment compris entre 
xoy et yozy ce produit aurait été 

oT' — 

Pour rellipsoïde, si l'on prolonge une normale quel-
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conque à un ellipsoïde dont les axes sont ^a j^b j ikCj 
jusqu'à un ellipsoïde de révolution de mêmes plans prin-
cipaux, dont les axes sont, par exemple, 2 (a è) pour 

les deux axes situés dans pour celui qui 

est dirigé suivant oz, le produit du segment de la normale 
compris entre les deux ellipsoïdes par la perpendicu-
laire p abaissée du centre sur le plan tangent adjacent à 
la normale est constant. 

En suivant la même marcbe ^ e pour l'ellipse, on 
arrive à une équation- en k 

qui est vérifiée pour k = ab^ h étant le produit cherché. 
Dans le cas où l'ellipsoïde proposé serait de révolution, 

par exemple pour a = c, le second ellipsoïde deviendrait 
une sphère de rayon a 

Même résultat en prenant a — c — ^ pour axes. 

3®. Si l'on porte sur une normale quelconque à un el-
lipsoïde, de part et d'autre de son origine, deux longueurs 
MNi, MNa telles, que le produit de MNi ou de MN, par p 
soit constant, les lieux des points Ni, Nj sont deux ellip-
soïdes confocaux de même centre que l'ellipsoïde donné. 

En suivant la même marche que pour l'ellipse, on 
trouve pour équations de ces deux lieux 

X^ Y2 Ẑ  

( - F ) ' 

On voit d'ailleurs que pour k = ab, on trouve les deux 
16. 
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ellipsoïdes de révolulion indiqués plus haut, qui devien-
nent des sphères si c=:a ou b. 

4®. Ellipse. Soient P, Q, les intersections respectives 
d'une normale par les axes a , i j si à partir de l'origine M 
de la normale on porte des longueurs égales entre elles 
MSi , MSg, telles que MSj soit égale au demi-diamètre 
parallèle à la tangente adjacente à cette normale, les 
quatre points Si , P, S j , Q, sont placés harmoniquement; 
les lieux de Si , S2 sont deux cercles concentriques à Fel-
lipse, de rayons a b , 

La tangente à un point x^y de l'ellipse 

y' 

b"^ X 

a pour coefficient angulaire — le diamètre parallèle 

est 
W 

les coordonnées X, Y de son intersection avec l'ellipse 
vérifient aussi 

X' Y' 

Des équations (i), (2), on tire 

^ / T 

X» = 

de même 

Y— ^ 

b' 
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c l 

Tel est le carré de la longueur du denai-diamètre. Les 
coordonnées des points Si , Sg, satisferont Téquation de 
la normale 

( 3 ) ^ 
X 

On aura en outre, puisque MSi = M S 2 = l e demi »dia-
mètre 

( 4 ) + 

De ces équations on déduit 

d'où 

de même 

pour P 

pour Q 

par consequent 

vS,P 



et 
( 2 4 6 ) 

de même 

[HH-i)] 
S.P 

Les deux points S i , Sg, divisent la ligne P, Q dans le 
même rapport, par conséquent Si , P , Sa, Q sont placés 
liarmoniquement car en admettant un sens positif et un 
sens négatif sur la normale, comme P j est entre P et Q , 
SîPsera de sens contraire des autres longueurs. On aura 
donc 

S.P S,P 
S . Q ' S a Q 

Sî est entre P et Q , car 

Or, la longueur du segment de normale intercepté par le 



( »47 ) 

cercle de rayon a dz i est aussi dz ab ^ ^ donc les 

lieux de S„5 Si, sont ces deux circonférences. Pour l'ellip-
soïde^ on prend MSi égal à un demi-diamètre, quatrième 
proportionnelle de et par exemple a , et au lieu du 

cercle, l'ellipsoïde de révolution a -H i a été . 

M. Saphore, élève du lycée de Douai, a résolu de même 
ces diverses questions. 

QUESTIONS. 

528. Le nombre figuré par 1121 ne peut être un carre 
parfait dans aucun système de numération. 

( R O U C H É , professeur.) 

529. Deux cubes étant premiers entre eux et se termi-
nant (à droite) par les trois mêmes derniers chiffres si-
gnificatifs, démontrer que les deux racines cubiques ont 
aussi les trois derniers chiffres communs dans un système 
quelconque de numération. 

( R O U C H É , professeur.) 
530. 

sinP 

d'où 
P — Q P + Q 

tang — ^ tang — = tang (? — 45). 

531. Soit A l'aire d'un polygone régulier circonscrit 
à un cercle, K l'aire du polygone semblable inscrit, 

l'aire du cercle est comprise entre A et A — ( A — A'). 

( H u Y G H E r i S . ^ 
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532. Soit A Taire d'un polygone régulier de m côtés 

inscrit dans un cercle, A' l'aire d'un polygone régulier 
inscrit d'un nombre n de côtés, l'aire du cercle est com-
prise entre A et A 4 - ^ (A— A'). 

( H U Y G H E W S . ) 

533. Soient deux cercles égaux dans le même plan; 
P un point variable duquel on jnène des tangentes 
aux cercles et dont le produit est constant. Le lieu de ce 
point est la podaire du centre d'une ellipse. 

534. Soient = F (x) l'équation d'une courbe algé-
brique \y — j^i = F ' ( ) [x — Xi) l'équation d'une tan-
gente au point Xj j^i j X, Y un point quelconque de cette 

tangente, p ^ j est un maximum ou un minimum lorsque 

Y = : J I , X = A : I . ( D U H A M E L . ) 

SUR I E S FORMULES D'INTERPOIATION DE LAGRANGE 

E T DE NEWTON 

PAR M . ABEL T R A N S O N . 

i . Il faut, de la formule de Lagrange, déduire celle de 
Newton, lorsque les nombres TQ? OTI, . . . , x,^ forment une 
progression arithmétique. 

Cette déduction consistera à faire voir que si, dans la 
formule de Lagrange, on remplace i/j. Ma,. . par 
leurs valeurs en fonction de MQ et de ses différences, le 

n VoirX. XVI, p. 237, 398; t. xvni , p. 26 à 193. 
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coefiicietit d'une différence d'ordre quelconque sera, pour 
la circonstance indiquée, le même que dans la formule de 
Newton. Le calcul s'appliquera d'ailleurs au cas où l ' in-
dice de la différence dont on étudie le coefficient est nul, 
c'est-à-dire qu'elle s'appliquera au coefficient de Mo j car 
Uq est représenté par Aq Uq. 

2. Pour abréger l 'écriture, je représenterai un pro-
duit de facteurs qui croissent en progression arithmé-
tique et qui sont en nombre w, tel que le produit 
a ( a - h h ) . . . [ a - | - ( / z — i) par le symbole usité 

et le produit de n facteurs décroissants, tel que 
a [a — h). . . [ a — [d — i) / i ] par Et à ce sujet je 
rappellerai qu'on a la formule suivante 

Priant le lecteur d'observer que les facteurs qui com-
mencent par a dans chaque terme sont croissants au lieu 
que ceux dont le | i emie r est b sont décroissants. 

3. Je vais calculer le coefficient de ^^¿/o, et jereniàrque 
premièrement que par la substitution des valeurs de 
Ml, 1/2. . . en fonction de Mq, Am ,̂, . . . , A,„i/o, la diiïé-
rence Apu^ ne s'introdtiira que par la valeur de UpCt par 
celles de M +̂I, . . . , jusqu'à 

C'est pourquoi, avant de faire cette substitution, je 
vais transformer les coefficients fractionnaires de la for-
mule de Lagrange^ mais seulement à partir du terme qui 
contient 

4. Tous les coefficients, à partir de celui de ont en 
facteur commun au numérateur le produit 

(a) . o;,) (o; — - • 
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Ensuite le numérateur de Fun de ces coefficients, de celui 
par exemple qui multiplie se complète par cet autre 
produit 

{x-^xp) . . . { x — Xp^n-^i ) . . . (A- — X„). 

Ce nouveau produit contient m — p facteurs; je le dé-
compose en deux autres : l 'un formé de n facteurs décrois-
sants, savoir : 

{x>^Xp) . . . [x — xp^n-x), 

etFautre de m — n-^p croissants, savoir : 
* 

(X'-X^) ( x — . . . (x--Xp^n+i)' 

Donc je puis dire, en employant les symboles conve-
nus, que le coefficient de a pour numérateur le pro-
duit ci-dessus (a) multiplié par Fexpression suivante : 

( - Xpfl-^. (x - . 

5. Considérons maintenant le d â ^ t o a t e u r de 
c'est-à-dire le produit 

{p^p+n ^o) • • • [xp+n •2̂ /H-«—l) {^¡H-n /̂j-j-n-hi) • ' • (^p-hn ^m)-

D'après la relation qui est entre les OTi,. . . , Xm̂  
tous ces binômes en nombre m contiennent le facteur h'^ 
déplus les m—p — n derniers, c'est-à-dire les binômes à 
partir de — oCpĵ ^̂ ,̂  sont négatifs. Ce produit reçoit 
donc la forme suivante : 

lY-P-"" ,[p -^n) [p n — \), , . 2 .1 .1 .2 . . .(m— 

Mais pour mettre en évidence ce qui est commun à 
lousces dénominateurs, j'écris la même expression comme 



( »5. ) 
il suit : 

. . . ( m — / ? ) 

6. Finalement le coefficient de Up^ se compose : 
I® d'un facteur commun à tous les coeflScieœ î̂  à partir de 
i/p, et que voici : 

/ft̂  {^ — ^oJi^—^o — ^) ' ' • — — [?) ( — I ) — . ( / » — / ? ) ] 

et 2® du facteur suivant qui lui est propre 

/ — P — i) ^.. (m-^p-^n -h i) 

njh 

7. Donc la formule de Lagrange reçoit des relations 
prescrites une première transformation telle cpie l 'en-
semble des termes à partir de celui qui contient a^ jus-
qu'au dernier, se trouve égal au facteur ci-dessus ((3) 
multiplié par la suite des termes que voici : 

8. Et maintenant il est manifeste que pour avoir le 
terme en ApM„ il faudra multiplie^ le même facteur 
(j3) par la suite précédente dans laquelle on aura rem-
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placé 

Up par Ap «0» 

Up̂ t par —-— Ap Uo, 

iip^, par 'A^MO* 

Mais alors cette suite devient égale au produit de A^ 
par 

c'est-à-dire par 

[.r _ ] ' « - = - P l \ 

expression égale à 

(—ly-P.h'^-P [m—p) [ m — p — i ) . . . 2 . 1 . 

Si on la combine avec le facteur (i3),on reconnaîtra que 
le coefficient de A^ u^ dans la formule de Lagrange trans-
formée est égal à 

— — — . . . — — 

ce qui est précisément son coefficient dans la formule de 
New^ton. 
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LIEU DES POLES DES CORDES 
qoi dans les coarbes da second degré joignent les pieds des normales à ces 

courbes menées d'un point de la développée. — Théorèmes ; 

PAR M. D E S B O V E S . 

Ellipse. Rappelons d'abord les formules de la page 5i 

a , ¿>5 c ont leur signification ordinaire dans les coniques 
à centre, a et |Ssont les coordonnées du pôle d'une corde 
quelconque de l'ellipse, et x et y celles du point d'intersec-
tion des normales menées par les extrémités de la corde. 

On aura immédiatement l'équation du lieu demandé, 
en remplaçant, dans l'équation de la développée de l'el-
lipse ^ 

( F ) - ( I ) " - ' 

X et J par les valeurs que donnent les formules (i). ô n 
obtient ainsi pour équation du lieu 

2 • 2 ^̂  
( 2 ) [ « a P')] ' 4 - P (a' - = [a ' - h è ' a ' ) ' . 

En chassant les radicaux on trouverait une équation du 
i8® degré, c'est-à-dire que le degré atteint le maximum 
fixé par le théorème 11 (p. 45). 

Mais cette équation peut se décomposer en facteurs. 

{*) Voyez la note page 268. 
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En posant 

a = apcoS(ti, p = ^psinw, 

et faisant disparaître les radicaux, on obtient 

p.7p2sin'wcos'o) (p' — I— p^sin'wcos'w)' 

= (p' — I — p ^ s i n 2 w c o s ' w 4 - 4 p ' s i n 2 w c o s ' w ) % 

et si Ton pose 

p̂ sn® w coŝ  w = p 2 —1=2, 
il vient 

z{ï — u)[z{i^u) 

Le lieu cherché se compose donc des trois courbes 
qu 

si Ton remet pour z et m leurs valeurs en p, sino) et 
cosw, puis pour ces dernières quantités leurs valeurs en 
a et |3, on obtient pour équations en coordonnées rec-
tangulaires ^̂  

(4.) + 

En laissant de côté la solution qui donne la courbe elle-
même, on voit que le lieu se compose de deux courbes 
distinctes (4) et (5), faciles à construire 

(*) La construction de la courbe (5 ) se ramène facilement à celle dè S 
courbe dont Téquation polaire est 

C 0 s 4 w = — 
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Il reslé^€xpliquer pourquoi on trouye deux courbes. 

Pour cela iléus allons déterminer successivement les lieux 
des cordes qui joignenf, les premières, les pieds d'une 
normale double et d'une normale simple, et, les secondes, 
les pieds des deux normales simples, et on verra que les 
deux lieux ont précisément pour équation les équa-
tions (5) et (4). (J'appelle normale double i^^e àjts trois 
normales qui est tangente à la développée i ^ ^ i n t de dé-
part , et normales simples les deux autii^i^' 

Déterminons un point X, Y de l'ellipse par des équa-
tions de la forme X = acosç, Y = ¿sin®. L'angle d'ano-
malie ç caractérisera alors un point de l'ellipse que nous 
appellerons, pour abréger, le point (f. 

Soient a/^ y les coordonnées du point de la développée 
d'où l'on mène les trois normales, le pied de la normale 
double et les pieds des deux normales simples. 
Soient aussi a', (3' les coordonnées du pôle d'une corde de 
l'ellipse qui passe par deux points ç' et y'', et x et y les 
coordonnées du point d'intersection des normales menées 
par les extrémités de la même corde. 

L'équation de la corde (9' (f") sera 

c o s / — cos(p" J s i n — s i n / ' a: 
^ ^ sin s i n ( / ' — 

et on aura les coordonnées du pôle de la corde par les 
équations 

(a' sin — sin cp' 

^ ^ s i n ( f ' ^^^ ] _ cosŷ ^—COScp̂  
I b ~ sin — (p') ' 

Si d'un autre côté on cherche les coordonnées du point 
x^ y . point d'intersection des normales menées par les 
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points q)", il vient 

cP̂  sin y' sin (cos (p" — cos <p' ) 

(8) 
b sin {y — (p') 

ĉ  cos <p' cos cp" ( sin (J)'' — sin y' ) 
a sin (y''—y') 

En faisant dans les équations précédentes y' = (f'', on trouve 
pour les co^données x', / du point de la développée cor-
respondant au point (s/ 

(9) a : ' = ^ c o s Y , 

mais les points x ^ y étant sur la développée, on a 

et par suite il vient 
sinij)''—sin/ cos<p" — coS(p' sin̂ cp' 
sin ( ( p ' ' — c o s / ' s i n ( / ' — s i n / ' 

ou 
(11) sin coŝ  / 4- sin^ cos/ ' — cos / 'sin / ' = o. 

Remplaçant maintenantdans cette dernière équation sinç'' 
par sa valeur y/i —cos®(p'', faisant disparaître le radical et 
divisant les deux membres de l'équation résultante par 
le facteur double ( c o s — c o s i l viendra 

(12) COŜ  <p" + 2 cos <p' sin^ (p' cos / ' — COŜ  tp' rr o, 

et une équation semblable en changeant en 
D'ailleurs, en vertu des équations (10), les équations (7) 

deviennent 
a' cos^/ p' sin^/ (16) —= ~ =z ^ ' a cos/ b s m / 

Nous pouvons maintenant obtenir séparément les deux 
lieux, et d'abord le premier. 
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Pour cela, remplaçons dans les équations ( i i ) et (12) 

cosç^' et sin par leurs valeurs tirées des équations ( i^) , 
il viendra 

. /V r • r a ' h . \ 
(14) — cosf -4- ^ Sin^p' = I , — cosf - h 57 sm(p = — i , a u a p 
et .éliminant COS (j>'et s i n e n t r e ces équations et l'équa-
tion 

sin t̂p' -4- coŝ cp' = I, 
on aura 

et il est facile de voir que cette équation peut se ramener 
à la forme 

Îol'^ p \ fa' â' 

sous laquelle nous l'avons d'abord trouvée. 
Cherchons maintenant le second lieu. Soient a'',/S'' les 

coordonnées du pôle des cordes Si dans les équa-
tions (7) et (8) on remplace «',(3', par a'', et que 
X eljr représentent maintenant les coordonnées du point 
d'intersection des normales menées par les points 
on déduira de ces équations 

P"smf'sm(p'% . ^ a'cosf'costp'^ 

En égalant les valeurs précédentes de y et x respective-

ment à — s i n ® et - c o s ® i l vient 

( 15 ) -p si n̂  (p' = sin sin f , coŝ  <p' = cos cp'' cos «p'" ; 

mais l 'équation (12) étant une équalion du second degré 
en c o s q u i admet à la fois pour racines cos^'''' et cosy'^, 
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011 a 

(16) c o s / ' c o s / ' ' = — cos^', 

€t par un calcul semblable on a de même 
(17) s i n / ' s i n — sin^/; 

remplaçant maintenant dans les équations ( 15) cos^^cos^'"', 
s i n s i n / ' ' par les valeurs que donnent les équations pré-
cédentes, il vient 

(18) ~ — - c o s / , a P 

et par suite 

C'est ce qu'il fallait trouver. 
Nous allons donner maintenant deux équations très-

simples qui lient entre eux, la première, les angles ç ' et 
cp",el la seconde, les angles y^et 9"'. 

En complétant deux carrés dans le premier membre de 
l'équation (12), on a 

(cas/ H- cos/ ')2sin^/=: cos^/sin' / ' ; 

mais si on était parti de l'équation en sin9", analogue à 
l 'équation (12), on aurait eu de même 

( s in/H- sin/')2 cos^/ = sin^/cos^ / ^ 

en extrayant les racines, on a donc 

— sin cos / sin ( tp' dz / ' ), sin cos y' = sin ( / ' ± : ). 

Pour que les résultats donnés par ces dernières équations 
soient d'accord, on doit avoir 

(ig) — s i n ç ' c o s / = s i n ( / - f - / ' ) : 

G>st la première équation que nous voulions obtenir. 
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Oti aurait ëvideinmeut de même 

— sin tf' cos = sin ( / H- (f"'), 
et par suite 

sin ((j>' -+- ) = SiB ((p' -f- «p"')* 

Mais pour que deux arcs aient le même sinus, il faut que 
leur différence soit un nombre pair ou que leur somme 
soit un nombre impair de demi-circonférences. Or la 
première hypothèse doit être rejetée, puisque les deux 
arcs et y''' étant tous deux plus pètits que a t j ou au 
plus égaux à 2cy (ce qu'ion peut toujours supposer en géo-
métrie), leur différence est toujours inférieure à 2x5. 
Cela a lieu aussi d'ailleurs dans le cas où l'un des angles 
est nul, parce qu'alors l 'autre est nécessairement égal à 
îïï. La seule hypothèse possible est donc, @n représentant 
par afc-f- 'i un nombre impair quelconque, 

-h 4- i) cr. 

De l'équation précédente on tire 

c o s 4 - — C 0 S 2 / , 

[(î 4 - c o s ( / 4 - = = — 4sin(p''sin tp"', 

m'' 4- ro'" 
(20) coŝ  - — 4 - sin (p'' sin f'" = o; 

l'équation (20) est la seconde équation demandée. 
Les équations (19) et (20) peuvent être utiles dans la 

résolution de plusieurs problèmes. 
Hyperbole, Les deux méthodes sont applicables; seu-

lement, dans la seconde, on détermine un point X, Y de 
l'hyperbole par des équations 

X = «séc(p, Y=¿»tangf. 

Parabole. On trouve l'équation du lieu par la pre-
mière méthode, e'est-à-dire en substituant dans l'équa-

'7-
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tion de la développée 

les valeurs de ^ et de x données par les formule» 

j = ^ (pageSi); 

on a ainsi Féquation 

le lieu est donc la parabole 

On peut aussi résotidre la question en supposant un point 
de la parabole déterminé par des équations 

X = 2/9tang^y, Y = 2/7 tang«j>. 

En désignant par ^ et les angles qtii déterminent les 
pieds de la normale double et de la normale simple, on 
voit immédiatement qu'on est ramené à éliminer tangç'^ 
et t a n g e n t r e les trois équations 

(21)' ^ « = 2^tang(j>'tang«p'', p =/?(tang(j)'4-tang/'), 
( 2lang<p'-f-tang(j)"=o. 

T H É O R È M E S . 

1. X', Y' étant les coordonnées du pied de la normale 
double dans l'ellipse, si on remplace dans les équa-

X' Y' tions (f4) c o s e t s i n p a r —, —, il vient a ' h 
a ' X S'Y' —X' —Y' 

d'où résulte ce théorème : 

= Ir 
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Si on projette un point de la courbe (5) sur les deux 

axes de t ellipse^ la ligne droite qui joint les deux pro-
jections passe toujours par le point de T ellipse diamétra-
lement opposé au pied de la normale double correspon-
dante. 

IL Si on remplace dans les équations'(i 8) cos y 'e t 
X ' Y ' 

sinç' par leurs valeurs — ' y ^̂  vient 

et on a le t|iéorème suivant : 

Sion projette un point de la courbe (4) sur les deux 
axes de t ellipse^ la ligne qui joint les projections touche 
V ellipse donnée en un point diamétralement opposé au 
pied de la normale double correspondant au point de 
la courbe (4). 

Les mêmes théorèmes ont lieu pour l'hyperbole. 

III. Les équations (21), dans lesquelles on remplace 
Y ' X ' tangif' par — ? tang^y' par donnent évidemment 

a = : - 2 X ' . ^ 2 

De là on déduit facilement ce théorème : 

Si on mène une tangente quelconque à la parabole et 
quon la prolonge, à partir de sa rencontre avec ïaxe^ 
dune longueur égale à sa moitié,^ F extrémité de cette 
longueur engendrera une courbe identique au lieu des 
pôles des cordes qui joignent les pieds des normales 
menées d!un point de la développée, 

IV. Il a éte'démontré que les angles d'aiiomâîîe corres-
pondant aux pieds des trois normales menées d'un point 
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de la dévdoppce de Tellipse sont liés entre eux par Fé-
quation 

On peut prouver de plus que le nombre 2/r-f-i est 5 ou 3 
suivant que le point de la développée est au-dessus ou au-
dessous du grand axe de Fellipse. Mais ce théorème est 
un corollaire évident d'un théorème plus général qu'on 
peut énoncer ainsi : 

Si d'un point intérieur à la développée de 1 ellipse 
on mène les quatre normales à cette courbe, la somme 
des quatre angles d^anomalie correspondant aux pieds 
des normales [chacun d'eux variant entre o et au ) est 
égale à 5cy ou "iu suivant que le point est situé au-dessus 
ou au-dessous du grand axe. 

En effet, si d'un point x , du plan de Fellipse on mène 
les normales à cette courbe, et qu'on désigne par X , Y 
les coordonnées d'un des pieds des normales, on sait que 
les pieds se trouveront sur une hyperbole équilatère 
(22) . c'XY-h 

En remplàçant dans cette équation X et Y par a cosç et 
¿s iny , puis cosy et sin9 par leurs valeurs en tang(p, il 
vient 

rt^arHang*^ — 2flrôj:tang'ç -h [a^x^ -h b^j^— ĉ ) tang-cp 
— labxy tang(j> = o. 

Les coefficients de tang^ç et taugç étant égaux dan^ 
Féquation précédente, on en conclut, en désignant par 
(J)', (f'', les quatre valeurs de 9 correspondant aux 
pieds des quatre normales,• et représentant par k un 
uombre entier quelconque, 

mais si Fou se rappelle que par hypothèse les angles 
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d'anomalie sont compris entre o et acy, et que le centre 
de courbure d'un point de l'ellipse a toujours une ordon-
née de signe contraire à l'ordonnée du point lui-même, 
on voit sans difficulté que, suivant que le point de départ 
des quatre normales est au-dessus ou au-dessous du grand 
axe de l'ellipse, la somme y'-H ç^-h est toujours 
comprise entre et 6xs ou entre avs et ^Wc est 
donc 5cy dans le premier cas et 3 t j dans le second» 

V. Si Ton suppose (|u'un point de l'hyperbole est dé-
terminé par des équations de la forme 

X = ^ séc<p, Y =:b tangç, 

l'angle 9 étant toujours un angle compris entre o et atar, 
et tellement choisi, que « sec9 et b tang9 donnent X et Y 
à la fois en grandeur et en signe, on prouve par une dé-
monstration toute semblable à la précédente que la somme 
9 ' - } - 9 ' ' - + - c o r r e s p o n d a n t aux pieds des quatre 
normales menées d'un point du plan de l'hyperbole à celte 
courbe, est égale à 5cy ou SCT, suivant que le point de 
départ des quatre normales est situé dans le premier et le 
troisième angle des coordonnées, ou dans le second et le 
quatrième. 

VI. Quant à la parabole, si l'on suppose, comme pré-
cédemment, un de ses points X,Y déterminé par des 
équations 

X = tang' f , Y = 2p tang 

on trouve, pour détern^iner les valeurs de tang9 corres-
pondant aux pieds des normales menées d'un p o i n t x , / du 
plan, l'équation 

4/^tang^(p — x) tangip —y = 
% 

on a donc 
tang'f' tang^'' -f- tangy'"= o, 
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et si l'on suppose le point de départ des normales sur la 
développée, on retrouve l'équation précédemment citée 

2 tang / + t a n g / ' = o. 

VII. On a trouvé que la somme des angles d'anomalie 
était égale a k u pour les points d'intersection de l'ellipse 
et de l'hyperbole équilatère {22) ; on est conduit alors à 
se demander, en général, par quelles courbes du second 
degré on doit couper l'ellipse pour que la même relation 
subsiste. Cette question, avec plusieurs autres du même 
genre énoncées par M. Joachimstal, a été résolue par 
M. Terqueni [Annales, t. I X , p. 170). Les démonstra-
tions sont semblables à celle que nous avons donnée tout 
à Theure. On voit, en particulier, que la somme des 
quatre angles d'anomalie est toujours égale à kxs quand 
la seconde courbe est un cercle. 

J'ajouterai ici que lorsque les quatre points d'inter-
section sont d'un même côté du grand axe, la somme des 
angles d'anomalie ( supposés toujours compris entre 
o et 2cj) est égale à 2 t j ou 6ct, suivant que les quatre 
points sont au-dessus%u au-dessous du grand axe, et que 
la somme est égale à lorsque deux points sont au-
dessus et les deux autres au-dessous du grand axe. 

Le théorème est évident lorsque les quatre points sont 
symétriques deux à deux par rapport à l 'un des axes; 
et lorsque la symétrie n'existe pas, on remarque qu'en 
remplaçant deux des points par les symétriques des deux 
autres , on ne pourrait qu'augmenter ou diminuer la 
somme des angles d'anomalie d'une quantité plus petite 
que cj, et que par conséquent la somme qui est un mul-
tiple de CT doit rester la même. Les réciproques sont évi-
dentes. 

En rapprochant le théorème actuel de celui que nous 
avons démontré sur les pieds des normales à l'ellipse, on 
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arrive à une démonstration très-simple d'un autre théo-
rème dû à M. Joachimstal, et dont voici l'énoncé : 

Dans Vellipse, trois des pieds des normales a cette 
courbe menées d'un point de son plan, et le point dia-
métralement opposé au pied de la quatrième normale^ 
sont sur une même circonférence. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, qu'on art 
mené les quatre normales d'un point situé au-dessous du 
grand axe. Trois des pieds des normales sont au-dessus 
de l'axe et le quatrième au-dessous. Alors, suivant qu'on 
remplacera l'un des trois premiers pieds ou le quatrième 
par le point diamétralement opposé, on augmentera ou 
on diminuera de cr la somme des angles d'anomalie. Dans 
le premier cas on aura deux points au-dessus de l'axe et 
deux au-dessous, et la somme des angles d'anomalie sera 
égale à Dans le second cas les quatre points seront 
au-dessus de Taxe, et la somme sera égale à 2CT. Les 
quatre points sont donc, dans les deux cas, sur une même 
circonférence. Le cas où le point de départ des normales 
est au-dessous ¿^^axe conduit à la même conclusion. ^ 

Pour l 'hyperî î^è^es mêmes théorèmes ont lieu encore, 
et se démontrent d'une manière analogue. 

t 

Détermination du lieu par la géométrie. 

T H É O R È M E L Si deux points pris dans le plan d'une co-
nique à centre sont tels, que les rapports de leurs coordon-
nées aux demi-axes sur la direction desquels on les compte 
sont inverses et de signe contraire, les deux polaires 
correspondantes coupent la courbe en quatre points, 
dont les normales vont concourir en un même point du 
plan. 

Le théorème est une conséquence évidente des for-
mides (i). En effet les valeurs de x et y données par ces 



fomiules ne changem pas, «¡uand^on y remplace a et |S par 

T H É O R È M E II. Deux points étant donnés sur une co-
nique à centre, si l'on trace la corde qui joint les deux 
points diamétralement opposés aux premiers, que par 
les points oii cette corde rencontre les axes on mène des 
parallèles à ces lignes^ et, p^r le point d'intersection 
des deux parallèles, des tangentes à la conique, les deux 
points de contact et les deux points donnés seront tels, 
que les normales des quatre points se couperont en un 
même point du plan. 

En eiFet, les cordes qui joignent respectivement les 
deux premiers et les deux derniers points ont pour pôles 
deux points dont les coordonnées satisfont à la condition 
indiquée par le premier théorème. 

T H É O R È M E IIL Étant donné un quadrilatère circon-
scrit à une conique à centre doru les p^ts de contact 
avec la courbe sont les pieds menées d'un 
même point du plan, si on projettePÎS'quatre sommets 
sur les axes et qu^on mène les droites qui joignent les 
projections d'un même sommet, les quatre droites ainsi 
obtenues formeront un quadrilatère inscrit dans la co-
nique et dont les sommets seront diamétralement op-
posés aux points de contact du premier quadrilatère. 

Soient A , B, C , D les quatre points de contaet; A', B', 
C , D' les points diamétralement opposés; (A, B), (B, C), 
( C , D ) , (D,A) les quatre sommets; {A,B) désignant le 
sommet situé entre A et B; (B, C) le sommet entre B 
et C 5 etc. Les deux droites qui réunissent les projections 
sur les axes des points (A, B) et (A,D) viendront toutes 
deux passer parle point C ( théorème II), Pour les autfes, 
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la démonsiration est évidemment la même. On a donc 
un quadrilatère inscrit A', B', C , D'. 

T H É O R È M E I V . Si Von projette sur les axes le point 
d*intersection d'une normale simple et d^une normale 
double y et celui de deux normales simples^ et^an joigne 
les projections de chaque point par^une dr^^^^s deux 
droites passeront par le point diamétrale^^ opposé 
au pied dc la normale double, et de plu^ T&deuxième 
sera tangente à VMlipse, 

En effet, si Tun des points de contact, D par exemple, 
se confond avec le sommet voisin A, D' se confond 
avec A', et le quadrilatère A 'B 'C 'D ' est remplacé par la 
figure formée du triangle A'B' C et d'une tangente en A'; 
mais alors le point de départ des quatre normales est sur 
la développée, et la normale partant de A est la normale 
double. Le théorème est donc démontré. 

Le théorème IV comprend les deux théorèmes démon-
trés par le calcul p. 261, § I et § II. 

Il est facile n^intenant d'obtenir les équations d e s ^ n ^ 
courbes. En effet, si Ton désigne par X et Y les c(K>râbn-
nées du point A, par a ' , celles du point (A,B) , par 

celles du point (B, C), on a évideàipent, d'après 
le théorème IV, les équations suivantes : 

En substituant dans l'équation de la conique les valeurs 
de X et de Y déduites des deux premières, et aussi celles 
qui sont déduites des deux dernières, on aura in^média-
tement les équations du double lieu. 

Remarque, On peut aussi déduire du théorème I une 
démonstration très-simple du théorème de M, Joachim-
stal (S VII, p. 26.^. 
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E a effet, conservant les mêmes notations que précé-

demment, nous voyons, d'après le théorème I , que si 

le coefficient de AD est m. celui de BC est ——9 et par 

suite celui de B C , corde supplémentaire de BC, est — m . 
Les droites AD et B C sont donc également inclinées sur 
les axes, et par conséquent, d'après un théorème connu, 
le quadrilatère A D B C est inscriptible dans une circon-
férence. 

NOTE. 

Démonstration des formules (i). Soient a et (5 les 
coordonnées du pôle d'une corde quelconque (y' ; des 
équations (7) et (8), dans lesquelles on efface les accents 
de a et |3, on déduit 

y =Z — — p s in/ sin o? == ~ a cosî )' cos/' ; 

d'un autre côté,en introduisant dans les équations (7) les 

anelés i - et — i l vient 
® 2 2 

cos ^ „ sm — 2 _ P __ 2 
/ - (p" ' b'^ T ^ ' 

COS ^ COS -I 1 , 2 

et on en tire immédiatement 

à^ — a' sin / s in / ' P' ___ c o s / c o s / ' 

2 
cos' ^ COŜ  i ^ 

2 2 

cos^-2:—~ 
2 
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et par suite . t 

substituant maintenant dans les deux premières équa-
tions les valeurs de sinij)'sin(p'', eosy'eos(p'', on aura les 
formules (i). 

SUR LES CONIQIIES SPHÉRIQBES 
ET NOIIVELIE SOLUTION GENERALE DE LA QlIEsf lON 4 9 8 { * ) ; 

PAR M. C R E M O N A , 
Professeur au lycée de Saint-Alexandre à Milan . 

Dans le n® i3 (26 mars 1860) des Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences^ M. Chasles a communiqué un 
résumé d'une théorie des coniques sphêriques homofo-
cales. L'illustre géomètre déduit ses nombreux théorèmes 
d'un petit nombre de propositions fondamentales. Ce sont 
ces propositions ÍDudamerltalesquenous aÎlons démontrer. 

A cause de la dualité constante à laquelle est soumise 
toute la géométrie de la sphère, la théorie des coniques 
homofocales donne lieu à une autre série de théorèmes. 
C'est, comme le dit l 'auteur même, la théorie des coni-
ques liomo cyclique s. Dans notre analyse, les variables x^ 
y, z pourront exprimer indifféremment des coordonnées 
cartésiennes de points ou des coordonnées tan^entielles 
de lignes. Dans la première hypothèse, il s'agira de co-
niques honiocycliques \ dans l'autre, de coniques homo-
focales. Pour fixer les idées, nous supposerons que les 
coordonnées se rapportent à des points; le lecteur en fera 
— — ' " m ; ^ 

(*) Pour bien comprendre ce travail, il est nécessaire d'avoir devant soi 
le n^ 13 des Comptes rendus. 
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bent la transformatioii, s'il veut obtenir les pro> 
les coniques homofocales. 

1. Soient les coordonnées orthogonales d'un 
point quelconque d'une surface sphérique donnée. L'équa-
tion générale d'une conique (ligne de second ordre) est 

(1) p Ofz + 2 -f- = o. 

La conique est un (petit) cercle si son équatioti est de la 
forme qui suit : 

(2) 

le centre sphérique du cercle est le pôle (absolu) de la 
ligne géodésique (grand cercle) : 

a,x -f- -f- cz = o. 

Le cercle (2) devient géodésique (grand cercle) si A = o. 
Pour X infini on a le cercle imaginaire 

(3} = . 

situé à une distance infinie (car il est la ligne du contact 
idéal entre la sphère et son cône asymptote). 

L'équation (2) démontre que ; 

Tous les cercles [grands ou petits) tracés sur la sphère 
peuvent être considérés comme des coniques sphériques 
qui ont un double contact avec le cercle imaginaire à 
V infini. 

2. Sok . 

(4) .ro zo 

un point de la surface sphérique. La géodésique polaire 
relative au cercle imaginaire (3) pris comme courb^di-
rectrice est 

(5) -+- jo j -H ZflZ = o, 
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• ( ) • 
et la g é o i ^ q u e polaire du même point , par rapport à la 
Qonique (i), est 

07 (a JTo -f- (pro 4- s Zo) - f-^ ((p̂ o -f- pro -f- ^Zo) 

Si les deux lignes géodésiques (5) et (6) doivent coïncider, 
c'est-à-dire si le point (4) a la même polaire par rapport 
à la conique (i) et au cercle imaginaire, aura 

aor^-fripjoH-£2o= Oi», 

£ Xû i jo -H 7 Zo = 9 Zo. 

L'élimination de jcqIJqIZq de ces équations donne une 
équation cubique en on sait que cette équation résul-
tante â ses racines réelles, et que si l'on désigne par 

i l ) 

les systèmes de valeurs de [x^lj^ '^Za] qui correspondent 
aux trois valeurs de l 'indéterminée 0, on a 

îê X^ -h Ja^s -h Z3 = o , 
" = 0 , 

Donc les trois points (7) sont les sommets d'un triangle 
trirectangle, et par conséquent la géodésique polaire de 
chacun d'eux par rapport à la conique (i) et au cercle (3) 
(ou absolue) passe par les autres deux. En prenant ce 
triangle pour triangle des coordonnées, c'est-à-dire en 
posant 

il)' = = = ¿C3:73=:0, 

l 'équation (1) deviendra 

(8) . cKx ' -^py-^yz ' — o. 



La forme de Nielle équation enseigne que si pa i |P i i i quel-
conque des points (7)' on mène arbitrairement une corde 
-^géodésique) de la conique (8), elle y est partagée en 
çarties égales. 

Donc les points (7)' sont des centres de la conique 
sphérique. En supposant a ^ (3 ^ o et 7 < ^ o , le point 
x = z j = : o est , le centre intérieur; les autres sont au 
dehors de la |pu:rbe. 

Ainsi : 
Les centres d'une conique sphérique sont des points 

dont chacun a la même géodésique polaire par rapport 
à la conique et au cercle imaginaire situé à V infini, 

3. Le tétragone (*) complet (imaginaire) inscrit à la co-
nique (8) et au cercle imaginaire (3) a deux côtés réels; 
les autres sont imaginaires. En effet, en combinant les 
équations (3) et (8), ou obtient 

(a — p) [oL — 7) o, deux géodésiques imaginaires; 
(p — 7) — (a — P) o, deux géodésiques réelles; 
(a — 7 ) 4- (p — 7) — Q̂  deux géodésiques imaginaires. 

Donc la conique (8) et le cercle (3) ont en commun les 
cordes géodésiques réelles 

Une géodésique quelconque 

(10) a x b y c z — o 

est tángente à la courbe (8), si on satisfait à la condition 
a- h-" c" 

^ a p 7 

Soient CI), où '̂les angles que la géodésique (10) fait avec 

(*) Donné par les quatre grands cercles joignant les intersections de (3) 
et (8). T M . 
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les géodésiques (9), nous aurons 

a s/oc.— 6 4- c Jô—-7 , aJa— b — c J^'—y 

donc, si l 'on pose 

a 

en vertu de la condition (11), on obtient 

coŝ  &) -I- cos' w' — 2 cos 2 9. cos w cos w' = sin' 2 0, 
d'où 

w zh w' = 2 0 = constante, 

c'est-à-dire la surface du triangle sphérique formé par 
les trois géodésiques (9) et (10) est constante, quelle que 
soit la tangente (10). 

Les géodésiques (9) sont appelées lignes cycliques de 
la conique sphérique (8). 

Donc : 

Les lignes cycliques ci une conique sphérique sont les 
deux arcs de grands cercles [toujours réels) sur lesquels 
se trouvent les points d'intersection [imaginaires) de la 
conique et du cercle imaginaire situé à Vinfini, 

4. Pour obtenir les géodésiques tangentes communes à 
la conique (8) et au cercle (3), cherchons les points com-
muns à leurs courbes réciproques : 

J + = =r o . 

Celles-ci ont en commun les cordes réelles 

{ I 3 ) 3 V ^ 7 ( P - < A } = O ; 

donc les pôles (absolus ou relatifs au cercle (3), ce qui 
Ann. de Mathémal., t. XIX. (JuiUet 1860.) 1 8 
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est la même chose) de ces lignes, savoir les points 

(i4) j : z r = ± V 7 ï F = ^ ) : V P ( « - 7 ) 

sont les sommets réels du quadrilatère complet (imagi-
naire) circonscrit à la conique (8) et au cercle (3). Les 
géodésiques (i 3) sont les lignes cycliques de la conique (i 2), 
et par conséquent la somme ou la différence des angles 
qu'elles forment avec une tangente quelconque de cette 
courbe est constante. Donc la somme ou la différence des 
arcs géodésiques qui joignent les points (i4) à un point 
quelconque de la conique (8) est constante. 

Ces points (i4) sont appelés les foyers de la conique 
sphérique (8). 

Ainsi : 

Les foyers d'une conique sphérique sont les points de 
concours (toujours réels) des géodésiques tangentes 
communes à la conique et au cercle imaginaire situé à 
Vinfini[''). 

Il s'ensuit : 
Deux coniques sphêriques honiocycliques sont deux 

coniques dont le tétragone inscrit est aussi inscrit au 
cercle imaginaire situé à V infini. 

Deux coniques sphêriques homofocales sont deux co-
niques dont le quadrilatère circonscrit est aussi circon-
scrit au cercle imaginaire situé à Vinfini, 

5. Les équations 

A = ¿^î - f - J ' -h z )̂ = o , 

a x ' - f- ¿ j ' -h -f- X (,272 - f z') = o , 

représentent deux sphêriques homocycliques. Soit 
= PJ^ + VZ'-H 2SZX -h o 

{*) Comme dans les coniques planes. TM. 



( »75 ) 
une autre conique quelconque. Les équations 

( I 5 ) B = = U - F - I I A = O , B ' = Ü + F X ' A ' = O 

représenteront deux coniques circonscrites, l 'une au 
tétragone UA (*), l 'autre au tétragone ÜA'. Des équa-
tions (i5) on tire 

B — B ' = P A — F Z ' A ' , 

~ ftB = ( p ' - p ) Ü - V) ( x ^ ; 

donc l'équation 
B — B ' = : O 

représente une conique circonscrite au tétragone BB' et 
homocyclique aux coniques A, A', et l'équation 

représente une conique circonscrite au tétragone BB' et 
homocyclique à U. 

Donc : 

T H É O R È M E I . Étant données deux coniques homo-
cycliques A , A' EI une troisième conique quelconque U, 
si aux tétragones UA, UA' on circonscrit deux coniques 
quelconques B, B', le tétragone BB' sera inscrit tout à la 
fois à une conique homocyclique aux deux A, A' et à 
une conique homocyclique à U . ( C H A S L E S . ) 

6. Soient encore données les coniques A, A', U, d'où 
l'on déduit B, B'. On peut donner à la fonction B-f-AB' 
la forme 

Il suffit, en effet, de poser 

(*) Donné par Tintersection de Ü et de A. TM. 
i 8 . 
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alors on a 

B ~ = p (X ~ X') ( x ' - h y + z'), 

c'est-à-dire les. coniques B, B' sont homocycliques. 
Ainsi : . 
T H É O R È M E I I . Étant données deux coniques homo-

cycliques A , Èsl et une troisième conique quelconque U, 
si au télragone UA on circonscrit une conique quel-
conque B, on pourra circonscrire au tétragone UA' une 
conique B ' homocyclique à B . ( C H A S L E S . ) 

7. Soient données trois coniques homocycliques 

A —ax^-^ + o , 
¿'/'-f- cz'^'^V / ' - h z') = o, 

4 - - h CZ' 4 - V [x^ 4 - J M - z ' ) = o , 

et une quatrième conique quelconque 
U = : 0 , 

d'où nous dérivons les trois coniques qui suivent : 
B = U - h f ^ A = 0 , 

On peut circonscrire au tétragone BB' une conique qui 
coïncide avec B^̂  En effet, on a 

donc, si nous posons 

et t 'F^Î^'-^-) 

on obtient 
B4-

Donc : 
T H É O R È M E I I I . Étant données trois coniques homo-
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cycliques A , A', A'' et une quatrième conique quelcon-
que U, si aux deux tétragones UA, U A' on circonscrit 
deux coniques B, B', les deux tétragones UA'' et BB' 
seront inscrits dans itne même conique B". ( C H A S L E S . ) 

8. Soient données trois coniques 

U = o, V = o , W = U —V = o 

circonscrites à un même tétragone. On décrit une conique 

= V + -hy' -hz') = o 

homocyclique à U, et une antre conique 

homocyclique à V. Il s'ensuit que la conique 

W = U' — V = W -h — p) (x' 4 - - h z') = o 

est tout à la fois circonscrite au tétragone U ' V et homo-
cyclique à W . De plus, les tétragones UV, U 'V ' son t 
inscrits dans une même conique 

Ainsi : 

T H É O R È M E I V . Quand trois coniques U , V , W sont 
circonscrites à un même tétragone, si Von décrit deux 
coniques U', V homocy cliques à\] et \ respectivement, 
on pourra circonscrire au tétragoneVS'^' uneconiqueYf* 
homocyclique à la troisième cohique W. Et les deux 
tétragones UV, U ' V auront leurs huit sommets situés 
dans une même conique. ^ ' ( C H A S L E S . ) 

Il suit d'ici qu'on aura deux faisceaux homographiques 
de coniques, dont les bases sont les tétragones UV, U'V^, 
et les deux coniques correspondantes 

sont toujours honiocycliques. 
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Il est évident qu'à la condition d'être homocycliques, 

on peut substituer celle de rencontrer une cobique jion-
née dans un même système de quatre points réels ou 
imaginaires. En vertu de cette observation, les quatre 
théorèmes de M. Chasles ne constituent qu'un théorème 
unique, auquel on peut donner l'énoncé suivant : 

Étant données plusieurs coniques 

U = o, V==o, w / = U - - / V V = o 

circonscrites à un même tétragone, et une autre conique 
quelconque 

C=o; 

si aux tétragones UC, VC on circonscrit deux coniques 
U', V , on pourra circonscrire aux tétragones W,.C res^ 
pectivement des coniques W^ qui soient toutes circon-
scrites au tétragone\]'^', Et les deux tétragones UV, 
U'V auront leurs huit sommets situés sur une même 
conique 

K = o. 
Il s enstiit encore : 

• Si deux tétragones U K , U' K inscrits dans une même 
conique K sont les bases de deux faisceaux homogra-
phiques de coniques, les points d'intersection de deux 
coniques correspondamtes 

( I — irf^) U - iVK = O , 

se trouvent toujours dans une même conique 

U — U ' = o . 

Et réciproquement : 

Afin que toutes les intersections des couples de coni-
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ques correspondantes de ^eux faisceaux homogra-
phiques appartiennent à une même conique, i l f ^ que 
les tétragones y bases des faisceaux, soient inscrits à une 
même conique. 

Ces théorèmes généraux ne cessent pas d'avoir lieu en 
substituant aux coniques circonscrites à un même tétra-
gone des courbes sphêriques de l'ordre n circonscrites à 
un même polygone sphérique de sommets. 

Théorème général comprenant comme cas très-parti-^ 
culier la question 498 (p. i54). 

On donne dans un plan : i® une. droite fixe; a® un 
point O sur cette droite; 3° un point fixe A. Trouver une 
courbe telle, qu'en menant par un point quelconque pris 
sur cette courbe une tangente, et par le point A une 
parallèle à cette tangente, ces deux droites interceptent 
sur la droite fixe deux segments comptés du point O, liés 
entre eux par une relation algébrique du degré n. 

On peut considérer ces segments comme des coordon-
nées tangentielles ; donc l'enveloppe demandée est une 
courbe de la classe n [voir la Géométrie supérieure de ^ 
M. Chasles, chap. XXIV). 

On donne dans l'espace : une droite fixe; un 
point O sur cette droite; 3® deux points fixes A, B. 
Trouver une surface telle, qu'en menant par un point 
quelconque pris sur cette surface un plan tangent, et par 
A, B deux plans parallèles au plan tangent, ces trois 
plans interceptent sur la droite fixe trois segments comptés 
du point O, liés entre eux par une relation algébrique du 
degré n. 

L'enveloppe demandée est une surface de la classe n. 
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Y , , 

THÉORÈME D INÉGALITÉ S|IB UN PRODUIT CONTINU^ 
DRAPEES M . LE D^ S C H L O M I L C H . 

T H É O R È M E . . 3 * . . . > AÎ". 

Démonstration. On a l'inégalité 

ma'"-'^ j-^ a — b 

l o r s q u e a ̂  è > Q. 
F a i s a n t 

b z=i triy a — m 
il vient 

m[m 4 - 4 - lY — m"', 

^ (w 4 - 1 ( e x c e p t é pour w =r i), 

Faisant successivement m égal à i , 2, — i , et 
multipliant ces inégalités, on obtient 

Corollaire. La série 
logi log2 , log^ 

n̂ r- r • • • "T : 724-1 /2-h2 72 + 7/ 

devient infinie lorsque w = 00 . 
En eflfet 

logi 4 - l o g 2 4 - . . .4-lQg72 > : } 2 72 
^ l0g( l .2 .3 . . .72) 



Or alog i . 2 . 3 , . . nlogn (voir ci-dessus), donc 

donc, etc. 

NOTE SUR I I R T I C I É PRÉCÉDENT; 
PAR M . PROTJHET, 

Professeur. 

Les limites les plus approchées du produit i .2 .3 . . . / i 
sont fournies par la série de Stirling, dont M. A. Serret 
vient de donner une belle démonstration, complétée par 
M. Bonnet (*) ; cependant des limites moins approchées, 
mais plus simples comme celle de M. Schlomilch, peuvent 
être utiles dans des recherches particulières. En voici 
deux qui se prêtent à une démonstration tout à fait élé-
mentaire. 

1°. Lorsque » ^ t supérieur à 5, on a 

1 . 2 . 3 . , 

OU 
I . 2 . 3 . // ^ 

Représentons le premier membre de cette inégalité par 
cr„. On aura 

I - 2 . 3 . . . 72 

{*) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t, L (1860), p. 662 et 86i. 
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et par suite 

Le second membre est égal à i pour n = i , et diminue 

quand n augmente, donc est toujours moindre que i . 
Xfi 

Ainsi les fonctions désignées par vont en diminuant. 
Or déjà est moindre que i , donc Xn sera moindre que 
I lorsque n sera plus grand que 5 : ce qu'il fallait démon-
trer. 

2°. Quand est ^ 5, on a 
1.2 

e désignant la base des logarithmes népériens. 
En eiTet, en posant 

1 . 2 . 3 . . . /2 
^n = 7 r-— J 

on trouvera, comme dans le cas précédent, 

Le second membre est toujours plus grand que i , Donc 
Xn augmente avec 12, Mais pour n == 5, on trouve . 
Donc, etc. 

En suivant la même marche, on pourrait trouver des 



valeurs plus approchées, pour 8, etc. Mais ces 
limites finissent toujours par être en dehors des suivantes 

I . 2 . 3 . . . > V ^ ^ . / i ' > 

i . 2 . 3. . ./î ( - ) e ""9 

qui résultent d'une formule donnée par M. Liouville 
[Journal de Mathématiquest. IV, p. 321 ). 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 7 8 
(voir t. XVIII, p. 171) ; 

PAR M. G . W I A R T , 
Élève du lycée de Douai (classe de M. David). 

A,B, C, trois points fixes; A B = C, BC = a, CA = 

a, ¡3, y, distances respectives des trois points à une droite 
fixe : on a 

a'a^ + -4- c ' f - -}- _ ^p _ ^ _ 

S = aire du triangle ABC (Salmon). * 
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Soient 

AA' = a, B B ' = p , C C ' = 7 , 
on a 

surf. AA'C'CB = i (p + 7 ) B 'C + -î- (p -+- a) A'B', 

surf, AA'C'C = i. (a -f. 7) B ' C -f- ~ (a - f -v) A'B', 

d'où, en retranchant, on tire 

Élevant les deux membres au carré, il vient 

4 S» = (p ^ a)» B' a ^ .(P ^ A' B' + 2 (P - a) (P - 7) 

X B ' C ' X A ' B ' . 

Par C, je mène une parallèle à A ' C j dans le triangle rec-
tangle ADC, on a 

ÂC - Â D ' — ( A ' B ' B ' C ' ) % 
ou 

(i) AC —AD —A'B' —B'C' = 2A'B'XB'C' . 

Par les points A et C, je mène des parallèles à A 'C et 
dans les triangles ABF, BEC ainsi formés, on a 

AF ou (p — a ) S 
et 

EC ou (p — 7 ) ^ 

Je porte dans (i) ces valeurs de A'B' et B'C et je rem-
place AC et AD par leur valeur, on a 
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OU, toute réduction faite, 

_ _ ^ 2 (P» AV - PA — P7) = 2 A ' B ' XF B' C . 

On remarque ici que oty — — j3y) est égal au pro-
duit (¡3 — ol) (P —y). Je remplace maintenant dans l'ex-
pression de 4S% 2 A'B' X B ' C par sa valeur trouvée et je 

2 a 
remplace B'C, A'B'par leur valeur, on obtient 

4 S' (P - a)̂  ^ (P ^ ] (P ̂  7)' - (? -

OU 

En effectuant les calculs et les réductions et disposant les 
termes convenablement, on arrive à la relation 

-H p»-f. c^f — [à̂  4- — C") ap — (¿̂  -f- — p7 

C . Q . F . D . 

RAYONS DE COURBURE. 
Trouver l'équation de la courbe tel le , que ses rayoos de courbure soient 

TUS d'un point donné sous un angle donné ; 
PAR M. H . L E C O C Q , 

Licencié ès Sciences mathématiques, Maître répétiteur au lycée 
Louis-le-Grand. 

En prenant le point donné pour origine des coordon-
nées et désignant par x ^ j ^ r, G les coordonnées rectangu-
laires et polaires, on a s 

tangô=:^. 
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D'un fil tre côté, le rayon recteur mené de Torigine au 
centré de courbure fait avec Taxe des x un angle w dont 
la tangente est le rapport de l'ordonnée à l'abscisse de ce 
centre, savoir 

^ - p - T 

p ei q étant respectivement égaux ^ ^ ^^ 

donc avoir, en appelant K la tangente de l'angle donné, 

R = : tang(w —e), 

ce qui conduit à l'équation différentielle du deuxième 
ordre , 

Cette équation étant homogène par i^àpj^rl à x ^ j ^ dx^ 
dy^ d^y.^ on sait que si l'on pose 

y—UXj d^yzj^dx-"^ 
X 

X et dx disparaissent : on obtient en effet par ces sub-
stitutions 

( I ) K [ Q ( I + u^) + (I [u = (I ( I -^pu) ; 

on sait aussi qu'alors on doit avoir 

du __dp ^ Y^dp (i + lû) 

or si l'on pose encore 
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d'où Ton tire 

^ cos'y ^^ ' ' cos'Ô ^ '' 

l 'équation (2) se transformera finalement dans l 'équa-
tion 

(3) K tang (Ç — ( ( P —G). 

En intégrant, on en tire 

— = L v / I c o s ( < p ~ 0), 

A désignant une constante arbitraire. 
Passant aux exponentielles et développant le cosinus 

en se servant des relations 

dr . ^ r 
sm(p = -f-5 sm0 = -> 

^ ds r 

dx x 
C0S{p=:-7-> COS0:i=:~5 

^ ds r 

on trouve facilenient 

d'où 

r / ^ I 4 -

V A . ^ - I 

si l 'on a posé 

11 
= —I . 

L'équation cherchée se trouvera en intégrant de nou-
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veau. On obtient ainsi 

L . B r r r K arc tang 
/ iB 

B étant une seconde constante arbitraire. 
On peut remarquer que la formule 

/ iO 

dr 

donne la tangente trigonométrique de Vangle que fait la 
tangente en un point quelconque de la courbe avec le 
rayon vecteur de ce point. 

Si l'on suppose K = 05 on en conclut d r = o ou 
r = constante. C'est-à-dire que la courbe se réduit à une 
circonférence dont le point de vue est le centre. De ce 
point on voit en effet les différents rayons sous un angle 
nul . La valeur de est infinie, car la tangente est per-
pendiculaire à l'extrémité du rayon. 

Si l'on suppose K = oo , l'équation donne pour z une 
valeur constante, propriété qui a{)p^lient à une spirale 
logarithmique. Dans ce cas on voit que tous les triangles 
qui ont pour sommet le point de vtie et pour base le rayon 
de courbure sont tous semblables entre eux, car ils sont 
rectangles et ont un angle aigu égal dont la tangente est 

J : il en résulte que le rayon de courbure est propor-

tionnel au rayon vecteur. 
En général, les coordonnées du centre de courbure a 

et (3 seront 

p — > H == , - - 9 

7 1 - f - K z 

q I + Kz ' 
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en se servant des valeurs 

Les valeurs de a et |3 donnent 

X a - i - K p ' 

Or 2 n'étant fonction que de il en résulte qu'entre 

les deux équations précédentes et celle de la courbe, on 
peut facilement éliminer x et ce qui conduit à l'équa-
tion de la développée qui est, en appelant y l'angle donné 
dont la tangente est K, ^ 

Br 4-L 
i / i(O-y) 

, . _ I + K arc tane V A — i 

=r Rare tang y A e'^ — i. 

Le valeur générale du rayon de courbure est 

i-f-Kz 

Ànn, de Halhémat., t. X I X . (Août 1860.) I 9 
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PROPRIÉTÉS DES TETRAÉDRES CONJUGUÉS DANS LES 
SURFACES DU SECOND DEGRÉ 

et solntion de la question S 2 4 (Faore) ; 
PAR M. P A I N V I N , 

Professeur. 

1. Un tétraèdre est dit conjugué lorsque chacun de ses 
sommets est le pôle du plan qui passe par les trois autres. 

Je désignerai par M j , M j , Mg, M4 les quatre sommets 
d 'un semblable tétraèdre, et par (x i , / j , -Sj ), (x^^j^') 

-^s)? ^4) leurs coordonnées respectives. 

I ". Surfaces à centre. 

2 . Prenons, par exemple, l'ellipsoïde 

Posons 
â' 

et 

D ^ 

.r, x^ X3 
f'. y-i j3 y, 
z, Z-i Z3 

«I «2 a^ «4 

da; 

Si Ton se rappelle que l'équation d'un plan passant par 
les trois points Mj , Mg, M4 peut se mettre sous la forme 

X X-i X 3 

y y-i 73 

1 f 1 

J i 

24 
= 0; 

qu'on-identifie cette équation avec celle du plan polaire 
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du point Ml, savoir : 

a^ ^ b^ 

et qu'on opère de la même manière pour les quatre som-
mets Ml, M,, Mg, M4, on obtient les douze relations sui-
vantes 

( 3 ) D . X . = - D . R . - - É' D . . . = - C» dXr dfr dZr 
O Ù 

1, 2, 3, 4. 

Remarquons tout de suite que D est égal à six fois le 
volume du tétraèdre M^M^ MsM^-, Di à six fois le volume 
du tétraèdre OMaMaM*; Dj à six fois le volume de 
OMaMiMi, etc. V O est le centre de l'ellipsoïde. 

3. Les formules bien connues du développement d'un 
déterminant au moyen de ses déterminants dérivés, ap-
pliquées au déterminant D, en ayant égard aux relations 
(3), nous conduisent aux égalités suivantes : 

(4) D, + D H - D . ^ R D ; 

{ D, + -f fl'D^r: o, 
(5) < 

( D. z] -hiy.zl D,zl -f-D^ z] 

^ D ^ , jr, - f - D2 0:3/2 - h D3 -T^x, - h D4 >'4 = 0 , 

(6 ) Di X, 3, 4- T>2 X2 22 4 - D3 z., 4 - D4 X4 z^ = o , 

D, jr, z, H- D. H- D3 Z3 4- D4 74 Z4 = o ; 

(7) 

(8) 
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Les six dernières relations (8) sont suffisantes pour 

exprimer que le tétraèdre Mj Ma Mg M; est conjugué; car 
elles indiquent que le plan polaire d'un quelconque de ses 
sommets passe par les trois autres. 

4. Cherchons maintenant l'équation de la sphère cir-
conscrite au tétraèdre en question. Si, 

JÎ 2 m.T -f- 2 7?r 2/7Z 4- 7 — o 

étant l'équation de cette sphère, on exprime qu'elle passe 
par les quatre sommets, l'élimination de //i, q 
entre les cinq équations obtenues nous donnera pour l'é-
quation de la sphère circonscrite 

(9 ) 

on a pose 

1 r, 

O.X, 

2 / 
2 J , 

2 y, 

2 S 

2^3 
2 34 

) 7 = 1 , 2 , 3, 4. 

On voit facilement qu'en représentant par X, Y, Z les 
coordonnées du centre de la sphère et par L® le carré de 
la tangente menée de l'origine à cette sphère, on a les re-
lations suivantes : 

2DX=: r , ' / D . .-/D 
' clx, dx. 

,dD 
1 y, ' L 

, du , rlD 
' i/z, dz. 

D, + r^ D . + >•1 D . + D , . 
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5. Les formules que je viens d'établir permettent de 

constater de nombreuses propriétés relatives aux tétraè-
dres conjugués. Je signalerai les suivantes. 

Les égalités (5), ajoutées membre à membre, donnent 
(12) = 

D'oà 
T H É O R È M E L Désignant par V le Dolitme d'un té-

traèdre conjugué Ml Mj Ma M4, par Vi celui de 
OM2 M3 M4, par Vg celui de OM3 M4 Mj, etc., on aura 
entre ces volumes la relation constante 

V + c^) = : V. .OM, + V. .OM2 4 - V3.O1M3 -f- V4 .OM4. 

Les volumes Vj, V^, V3, V4 doivent être affectés d'un 
signe tel, que leur somme soit égale V ( 4 ) ; O est le 
centre de l'ellipsoïde. 

6. Le déleiminant D peut s'écrire des deux manières 
suivantes : 

J) ™ abc 

D rrr abc 

i l 
a a a a 

J i 

J TT " T b 

h 
c C C V 

1 1 I 1 

. r , £ 2 

« m a a 

J . 

b b b b 

Zi Z3 24 

c c c c 

— i — I — I — I 

Effectuons par colonnes la multiplication de ces deux dé-
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terminants; en faisant iniervenir les relations i(7) et (8), 
on ^ U T e 

D* 
— = ^ ^ ^ ' D.D.D3D4 

On en conclut que 

THÉORÈME I I . Entre les volumes Y, V J , V A , V 3 , ¥ 4 et 
le tétraèdre construit sur les axes de V ellipsoïde^ on a la 
relation constante 

V' - u / ' 
7. Eu égard à la relation (12), la dernière des égali-

tés {11) nous donne 

d'où 

THÉORÈME I H . Le carré de la tangente menée du 
centre de Vellipsoïde à la sphère circonscrite à un té-
traèdre conjugué quelconque est constante et égale à 

Cest la généralisation du beau théorème énoncé par 
M. Faure sur les coniques (p. 234) (*)• 

8. Si l'on multiplie les égalités (11) par j , , i , 
respectivement, et qu'on ajoute les résultats, on obtient 
les quatre relations suivantes : 

( 2 Y r,- -I- Zzi) = r/ 4- b̂  4- î̂ V 

{ / = : I , 2 . , 3 , 4 . 

D'où 

THÉORÈME I V . Si I on se donne un point fixe^ M 4 par 
exemple, les centres des sphères circonscrites aux tétraè-

O Orijî'inc de tout cc travail. TM. 
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dres conjugués en nombre infini, ayant un de leurs som-
mets au point fixe.^ seront constamment dans un plan 
perpendiculaire à OM4 et à une distance de Vorigine 
égale à 

2OM4 

Surfaces dénuées de centre, 

9. Prenons^ par exemple, le paraboloïde elliptique 

j o. 
P I . • 

Conservant toujours les notations (i), (2), les conditions 
qui expriment que le tétraèdre Mj Mj Ms M4 est conju^ 
gué pourront s'écrire 

/ i/D dD Zr dD\ l5 — ^ — — — U \ dXr dyr . P d.T.r dZr q d.Tr] 
o ù 

= 2, 3, 4. 
„ dD djy dD dD Remarquons encore que ^ ' ^ représentent 

le double de la projection sur le plan des x j des triangles 
M2M3M4,M3M4MI, M4M1M2, MiM.Ms . 

10. Les formules relatives aux déterminants, combi-
nées avec les relations (i5), nous donneront ici 

dD dD dD dD ' 
dXi dx^ dx^ dz^ 

I ,dD ,dD , dD ,dD 
i ' dx, ' dx, dx^ ' dXi 
1 , ^D dD ,dD ,dD 

, dD , ^D . dD , dD z - hzl h ZI — Z] — + qD — o; 
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/ RFD F /D RFD <3?D 

i ,,, iD i/D dD dD 

/ ¿iD ^D ^D ^D 

R I D 

\ R = : I , 2 , 3 , 4 ; 

if . X J r J i ^rZs 

P 7 
/-, i = 2, 3, 4; 

H , Les égalités (17), ajoutées membre à membre, con-
duisent à 

, . , r/D , r/D , i/D , i/D , 

D o ù 

T H É O R È M E V . Désignant par V le volume d'un té-
traèdre conjugué Ml Mg M3 M4, par Si y Ss, S3, S4 les 
projections^ sur le plan des jz^ des faces Ma Mg M4, 
M3M4M1, M4 Ml Ma, Ml Ma Mg, on a entre ces quanti-
tés la relation constante 

Les surfaces SI, SG, SG, S4 doivent être affectées de si-
gnes tels, que leur somme soit nulle (16). 

12. Le déterminant D peut encore s'écrire sous les 
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deux formes suivantes : 

iy=\/pg 

.r, ^4 

f p f p 
Z. z, Z3 Z4 

v/? V'Î 

I I I I 

I I I I 

sjjj sjp sjp sjp 

slq sfq \fq sjq 
or, .r, 

Effectuant, par colonnes, la multiplication de ces deux 
déterminants et faisant intervenir les relations (19) et 
(20), on trouve 

_ D' 
~ ^ ^ C/D' 

(Ix^ dx2 dx^ dx^ 

On en conclut que 

THÉORÈME V I . Entre le volume V et les surfaces S , , 

SA, S3, SI, on a la relation constante 

S.S.S3S4 

13. La première des relations (11) comparée avec la 
relation (21) nous donne 

22 P + q 
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D ' o ù 
T H É O R È M E V U . Le centre de la sphère circonscrite à 

un tétraèdre conjugué quelconque est constamment dans 
un plan perpendiculaire à Vaxe de la surface et à une 
distance du sommet égale à 

M -

B E S C O O R D O N N É E S P A R A B O L I Q U E S 

d de leor application à la géométrie des paraboloïdes 
PAK M. C.-ALPH. VALSOIN, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

J'ai essayé précédemment de faire une théorie générale 
de rellipsoïde et des figures qu'on peut tracer à sa sur-
face, en partant des méthodes de M. Lamé relatives aux 
coordonnées elliptiques. CVst l'objet d'une thèse éditée 
chez M. Mallet-Bachelier en i854, et dont il a été rendu 
compte dans les Nouvelles Annales [voir année iSSg, 
p. du Journal et p. lo du Bulletin hibliographique). 

Je me propose, dans ce nouveau travail, d'étendre 
les mêmes recherches aux surfcices du second degré dé-
nuées de centre et en particulier au paraboloïde ellip-
tique. 

(*j Le calcul difterentiel fait partie de l'enseignement des lycées sous le 
nom de dérivées et de limite. Le nom ne fait rien à raffaire. Ainsi ce Mé-
moire est à la portée des élèves des lycées, excepté ce qui concerne les 
lignes géodésiques ; mais cette partie s'adresse aui élèves deTÉcoIe Normale 
et de l'École Polytechnique, et il n'y a pas de professeur qui ignore les tra-
vaux de MW. Lamé, Liouville, Bertrand, Bonnet sur cette géométrie des 
surlaces réellement supérieure. [Noie du Rédacteur.} 
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I. 
Des paraboloides orthogonaux. 

Considérons le système des trois équations 

u u U e 

— —J— 
V R 4 - c 

w e w 

u -f-

— V — Hx^ 

:z= (V Q.X, 

dans lesquelles e conserve une valeur fixe et où Ton 
donne aux variables M, w toutes les valeurs possibles, 
pourvu toutefois que ii reste toujours supérieur à e et que 
w lui soit au contraire toujours inférieur. 

On vérifie facilement que ces trois équations appar-
tiennent à trois séries de paraboloides dont les deux pre-
miers sont elliptiques et le troisième hyperbolique, et de 
plus que ces surfaces sont orthogonales. L'équation qtii 
exprime, par exemple, qtie les deux premières surfaces se 
rencontrent à angle droit est 

u V 

et elle se déduit immédiatement des deux équations de ces 
surfaces en les ajoutant et supprimant le facteur commun 
u -f- V. 

Ce système est analogue à certaines surfaces orthogo-
nales du second degré douées de centre qui constituent 
la base de la méthode des coordonnées elliptiques. Dans 
le cas actuel, on aura à considérer ce qu'on peut appeler 
les coordonnées paraboliques dont je vais examiner les 
principales propriétés. 
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U. 
Des coordonnées paraboliques. 

On voit, d'après ce qui précède, qu'en un point M de 
l'espace on peut faire passer trois paraboloïdes orthogo-
naux. Réciproquement, ce point pourra être considéré 
comme déterminé au moyen de ces trois paraboloïdes, 
ou bien analytiquemcnt au moyen des trois variables M, 
î , tvqui les caractérisent; ces trois variables seront les 
coordonnées paraboliques du point. 

Cela posé, occupons-nous d'abord d'exprimer les coor-
données rectilignes J:, J', Z du point M en fonction de ses 
coordonnées paraboliques ¿/, w. On remarquera que 
les trois équations (i) se déduisent de la première en 
changeant u en — v dans la seconde et en -4- w dans la 
troisième. L'équation en u peut être mise ensuite sous la 
forme (*) 

u^ -f- iû{2.x — e) — u[iex -+- z^) + ej- = o . 

Si l'on y regarde x , 2 comme connus, ses trois ra-
cines seront u, — — TV, et on en conclura 

n — P H- îv = — 
UViV — 

d'où 
— IV — u e y 

y sjcz=. y/tt . y/p. 

On aura ensuite sans difficulté 

z\je = sju — e sli> e s¡c — iv. 

On a en définitive les trois formules de transforma-

{*) Voir Nouvelles Annales, t. V, p. 16^. 
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lion 

V - fV (' -4- 6' 

ir--
s/n. 

S'e 

\/n — f ,\/v e.^r — w 
Vc 

Voici quelques formules qui s'en déduisent. Oïl a en 
différentiant 

idxzzz — du -f- dv — di\\ 
- sjv.sjw shi.sja' sju.\fï> 

sjc.sju \'c . sjv sjc.sliv 

\ , \lc — sju — c.sjc — iv laz — . — (lu r =:rr— <'/«' -f- c 
\li — c.sjv -^c dcv. 

•V • ' 5• ''"'.W' r'•• ' sje.sjc — w 
Si Ton fait Varier séparément z/, w\ on en déduira 

les différentielle» des "trois lignes de courbure qui résul-
tent des intersections des surfaces prises deux à deux; il 
suffira d'ajouter les carias des valeurs précédentes où l'on 
conserve successivement les termes qui contiennent JM, 
r/p», ^/w, on aura 

\lu H- v.sju — ( 
dsa — 

\j u .\la — e 
-'du = \jdit, 

(4) ' ds^ — —: — • dv ~ \ dv, 
v/r.yA V e 

ds^. zzz y—:::, ^ • dw ~ W diV. 
sjiv \le — cv 

Pour un arc de courbe quelconque dans l'espace, on aura 
(5) ds'=:z dsl + dsf, + dsl — Û  du^ + V dv^ -i- W dw\ 
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III. 
Des ombilics et des sections circulaires. 

On sait que le paraboloïde elliptique a deux ombilics 
situés dans le plan zOx de la parabole de moindre para-
mètre en deux points symétriques où la tangente à la 
courbe fait avec l'axe des x un angle déiiiii par la rela-
tion 

(6) tang9 = 

Soit F un de ces points, F T la tangente, FN la normale, 

0 IS / ...... . 
'y 

W la coordonnée -z. La parabole SF a pour équation 
z' = M - h 2 X , U — e 

on aura 

tangô ~ tangFTN = tangNFP == ̂  = r Jr z 

et à cause de la valeur précédente de tang0, on aura pour 
lombilic 

(7) Y ^ ^ s ^ e j u ^ e ) . 

Il sera encore utile, par la suite, de remarquer que la 
même figure donne pour la normale 

FP ; 
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et pour l'abscisse de l'ombilic 

(9) - . r = OP = ^ . 

Ainsi les coordonnées de l'ombilic seront 

lO u — c J = o, z=.\Ju[u^c), 

Si l'on remonte aux valeurs dey et de z (2), on en con-
clura, en les identifiant aux valeurs précédentes, que 
pour les ombilics on a 

= o, w = o. 
Enfin nous aurons à considérer une sphère ayant pour 

centre le pied P» de la normale à l'ombilic et pour ra jon 
cette normale elle-même. On peut encore la définir en 
disant qu'elle est tangente au paraboloïde en ses deux 
ombilics. Nous conviendrons de Tappeler sphère focale^ 
ce qui sera justifié par ses propriétés. 

Nous rappellerons encore que les sections circulaires 
du paraboloïde sont parallèles au plan tangent de la sur-
face à l'ombilic. 

I V . 

De la courbure du paraboloïde elliptique. 

Nous commencerons l'étude dit paraboloïde par les 
propriétés relatives à sa courbure. 

Soient 
i = 0 , 

(lO l 

les équations d'une normale, et 

/ dx dz .dp 
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les équations de la normale infiniment voisine quand on 
se déplace suivant la ligne de courbure w = constante. 

On trouvera sans difficulté 

e/x I dz V w — e. sje — w 
dv 2 sjf^.sjv 

sJc.^J a — e 
y/i' H- . v/d? — dv 

sfe.\l II — e 

2 [v H- ey ,\/e — iv 

La première des équations (12) devient alors 
n — e Z — 2 u — e 

I H 1 O 
V -j- fi z I> + e ^ ' 

on en déduira Z — -z ; on aura de même X — x , Y — j , 
ce qui donne le système 

X — X u -h i', 

(.3) 
\ TT « -H I' 

• • 

où x^j^ z désignent les coordonnées d'un point M de la 
surface et X , Y, Z celles du centre de courbure correspon-
dant. Par l'élimination de x , ) , z, on trouvera 

w -f- 3 p — w e x = r : 

( 4 ) 

2 

Me. s!Il 

Z ^ — {v -f- c) sJv e .\lc — w 
si c . sju — e 

Pour le rayon de courbure lui-même on aura 

R, {Z — r.) 

(*) Fo//-i'équalion ( 2). 
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on trouvera 

! :: ^ . i /w- l - i ' . V« — ^ 
s/i V / — • / — > 

V « . y e - f - V « — t¥ 

on en conclura la valeur de R^, on aura de même la va-
leur du second rayon de courbure R«,, c'est-à-dire 

_ ju .slu-^w^ 

sju.sju — c 

Si Ton voulait avoir le lieu des centres de courbure, il 
suffirait d'éliminer v̂  et w des équations ( i4) , ce qui se fe-
rait sans difficulté. Mais il sera plus simple âfe définir 
cette nappe de courbure par deux sériés de lignes dont 
les unes correspondent à = constant» èt les autres à 
w = constante, c'est-à-dire aux deux systèmes des lignes 
de courbure du paraboloïde. 

Si l'on élimine w, on trouve 

('6) 

f^e^çy 

équations qui expriment que les lignes de la nappe de 
courbure qui correspondent à l'hypothèse ^ constante, 
résultent de l'intersection de deux paraboloïdes ayant 
même axe que le paraboloïde proposé. De plusy en élimi-
nant successivement X , Y, Z, on recoanait que ces cour-
bes se projettëtit suivant des ellipses sur le p l an des ¥ Z 
et suivant des paraboles sur les deux autres plans. 

Si au contraire on élimine ŝ  des équations (i4)? on aura 
Ann. ifeMai/iem., t. XIX. (Août i86o.) 20 
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les trois équations 

(•7) 

-f eju — e) 

qui expriment que les projections des lignes du second 
système seront des développées d'hypeitole sur le plan 
des YZ et des développées de paraboles sur les deux 
autres plans. 

Au sujet des rayons de courbure, on peut remarquer 
que l'on a 

(,8) 
R. u[ii — e) 

D'où l'on conclut que le premier rapport reste constant 
tout le long d'une mênie ligne de courbure P» —constante, 
et le second tout le long d'une ligne de courbure w = con-
stante. Cette relation, qui a été démontrée par M. Ossian 
Bonnet pour les surfaces du second degré à centre, se 
conserve donc pour les paraboloides. 

535. Si deux polygones, sont semblables, ont 
les côtés homologues parallèles, 3° ont les intervalles 
entre les côtés liomologues égaux, ces iàÊ^x polygones 
sont circomériptibies, À des cercl es. ( BOROON I . ) 

536. Quel est le minimum de matière pour construire 
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un yape cylindrique droit dont on donne : i® l'épaisseur 
uniforine du fond; a® Tépaisiieur u ^ f o r m e de la panie 
latérale ; la capacité j J'aire de la paroi intérieure^ 
5® ra ï re de la paroi extérieure; enfin uua#eÊtion faite 
parallèlement au fond, et semblable à u i p figure plane 
donnée ? ( Boano»i.) 

537. Discuter la surface donnée par l'équation po-̂  
lai re 

p3[3sin2Ôcos'i}i -h v(i H- p)sin?G — i] ~ 

surface à centre^ trouver les longueurs des trois axes-, 
démontrer qu'aux valeurs 

V 2 -hv(l 

répond un point singulier àe la surface, tel, que le sys-
tème de plans tangents qu'on peut mener par ce point 
forme un cône du second degré qui devient de révolution ' 
lorsque V = o. 

Nota. Extrait d'un Mémoire de haute importance sur 
les atmosphères planétaires, et particulièrement sur les 
atmosphères cométâires. Les professeurs y trouveront 
d'instructifs exercices sur la discussion des équations. Le 
savant professeur de la Faculté de Montpellier démontre 
qu'on ne peut expliquer l'existence d'une queue uni^iie 
opposée au Soleil qu'en admettant dans la phoronoiiMe 
céleste une nouvelle force, nne force répulsive^ déjà jKOup̂  
connée par Newton, et qui paraît devoir être coalËliî ipée 
de nos jours. 

538. Discuter la cubique donnée çiar l'équation 

Nota, Extrait d'un Mémoire du niéme profond ana-
20. 
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lysie sur la loi de la pesanteur dans T intérieur de la terre 
y est la pesanteur correspondant au rayon x^ et p la pe-
santeur à la surface où a: = i . 

M. Edouard Roche signale (p. 9) une erreur échappée 
à Poinsot, dans son Mémoire sur la théorie des cônes cir-
culaires, n° 34-

539. Trouver Féquation d'une courbe qui représente 
les trois folioles égales du Trifolium pratense. Chaque 
foliole est partagée symétriquement par une droite qui 
aboutit vers l'intérieur à un point de rebroussement, et 
à l'extérieur à un point d'inflexion. Les trois droites for-
mant entre elles des angles de 120 degrés se réunissent (*) 
au même point du pédoncule. 

IDENTITÉ 
de deai expressions du reste de la série de Taylor; 

DVPRES CHR. J U R G E N S E N . 

( C R E L L E , t . X V I I , p . 2 9 1 . ) 

1® Lagrange, On a 

1.2 1 . 2 . 3 . . . « 

où R est une fonction de z et de x qui devient nulle en 
faisant z =x, 

Différentiant par rapport à x^ et intégrant dans les li-
mites de z à il vient 

I . 2 3 . . . / Î 

(*) A peu près. 
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Ampère. ^ 

Z JC 

Diflérenliant par rapport à x , jusqu'à l'ordre n, il vient 
successivement 

I — p, 
I o -4- P" (z — .r) — 2P' , 

(û) < —3P% 

f ' •.'•••iSil, . 
1 o = Pi») (z ^ . t ) - n PC—). . ^ 

Éliminant les n quantités P, F , F ' , . . . , Pi"-^) entre les 
/ i + i équations, il vient 

On a donc ici 

l « 2 . 3 . . . « 

[Annales de Gergonne, t. XVII, p. 317.) 
Cette expression est aussi celle de M. Cauchy (Moi-

gno. Calcul différentiel y p. 62). 
Différentiant la dernière des équations [a) par rapport 

à Xy on a 

multipliant cette équation par [z — :r)", elle peut se 
mettre sous la forme^ 

(z — .r)« + [z — = o j 
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ant, on a 

I . ̂  . ' ds A ^ . ^ • ^o. 
J g 1 . 2 . 0 . . . « 1 . 2 . 3 . . . « 

Bouc l'expression d'Ampéi^ est identique avec celle de 
Lagrange. 

m n SVH LA DIFFÉRENCE DE DEUX PUISSANCES 
CONSÉCUTIVES; 

PAR M . A . T R O N S E N S , 
Élève CÌU lycée de Douai. 

1. La différence de deux carrés consécutifs est égale à 
la somme des deux racines. 

2. La différence de deux cubes consécutifs est égale à 
la somme arithmétique d'une suite de termes de la pro-
gression arithmétique 6, 12, 18, 24, etc., augmentée 
d'une unité. 

3. La différence de deux quatrièmes puissances consé-
cutives (n -h i)^ — est égale à la somme de la suite des 
nombres consécutifs 

2 -f- « -h 1, 2 -h 2 « 4- 2, . . . , 2 -h 3 « î. 

Le nombre des termes est 2 -h i , car 
-4- l)' — = (2 «-f- l) (2«2 -f. 2/2 -h l). 

Soit X le premier terme d'une progression arithmétique-, 
I la raison et 2 ^ 4 - 1 le nombre de termes ; la somme 
sera (x -H n) {2 4- i) ; pour que cette somme soit égale 
à la différence de deux quatrièmes puissances, il suffit de 
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faire 

.r r r 2 + I . 

4. Il existe une infinité de prc^essions aritlilg&ëtiques 
dont la somme est égale à 
positif. ' • 3 f • , • 

NdUYKUE SOMME DV RESTE DE Ù SÉRIE BB TAYiOR 
(voir p. 808); 

D^près M. E, J ^ H E , 
Professeur à Mol^l î îer . 

1 . Lemme, Lorsque la dérivée d 'une fonction par rap-
port à une variable reste constamment positive ppur 
toutes les valeurs comprises entre deux limites, la fonc-
tion primitive va en croissant depuis la petite jusqu'à la 
grande limite. ^̂  

2. R désignant le reste de l à série de Taylor, on a, en 
s'arrêtant au r V ^ terme, 

R =:/(.r + h) - / r - h f x ^ H- • • • - ; 

faisons X + A = on a 

R ~ - - -

1 . 2 . 3 ^ ••• 1 . 2 . 3 . . . / ^ 
de là 

d x - ^^ 

Retranchant de cette équation l'identité 

d^ 
dx 

/ (z^xy^^c \ ^ _ ( z ^ x y ^ 
\ 1 . 2 . 3 . . , /I 4- I / 1.2 3 . . » « 
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itante quelconque, on obtient 

: / R \ 
dx \ 1 . 2 . 3 . . n.p-i-i) 

= 7 r i S t ^ - = ( C _ , ( . ) ] . 

Supposons x<C, zypun nombre positif ne surpassant 
pas w , * e t r e s t a n t continue dans rintervaile de a: à 
z 5 dès lors 

reste continue dans le même intervalle. 
Désignons par M la plus grande valeur que prend cette 

fonction (f (x ) dans cet intervalle. 
Prenons 

M — 9 {x) reste donc constamment positif-, donc, d'après 
le lemme, la fonction primitive 

I . 2 . 3 . I ^ ^ 

va toujours en croissant depuis x jusqu'à 
Mâ is lorsque x == 2 , on a 

K = o et = 0 ; 

et par conséquent ^ ( x ) = o, et puisque (p (x) va en crois-
sant, il fautdonc que les valeursde^ (x) soient négatives. 

On a done dans rintervaile de x à ^ 

1.2.3.../?./?-+- I 

Désignons maintenant par m la plus petite valeur dey(x), 
croissant de X à z ; le même genre de raisonnement con-



duirait' à l'înégalilé ,„ • ' 

R > V 

Il existe donc entre M et m une valeur intermédiaire N 
de y (a:), correspondant à une valeur intermédiaire entre 
o: et telle que 

1.2.3. 

La valetir intermédiaire entre x et z est égale à 
x-hd [z — x)^ où 0 est une fraction, un nombre compris 
enti^e o et 15 on a donc 

donc 

I , 2 . . - h t 

Posons 
h •=z z— .r^ 

où h est positif, on a 

telle est la nouvelle expression de R. 
On arrive au même résultat en supposant x ^ z-̂  et 

dès lors A négatif. 

2. Lorsque n = o, cette formule n'est plus applicable, 
alors on a 



• " 

reurandbatii ^ 

il vient 

c = — (z — ^ y c , 

Si p est positif (z — devient infini lorsque x = ^ ; 
si p est négatif, c'est [z — xY qui devient infini ; la con-
tinuité exige donc que /? =rr o : donc 

M et m étant la plus grande et la plus petite valeur de 
f { x ) dans l'intervalle de x k z , R — M(z—'x ) et 
R — m(z — x) sont de signes contraires; donc 

ou 

0 et h comme ci-dessus. 

3. Si Ton fait dans ( A) p n , et ensuite p = o, ou 
obtient 

/¿H-M 
R = ( C A U C H Y ) , 

Le nombre p qui entre dans la formule générale pouvant 
prendre toutes les valeurs depuis o jusqu'à donne des 
limites plus resserrées que celles qui sont en Usage. 

Memafyue, L'auteur fait observer que ce procédé est 
analogue à celui de Sturm (Qows d'Analyse., t. I, 



p. 87) ; mais il donne encore u a «ecoiiâ procédé fondé ^Hr 
le calcul intégral, et qui a déjà été employé par M. JuV-
gensen, géomètre danois (p. 3o8). v. 

4. Série de Maclaurin {*). Faisant o: = o et remf 
h par x^ on a 

1 . 2 . 3 . . . « 

1 . 2 . . .72.P + I - ' ' 

SOLUTION DB LA OUeSTION 1 9 0 
(voir t. VII, p. 240); 

PAR M. J . - C H . D U P A Ï N , 
Professeur. 

L'énoncé nous semble devoir être un peu modifié. 
Voici nos notations : Par un point P de la surface d'une 
sphère, nous menons deux arcs d'un quadrant PA, PB, 
perpendiculaires entre eù^. Sôit M un point à déter-
miner; nous traçons l'arc de grànd cercle AM qui inter-
cepte sur PB l'arc PC = VÎ; nous traçons encore l'arc de 
grand cercle BM qui intercepte sur PA l'arc P D ^ J ; 
enfin nous appelons p l'arc PM et 0 l'angle 
peut prendre pour coordonnées du point M, ^ et rĵ  ott' p 
et ô. On passe d'ailleurs d'un système à l'auti-e au moyen 
des formules 

tang Ç = lang p. cos ô, tang ïj = tang p. sin ô. 

En géométrie plane l'équation d'une droite perpendi-

(*) M. Houel, le savant professeur de Bordeaux, croit que la formule ap-
partient à Stirling. A éxaminer. Quelle est la forme du reste pour une së-
tit taflorienne ii plusieurs varinj[;>les 
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culaire à I axe polaire est 

A r=: , 
cosf 

t l '^ i ia t ion de l'hyperbole ëquilatère qui rencontre l'axe 
polaire est 

A 

COS m 

Sur la sphère, l'équation du grand cercle perpendicu-
laire à PA sera Ç = constante, ou 

A 
tangp = cosò 

l'équation d'une hyperbole équilatère rencontrant PA 
sera 

A 
lang^Ç — tang'y? A ou tang'p = 

COS 2 9 

De même qu'on passe de la ligne droite à l'hyperbole 
plane en doublant l'angle t et en élevant r au carré, ainsi 
on passe du grand cercle à l'hyperbole sphérique en dou-
blant l'angle 6 et en élévant tang o au carré. 

Tel est, sauf erreur, ce que M. Roberts proposait de 
faire voir. 

SOLUTION DE LA QUESTION 4 0 7 
(voir t .XVl, p. 408); 

PAR M . E . D E J O N Q U I È R E S . 

L E M M E . Étant données, sur une droite, deux séries 
de segments en involution, qui se correspondent anhar-
moniquement, il existe deux segments de la première 
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mrie qui sont divisés harmoniquement par ceux qui leur 
correspondent dam la seconde série. 

En effet, supposons que. les équations 

( I ) a:' -H ¿f.r -4- 6 = o 

et ^ 

(2) = o 

aient respectivement pour racines les distances des points 
doubles des deux involutibns proposées à une origine fixe 
prise sur la droite donnée -, ¿z, A, B sont des quïintités 
connues5 les à ^ a t i o n s suivantes : 

(3 ) x ' - ^ a ' x - ^ ^ ^ b z z i o 

et 
AA' 

(4) 07=-4-A'07 H ^ B — o, 

dans lesquelles a' et h! sont deux indéterminées, pour-
ront représenter les deux séries de segments en involution. 
Car chaque valeur particulière de a' détermine un seg-
ment qui est divisé harmoniquement par le segment fixe 
que représente l'équation (i), puisque la relation 

/ aa' \ cLo! 
b b\ ^ — ® Géom. sup.y n° 93, p . 6 i ) 

est satisfaite 5 et réciproquement, chaque segment de la 
première involution détermine une valeur de a', et le 
même raisonnement s'applique à l'équation (2). Mais, 
d'après l'énoncé, les segments des deux séries se corres-
pondent anharmoniquement; donc il existe, entre les 
deux variables d et A', une relation du premier degré de 
la forme 

h' k'-^l.a' p.A'-f-V — o; 



d'oà , . 

et, par conséquent, Féquation (4) devient, en y substi-
tuant cette valeur de 

5) x' ; BH ^ ) r= o. ^ a-^^ \ 1 a' w ) 
Pour que les deux équations (3) et (5), qui ne contiennent 
plus qu'un seul paramètre variable a', représentent deux 

segmentó en rapport harmonique, il faut qu'on ait (Géom, 

h ~ B j V - o, 2 2 n'-i-a 

e'est-n-dire une équation de la forme 

n"-oííi'-h p = o 

qui donnera pour a' deux valeurs (réelles ou imaginaires) 
auxquelles correspondront, dans chaque série, deux seg-
ments satisfaisant à la question. c. Q. F. n. 

T H É O R È M E . Étant données deux coniques dans un 
même plan, le lieu d^un point tel^ que les quatre tan-
gentes, menées de ce point aux deux coniques, forment 
un faisceau haimonique est une conique (les deux tan-
gentes d'une même conique étant conjuguées entre elles 
dans le faisceau harmonique) (*). 

On va démontrer qu'une droite quelconque L ^ coupe 
le lieu cherché qu'en deux points. 

En effet, soit T l 'une des tangentes communes aux deux 
coniques. Si un point a se meut sur L, les tangentes aux 
deux coniques, issues de ce point, marquent sur T deux " 
séries de segments en involution [Géom. sup,, n® 702), 

(*) Évident pour deux cercles ; donc.... TM. 
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et les segments de la première sé r i e^^ r rc^nden l anhar-
moniquement à ceux de l a ' s e c i l l ^ ^ ^ ^ l l p ^ c e 
uns et les autres correspondent awSi a . 

Donc, d'après le lemme, il y a, ânÉiStoba^e série, deux 
segments qui divisent harmoniqueiîiënïletirjs homologues, 
et par suite il y a sur L deux points (réels ou imaginaires) 
qui satisfont à la question. Donc le lieu cherchée est une 
coniqiie. 

Cette conique passe par les huit points de contact des 
quatre tangentes comrnunes aux deux coniques. Car, pour 
chacun d'eux, les deux tangentes à Tune des coniques se 
confondent avec Tune de celles qu'on peut mener de ce 
point à l'autre conique, et, par conséquent, ces quatre 
tangentes, dont trois sont coïncidentes, satisfont à la con-
dition. Donc, inversement, ces huit points de contact sont-
sur une même conique, comme on le démontre directe-
ment (voir Nouvelles Annales y t. XV, p. 

Ces points de contact peuvent être définis d * ^ ^ ma-
nière qui donne plus de généralité à l'énoncé e^à ta con-
struction, en disant qu'ils sont les points d'intersection 
des deux coniques par les polaires de deux centres d'ho-
mologie conjugués, prises relativement à ces deux courbes 
respectivement. - / 

Le théorème qui précède, 
figures corrélatives, devient ceÎmi^^J^^ ^ ' 

L'enveloppe d'une droite mpM^j qui coupe deux 
coniques données en quatre points qui Sont const^^ 
ment en rapport harmonique^ est une conique; et cette 
conique touche les huit tangentes quon peut mener aux 
deux courbes parles quatre pôles de deux de leurs axes 
de sjrmptose conjugués^ ces pôles étant pris par rapport 
aux deujc coniques respectivement. 
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NOTE S I » l à OUESTION 4 0 5 
ET SUR «NE lÉCOlPeSITIOIt DE CARRÉS 

frolr t. XVir, p. 192) ; 

PAR M. C. SOUILLART, 
Ancien éléve de l'École Normale. 

La solution de la question 405, telle qu'elle est Ëonnëe 
(t. XVII, p . 192 et 193), n'est pas un cas particulier de la 
formule générale indiquée p. 193 ; elle est comprise dans 
la formule générale suivante ; 

xyzm'. ..rst x'y'z'ii'i>'. X Y Z U V . . R S T 
yzuv. . .stx yz'u'u'. . ..s't'x' Y Z U V . . S T X 
zuv .. .txy X z'ii'v' Z U V . T X Y 

txyz,. , rs t'x'y'z' , . T X Y Z . 
dans laquelle on pose 

X = j c x ' - i - y y + 2z' - f - . . . H- -f-

T = z / ' - f - . . . 4 -
Le signe qui précède le déterminant produit es t - f - , 

quand Tordre n du déterminant est un nombre de la 
forme /\p ou de la forme 4/^4- 2 ; il est — , quand n 
est de la forme 4/^ + 3 ou de la forme ^ p . 

La formule générale indiquée (p. igi) doit également 
porter xm double signe devant le déterminant produit ; ce 
signe est 4 - , quand n est de la forme 4 P ou 4p + 1 ; il 
est — , quand ti est de la forme 4p ^ ^ 4 p -f" 3. Dans 
le cas du troisième ordre, la formule donne 
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Ce quïfournitttw'edeuxièmesolutûni de question 405. 

On pourrait se demander si la question li'en admet pas 
encore d'autres. 

Comme nouvelle application de la multiplication des 
déterminants, j'indiquerai une démonstration de ce théo-
rème connu [Algèhre de M. Rouché, p. \%6)iXe pra^ 
tlÉtde deux sommes de quaU^e xarrés est une somme de 
quatre carrés. 

Le polynôme (a® 4- è® H- H- peut être mis sous 
la forme d'un déterminant. 

On a 

^ c'd'Y— 

de même 

{¡r-rf'r'S'Y z= 

Le produit de ces deux déterminants peut se faire de 
diverses manières. 
^ En faisant le produit par lignes, et posaitf 

A=: ap-h bq -^cr -^ ds, B ^ — aq •+• b p e s d r , 

C = — bs -h ep ~dq, D =r — — l ^ r ' ^ cq -^dp, 

on trouve 

• . • 

(^a^^b'-^c^-h ^f) {p\4- q^ 4 - , 4 - s ^ ) = A ' ^ H - B ' 4 - C 4 - D\ 

Si l'on fait le produit par colonnes, on obtient une autre Ann, de Mathém., t. Xl3S^Septembre 1860. ) s 

a b c d 

- b a ~ d c 

— c d a 

— d — c b a 

P q 
f s 

— q p — s r 

— r s P 
— s — r q P 

21 
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somme de quatre carrés; lesvakurs de A, B, C, D, ont 
alors 

A i = a p b q c r d s , B , = ¿7? — — i/r-H Ci, 

Ci^zz rpdq—ar—bs, — cq-y-hr—as. 

On obtiendra une troisième décom|)osîtion du produit 
( a ' - f - i ' - ^ c ' - h ¿P) (A^^-h^-f-r^-f-l*) en une sommlde 
quatre carrés, en multipliant par lignes et colonnes : ori 
peut en trouver encore beaucoup d'autres, par exemple 
en permutant, dans les solutions déjà trouvées, les lettres 

i , c, J , d'une part, les lettres p , r, s d'autre part . 
On peut aussi permuter des lignes ou des colonnes, avant 
d'effectuer le produit. 

mm CONCOURS DE i s e o 
(voir t. XVIU, p. 293). 

MATHÉMATIQUES SPÉCIALES. 

COMPOSITION DU II JUILLET 1 8 6 0 . 

Mathématiques. (Prix d'honneur.) 

On donne deux ellipsoïdes A et B» On demande le lieu 
des sommets des trièdres dont les faces sont tangentes à 
l'ellipsoïde A, et parallèles à trois plans diamétraux con-
jugués de B. 

COMPOSITION nu JUILLET 1860. 

Chimie. ' 

Première question^ L'ammoniaque. 

Deuxième question. Tout Tazóte contenu dans un 
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mètre cube d'air humide à lo degrés et étant COÇH 

verti en cyanure de barium par son passage sur de la 
baryte chaufiee au rouge avec du charbon, on demande : 

i®. Combien il se forme de cyanure de barium; 
2®. Combien çe cyanure de barium, é ta i^ i l^^pf f i en 

ammoniaque sous l'influence d'un courant ^ î % a p e u r 
d'eau à 3o0 degrés, donne d'ammoniaque^V; V 

3®. Combien cette ammoniaque, érant f ^ ^ e r t i e en 
acide azotique, sous l'influence de la mousse de platine 
et d un courant de vapeur d'eau, donne d'acide azo-
tique; 

4®. Combien cet acide azotique donnera d'azotaie de 
potasse. 

C O M P O S I T I O N D U L 4 J U I L L E T l86o. 

Physique. 

1®. Capillarité. 
Un récipient A de 3 litres de capacité peut être 

mis en communication avec une pompe foulante P et avec 
l'air extérieur. La soupape R ouvre la première commu-
nication, le robinet R' la seconde. Le récipient A est pri-
mitivement plein d'air sec à o degré et o'^j^ôo. La pompe 
P puise dans un gazomètre de Tacide carbonique à la 
pression constante de 0^,76 et à la température dé o de-
gré, et elle peut l'injecter en A, lorsque R s'ouvré; le 
corps de pompe a une capacité de 1 li ires. Ceci posé, on 
ferme R', on donne un premier coup de piston, et quand 
le mélange gazeux est bien aSi«vé, on ouvre R' pendant 
un instant de manière à ce que l'équilibre de pression se 
réublisseientre A et l'air extérieur; cela fait, on ferme 
R', on donne un second coup de f i s ton , et ainsi de suite, 
en prenant soin chaque fois de rouvrir le robinet R'pen-
dant un moment. On demande combien il faut donner de 

21 . 
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êoups de piston au moins pour qu'il ne reste plus qiie 
I centigrammed*air dans le récipient A. 

Le litre d'air, dans les circonstances normales, pèse 
On néglige la capacité des conduits de commu-

nication entre la pompe et le récipient. On suppose nulles 
les variations de tenipérature pendant rexperience. On 
suppose la pression extérieure égale à la densité de 
CO® par rapport à l'air i ,52, 

LOGIQUE. ~ Sciences, 

COMPOSITION DU 9 JUILLET 1860. 

Ma t hématiques. 

Première question. — L a surface d'un triangle ABC 
est égale à un carré donné. Le côté AB est égal à une ligne 
donnée C ; la différence (A—B) des angles adjacents est 
égale à un angle positif donné a , moindre que i3o de-
grés. On propose de calculer les angles A et B. Le pro-
blème est-il toujours possible, et admet-il plusieurs solu-
tions ? 

Deuxième question. — Soient AMA' et BNB' deux 
circonférences concentriques, et A A' un diamètre fixe -, 
«oient OM et OM' deux droites rectangulaires menées 

par le centre O, dont Tune coupe les deux circonférences 
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en M et N, et Tauire en M et N'. On abaisse sur A ^ i e s 
perpendiculaires MQ et M'Q'; dejgppints N N', on 
abaisse sur MQ et M'Q' les p e i p d & i l a i r e s NP, N'P'. 
Enfin Ton joint OP et OP^, et l'on forme ainsi Fangle 
POP', Comment doivent iferre tracées les deux idroites 
rectangulaires OM, OM' pour que langle POP ' soii^le 
plus grand possible? 

COMPOSITION DU lO JUILLET 1860, 

Physique et Mécanique, 

Première question , — On a deux morceaux de thétaux 
différents dc^nt les capacités calorifiques sont inconnues. 
L'échantillon du premier métal pèse 2 kilogrammes, il 
est chauffé à 80 degrés 5 Téchantillon du second métal 
pèse 3 kilogrammes, et est chauffé à 5o degrés. On plonge 
ces deux échantillons ainsi chauffés dans i kilogramme 
d'eau à 10 degrés, et la température finale du mélange est 

On recommence l'expérience, en chauffant le premier 
métal à 100 degï^és et le second à degrés, et en les 
plongeant toujours ensemble dans 1 kilogramme d'eau 
à 10 degrés; cette fois la température finale est 28°,4-

On demande de déterminer, d'après ces données, les 
capacités ealorifiques de deux métaux^ on néglige les 
pertes de chaleur qui se font à T extérieur, ainsi que l ' in-
fluence du vase dans lequel le mélange s'opère. 

Deuxième question, — Faire connaître les lois de l 'é-
coulement des liquides, et les expériences qui servent à 
vérifier ces lois. 



COMPOSÎll̂ klf DU 12 JUILLET 1860. 

Histoire naturelle. 

Première question. — Des|iiammiieres; de leur orga-
nisation et de leur classification. 

Deuxième question. — Structure de la fleur. 

LOGIQUE. — Lettres, 
, COMPOSITION DU l 4 JUILLET 1860. 

Dissertation française, (Prix d'honneur.) 

Faire voir que la science humaine est nécessairement 
ufi mélange de connaissances solidement démontrées, et 
d'ignorances reconnues invincibles. 

COMPOSITION DU 17 JUILLET 1860. 

Mathématiques, 

Première question, — Etant donnés deux parallèles 
ax , yz^ et un point A sur la première, on mène par ce 
point une sécante quelconque AB -, et par Je point B, où 
elle rencontre la seconde parallèle, on élève BC perpen-
diculaire à AB. Au point C on fait Fangle ACD, double 
de BAC, et du point A on abaisse sur CD la perpendicu-
laire AM. On propose de démontrer que si l 'on répète la 
même construction pour d'autres sécantes menées par le 
point A, tous les points analogues à M seront sur une 
même circonférence de cercle. 

Deuxième question, — Une pyramide régulière à base 
hexagonale, dont la hauteur est de 90 centimètres, a un 
volume de i mètre cube. Quel est le côté de l'hexagone 
qui lui sert de basei^ 
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RHCTORIQÜE 

COMPOSITION DU II JÜILLEt 1860. 

Mécaniqim. 

1°. Un vase prismaliqne à parois verlic^l^ est plein 
d'eati, et lixe sur une base qui se meut homôûtaleixièiit 
avec une vitesse de 4 mètres par secppde. La direction du 
mouvement est perpendiculaire à Fune des part is du 
vase. On perce dans cette paroi un orifice à bords amincis 
et dont le centre est à 9 mètres ^^^essous du niveau du 
liquide dans le vase. On conçoit qu'à un instant donné Í 
on mène dans l'espace, par le centre de l'orifice d'écoule-
ment, deux axes fixes, Tim vertical^ l'autre horizontal et 
parallèle au mouvement du vase. Ceci posé, on demande 
â qiielle distance de ces deux a^tes se trouvera à l-pistant 
0 -f- 2 secondes la molécule liquide qui partait du centré 
de l'orifice à l'époque 0. On résoudra la question en sup-^ 
posant successivement que le vase marche dans le sens 
de l'écoulement el en sens inverse. On suppose que pen-
dant l'écoulement le niveau ne varie pas dans le vase 5 on 
suppose en outre que dans le lieu donné la vitesse acquise 
en une seconde par le corps qui tombe est 9,8088. 

2®. Décrire les machines à vapeur locomotiva«, et 
expliquer comment elles fonctionnent. 

COMPOSITION nu l 3 JUILLET 1860. 

Mathématiques, 

1®. Exposer les lois du mouvementées planètes. Dire 
comment l'observation a pu y conduire Képler, etqii^les 
conséquences on en a tirées. 

2®. Mener une tangente «'lîpscj parallèllment 4 
une droi te donnée. 
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ÉCOLES DU GOUVERNEMENT. 

GONCmiRS B'A§MISSMlli A L'ÉCOLE NORMALE EN l ^ f i O . 

Mathématiques. 

i®. Dire comment pja forme le carré d'un polynôme ; ^ 
(« calculer le coefficient ̂  ir* dans le développement de 

. . -h nx^ étant supposé moindre 
que n. On expliquera pourquoi la formule trouvée n'est 
pas applicable au cas où A surpasse n (*). 

vt̂ . Trouver Tintersection d'un cône de révoliiâon 
par un plan. Si par tous les points de l'intersection on 
élève des normales au cône, chacune de ces normales 

* perce la surface en un second point. On demande la 
courbe formée par ces points. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NA\ALE EN 1 8 6 0 . 

COMPOSITION DU 3 JUILLET 1860. 

Thème anglais 

Le vent étant tombé vers les huit heures du soir, et la 
mer $'étant aplanie, le vaisseau demeura immòbile. Ce 

(*) OD ÎI'insérera pas de réponse à «ette trop facile question. 

(**} Voyez, pour la composition française et la version latine^ la Rcwue 
du 5 juillet 1860, ^ 



fut là que je jouis du pi^i&S^ ccnraÉF¿^ÎMileil et de la 
pr^îèrevï iùU dans R ciel de là 

Nous avioni i gauche l'île de Fano et celle de Corcyre 
qtii s'allongeait à l'orient5 on découvrait, par-dessus ces 
îles, les hautes terfès du continent de l'Epire^ les monts 
Acrocéroniens, que nous avions passfô, formaient au 
nord, derrière nous, un cercle qui se terminait à l'entrée 
de l'Adriatique. A notre droite, c'est-à-dire à l'occident, 
le soleil se couchait par delà les côtes d'Otrante. Devant 
nous était la pleine mer qui s'étendait jusqu'au rivage de 
l 'Afrique. 

Dessin. 

Une tête d'enfant, grandeur naturelle, au trait. 

Calcul numérique de trigonométrie rectiligne. 

Calculer les angles et la surface d'un triangle dont on 
connaît les trois côtés : 

¿> = 40217,05, 
c = 56303,87. 

Tfmé graphique. 

On donne une pyramide triangulaire placée d'une 
manière quelconque par rapport aux plans de projection, 
et on demande de construire une pyramide égale à la pre-
mière, mais ayant une de ses faces dans le plan hori-
zontal. 



iCONeOURS rAMISBIIN A L'ECei l 
E N ( 8 6 0 . 

COMPOSITION DU 2 0 JUILLET 1 8 6 0 . 

(Le matin.) 

Mathématiques. 

Etant donnée la parabole CAB, la sécante MAB se inetit 
sous la condition.que les normales menées à la parabole 
par les points d'intersection A et B se coupent en un 
point C de cette courbe. Par ce point C on mène la tan-
gente CM qui coupe la sécante MAB en un point M. 

Cela posé, on demande de trouver l'équation de la 
courbe décrite par le point M, quand la sécante MAB 
prend toutes les positions compatibles avec la condition 
à laquelle elle est assujettie -, on construira cette équation 
qui est du troisième degré. 

( Le soir. ) 

Dessin. 

L'jÇcorcÂé de Michel-Ange. 

COMPOSITION DU 2 1 JUILLET 1 8 6 0 . 

(Le matin.) 

Composition française, 

L E C O U R A G E . 

Il y a divers genres de courage. 
Le courage civil, celui qui fait affronter pour une juste 

cause l'impopularité ou la tyrannie. C'est le courage du 
juste d'Horace : Jusfum et tenacem propositi virum, etc. 
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Analyser ce genre de courage, un des plus nobles et des 
plus rares. Chercher des exemples, soit dans l'antiquité, 
S(M dans les temps modernes. 

Êe courage militaire. — Il est entretenu par la dignité 
personnelle, Pamour de la gloire et de la patrie. Des sol-
dats mercenaires ou des esclaves sont en général de mau-
vais soldats. Comparer les qualités militaires des diffé-
rentes nations. 

Analyser enfin ce genre de courage que l 'homme exeitîe 
contre lui-même, contre ses passions, contre les obstacles 
êmk la vie est semée, contre l'adversité. Le suicide est 
un acte de découragement, par conséquent c'est l'opposé 
du courage. 

( Le soir. ) 

Lavis à Vencre de Chine, 

Faire le lavis à l'encre de Chine d une surface cylin-
drique, de lo centimètres de diamètre sur 15 centimètres 
de hauteur. Ce cylindre devra se détacher sur un fond 
formé d'une teinte plate grise 5 il reposera sur un socle 
dont la surface plane sera indiquée pai* une teinte plate 
d'une très-faible intensité. 

Le modèle de cette surface cylindrique pourra être fait 
à teintes fondues ou adoucies, ou bien à teintes plates sù-^ 
perposées. .„„'- Î:,..'"' 

On admettra que le rayon de lumière a pour projection 
horizontale et verticale des lignes inclinéesr à 45 degrés 
sur la ligne de terre. Le cadre limitant le dessin aura 
24 centimètres de haut sur 18 centimètres de large. 

Calcul trigonométrique^ 

Dans un triangle sphérique, on donne les côtés a , h et 
r angle C : 
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O ' " 
Côtés I ^ = ^ ^ - 2 8 . 2 6 , 7 , 

I ¿ = 9 , . 3 9 . 5 4 , 5 , 

Angle. C 8 7 . 1 8 . 2 3 , 9 , 

On demande de calculer le côté C. 
COMPOSITION DU 2 2 JUILLET 1 8 6 0 , 

Épure de géométrie descriptive. 

tJn cylindre horizontal plein terminé d'un côté au plan 
vertical de projection, et de Taulre à un plan vertical 
parallèlei, rencontre un cône dont la base est posée sur îe 
plan horizontal. On demande : 

1®. De construire les projections de l'intersection des 
surfaces 5 

2^. De faire le développement de la surface du cylindre 
avec les transformées des bases et de l'intersection 5 

3*̂ . De construire les projections d'une tangente de 
l'intersection, et la tangente au point correspondant de 
la transformée de cette courbe. 

On supposera que l|i cône est enlevé, et en conséquence 
sa trace et toutes les lignes qui le concernent seront 
pointillées. 

Les bases du cylindre seront des cercles ; celle du cône 
un ellipse. 

Le cylindre ne sera pas perpendiculaire au plan vertical. 
Le croquis ci-contre indique comment les données peu-

vent être disposées (*). 
Distances de la projection verticale du centre de la 

base de gauche du cylindre : 

A la ligne tracée au-dessous du titre... 11 o millimètres, 
Au bord de gauche du papier. 160 millimetre's. 

(*) Le temps nous a manque pour l'aire graver celte fijjurc. Cr 
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^Les^ distances marquées sur le croquis sou t exprimées 
eu millinÉètres. 

On placera le déVéloppemenl de la surface du cylindre 
à ia droite de l'épure et de manière que les génératrices 
soient parallèles au plus p ^ t côté de la feui^e. 

CONCOliRS B'ADISSION A L Î C O L E DE SAINT-CÏR EN 

COMPOSITIONS DU 2 0 JUILLET 1 8 6 0 . 

Dictée. 

L E L A C D E M O E R I S . 

Il n'y avait rien que de grand dans les desseins et dans 
les travaux des Egyptiens. Ce qu'ils ont fait du Nil est 
incroyable. Lorsqu'il s enflait outre mesure, de grands 
lacs creusés par les rois tendaient leur sein aux ondes 
répandues. Ils avaient leurs décharges préparées : de 
grandes écluses les ouvraient ou les fermaient selon le 
besoin, et les eaux ayant leur retraite ne séjournaient sur 
les terres qu'autant qu'il fallait pour les engraisser. 

Tel était l'usage de ce grand lac, qu'on appelait le lac 
de Myris, ou de Moeris : c'était le nom du roi qui l'avait 
fait faire. On est étonné quand on lit, ce qui néanmoins 
est certain, qu'il i^vait de tour environ cent quatre-vingts 
de nos lieues. Pour ne point perdre trop de bonnes terres 
en le creusant, on l'avait étendu principalement du côté de 
la Libye. La pêche en valait au prince des sommes im-
menses, et ainsi quand la terre ne produisait rien, on en 
tirait des trésors en la couvrant d'eau. Deux pyramides, 
doîit chacune portait suĵ » un trône deux statues colos-
sales, Tune de Myris et l'autre de sa femme, s'élevaient dc 
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troU cents pieds au milieu du lac, et occupaient sous ljgs 
eaux un pareil espace. Ainsi elles f a iH^n t voii? qu'on les 
avait érigées avant que le creux eut été rempli, et mon-
traient qu'un lac de cette étendue avait été fait de main 
^ b o m m e sous un seul prince. ( B O S S U E T , Histoire unii^er-
selle^ y part., ch. III.) 

Composition française. 
L E G É N I E M I L I T A I R E D E L A F R A N C E . 

génie militaire de la France est, comme celui de 
Kome, universel. Il a pour plus haute;expression Char-
lemagne et Napoléon Partout où notre armée déploie 
son drapeau, elle cherche ou porte la civilisation. Char-
lemagne civilise l'Allemagne; nos chevaliers recueillent 
en Orient de nouveux éléments sociaux. Nos armées 
d'Italie sous Charles ^ I I I , Louis XII, François I®*̂ , rap-
portent de la Péninsule les germes de la Renais^nce. 
Sous Louis XIV, nos soldats répandent au dehors l'esprit 
et le goût français du grand siècle. Leurs triomphes ac-
compagnent nos triomphes littéraires. 

Que dire des armées napoléoniennes? Elles portent les 
idées de droit et d'égalité jusqu'aux bords de la Vistule. 
Le grand conquérant transforme tout le droit européen. 
Nos armées, sous Napoléon III, ont également une mis-
sion des plus hautes. Elles sauvent l'équilibre de l'Europe 
et sont au service des plus grandes idées. 

Thème allemand. 

U T I L I T É D E L ' H I S T O I R E . 

L'histoire est un maître impartial, dont nous ne pou-
vons réfuter les raisonnements appuyés sur des faits. Elle 
nous montre le passé pour nous annoncer l'avenir. Elle 
est le miroir de la vérité. 
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lies peuples les plus famelbic, les )i0fiiines les plus célè-

bres sont jugés par le temps, qui ^tTfiLit toute illusion. 
Devant le tribunal de Tbistoire, di^èeiquérants descen-
dent de leurs chars de triomphe, les princes nous appa-
raissent sans leur cortège, et dépouillés de la fausse gran-
deur que leur prêtait la flatterie. 

COMPOSITIONS DU 2 1 JUILLET 1 8 6 0 . 

Tnué géométrique. 

Echelle = — • 20 
Construire le plan, l'élévation et la coupe de l'ensemble 

des corps A, B, C, C, C, . . . , limités par les plans hori-
zontaux abc, Imn^ pqr, dfg; abc est le plan horizontal 
de projection. Les corps sont placés symétriquement par 
rapport à deux plans verticaux perpendiculaires dont l 'un 
est parallèle au plan de l'élévation. Les distaii^e|: succès^ 
sives des plans horizontaux désignés sont les hauteurs des 
corps-, les horizontales a i , /m, pq^ rif sont parallèles au 
plan de l'élévation-, les droites ¿c, mn, jqr, f g lui sont 
perpendiculaires. La coupe sera faite par uniplan vertical 
passant par l'axe de symétrie, et faisant avec celui de ^ 
l'élévation un angle de 55 W ' 

Légende, — A parallélipipède iwtangle creux dont^^ 
les parois et le fond ont partout la même épaisseur^ 
B parallélipipède rectangle5 C, C, C, C quatre culx^. 

D I M E N S I O N S E N M È T R E S . 

A . 
m 

Hauteur = 0 , 8 , 

É[)aisse»r des parois ==: a, i. 
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W^sfc.'-^-
Hautear^rojS, 

ab = 3, 
bc—1,8. 

C, Cj c, c . 
m v.'Î^ 

Côté des cubes = o ,4, 

pq =r 

Mathématiques. 

Énoncé. —Calculer la distanced'un point accessible A 
a un point inaccessible C, ainsi que la surface du trian-
gieABC. 

D O N N É E S . 

A B = = 8 4 3 ' « , 6 4 , 

CAB=:59°42'28,4, 
CBA = 6I°I9'I7,6. 

% SOIBTHW k ^ ^ Ç f f l t p 3 2 5 ET ANNUITÉS 
' • 2 8 3 ) ; 

PAR ITF . X U E N O U D , DE LAUSANNE. 

Une somme C placée à intérêts simples pendant n 
années, à i pour loo par an, devient, au bout de ce temps 

l oo ) ' 

en sorte qu'une somme C, payable dans n années, vaut 
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actuellement 

C l o o C 
ou m 1 oo + nt 

I H 
lOO 

En appliquant le résultat ci-dessus aux divèrses sommes 
mentionnées dans Ténoncé, on trouve que 

L a somme C,, payable dans /i, ann., vaut actuel. 

C2 » n-i ' 

100 -h«!« 
1 0 0 Ç , 

1 0 0 - h / i j / ' 

^ 1 0 0 C^ c, - " " ^ ' » » f f p " — . . ^ ^ 100-^ripi 

En ajoutant ces divers nombres, et désignant leur somme 
par V. on a 

Cl C2 ^ 
= 1 0 0 ^ 

I O O + / 2 , i IOO-f-A?2Î IOO-i-/Î3i' 

c. 4 - ' 
1 0 0 ^"p'J 

Cette somme V vamlra, dans t années, V ( i — ) » 
V 

et comme cette valeur doit être p r é d ^ m e n t égale 4 
C, + Cj + . . . - f - C , , on aura ' 

d'où 
If — 

V 
ou 

1 0 0 

\ lOO -h n\ ï ) \ 1 0 0 - h n^i} 

- ^ ( ^ ' - . o o T « , , ) ] ' 
\nn, de Mathémat., i, XIX, (Septembre 1860.) 2 2 
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loo C|/îi/ ^ C^riii ^ ^ Cptipi 
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>4-/1^17 V \ i o o - ^ / ? i i 1 0 0 + «21 lOo 

ou enfin 

(i) I 1 . . . — 
^ ' V \IOO-+-/2,i lOO-f 722 « ' ' 1 0 0 - f - / ? p i 7 ^ 

Remarque, On peut présenter le calcul d'une manière 
un peu différente, qui conduit à un autre résultat. 

Désignons par A un nombre d'années plus grand que 
les nombre^ n^^ zig, n^^,, n^^ t. Le créancier qui re-
cevra la somme Ci dans /2i années pourra placer immé-
diatement cette somme, en sorte qu'à la fin de la an-
née il pourra disposer d'une valeur 

100 J 

S'il place de même la somme Cj, après l'avoir reçue, 
elle vaudra, à la fin de la année, 

et ainsi de suite. La dernière somme C^ vaudra égale-
ment, à la fin de la année. 

Afin que le créancier ne subisse ni gain ni perte en re-
cevant la somme totale Ci -h Cj -1- . . . -f- Cp au bout de t 
années, il faut qu'à la fin de la k̂ "̂'̂  année cette somme 
totale ait la même valeur que la somme des nombres (a) , 

(*) MM. v . Nadal, professeur à Técole de Sorèze, et Th. Vaniiier, de 
BonPf{-la-Reine, donnent la mémo solution. 
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( è ) , . . . . , (/) . On a donc 

OU, en réduisant, 

(C, + . . -f- C^)i = C, . .-hCpH^y 

d'où 
C , -f- CJ - 4 - C O Hp 

( 2 ) 
• C . - f - . . . -+-C 'p 

Telle est la formule que l'on emploie dans le commerce 
pour la recherche de Y échéance commune de plusieurs 
billets. Le résultat qu'elle fournit diffère assez peu de 
celui que donne la formule (i). Du reste, l'une et l 'autre 
sont vraies, suivant le point de vue auquel on se place : la 
formule (i) est celle qu'établirait le débiteur, tandis que la 
formule (2) est celle que doit trouver le créancier. En effet, 
le débiteur cherche quelle est la somme qu'il doit placer 
actuellement pour obtenir Cj dans n j années, ou pour 
obtenir C« dans n^ années, etc« Il ne dispose donc que des 
valeurs actuelles, plus petites que les nombres Ci, Ct, etc., 
et ce sont les intérêts que peuvent rapporter ces valeurs 
actuelles qu'il doit chercher à équilibrer pour établir l 'é-
quation en t. Le créancier, au contraire, pourra disposer 
des sommes Ci, C j , . . . , Cp, et ce sont les intérêts de ces 
sommes qui doivent donc entrer dans Féquation. Les deux 
résultats doivent donc être différents, et aucun ne peut 
avoir la prétention d'être plus exact que l'autre. Si la 
formiile (2) est toujours employée dans le commerce, 

22. 
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elle le doit à sa plus grande simplicité et au peu de diffé-
rence qu'elle présente avec la formule (i). Il y a ici une 
différence analogue à celle qui existe entre l'escompte en 
dedasG^ et l'escompte en dehors. 

les deux formules sont identiquement de la 
mèmi^orme, comme on peut s'en assurer en remplaçant 
dans (^«iT par sa valeur; elles sont toutes deux l'appli-
cation n^S théorème des moments, l 'une pour les valeurs 
actuelles, l 'autre pour les valeurs à l'échéance. En dési-
gnant par Crt la valeur actuelle d'une somme C payable 
dans n aimées, les formules (i) et (2) peuvent se mettre 
sous la forme 

( 0 

( 2 ) / = 

iCa 
InC 
2 C " ' 

Annuités. Voici maintenant un calcul assez intéressant 
relatif aux annuités. On trouve, dans tous les ouvrages 
d'algèbre, qœ pour rembourser en n années une somme 
C, il faut payer annuellement une somme 

« = 7 ;—^ 9 

/'désignant l'intérêt annuel de 1 f r . 
Pour appliquer cette formule au cas d'un emprunt 

contracté par obligations^ je désignerai par m le nombre 
total d'obligations et paur 5 la valeur de chactine d'elles-, 
j 'aurai alors 

C = ms, 
et, par suite, 

msr[i -H r)" 
" - ( i + r ) " - , ' 

Je me propose de chercher combien d'obligations 
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peuvent être remboursées la la 2«, la . . . , 
année. '^Jpfei-"" 

La î ® année, il faut prendre s u r s o m m e a Vintérêl 
de la somme /TW, qui est msr^ en sorte qu'il reste pour le 
service de l'amortissement oxie somme de -

msr 
a — msr = 

Le^îiombre x^ d'obligations que l'on peut rembourser 
la année s'obtient en divisant le résultat précédent par 
la valeur s d'une obligation -, j'ai donc 

«r, = 
( i - h r ) ' - I 

Le nombre x^ d'obligations que Ion peut rembourser 
la 2® année se compose du nombre x^ remboursé la 
i'® année, augmenté du nombre d'obligations que peut 
donner l'intérêt de ces Xi obligations, intérêt qu'il n'est 
plus nécessaire de payer la 2® année. J'ai donc 

X2 = X , J T , r = (i r ) r -

Le même raisonnement montrerait que le nombre x̂ ^ 
d'obligations remboursables la année serait 

X\ =:zX2(l -h r) = > ; 

En général, le nombre d'obligations à rembourser là 
pième année serait 

Le nombre d'obligations qui se trouveront remboursées à 
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la tin d^ U p*̂ ""' année sera 

mr{i -f- r) ^ 

( i - f - r ) « - ! ' 

$oît 

ou 
mr i r [ i ^ r Y — i ' 

Cette formule montre immédiatement que le nombre 
d'obligations qui seront remboursées à la fin de la 
année est m. 

Le nombre y^ d'obligations qu'il reste à rembourser 
à la fin de la année est 

— _ w [ ( i -H r)P—i] _ w [ ( i -4- r)" — ( i rY] 

( I + r Y - P — l 

Remarque. Ces résultats ne sont pas entièrement nou-
veaux, mais ils sont peu connus. M. Boudsot est arrivé 
aux mêmes formules dans un travail fort intéressant qu'il 
a publié dans les Mémoires de la Société d'émulation du 
Doubs (1857), mais en suivant une marche différente: 
l'ai cru utile de vous communiquer ce petit calcul. 

Note du Rédacteur. Dans les entreprises industrielles, 
le nombre annuel à'obligations à rembourser dépend 
aussi des bénéfices ou pertes. 



( 343 ) 

EXiRGIfiES SUR LES ÉOdiTIONS NliMÉRipSS 
(voir t. X, p. 89; t. XI, p. 119; t. X l l . p . 319; t . XIII, p. fé» 61 861). 

Le savant professeur de l'université de Padoue (*), 
auteur de la méthode dés équipollences, M. Bellavitis 
(Giusli), a publié en 1857 rouvrage suivant : SuUa re-
soluzione numerica delle equazioni (grand in-4 àe p. 
Venise.) 

C'est un recueil de tous les procédés en usage pour ré-
soudre les équations numériques, algébriques et transcen-
dantes, avec douze exemples scrupuleusement discutés, 
d'après lesquels on apprend à se diriger en d'autres cas. 
L'auteur recommande, avec raison, cette très-excellente 
pratique : Soit 

= o 

l'équation donnée 5 on la divise en deux parties 

f [ x ) = f , [ x ) -4-/2(0;) = 0; 

on construit par points les deux courbes 

les abscisses des points d'intersection de ces deux courbes 
donnent les racines réelles de l'équation. Ce procédé sert 
au moins à découvrir les nombres entre lesquels ces ra-
cines sont comprises, bien entendu qu'on fait le partage 
de manière à obtenir les cas les plus faciles à Construire. 
Pour les racines imaginaires, on remplace x ^ar u - h 
et les deux courbes en M et font connaître l'existence 
des racines imaginaires. 

Né à Bassano en i8o3. 
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La inéthpde ^ d a n , que les Angla is et les A l l e m a n d s 

dés ignent ÉouBl^'^nom de Homer et aujourd'hui devehne 
c lass ique, es t trés-développée, e t e n certains cas perfec-
t i o n n é e , dans ce Mémoire . 

Vo ic i quelques exemples tirés de ce Mémoire : 

posant 

on trouve 
5,593948. 

^ ^ ^ 0 , 1 = 0 , ^ = o,21 o 13, xzrz 0-^68191g 5 

X = 0,227765 4- 0,925312 sl—i, 

. ^ = — 5,713985, 

— o , i 8 8 3 o 2 , 

j y j 4 - 4 - j ) / — a:' H- a: = o , 

4 ^ 3 ¿rj — -4- 5 ^ = o, 

3 ,8347, 

y = o,453o, 

— 4 ' ^ / 4 - — o, (.r — o, 

A = — i , n 3 7 4 , r = 0,76606, 

0,773573, 

x = o , 8 i 8 3 o 4 , 

vsin«(6y) = sin^sin^(5'}'), sin y = 0,23122417, 

j:« -f-1 = o, X = 0,790667 4 V'o,3oo5o7. 



SDR LE T I É M I ! FAURE ET GiNlBES PARALLÈLES 
rvoir page 234) î 

PAR LE RÉVÉREND G . S A L M O N . 

Note du Rédacteur. Le raisonnement porte sur des 
formules du savant ministre ^ ses ouvrages, d'un mérite 
hors rang, connus dans toute contrée civilisée, sont 
presque totalement inconnus en France. 

Plusieurs éminents professeurs ont fait des traductions, 
mais qui ne trouvent pas d'éditeurs, et cela pour une rai-
son commerciale très-naturelle. Désormais tout ouvrage 
qui ne porte pas pour enseigne conforme n'a qu'un mi-
nime nombre d'acquéreurs. Commerçant, voudriez-vous 
vous charger d'une marchandise qui n'a pas de chancfe 
de débit ? Par contre, les ouvrages de physique, de chimie, 
d'industrie, en général, tout ce qui peut enseigner à con-
fectionner quelque objet matériel, vendable, jouissent 
d'une grande faveur en librairie. 

Nous croyons donc nécessaires quelques explications : 
nous nous servirons de quelques expressions que nous 
avons déjà expliquées (t. XVIII, p. 249)1 et sur lesquelles 
nous ne reviendrons pas. 

I®. Soient 

L = : 0 , M=rO, N = 0 

les équations de trois côtés d'un triangle 5 

L̂  4- M' = 
représentera l'équation d'une conique. Le triangle est 
conjugué à la conique. Ën effet, on aura 

V - M ' ( N 4 - M ) ( N ; 
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les droites représeiilées par les équations 

N-hM = o, N-~M=±o 

touchent la conique, et 
L ~ o 

est Féquation de la corde de contact. Mais Tintersection 
de ces tangentes est la même que celle des droites M, N 5 
donc ce point d'intersection est le pôle de la droite L ; on 
démontre que l'intersection de N et de L est le pôle de 
la droite M; de même Fintersection de M et de L est le 
pôle d§ la droite N -, alors les deux tangentes N L ^— i , 
N t i y — - 1 sont imaginaires*, cest que ce pôle est situé 
dans l'intérieur de la conique. 

La conique 

« L M - f - ¿ ' L N - H rMN =r o 

passe évidemment par les sommets du triangle conjugué. 
Soit 

U = ax^ -f- by cz^ -f- 2.€lfz -f- 2ezx -f- 2 / x f 

= (a, b, c, d, e, f ) [x, j , z) = o 

Féquation d'une conique. 
Représentons par A son discriminant ou invariant 

principal 5 on a 

Soit V = r o une seconde conique ayant pour coeffi-
cients a ' , c', e ' , / ' , et soit A' son discriminant, 
U - h iV== o, où X est une constante arbitraire, est Fé-
quatióÍL d 'une troisième conique passant par les quatre 
points d'intersection des deux premières coniques. Dési-
gnant par A" le discriminant de cette troisième conique. 
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ordonnée suivant les puissances de on a 

A" = A >0 -f- v e ' + X'A', 

= [be — d') b' [ca - e») -+- c'[ab —/») 

-h 7.d' [ef— ad) -f- 2e' [fd— be + i f [de — c/). 

On dérive de même GK de A'. 
0 et ©' sont deux invariants du système des deux co-

niques. 
Si @ = o, alors la conique V passe par les sommets 

d'un triangle conjugué à U. ^ 
Car, si cela a lieu, la conique U pourra se mettre, au 

moyen d'une transformation linéaire, sous la forme 

= o [voirai), 

et la conique V sous la forme 

2 fl?'jz -f- 2 e' -h 2 / ' xy = o, 
et alors 

et 0 = o par cette transformation 5 mais 0 étant un inva--
riant s'annule donc pour une transformation linéaire 
quelconque des deux équations U et V. 

La même condition © = o, exprime que les côtés d 'un 
triangle conjugué à V touchent U. 

Voici maintenant la lettre du Révérend Salmon : 

J 'ai lu avec plaisir le beau théorème du capitaine Faure, 
n® 524, Nouvelles Annales, t. XIX, p. 234. 

On le déduit très-facilement par la méthode que je 
donne Lessons on higher Algebra^ p. 107. Qu'on forme 
le discriminant de 

U + XV. 



( 348 ) 
Qu'il soit 

O est la condition, ou que les sommets d'un triangle 
conjugué à U soient à Îa circonférence de V, ou bien que 
les côtés d'un triangle conjugué à V touchent U. 

Formons donc le discriminant de 

Nous trouvons 

a' — r̂  S' — 
— 5 h ^ - t t - — ^' 

© = o donne le théorème du capitaine Faure. 
©' = o est la relation entre les coordonnées du centre 

et le rayon d'un cercle inserii à un triangle conjugué de 
l'ellipse. 

Ainsi : 
•rOn donne un triangle conjugué à une hyperbole èqui--

Jatère : le centre du cercle inscrit au triangle est sur la 
circonférence île Vhyperbole. 

On donne un triangle conjugué à une parabole^ le 
centre du cercle circonscrit est sur la directrice. Etc., etc. 

Je remarque aussi que la méthode la plus facile de 
former 1 équation de la courbe parallèle à une ellipse 
(c'est-à-dire la courbe dorit la distance à l'ellipse mesurée 
sur les normales da l'ellipse est constante — r) est comme 
suit : 
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Il est seulement nécessaire«de former le discriminant 

de réquil ibn ^ 

où A, etc., ont les valeurs données ci-dessiùSi. 
De même, on trouve Féquation de la surface paral-

lèle à 

en formant le discriminant en 1 du discriminant dé 

( 5 S S ~ 0 ^ ^ " ^ ^ ^ ^ ~ 
Ainsi on trouve Féquation de la surface parallèle, sous 

la forme, 
S' = T^ 

QUESTION DU GRAND CONCOURS 
DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES (JUILLET 1 8 6 0 ) ; 

PAR. M. L E M O I N E , 
Élève du Prytanée Militaire. 

Étant donnés deux ellipsoïdes A et B, trouver le lieu 
des sommets des trièdres dont les faces sont tangentes 
à K et parallèles à trois plam diamétraux conjugués 
de B. 

Lemme, On peut supposer A et B concentriques; car 
en transportant B, par exemple, parallèlement à lui-même 
j i î^u ' à ce que son centre co inç i^ avec celui de A, on 
ne changera pas la direction dès diamètres conjugués. 
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Soient a lón 

(a) Ax® -f- A ' / ' -h A " - h -h s B ' x z 4 - aB'^a:/ F = i o, 

(p) A, 4 - 4 - A -f- 2 B, zr 4 - 2 B',xz -f- 2B'; . r j 4 - F ' o, 

les équations des deux ellipsoïdes. 
Soit 

a: = rnz, jr = z, 

les équations d'une droite. Les plans diamétraux corres-
pondants à cette direction de cordes seront dans les deux 
ellipsoïdes 

[km 4 - B ' - h B"/?>r 4- (A'«4- B 4- B''/w)jr4-(A''4-B/?4- B'w)z = o , 

(A.m4-B', 4-B", «)j : -h(A>4-B, 4-B'; w}r4-(A'; m zrro. 

Si 

Am 4 - B̂  4 - B'̂  _ k'n -f-B m _ A"-+-B/? 4 -
A,w4-B' , 4 - B > A > 4 - B i H - B 7 / « k\ 4- B,« 4- B ^ i 

alors ces deux plans coïncident. 
Appelons z la valeur commune de ces rapports ; si je 

démontre qu'il y a des valeurs réelles pour z, il y en aura 
pour m ei n. 

On aura donc 

(1) (A — k,z)m 4 - (B' '— B'; z)n -f- (B' - B', z) = o, 

d'où 

(2) (B" — B » ^ 4- ( A' — A, 8) // 4- ( B — B, 2} = o, 

(3) ( B ' — B . Z ) W 4 - ( B — B,Z)/2H- (A ' '— A', Z) = o. 

Eliminant m et on trouve (déterminant) 

o = 2 (B - B. z) ( B ' ~ b; Z) (B" ~ B", z) 

4 - (A - A.z) ( A' — a ; Z) (A'' - A » - (B - B.z)» (A - A.z) 

- (B - b; Z)' (A' ~ A', z) - [ B'' - B'; zy (A'' - A'; ), 
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équation du troisième degré qui, ayant pour coefficient 
àez' 

~ 2B,B', B; — A, a; A'; A.Bi -h A; B;' 4- A", B-% 

et pour terme tout connu 

-+- 2BB'B"h-AA'A" —AB^ -

a toujours une racine réelle finie et différente de zéro, 
car les deux expressions précédentes représentant les dé-
nominateurs des coordonnées du centre des deux sur&ces 
ne sont pas nulles, puisqu'il s'agit de deux surfaces à 
centre. 

Soit OZ la droite qui a pour équation x = m z , j = : n z , 
m et n ayant les' valeurs que donnent deux quelconques 
des équations (3), (2), (i), jointe à la valeur réelle 
que nous venons de déterminer pour z. 

Considérons le plan diamétral qui correspond à cette 
droite, il est le même pour les deux surfaces. 

Soient C'a elC'b les ellipses suivant lesquelles il coupe 
les surfaces A et B. On sait qu'étant données deux ellipses 
concentriques, on peut toujours trouver un système de 
diamètres conjugués commun aux deux ellipses. Appelons 
OX et OY ces deux diamètres conjugués pour les ellipses 
Ca et Ch. Cela posé, il est évident que les trois droites 
OZ, OY, OX, forment un système de diamètres conju-
gués communs aux deux ellipsoïdes. Donc en prenant cés 
droites pour axes coordonnés, on peut donner aux éq[uà-
tions des deux ellipsoïdes les formes suivantes : 

\ 

(0 
(B) 
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Solution de la question. 

Posons x=2a*xi^ z = et substituons. 
Les deux équations deviendront 

(B') 

(2) S 
Et résolvons la question pour ce système d'équations, il 
est évident que si nous trouvons pour équation du lieu 
J [XxyiZi) = o, le lieu pour le premier système sera 

Cela posé, considérons le système suivant en supposant 
les axes rectangulai res 

/ ( A " ) . r j = I , 

(A") = ¿ 
\ a^ b^ c^ 

La première équation B'' représente une sphère, 'et par 
suite tous ses plans diamétraux conjugués sont rectangu-

' lai res ̂  donc pour ce système la question revient à ce 
théorème de Mongé : Le lieu des sommets des trièdres 
trirectangles circonscrit à une ellipsoïde est une sphère, 
sphère qui, dans notre question, a pour équation 

Mais les relations algébriques que donnent le système de 
Féquation (a) et le système de Féquation (3) sont identi-
quement les mêmes5 dónele résultat du calcul algébrique 
sera pour le système de Féquation (2) comme pour 
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réquation (3) 

et en remplaçant X i ,y i , par leur valeuren x, yyZy on 
aura pour l'équation dans le système (i) 

f l Z l i l — ^ f ! — ^ •+" •+• 

C. Q. F. n. 

Ce qui est un ellipsoïde semblable à B, c|)ncentrique 
et semblablement disposé. 

Note du Rédacteur, Le théorème subsiste pour deux 
surfaces du second degré quelconques. On le démontre 
par des transformations linéaires qui maintiennent le 
parallélisme des plans et des droites. 

KOTE SUR LES OKDËS. 

Soient n molécules « i , «a v ) «« rangées sur la 
même droite, et R la distance de «o à -, supposons qu 'un 
petit mouvement, un léger ébranlement de la molécule ai 
mette aussi en mouvement la molécule a„ au bout de t 

unités de temps-, ~ est ce qu'on nomme la vi7e55e de pro-
pagation de l 'ébranlement, et la droite a^a,, est la direc-
tion de la propagation, qui peut irêtre pas la même que la 
direction que prend a„ et qu'on nomme direction de vi^-
bration, La vitesse de propagation peut n'être pas la 
même dans toutes les directions de propagation; alors 
toutes les molécules a,̂  qui entrent en mouvement au bout 
du même nombre d'unités de temps forment une surface 

Ann. de Halhém., t. XIX. (Septembre i860.) ^ 3 
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qu'on nomme onde. Si par un point de celte surface on 
mène un plan tangent, la direction de vibration est tou-
jours dans ce plan ou perpendiculaire à ce plan, qu'on 
nomme aussi onde plane. La vitesse de propagation dans 
le sens normal au plan est toujours plus grande que la 
vitesse dans le sens même du plan -, cette dernière vitesse 
se nomme aussi vitesse transversale ou polarisée^ cette 
vitesse peut avoir plusieurs directions : elle en a deux 
dans la double réfraction, détendue de l'oscillation d'une 
molécule se nomme amplitude de l'onde. 

THÉORÈMES SUR LES CERCLES QUI TOUCHENT LES COTÉS 
D'UN TRIANGLE. 

Le cercle qui touche intérieurement un triangle donne 
lieu à trois points de contact intérieurs et les trois cer-
cles qui touchent extérieurement donnent lieu à trois 
points de contact extérieurs. 

Théorème 1. Les trois droites qui vont des sommets 
aux points de contact intérieurs des côtés opposés sc_ 
coupent en un même point ; ce point, le centre du cercle 
intérieur, le centre de gravité de l'aire du triangle sont 
sur une même droite. Ce dernier point tombe entre les 
deux autres et partage leur intervalle dans le rapport de 
1 : 2 . 

Théorème II. Les trois droites qui vont des sommets 
aux points de contact intérieurs se coupent en un même 
point I . 

Les trois droites qui vont respectivement des centres 
des cercles extérieurs aux points milieux des côtés du 
triangle qu'ils touchent se coupent en un même point Ij j 
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les points I, Il et le centre de gravité de Taire sont sur 
une même droite, et ce centre partage Fintervalle entre I 
et II dans le rapport de i î 2 • 

Théorème IIL Les perpendiculaires abaissées des cen-
tres des cercles extérieurs sur les côtés du triangle qu'ils 
touchent, se coupent en un même point également éloigné 
de ces trois centres-, ce point, le centre du cercle inscrit, 
le centre du cercle circonscrit sont sur une même droite 
et ce dernier point est au milieu des deux autres points. 

Théorème IV. Prenons deux cercles extérieurs Ei , 
Es, le cercle intérieur I-, du centre de Ei abaissons une per-
pendiculaire sur le côté correspondant à Eg ; du centre 
Eg une perpendiculaire sur le côté correspondant à Ej , et 
du centre de I une perpendiculaire sur le troisième côté : 
ces trSis perpendiculaires se coupent en un même point 
également éloigné des trois centres des cercles E i , E2, !• 

Ce point, le centre du cercle extérieur E3 , le centre du 
cercle circonscrit au triangle, sont sur une même droite, 
et le dernier point est au milieu des deux autres. 

Théorème V, Soit le triangle ABC. Le cercle E touche 
BC (opposé à A) prolongé, en e, ; le cercle Ej touche AC 
(opposé à B) prolongé, en eg; le cercle intérieur I touche 
AB (opposé à C), en ¿1 ; les trois droites A ei , Be^^ C/j se 
coupent en un même point; ce point, le centre du cercle 
qui touche AB extérieurement et le centre de gravité sont 
sur une même droite, et ce dernier point partage l'inter-
valle entre les deux premiers dans le rapport de i : 2. 

Ces théorèmes sont énoncés par M, Nagel, recteur de 
l'École Industrielle (Real-Schule) à Ulm. 

23. 



( 356 ) 

SOLUTION DES QUESTIONS 4 9 4 ET 4 9 9 , 
méthode Grassmann et propriété de la cabique gaacbe 

(YOfr t. X V l i l , p. 444, et l. XIX, p. 43); 

PAR M. C R E M O N A , 
Professeur. 

La question 499 embrasse deux énoncés, qui, si je ne 
me trompe, exigent quelques corrections. Dans le pre-
mier énoncé, les droites B, D et le point m sont des élé-
ments fixes superflus à la construction du point variable/7. 
Il suffirait de dire : « Si les côtés ap, c/;, ac d'un triangle 
» variable acp tournent autour de trois points fixes 
» /, 5, o, et si deux sommets a, c glissent sur deux (|roites 
» fixes A,C,le troisième sommet p décrira une conique.» 
C'est le célèbre théorème de Maclaurin et Braikenridge. 
Si le lieu du point p doit être une cubique (courbe du 
troisième ordre), il faut modifier les données de la ques-
tion. 

Le deuxième énoncé n'est pas complet. On n'y trouve 
pas de données suffisantes pour définir un lieu géométri-
que. Il faut lire : (c Si les côtés ab^ bc, cd, da, et la dia-
» gonale bd d'un quadrilatère plan variable abcd tour-
» nent autour de cinq points fixes o, p, q, r, s, et les 
» sommets a , c, qui sont au dehors de la diagonale, glis-
» sant sur deux droites fixes M, N, chacun des autres 
» sommets b, rf décrira une cubique. » 

Ce beau théorème a été donné par un éminent géomè-
tre allemand, M. Hermann-Gunther Grassmann, de Stet-
tin (*), dans un Mémoire inséré dans le t. XXXI du 
Journal de Crelle, p. i i i - i 3 2 ^ 184Ö. 

(*) Professeur au gymnase de Stettin. Ne dans cette ville en 1809. 
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A l'occasion de ces théorèmes qui se rapportent à la 

géométrie des intcrseclions^ j® ïi® puis m'empècher de 
mentionner une méthode très-expéditive et très-curieuse, 
dont la première idée paraît appartenir à Leibniz, mais 
qui a été vraiment établie par M. Grassmann dans un 
ouvrage intéressant [die Wissenschaft der extensiven 
Grosse oder die Ansdehnungslehre)^ imprimé à Leipzig 
en i844î et dans des Mémoires postérieurs [Preisschrif-
ten gehont und herausgegeben von der fürstlich Jablo-
nowshi sehen Gesellschaft.^ Leipzig, 1847, Journal de 
Grelle, t. X X X I , X X X V l X L H , X L I V , X L I X , LH). 
Excepté MM. Möbius [PreisSchriften, etc.^ ut supra) et 
Bellavitis [Aiti delV Istitulo Veneto.^ décembre i 8 5 4 ) , 
je ne sache pas que quelque géomètre ait donné aux 
recherches de M. Grassmann l'attention qu'elles mé-
ritent. 

Je vais reproduire ici les premières définitions et 
conventions de cette ingénieuse théorie, que l'auteur 
nomme analyse géométrique. Je désignerai toujours les 
points par de petites lettres, et les droites par des lettres 
majuscules. 

Première définition, ab représente la qui joint 
les points a el b. 

Deuxième définition. AB représente le point comii^^ 
aux droites A et B. 

Conventions, On pose : 
ab = 0 si les points a et i coïncident -, 
AB — o si les droites A et B (indéfinies) coïncident5 
aB = o ou bien Ba = o si le point a est sur la droite B. ^ 
Cela posé, soient a , b deux points fixes, x un point 

variable : 
abx=zo 

est l'équation d'une droite, car elle exprime que x est 
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toujours sur ah. De même 

A B X c = o 

estréquationd'uu point, enveloppe de la droite mobile X. 
M. Grassmann démontre la proposition qui suit, et 

qui est la généralisation du théorème de Pascal {Jiexa-
gramnia mysticum). 

« Si un point X mobile dans un plan est assujetti à la 
)) condition qu'un certain point et une certaine droite, 
» déduisihles du point x et d'une série de points et droites 
» fixes au moyen de constructions exécutées avec la seule 
» règle, doivent tomber Tun dans l'autre, et si le point x 
» a été employé n fois dans ces constructions, le lieu du 
» point X sera une courbe de Tordre n. » 

L'auteur donne aussi le théorème corrélatif pour la 
génération des courbes de la classe n, et les propositions 
analogues dans l'espace pour la génération des surfaces 
algébriques. 

La construction du point variable x [p) dans le pre-
mier énoncé rectifié, question 499, est représentée par 
Véc\adiûoiiplaniwétrique (selon l'appellation de M. Grass-
mann) ; 

XsCoAl.r=zO 

{WlÎroite xs coupe C dans un point, la droite qui j^asse 
par ce point et par o rencontre A dans un autre point qui 
avec Z donne une droite pass^int par^) . 

Cette é({uation contient deux fois l'élément variable x , 
et par conséquent, selon le théorème général de M. Grass-
iV^ny elle appartient à une conique. Cette conique passe 

les cinq points : 

.ç, /, AC, soA, loC', 

ee qui est évident, parce que chacun d'eux satisfait iden-
tiquement l'équation de la courbe. 
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Dans l 'autre énoncé, question 499, la construction du 

point variableo: [b) est indiquée par Féquation planimé-
trique qui suit : 

(x/?Ny)(a:oMr) = 0 

(exprimant que les trois droites xp^q, x o M r , xs pas-
sent par u n m ê m e point). Cette équation contient trois 
fois le point variable x \ donc elle appartient à une cubi-
que. On trouve aisément que cette courbe contient les 
neuf points : 

o, PY S, MN, [pq] (or), qs'^Y rsM, pqM, orN. 

M. Grassmann démontre que l'équation ci-dessus est 
complètement générale, c'est-à-dire, elle représente toute 
courbe plane du troisième ordre. 

La question 494 [Nouvelles Annales,^ t. XVIII, p. 444) 
est un autre théorème de M. Grassmann [Journal de 
Crelle, t. XXXI). La construction du point variable x [q) 
donne l'équation planimétrique 

* [xak)[xbB)[xcC)==:o, 

exprimant que les trois points x a A , xèB , xcC sont en 
ligne droite. L'équation contient trois fois l'élément va-
riable X, donc le lieu de la question 494 est une cubique, 
qui passe par les neuf points : 

ûr, BC, CA, AB, bcky caB, abC, 

Soit X la droite variable qui contient les trois points 
x a A , xèB, xcC : on aura évidemment 

(XAfl)(XBÎ^)(XCc)=:Oî 

donc la droite X enveloppe une courbe de la troisième^^ 
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classe, qui touclic les neuf droites : 

A , B , C, bc, ca, ab,mn, Ckb, kJ^c. 

Ainsi on peut regarder comme résolues les ques-
tions 494 et 499. 

Propriété de la cubique gauche. 

J'ai trouvé cette propriété en m'occupant de cette 
courbe à double courbure dans ma solution de la question 
435 [Nouvelles Annales^ t. XVIll , p. 199). 

c( Par une cubique gauche osculée par le plan à Tinfini 
» passe un seul cylindre du second ordre, et ce cylindre 
» est parabolique. » J'ai énoncé celte proposition dans 
mon dernier Mémoire inséré dans les Annali di Mate-
matica (Rome, juillet et août iSSg) : Intorno aile coni-
che inscritte in una stessa superficie sviluppabile del 
quart' ordine. Or voici le nouveau théorème. 

« Pour chaque plan parallèle au cylindre, la courbe 
» admet un système de cordes parallèles à ce plan, dont 
» les points milieux sont situés sur une même droite 
» (diamètre). Ce diamètre passe par le point de l î cu-
» bique gauche où elle est touchée par un plan parallèle 
» aux cordes; il est la droite d'intersection du planoscu-
» lateur avec le plan asymptote, qui correspondent à ce 
» même point (par chaque point de la courbe passe un 
» plan asymptote, c'est-à-dire tangent à Pinfini, et tous 
» ces plans sont parallèles entre eux). 

» Donc par chaque point de la courbe passe un dia-
» mètre, qui bissecte les cordes parallèles au plan qui 
» touche, sans osculer, la courbe au même point. Tous 
» ces diamètres sont parallèles à un même plan, savoir à 
» la direction des plans asymptotes, et forment une sur-
)) face du troisième ordre. 

» La couf bc admet au m o i n s un po in t (et au p lus trois) 
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» où la droite tangente et le diamètre cQrrespondant se 
» rencontrent sous un angle droit. )> 

On voit par là la frappante analogie entre cette courbe 
à double courbure et la parabole ordinaire (*). 

QUESTIONS. 

540. Dans une ellipse donnée ¿AZicnre un triangle éçui^ 
latéral dont le côté soit i® un maximum, un mini-
mum. 

541. Même question pour le triangle é q u û a t é r ^ ^ ^ 
conscrit. i.: 

542. Supposons que z^ puisse se décomposer de.n ma--
nières en produits de facteurs inégaux ( i .z^ compris^^^, 
démontrer que ^z^ peut se décomposer de n manières ëi 
pas davantage en différence de deux carrés entiers. 

543. 
<7.r ^ ¿ J = « - f - ¿ > = 

hx ay z=z ^xy, a—b 

^x — (c' 4- d^) [c d), 4jr (c' -f- d'){c — d). 

544. 

Changeant dans ce polynôme n signes et désignant le nou-
veau polynôme par Q , combien P Q renferme-t-il de 
quantités irraliomielles? 

(*) On peut consulter le Mémoire français de M. Cremona dans Crelle, 
t. LVIl!, p. i38, i86o , qui vient de paraître. On y cite ce théorèmf rèniar-
quaLle de Cayîcy : « Toute surface réglée (non développable) <Ét d'une 
classe c(;alc à son ordre. »> 
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TBÊORIE GÉNÉRALE 
DES SYSTÈMES DE RAYONS RECTILIGNES ( * ) ] 

PAR M. E . - E . K U M M E R . 

C R E L L E , t . L V » . 

TRADUIT PAR M . E . D E W U L F , 
Capitaine du Génie. 

( M a peu étudié jusqu'ici dans toute leur généralité 
les systèmes de rayons rectilignes qui remplissent tout 
l'espace ou une partie de l'espace de telle manière que, 
par chaque point donné, il passe un rayon ou un nombre 
aéterminé de rayons. Dans les recherches géométriques, 
on s'est occupé surtout d'un système déterminé de rayons, 
savoir : celui où tous les rayons peuvent être considérés 
comme normaux à une même surface. La théorie de ce 
système a la connexion la plus intime avec celle de la 
courbure des surfaces. Les propriétés les plus remarqua-
bles de ce système ont été trouvées par Monge et exposées 
^dLrlmddLnsVAppllcation de Vanalyseàlagéomélriei^^). 
Comme les systèmes de rayons rectilignes dans l'espace 
ont une grande importance dans l'optique, leur théorie a 
souvent été étudiée comme question de physique5 mais. 

(*) Ce Mémoire est un modèle de géométrie analytique d'une grande 
fécondité théorique et physique et il est élémentaire. 3e donne ce nom à 
tout ce qui esthien étage , bien éclairé, a ce qui n'exige point des pas trop 
élevés. Les ouvrages d'Euler, de Lagrange sont plus élémentaires que cer-
taines alithmétiques. ( JSoie du Réjdacteur}. 

5« édition, par M, Liouvillej i85o. 
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à cc point (le vue, on n'a guère étudié non plus que les 
systèmes de rayons normaux à une même surface. La 
théorie générale de ces rayons a conduit d'une manière 
remarquable à un des plus beaux théorèmes de l'optique, 
au théorème de Malus généralisé par Dupin. Voici l 'é-
noncé de ce théorème : Tous les systèmes lumineux issus 
d'un point sont normaux à une même surface après 
avoir subi un nombre quelconque de réflexions sur des 
surfaces quelconques données et un nombre quelconque 
de réfractions par le passage au travers de milieux 
limités jouissant de pouvoirs réfringents différents. Cette 
propriété n'appartient pas aux systèmes irrégiiliers de 
rayons que l'on obtient après le passage de la lumière a 
travers les cristaux. Ces rayons forment des systèmes qui 
ne sont plus normaux à une même surface et que, pour 
cette raison, on a nommés systèmes irréguliers. Quoique 
les cristaux ne donnent naissance qu'à certains systèmes 
particuliers, ils ont cependant amené l'étude des sys-
tèmes les plus généraux de rayons rectilignes. 

A ma connaissance, ces systèmes ont été étudies pour 
la première fois par Hamilton, dans les Transac-
tions of tlie royal Irish Academy, t. XVI, dans un sup-
plément ^ son grand traité : Theory of systems of rays, 
où il ne les avait pas encore considérés. Ce traité, rédigé en 
vue de l'optique, ne renferme que les systèmes réguliers 
et leurs modifications par réflexions et réfractions*, et les 
systèmes irréguliers donnés par le passage de la lumière 
à travers les cristaux. Dans ce premier supplément, 
Haniilton part de principes physiques et notamment de 
ce^ui du moindre travail, et il cherche à déduire les pro-
priétés géométriques du système général de rayons recti-
lignes, dc la formule que donne ce principe. 11 a décou-
vert, par cette voie, une suite de propriétés remarquables 
du système le plus général de rayons. Il semble que ces 
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propriétés soient pen connues, car il n'en est pas fait 
mention dans les Mémoires qui ont paru depuis sur le 
même sujet. Approfondir de nouveau cette théorie traitée 
pour la première fois par Hamilton en employant la 
géométrie analytique à trois dimensions, la compléter en 
quelques points importants, tel est le but de ce Mémoire. 

§ I. — Formules et notations. 

Un rayon rectiligne du système sera déterminé si l'on 
donne un point x , j-, r (coordonnées rectangulaires) de ce 
rayon et les angles que ce rayon forme avec les trois axes 
des coordonnées. Soient y?, ^ les cosinus de ces angles. 
La relation qui lie entre eux différents rayons et qui en 
forme un système pourra être donnée de la manière sui-
vante : les six quantités x , z , vj, Ç sont des fonc-
tions continues de deux variables indépendantes u et 
D'après cela, les points [x,y, z) se trouvant sur une cer-
taine surface, les rayons du système peuvent être con-
sidérés comme issus des divers points de cette surface. Un 
point d'un rayon sera déterminé par sa distance à l 'ori-
gine du rayon. Cette distance est comptée sur le rayon, 
nous la désignerons par r et nous la nommerons abscisse. 

Considérons deux rayons du système. L'origine du pre-
mier rayon et sa direction sont déterminées par z , 

>?, Pour le second, ces mêmes quantités deviennent 
+ A x , A j , z -H A^ , ^ A | , VÎ + Arj, Ç -h A^^ 

A.r, A j , etc., ont des valeurs finies. La relation qui 
existe entre ces deux rayons sera connue, si l'on déter-
mine: Tangle e qu'ils forment entre eux, la longueur p de 
leur plus courte distance et la direction de cette plus courte 
distance, ou le cosinus x, A, (JL des angles qu'elle forme 
avec les trois axes, et enfin l'abscisse r du pied de cette 
plus courte distance sur le premier rayon. La géométrie 



( 3 6 5 ) 

analytique donne ces quatre quantités en fonction des 
coordonnées des origines des deux rayons et de leurs 
directions, comme il suit : 

(1) cose = ? (? -f- A^) -f- + AÇ), 

(2) sin'e = (ÇA? — ÇA>, y + (?A>3 ~ 

( 3 ) psïne== 4- (ÇA? ~ ÇAÇjAj + ( ÇA>, - »3A?)Az, 

(4) x = : ) A == ; 9 a = : ; , 
sms sme ' sme 

(5) f/? = XAJ? -h pAz, 

Au moyen des relations 
(Ç + (rJ -f- (Ç -f- I , 

d'où Ton déduit 

(7) . -HrjAvî-h ÇAÇ^:— i ( A?̂  4-Ayĵ  + AÇ̂ ), 

on peut mettre les expressions de cos s, sin s, r sous la 
forme suivante : 

( 8 ) cos s = I -h A'C), 

(9) sin̂  e — aÇ̂  — ^ ( A?-' 4- A/î̂  -{-

(10) < 2 

( X [Ajc(Ç + AH) H- Aj(yî + -h A3(ÇH-AÇ)]. 

Considérons les distances des deux rayons en chacun 
de leurs points, ces distances étant mesurées par les per-
pendiculaires abaissées des différents points du second sur 
le premier, nommons <7 les longueurs de ces perpendicu-
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laires, R les abscisses de leurs pieds sur le premier rayon, 

[l' les cosinus des angles qu'elles forment avec les 

cos s 

cose 

(R AO 
C 0 S £ 

Nous avons posé, pour abréger. 

Supposons que le second rayon se rapproche infini-
ment près du premier, de manière que les différences Ao:, 
Ay, etc., deviennent les dilïérentielles dx^ dy, etc. Les 
quantités £ deviennent iuGnimentpetites, désignons-
les par df)^ dq^ dt. Les infiniment petits d'ordre supé-
rieur disparaissant, il vient 

r^d^^Ur^ Idr^-r^dl (,3) , 1=: , > 

( I 4 ) dp =z Y.dx -^Idy ^dz., 

dxdt + dydn -f- dzdt 
( 1 5 ) 

(16) 

— di^ ^ dn''dv 
yJdq = dx -h Rr/^ —^dx -f- ndj -f- 'C,dz\ 

Vdq =Z df -^-l^dn -- ri[ldx n dy 4-. ^dz), 

^'dq =dz-h Ri/Ç — K[^dx -\~ndy '(.dz). 

X, y, z, Ç, Y}, ^ étant des fonctions des deux variables 
indépendantes u et leurs différentielles peuvent s'ex-
primer par les quotients différentiels partiels pris par 
rapport à act à P», et par les diiTérentielles du et dv. 
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Nous emploierons les mêmes notations que Gauss 

dans ses Disquisitiones gen erales circà superficies cuivas 
pour les premiers quotients différentiels partiels et çour 
les expressions qui résultent de leurs combinaisons -, ainsi 
nous posons 

^ ) dx = adii -f- a' du ; dy = bdu b'du; dz = cdu c^du ; 

( 18) bc'—b'c = A, ca'—ac'z=:B, ab' — ba'=Cy 

(19) 

Nous emploierons des notations analogues pour les 
quotients différentiels partiels des quantités vy, Ç et pour 
les expressions qui résultent de leurs combinaisons : 

(20) d^z=aidu-\-3L^du; dn=:hdu-i-Wdi'; d^^zz^cdu-i-c'duy 

[21 ) be' — cb' = al,, ca' — ac' = lil,, ab' — ba' =z G, 

(22) a^+b'+e'r^C, aa'4-bb'4-cc'=.^, a'^-hb'^-hc'^zrg. 

Par suite, nous avons 

(23) iPô  + G' =: ¿g - r r . 

Plus loin, nous emploierons aussi les abréviations sui-
vantes : 

/ ^a -f- ¿>b -h ¿̂ c = e, * 
I a'â-hà'h-^-ccz^îy 
i aa'-i-bW— 

Le quotient des différentielles des deux variables indé-
pendantes du et dv sera représenté par /, ainsi 

De réquation 

C') Voir Nouvelles Annales, t. XI, p. 196; i852. 



( 368.) 
qui, dilïérenliée successivement par rapport à u et à 
donne 

_ la 4->îb -+-Çc=:û, 

on tire / X ^ cA. Db ^ e 

nous emploierons ces expressions avec avantage. 
Les valeurs de î̂, ^ sont indéterminées dans le cas 

où A = o, car l'équation A = o entraîne les équations 
X = o, 1)1)= o, G = o. Ce cas ne se présente que pour un 
système particulier de rayons, et dans son étude il exige 
une légère modification dans les méthodes générales. 
Nous ne le considérerons pas spécialement, le système de 
rayons correspondant peut être considéré comme une 
limite du système général. 

§ IL — Points limites des plus courtes distances d'un 
rajon à un rayon infiniment voisin» 

En remplaçant j j : , d j , dz^ d^, dn, d^ par les quotients 
dififérentiels et les différentielles des variables indépen-
dantes, l'expression (i5) de l'abscisse du point du pre-
mier rayon le plus rapproché d'un rayon infiniment 
voisin sera 

Pour une certaine valeur de í = cette expression 

donne la plus courte distance du premier rayon à un 
rayon infiniment voisin déterminé. On obtient toutes les 
valeurs de r , c'est-à-dire les valeurs de r q u i correspon-
dent à tous les rayons infiniment voisins, en faisant varier 
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i de — QO à oo . La valeur de r ne peut être nulle pour 
aucune des valeurs de i , puisque CÇ — x ' - f - C ' 
n'est/pmaîs négatif^ nous écartons le cas où — 
Donc, les valeurs de r ne peuvent jamais être infinies et 
doivent rester comprises entre certaines limites données 
par le maximum et le minimum de r. On a donc le théo-
rème suivant : 

Les pieds des plus courtes distances d'un faf on à 
tous les rayons infiniment voisins qui T entourent^ se 
trouvent tous sur un segment déterminé de ce rayon. 

Egalons à zéro le quotient différentiel de r par rapport 
à i. Cette équation nous donnera les valeurs de t qui dé-
terminent les points-limites (extrémités du segment) 

ou en simplifiant 

(3) 

Soient il et i j les racines louj-ours réelles de cette équa-
tion quadratique, on a 

(4) , L 

De là, on tire ces deux équations rem£jrguables : 

( 5 ) ( / . / . ) S^« = O, 

(6) 

auxquelles on peut ajouter celles-ci qui se déduisent 
Ann. de Miiihémat., t, XIX (Octobre 1860.) 2 4 
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facilenient des précédentes 

( 9 ) 

Si l'on désigne par TJ et r^ les valeurs extrêmes de r 
qui correspondent àt = t, et i = «s, on a 

(„^ _ e + ( f + f ' ) r , + g.l 

+ 

Au moyen de Féquation (2) on peut donner à ces 
expressions les formes plus simples : 

e + i ( f + r ) , , i ( f + r ) 4 - C j 7 . 
( 1 3 ) R, = ; 3 J — 1 

I I e-H 
(14) 

Si l'on élimine f j et i j entre ces équations, on obtient 
l'équation quadratique suivante dont les racines toujours 
réelles r j et r^ sont les abscisses des points-limites des plus 
courtes distances d'un rayon à tous les rayons infiniment 
voisins : 
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On tire de celle équation 

= 

Le segment sur lequel se trouvent les pieds de toutes 
les plus courtes distances d 'un rayon à tous les rayons 
infiniment voisins est égal à la différence des abscisses des 
points-limites. Désignons par la longueur de ce seg-
ment, par m l'abscisse du point milieu des deux points-
limites, on aura 

( 1 7 ) d = i , m = 

[La suite prochainement.' 

SOLUTION DES QUESTIONS DE L'ALGÈBRE BERTRAND 
(voir t. XVII, p. IS); 

PAR M . E . M A T H I E U , 
Professeur. 

X. Trouver la somme des carrés des coefficients du 
binôme. Cette somme peut être représentée par les deux 
formules 

2 / 2 ( 2 « — I ) . . . ( n - h \ ) 2 . 6 . I O . I 4 - . .(4'? — 2 ) . 

1 . 2 . 3 . . . « ' 1 . 2 3 . . ' 

prouver que ces deux formules sont équi valen les. 
Remarquons d'abord que l'expression 

2/1(2« — 1). . .(// H- l) 
1 .2.3. . . /? 

24. 
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représente le nombre de combinaisons de 2 w lettres n k 
n . Or, pour former ces combinaisons, supposons qu'on 
agisse de la manière suivante : 

On partage ces 2 n lettres en deux groupes, chacun de 
n lettres. 

Puis, ne prenant d'abord dans le premier groupe au-
cune lettre, 011 prend toutes celles du second groupe 5 ce 
qui formera une des combinaisons cherchées. 

En second lieu, on prends une lettre dans le premier 
groupe, ce qui peut se faire de n mau|ères, et on la com-
bine avec n — i lettres du deuxième groupe, ce qui peut 
encore se faire de 71 manières. On aura ainsi combi-
naisons. 

En troisième lieu, on prend deux lettres dans le pre-

mier groupe, ce qui peut se faire de —— manières, 

et Ton combine chacun de ces produits avec n — 2 let-
tres du deuxième, ce qui donne pour chacun des produits 

de deux lettres du premier groupe ^ produits. On 

aura donc en tout ) combinaisons. 

En imaginant que Ton continue ainsi, il devient évi-
dent que l'on a 

1 . 2 . 3 . . . « \ I .2 / 

Remarquons maintenant que Ton a 

(a) 2 « ( 2 « — i ) . . . ( r t + i) = 2 . 6 . i 0 . i 4 . . ' {^n -—2). 

En effet, l'égalité est vérifiée quand on fait n = i , il 
suffit dont de prouver que si cette égalité a lieu lorsqu'on 
y change « en n — i , Tégalité (oc) elle-même aura lieu. 
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Supposons donc que Ton ait 

(in — i){in — 3), . .(« = : 2 , 6 . lo. . .(4w — 6); 

en multipliant les deux membres par J^n — 2, on tombe 
sur l'égalité (a)-, donc cette égalité est démontrée. 

La somme des carrés des coefficients du binôme peut 
donc encore être représentée par la formule 

2 .6 . lO. . .(4« — 2) 
1 . 2 . 3 . . . « 

XI. Prouver que si dans la somme 

S = -+- ( iZLilifLZlf) 
I — a a — a^ 

a ^ ^ 

on fait X = a", cette somme devient égale à n. 
Si dans l'expression de S on fait x = a", tous les 

termes après le dernier écrit dans cette expression s'an-
nulent, et en désignant par S„ le résultat de la substitu-
tion, on a ... • ¿ ¿ i 

J ^ j_ , 

Or on a 

I 

(i — a»)(i —/i"-^).. .(i—/g»" 1 
I — AP-^' 

~ ~ I — 

H- (l — - .(l — 
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donc on aura 

O» = — 1 : h. . . [ — a 1 — a^ 

— (i - a) 
I — rt"-» 

_ ^n^ . . .(l — __ a). 

Posons 

et nous aurons 

et 

X [ û « - ' + (I ^ fl«-') 4 - . _ + (I — ) . . . ( I — a^j ( , _ ^ 

ou 
+ (i — 

Or on a Ao = I ^ donc, d'après cette dernière formule, 
on aura Aj = i , Ag i , . . . , A„ = i . 

D'autre part on a S, = i-, donc on aura 83 = 2, 

83=: 3 , . . 8„ = w. 

XlII. On donne I équation 
ax^ 4- by' -4- cẑ  -h 2 dx'y^ 4- 'i.ex'z' 4- 2 f j H ' ' 

4 - mx' 4 - 4 - 4 - <7 = o . 

Trouver entre quelles limites peut varier x^ y^ z^. 
Commençons par tirer z^ de l'équation donnée pour le 

porter dans l'équation 

et nous chercherons ensuite entre quelles limites peut 
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vrffîer u. En tirant de l'équation donnée, on a 

2C 

± slky" -f- -f- D ^ ' - f - F, 

en posant 

p—hc lef e^—ac 
A = — 9 JJ = ——1 t . = 1 

D - ^ — — , — , 

Portant z^ dans l'expression de w, on a 

c C^ ^ 2C 

dz V -f- E ^ ' H- F. 

Résolvons cette équation par rapport à et pour cela 
chassons d'abord le radical, ce qui nous donne 

e — c f— c p > -f.-^ -4- i l 
j V ^ ^ 
\ = z A x ' - h B x y 4- C ^ -f- Djr^ -f- F . 

En résolvant cette équation par rapport à y ' , on trou-
vera une expression de la forme suivante 

j-2 = ax'̂  - h ^ z h V̂ N-r̂  -i- H- Q, 

jS, P et Q étant des quantités qui contiennent et a et N 
étant des quantités qui ne le contiennent pas. 

y* doit d'abord être réel, il faut donc que l'on ait 

(n) Q > o . 

N peut être positif ou négatif. S'il est négatif, il faudra 
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que sok compris entre les deux racines de Féquation 

ce qui exigera que Ton ait P . _ 4 N Q > „ , 

P et Q étant fonctions de m, ces deux inégalités nous in-
diqueront des limites de w. Si N est positif, l'inégalité (n) 
pourra toujours avoir lieu, quelle que soit M, et la réalité 
dey* ne donne plus de conditions. Enfin il faudra que 
y soit réel, ou que y* soit positif, et pour cela il suffira 
que la plus petite valeur dey* soit positive. Or, en résol-
vant l'équation (Ç) par rapport à x% on aura 

a,/^ p, ± v/N.j^ -f- Pir^ Q.. 

S o i e n t e t y l les racines de l'équation 

on aura 
y]z=l IL u-h 

= Vtt^ P-' w 4 - v'. 

Supposons Ni<^o , nous cliercherons entre quelles 
limites doit varier pour que la quantité 

soit plus grande ou plus petite que zéro. On trouvera 
ainsi que est minimum quand ii varie entre û  et , et 
l 'on posera 

On trouvera aussi que est minimum quand u varie 
depuis — 00 jusqu'à ?/,, et depuis u^ jusqu'à -f- oo , et l 'on 
aura 

ou tt^w? aver > pi« 4-v]>>o. 
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Si Nj était > 0 , on exprimerait « œ o r e ^ u e le minimum 

deyesi^o, 

XIV. Entre quelles limites peut varier l'expression 

(^-f- -h 10, 

* lorsque x, y, z prennent toutes les valeurs possibles ? 
Ordonnons cette expression par rapport à x , et, d 'a-

près la règle générale, égalons-la à une quantité indéter-
minée m. Ainsi nous posons 

et nous allons chercher entre quelles limites peut vitrier 
111 pour que z restent réels. Résolvons cette éqllation 
par rapport à x , nous trouverons 

3z — idzy^—1972 — 2 ( i 3 g - - 6 ) r — 1 1 — lèz^gg^J^^^mÉ: 

Pour que x soit réel, il faut que la quantité qui se trouve 
sous le radical soit positive, ce qui donne 

(1) 197' -f- 2 ( i 3 z ~ 6 ) 7 4 - 1 1 z' H- i 6 z 4 - 9 9 — I0/71<^0. 

Or, pour que cette inégalité soit satisfaite, il faut et il 
suffit que y soit compris entre les racinesj^'et j de l 'é-
quation 

1972 4- 2 ( 1 3 z — 6)7 4 - 11 z' 4- i6z 4- 99 lo/w = o ; 

ainsi les valeurs de et y sont les suivantes 

— — 4-6±:V/-- — — -h ¡go/n 
' 9 

Les valeurs de y^ et de devant être réelles, on a 

(2) 4- 460^-f-îB45 — 190///< o. 
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Pour que cette inégalité puisse avoir lieu, on voit encore 
qu'il faut et il suffit que z soit compris entre les quan-
tités z' et dont les valeurs seront données par l'ex-
pression 

_ — 23O ± : s^iZo^ - - X 1845 4 - 4o X 190/w 

z' et z" devant être réels, nous aurons 

23o' — 4o X 1845 4® X t 9 o m > o, 

et en effectuant les calculs, 

telle est la condition nécessaire et suffisante. Ainsi le 

polynôme proposé peut varier depuis ^ jusqu'à 00 quand 

x^y^ z prennent toutes les valeurs possibles. Il faut bien 
remarquer que les inégalités (i) et (2) ne donnent que 
des conditions auxquelles doit être assujettie m, puisque 
Xy y^ z peuvent être quelconques. 

XV. On donne trois équations à deux inconnues, 

ax -h by d y 
a'x + b'y 1= d\ 

Il existe un nombre infini de facteurs X, X', X'', tels, qu'en 
multipliant la première équation par X, la seconde par X', 
la troisième par X", et en ajoutant les résultats, on obtient 
une équation de la forme 

Trouver les facteurs X, X', X'' qui, remplissant cette con-
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dition, rendent la somme - f - - f - X " ® la plus petite 
possible. 

Les quantités X, X', ¥ sont reliées entre elles par les 
équations 

Ajoutons-y l'équation 

V étant une indéterminée, et résolvons ces trois équations 5 
posons 

R = a'b'd' ~ ad' b" 4 - da' ~ ba' d"bdfa*' -^ db'a", 

et nous trouverons 

(b'd''- d'b")-\-{a'b" - b'a")^ X g ' 

[db"— bd"-\-{ba"— ab")v 
' R ' 

bd'—db'-^ [ab'- ba')v 

En désignant donc par u la somme X®-h X'®-h X''*, nous 
avons 

R\'i = [b'd''— db" [a'b" — b'a")yY 

-h [db''— bd" — {ab" — ba")'jY 

-f [b^ — db' [ab'— ¿>«>1'; 

u se trouve ainsi exprimé au moyen de la seule indéter-
minée V ; posons 

b'd!'— d!b"=zk, db" A', db'±=.M\ 

a'b"~ b'a"^R, ab" - B', ab'— b a ' , 

et l'équation précédente pourra s'écrire 
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Ou, si nous ordonnons par rapport à v, 

(B'-h B'^'y-l- 2(AB H- A'B'-f-

4- A » A ' ' 4 - A'''— = o. 

D après la règle générale, résolvons cette équation, ce 
qui nous donnera 

Pour que le Tadical soit réel, il faut que u soit au moins 
égal à 

( B^ 4 - 4 - B̂ ^̂ ) ( 4 - Â '' -f- Â '̂ ) — ( AB 4 - A^ B̂  4 - A'' B̂ ^ Y • 

ou à 

(AB^ - BA^)^4-( A'̂ B — (Â B̂ ^ — B̂ Â ĵ'̂  

Donc cette expression est le minimum de w, la valeur 
J , AB 4-A'B'4-A'^B" , de V correspondante est ^^ ^ ? qu i l taudra 

porter dans les expressions de A, X', X" pour avoir celles-ci. 

CHAPITRE XII (p. i66). 

I. Quelles sont les progressions par différence dans 
lesquelles la somme de deux termes quelconques fait par-
tie de la progression ; et les progressions par quotient dans 
lesquelles le produit de deux termes fait partie de la 
progression ? 

Soient M et deux termes quelconques d'une progres-
sion par diflérence dont la raison est r , on aura 

u=za nr, c — 4- pr 
et 

H 4-- (' ~ 2 a -f- ( // 4- p ) f ' 
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Si U-h-V est un terme de la progression, on a aussi 

u t> = a kr. 

En comparant ces deux valeurs de u-^ on voit que le 
premier terme a sera un multiple de la raison. 

Considérons maintenant deux termes quelconques 
d'une progression par quotient*, ils seront 

u = p = aqP, 

et Ton aura uv = a^q'̂ '̂ P \ uv étant un terme de la pro-
gression, on a aussi iiv = aq^ \ a est donc une puissance 
de la raison. 

III. Dans quelles progressions par différence existe-t-il 
un rapport indépendant de entre la somme des n pre-
miers fermes et la somme dès n suivants. 

La somme des n premiers termes est 

S = — 

la somme des n suivants est 

(3/?—i)/-] /? 
2 ' 

et l'on aura 

S nr-^-ia — r /ir\ 
S' 3/27'-4-2« — r _ 2 « — i 

Ainsi en général — n'est pas indépendant de n, mais il tend 

vers i à mesure que n augmente. Le raisonnement n'est 

en défaut que lorsque r est nul, parce que l'on ne peut 
plus diviser les deux termes de la fraction par r. Dan» 
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S ce cas, est évidemment constamment égal à i , et la D 

progression cherchée a tous ses termes égaux à a. 
V. Si l'on prend la suite des nombres impairs i , 3, 5, 

7 , . . . , et qu'on la sépare en groupes dont le premier ait 
un terme, le second deux termes, le troisième trois, etc., 
la somme des termes d'un même groupe est un cube. 

Le nombre de termes qui précèdent le groupe est 

égal à I - f - 2 - f - 3 - f - . . I , ou à Qn 

trouve alors facilement le premier terme du groupe; 
il est I n (n — i), et il nous reste à trouver la somme 
des n termes de la progression 

«(/z —i)-f-i, n[n — i ) - h 3 , . . . , n[n — i)-+-2« — i ; 

n r« (« — i ) - f - I - h ( « — i) H-2« — i]« . elle est ^̂  — ou n^, 1 

VL Si Ton considère la suite i , 2, 4? 69 10 , . . . , la 
somme des n premiers termes est impaire et, augmentée 
des n — I nombres impairs suivants, elle donne un cube. 

La somme des n — i nombres 2, 4? 6 , . . . , 2 « — 2 est 
n[n — i), et la somme des n nombres impairs que nous 
recherchons est 

n i n — i ) - f - i - t - /2 ( /2 — I ) - | - 3 h - . . . ' h n { n — i ) - \ - i n — i , 

comme dans l'exercice précédent; elle est donc n^, 

X, Soit AB une ligne quelconque, on marque son 
1 —I —I 1 
A C 1: G F D B . 

milieu c , puis le milieu D de CB, puis le milieu E de 
DC, puis le milieu F de ED, le milieu G deFE , et ainsi 
de suite indéfiniment; prouver que les points C, D, E, 
F , G s'approchent de plus en plus du tiers de AB, à 
partir du point B. 
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8 i6 32 

En continuant ainsi, on voit qu'en désignant par X le 
point cherché, on aura 

8 4 x 
Ayant fait la somme des termes de chacune de ces pro-
gressions, on aura 

BX = 3 J = 
S 12 24 3 

ce qui est précisément ce qu'il fallait trouver. 

XI. Trouver la limite de la somme des fractions 

1 2 3 4 5 ' - + 7-H Q H--7: + ^ - f - . . . , 2 4 O 16 3 2 

dont les numérateurs forment une progression par diffé-
rence, et les dénominateurs une progression par quotient. 

Désignons par S la limite de cette somme, nous aurons 

1 2 3 4 5 
2 4 8 16 32 ' 

ce qui peut s'écrire 
^ I I 1 I 

1 2 3 4 
- f - 7 + H-

4 8 1 6 3 2 
La première série est une progression par quotient, dont 
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la somme des termes est égale à i ; la deuxième série est 

égale à - ; on a donc 

d'où 
S = 2 . 

XIII. Si dans une progression par différence trois 
termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison 
est divisible par 6, à moins que le premier de c es termes 
ne soit 3. S'il y en a 5, la raison est divisible par 3o, à 
moins que le premier de ces termes ne soit 5, et s'il y en 
a 7, elle est divisible par a lo, à moins que le premier de 
ces termes ne soit 7. 

Considérons en général h termes consécutifs d'une pro-
gression par différence 

et supposons k un nombre premier; si aucun de ces 
termes n'est divisible par fr, r est divisible par A. 

En effet, supposons, si cela est possible, que r ne soit 
pas divisible par / r , j é dis d'abord que les restes de la divi-
sion des nombres r, a r , 3 r , . . . , (fr — i ) r par fr seront 
tous différents, et, par conséquent, seront dans un ordre 
quelconque i , 2, 3 , . . . , fr — i . 

Car, si deux de ces restes étaient égaux à a , m et n étant 
des nombres plus petits que fr, on aurait 

mr z=z qkoLy «r r/'^ 4-a, 

et par suite 
{m—n)r = {q — q')k 
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ce qui est impossible, puisque le nombre premier k ne 
peut diviser ni m — w, ni r. 

Or a n'étant pas divisible par / r , l'addition de a à un 
des nombres i , 2, 3 , . . . , A — i donnera un nombre divi-
sible par k. Ainsi il est impossible de supposer que r ne 
soit pas divisible par k. 

Cela posé, si dans une progression par différence deux 
termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison 
est divisible par Q, à moins que le premier de ces tèrm:es 
ne soit 2. 

Si trois termes consécutifs sont des nombres premiers, 
la raison est divisible par 3, à moins que le preniier de ces 
termes ne soit 3 5 elle est d'ailleurs divisible par 2; donc elle 
est divisible par 6. 

Si cinq termes consécutifs sont des nombres premiers, la 
raison est divisible par 5, à moins que le premier de ces 
termes ne soit 5 ; elle est d'ailleurs évidemment divisible 
par 2 et par 3 donc elle est divisible par 3o. 

On voit de même que si sept termes consécutifs sont des 
nombres premiers, la raison est divisible par 3o X 7 ou 
210, si le premier de ces termes n'est pas 7. 

XIV. Dans une progression par quotient dont le nom-
bre des termes est impair, la somme des carrés des termes 
est égale à la somme des termes multipliée par l'excès de 
la somme des termes de rang impair sur la somme des 
termes de rang pair. 

Soit 
xi a * aq I aq^ aq" 

la progression donnée; n y est pair, et les carrés des termes 
de cette progression forment une autre progression par 
quotient 

Les sommes des termes de ces deux progressions sont 
Ann. de Mathém., t. XIX. (Octobre 1860. ) 2 5 
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respectivement 

et 
q — ^ I 

S, peut s'écrire 

Or, n -h I étant impair, on aura, en effectuant la divi-
sion de H- I par q -hi 

Donc 

S. = S [(aq" -h - h . . . -4- û) - . . . -h aq)l 

c. Q. F. D . 

XV. Éliminer J entre les deux équations 

x"" 4 - 4 - 4 - . . 4 - =z b '̂". 

Les premiers membres de ces deux équations sont deux 

progressions dont les raisons sont - et ces deux équa-
X oc 

tions peuvent donc s'écrire 

^ ^ — X 

: b^'". 

Divisant la seconde par la première, on a 
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On aura donc les deux équations 

+ = _ J 4 - _ or. 

Retranchant ces deux équations membre à membre^ 
aura 

d'où 

On portera cette valeur dey dans Téquation 

y —X 

et après les réductions, on trouvera 

~ (^b^— «2'»)'"[(¿>2/» — 

équation qui ne contient plus que x , 

XVI. Trouver une progression par quotient, connais-
sant la somme de ses termes, la somme de leurs carrés et 
celle de leurs cubes. 

Les carrés et les cubes des termes de la progression 
cherchée forment aussi une progression par quotient. 
Soient Si, S2, S3 la somme des termes, la somme de leurs 
carrés et celle de leurs cubes, on aura les trois équations 

25. 
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dans lesquelles a^l^ q sont les trois inconnues. Divisons 
membre à membre les deux dernières équations par la 
première, et nous aurons les trois équations 

c — i l Z L f 
q—i 

Si iq -h (i 

S . " " 7 ^ - F - ^ - F - I 

Les deux premières ne contiennent les inconnues qu'au 
premier degré; lirons a et ç de ces deux équations, nous 
trouverons 

, , _ s ; - S , ^ __ 2S.S,— 
" ^ - " 8 1 - 2 / 8 . + s , ' 

Portant ces valeurs de q et de a dans la troisièine équa-
tion, nous aurons une équation qui ne renfermera plus 
que l'inconnue elle est 

s3(3s; - 6 / s ; -h i p s ] ^s^ , — 2/s,s,) 
= s. (3/2SÎ — 2 /s ; s ,—6/s , s^ + 4 s : 4- r s j j ^ 

et si on la résout par rapport à elle devient 

l étant trotivée par cette équalion du second degré, on por-
tera sa valeur dans les expressions (a) , et l'on aura a e i q . 
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SOLUTION DE LA QUESTION 5 0 0 
(voir p. 43); 

PAR J . D E V I R I E U , 
Régent à Saumter. 

\ . La seconde des équations proposées 

— l o j c ' — l o a ; — 6 = o 

se déduit de la troisième 

— — 5^x r = o, 
a b 

en posant a = ê = 2, 
Cette dernière n'est qu'un cas particulier d'une équa-

tion de degré quelconque, mais d'une certaine forme. 

2. M et N étant deux quantités réelles, proposons-nous 
de former l'équalion dont les racines se déduiraient de 
l'expression 

pM-4-p^N, 

en y remplaçant p par chacune des racines de l'équation 

UP zz=0 ; 
soit 
(1) JcP-h A^xP-' -4- . . . AkxP-^^- . . . A ^ = r o 

l'équation cherchée. 
Désignons par S^, h étant un nombre entier absolu qui 

peut être nul, la somme des puissances d'exposant h des 
racines de l'équation (1) ; par S';̂  la même somme pour les 
racines de l'équation 

uP — \Z=i o, 
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Enfin si ^ tous les termes du deuxième membre se 

détruisent, excepté le premier et le dernier qui sont 

MP^p, Ni'S'jy,. 

3. On en déduit : 

S| — S2 — • . . — — o, 

î . = ( 2 Ç 1 ) ( N'?^» ). 

4. Substituant dans les équations connues : 

S, A, = o, 

A,S,-+-2A, = O, 

on a 

S/, -i- A, -+-. . . -H S, -4-/? Ap = o, 

Ao = A, = . . . = Ay_, = o. 

2^ (M'î + aç'NîA^ H- agr o; 

A, = Aj = . . . = Â  = o, 

( 2 ^ -f-1) + N'^ ' ) -f- (27 4-1) = o. 
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â . On a enfin 

A, = Aj = . . . 4 - = o, 

A,^ - - 2 y i i ^ î ^ i ^ M"N»-, 

= - ( M ' i — N ' ? ) ; 

A , = Aj=:. . . = A, = o, 

6. En substituant dans l'équation (i) on a 

r=q-i 

(3) 

(4) 

7. Convenons que, A étant une quantité positive, l'ex-
I 

pression hF désigne la quantité positive qui, élevée à la 
puissance p^ reproduit A 5 et que B étant une quantité 

réelle, désigne la quantité réelle qui, élevée à la 
puissance 2 ^ 4 - 1 , reproduit B. 

Désignons par a et è des quantités positives, par a 
et 6 dçs quantités réelles. Si dans (3) on pose tour à 



tour 

et que dans (4) on pose 

on aura les propositions suivantes. 

(5) 

8. Les racines des équations 

(6) 

où a et è sont des quantités positives, sont respective-
ment comprises dans les formules 

" ' 5\ 7 ; \ 

p étant une quelconque des racines de M'*?— i = o. 
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9. Les racines de l'équation 

(7) + 

( S? aA 

où a et g désignent des quantités réelles, sont comprises 
dans la formule 

/ 69 \lq-\-X 

p étant une racine quelconque de — i == o. 
En posant dans (7) = 2, on a 

.r̂  — 5g,^ ^ = o, 
a b 

équation proposée dont les racines sont 

1 i 
/ a n s 

jD étant une quelconque des racines de — 1 = 0. 

10. Quant à la première des trois équations proposées 

_ — 28^;'^ — i S x ' - h J 2 ^ — 2 = o , 

elle est un cas particulier d'une équation de même degré 
que nous allons former. 

H . P étant une quantité positive, proposons-nous de 
former l'équation dont les racines se déduiraient de 

1 2 3 1 1 1 
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m 

d'après le sens attaché à P^" (n° 7), en y remplaçant p 
par les racines de — i == o. 

Soit 
X® -H -f-. . . -h = o 

l'équation cherchée 
Désignons par S,„ et par S'm, m étant un nombre entier 

absolu qui peut être nul, les sommes des puissances d'ex-
posant m des racines de l'équation cherchée et des racines 
de l'équation ix® — i = o 

On aura évidemment S,„ en remplaçant dans le déve-
loppement de 

L p p V v p P ^ 

pa rP«S : . 
Il suffira même d'avoir égard aux termes où l'exposant 

est un multiple de 6, car S'̂  est égal à 6 ou à o, suivant 
que q est ou non un multiple de 6. 

12. Or on a 

13. On en déduit 

S, = O, S , = 6 P , S 3 = : 4 2 P , 

S, = 6 O P 4 - 6 P % S , = 3 O P 4 - I 8 O P % S « = = : 6 P 4 - 8 4 6 P M 6 P ^ 
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Substiluant daus les équations connues, 

-f- = o, 

et résolvant, on a 

= = — 3 P , I 4 P , 

= /.5 = 6 P . ( P ~ i ) , = — P (P —0% 

d'où la proposition suivante. 

14. Les racines de l'équation 

- F - 6 P . ( P - , ) . R - P . ( P — = o , 

OÙ p est une quantité réelle, sont comprises dans la for-
mule 

I I I 

p étant une quelconque des racines de zî — i = o. Si l'on 
pose P = 2, on a l'équation d'Euler 

jr« — i S j n ^ - h - 2 — Oy 

dont les racines sont données par 

1 I I 
6 , ^ 

p.2 2 -f pK 2 . 
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SOLUTION DE LA QUESTION S07 
(voir p. 4«); 

PAR M. J. DE VIRIEU, 
Régent à Saumur. 

X étant une variable positive entière qui peut être nulle, 
û  une fonction de cette variable, n un nombre entier 
absolu, on a 

k=:n 

Posons = x{x-h i), . , [x p — i), où p est un en-
tier absolu non nul, ^ x = i , 

/ n ' 
si 

jpl, si nz=p, 
\o si n'^p. 

L'équation (i) devient, en y supposant x = o, divisant 
les deux membres par p! et remarquant que le dernier 
terme du premier membre devient nul, 

/ k^n-^l 
^ ^ n\ n-- k n — /^-f-i n — A -i-p^ i 

(2) 

Xi! 

72 72 I P — L . ^ ' , si 
I 2 p—n 
I, si n=p, 
o, si n ' ^ p . 
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Désignons par n\ le nombre des combinaisons de n 

éléments pris k a k sans répétition; par (n—k)'j , le 
nombre des combinaisons àen — k éléments pris p k p 
avec répétition; on a 

et 

Î 72 « -4- I 

T 2 

i : 

1 si P ^ n , 

si /? = «, 
si 

Donc on a en général 

k=zn— i 

k=zO 

formule qui montre qu'il s'est glissé une faute d'impres-
sion dans le second membre de la proposée où il faut 
remplacer n par p, p par n. 

SOLUTION DE LA QUESTION 508 
(TOir p. 4«); 

PAR M. J. DE VIRIEU, 
Régent à Saumur. 

1. On a identiquement 

= A « - ' A (xa) = A«"' (x Am -h a 4 - A a ) 
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d'où 

= -h A"-' a -t- A" 
A«-' (x A a) == A»-' (a: A» tt) -f- A"-' a A" M, 

= -h A«-'a 4- A»«; 

ajoutant membre à membre, 

72 A"-'a 4 - 4 - « ) A"«. 

2. Posons w = , r entier absolu qui peut être nul, 
on aura 

= 4 - ( x 4- /?) 

= 72 ( 72 — I ) 4- 72 ( ̂  4- « — I ) A«-» ( J:«-'-^'-) , 

72 . (72 — l). , 
= « .{72 — i ) . . . 4-/2 . (w —I). . 

ajoutant membre à membre, 

k=n-2 

(A) A«(.r«+''+')=:72l 

k=zO 

A. 

3. En posant r = o, comme A'̂ x'f la formule (A) 
devient 

k = n — 2 

/t = o 2a: 4- 72 4- 2 n — T = 72! 4- I 4-

, 2^ 4- 72 = 72! (72 4- l) , 
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donc 

(B) 

mais on a 
h = n 

k = o 

et enfin 

k = 0 

IX n , 

ce qui montre que le deuxième membre de la formule 
proposée doit être multiplié par ( — i)". 

4. En posant r = i dans (A) et employant (B), on arrive 
au moyen de quelques transformations à la formule sui-
vante , qui est peut-être nouvelle : 

( - + ( - .)'•• (« + .)! 

RECTIFICATIONS (p. 214). 

1°. La phrase On déduit de là que te produit de trois 
nombres, etc,, doit suivre immédiatement la proposi-
tion I , p. 213. 

a®. La formule attribuée à M. Catalan (t. XIII ,p . 323 ; 
i854) î e trouve dans la Géométrie de M. Vincent, 2® édi-
tion, p. 558; I832. (Communiqué par M. Augé, de Péri-
gueux. ) 
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AECUEIL DE FORMULES RELATIVES AUX FONCTIONS 
GIRCUUIRES ET LOGARITEVIQUES (saite) 

(¥0lr t. V, p. 411). 

Tétragonométrie sphérique, 

85. a, c, d les côtés, e , y i e s diagonales, g distance 
des milieux des diagonales : 

cos« -h cos ̂  -f- cosc -f- cose? = 4 cos - ^ cos - / c o s g 

(t. IV, p. 494). 

03 ¿/i. I — (cos^û -f- coŝ  b -h cos' coŝ  d + cos'J? -h cos' y) 

— (cos' a cos^ c cos^ b cos'ai -h cos^x cos' y ) 
-h 2 (cos a cosò cosx -f- cos a cosdcosy 

4- cos b cosc cosj -f- cosc cosd cosar) 
— 2 (cos« cosò cosc cos cos fl cosc cos J? cosy 

-f- cos b cos d cos X cos J ) = o. 
ABCD, AB = « , B C = ò , 

C D = : c , DA = i/, AC = x , B D = ^ . 

Trigonométrie sphérique, 

cos«-f-cosc 84. cosa:=: , 
2 sin - b 2 

X = arc qui va de B au milieu de è (t. V, p. 19). 

1 ï cos«-h cosò-h cosc 8^. c o s - c = -, 2 - I 1 , 1 . 4 cos - a cos - b cos ~ c 2 2 2 
e = excès sphérique. 

Ann. de Mathémat., t. X I X . (Novembre 1860.) 2 6 
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86. cosMN = cos - a cos ~ e, 
2 2 

M N = droite qui joint les milieux de è et de c (t. V, 
p. 2 l ) . 

, b . c . ^ 
sm - sm ~ sin A 

2 1 1 , 1 a 
2 cos - a cos ~ b cos - c cos -2 2 2 2 

(t. VII, p. 17). 

t I » 
cot - c col - h 1 2 2 

bis, col-e — :—: h cot A. 2 sin A 

a b c . e 
08, 2tang"-tang - lang - = tangp sin 2 2 2 2 

p = rayon spliérique du cercle circonscrit (t. VII, p. 19), 

89. tang-r = ^^ ~ ^ ^P ~ ^^ (P ^ , 
^ sinp 

r = rayon sphérique du cercle inscrit (t. VII, p. 20). 

a b . e , c 
90. 2 cos — cos - sin — sin ~ sin /i, 2 2 2 2 

h = hauteur sur la base c (t. V n , p . 18). 

9 1 . tangr tang r'tang r " tang/'" 

= i c o s ' ~ c o s 2 - c o s ^ - s i n ' - (t. VII, p. 20) . 

r, r ' , r", r"* sont les rayons sphériques des cercles qui 
touchent les trois côtés du triangle (t. VII , p. 20). 
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sin i « cos ~ sinC = sin - cos ( P — A ), 2 2 2 ^ 

cos-î-^ï c o s - ^ sinC = c o s - c c o s (P — € ) , 
2 2 2 ^ . 

sin - « sin - ^ sin C = cos - c cos P. 2 2 2 

2P==:A + B4-C(t. v m , p. 435). 

05. sin' - a -h sin^ - ^ -f- sin^ - c = 2 sin - sin - b c c s C 2 2 2 2 2 

• t . ' . I . . 1 
-f- 2 sin - sin—<7cos B -f- 2Sin - ©sm^-rcosA , 2 2 2 2 

A', B', C angles du triangle rectiligrie formé par les 
cordes (t. VIII, p. 100). 

sin I cos tj sin s' cos sin Î" COS 94, 1—; 1—I ~ I, 
sin (i + fj) sin(/-f-fT') sin ( i " < 7 " ) 

Trois transversales partent des sommets et se coupent eu 
un point dsius r intérieur de Tangle^ a, a\ q'\ segtnents 
comptés du point aux sommets des angles-, 5, 5', s"^ seg-
ments compris entre le point et les côtés (t. IX, p. 363). 

ï cos 2 « 4-COS 2 è 4-cos 2^ 

4- 32 cos' —rt cos^ - b cos' - c s in ' - e 2 2 *2 2 

= : c o s 4 - 4 - < - ) 4 - C O S ( « 4 - b ^c) -h Ç{is{a + c — b) 

4 - cos ( à 4- c — ) 

(t. X , p 25). 

26. 
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Tétragonométrie rcctiligne, 

9e. a ' -H c' -h b' d' + + œ^y' 
-ha^d'y^ -4- b ' c ^ y ^ c ' d ' ) 

-4- b' Ĉ d̂  -4- d 'x ' 4- ¿̂^ ^ ^2^2 

ABCD, AB = « , B C ^ ^ , 

CD = c, T)A = d , AC = Xy B D = j 

(t. I X , p. 1 2 7 V 

Trigonométrie rectiligne. 

97. s i n 2 A s i n 2 B 4 - sin2 A sin2C -f- sin2 B sin2G 

= sinA sin (2C — A ) + sinB sin ( 2 A — B) 

4-sinCsin ( 2 B — C ) . 

98. COS2A COS2B4-COS2ACOS2C 4 - COS2B CGS2C 

= cos A cos ( 2 C — A ) 4 - cosB cos (2 A —- B) 

4-COSCCOS(2B — C). 
A + B 4 - C = 7r. 

QUESTIONS. 

545. Quel est le lieu que doit décrire le centre d'une 
sphère, pour que la polaire réciproque d'une surface du 
second ordre donnée, par rapport à cette sphère, soit 
toujours une surface de révolution. (LAGUERRE-VERLY.) 

546. Etant donnée une conique A, trouver les trans-
formations qui la changent en une conique B , de telle 
sorte que les normales à la conique A restent par la 
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iransformalioii normales à la conique B. Même queslion 
pour les surfaces. ( L A G U E R R E - V E R L Y . ) 

547. Lorsqu'une conique est circonsci^ite à un triangle, 
la somme des carrés de ses demi-axes est égale au carré de 
la tangente menée de son centre au cercle des neuf points, 
multiplié par le produit des distances de ce centre aux 
côtés du triangle et divisé par le produit des distances de 
ce centre aux droites qui joignent les milieux des côtés du 
triangle. ( F A U R E , capitaine.) 

548. Une conique passant par trois points A, B, C 
touclie une droite donnée^ appelons a , |3, y les distances 
respectives de ces trois points à la droite^ F étant un des 
foyers de la conique, on a la relation 

1 1 
[a;FB—FC)2—BC'] ' + [P(FC —FA)» — Â c ' ] ' 

+ [ ^ (FA-FB)^—ÂB' ] '= :o . 

Observation, On a ainsi très-simplement le lieu du 
foyer des coniques qui passent par trois points donnés et 
toucbent une droite donnée. Les coordonnées cartésien-
nes mènent à une équation du soixante-quatrième degré. 

( F A U R E , capitaine.) 

549. Le lieu des foyers des coniques inscrites ¿ans 
un quadrilatère est une courbe du troisième ordre, 
qui passe, comme on sait, par les six sommets du quadri-
latère complet-, mais elle passe aussi par les pieds des 
hauteurs du triangle déterminé par les trois diagonales 
du quadrilatère, et comme elle passe d'ailleurs par les 
deux points situés à l'infini sur un cercle, cette courbe 
doit occuper parmi les courbes du troisième ordre le 
même rang que le cercle dans les coniques ^ ainsi elle 
a comme le cercle un dotible foyer. (FAI RE, capitaiae.) 
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550. Soit 

réquation d'une ellipse (coordonnées rectangulaires) ^ par 
un point de sa développée on peut mener trois normales 
à Fellipse, dont deux ne sont pas tangentes à la dévelop-
pée: la corde qui réunit les ^ieds de ces deux normales 
est normale à Fellipse qui a pour équation 

m * m - " 
( D E S B O V E S . ) 

551. Démontrer que l'équation 

-h = pz^ 

est impossible en nombre rationnel, lorsque p est de la 
forme 4« -f- 3 (Le Père J O U B E R T . ) 

552. On donne une conique 5 quel est dans le plan de 
c ette conique le lieu d'un point tel, que les deux tangentes 
menées de ce point à la conique et la corde de contact for-
ment un triangle ayant un périmètre donné? Déterminer 
directement une construction géométrique de la tangente 
en un point quelconque de ce lieu. ( M AN IN H E m . ) 

553. Étant donnée une équation algébrique n'ayant 
pas de racines égales, si l'on applique à cette équation le 
procédé Sturm, et si l 'une des équations ainsi obtenue a 
des racines égales, l'équation donnée a nécessairement 
des racines imaginaires. (ROUGET , professeur.) 

(•) Mémoire sur la théorie des fonctions elliptiques el son application à la 
théorie des nombres. ïn-4 de ?>5 pages ; iStk). — Savant travail faisant suite 
aux travaux de MM. Hermite et Kronecker sur la limite du nombre de 
certaines classes dea déterminants ; au delà de cette limite le nombre'des 
classes quadratiques surpasse nécessairement un nombre donné : une des 
questions les plus ardues de Tarithmologie et qui n'est pas encore corn-
plétcnieiit résolue. 



{ 4o7 ) 

EQUATION 

des rapports anharmoBiqaes correspondant a u racines d'nne éqsation da 
quatrième degré;' 

PAR M. L. PAINVIN, 
Professeur au lycée de Douai (*). 

l . Désignons par a:,, x^^ x^^ les quatre racines de 
l'équation 

et par o, r/, les points déterminés par les lon-
gueurs Xi, Xj, portées sur une ligne droite,à par-
tir d'une même origine ) poinis-racines. 

A ces quatre points correspondent six rapports an-
liarmoniques, savoir : 

ac bc ad cd ab db 
T\=Z 

et 
"''--^'Tb' 

1 I 
— > r, rj 

Si maintenant on pose 

I 

I 

C*) Récemment nommé; remplaçant M. David, nommé profeeseur à la 
Faculté de Lille. 
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les quantités pi, pj, seront les racines de l'équation 

(3) 

OÙ 

(4) 

—Mp'-hNp — P r r O , 

M == p, + p, -f- p3 , 
N = : p , pj-t-pips H-pj P3, 
p = p , p , p 3 . 

Il s'agit actuellement de déterminer les coefficients de 
l'équation (3) en fonction des coefficients de Féqua-
tion (i). Le calcul direct est presque inabordable 5 je crois 
donc utile de développer quelques considérations qui 
m'ont conduit au résultat chercbé. 

2. Je rappellerai d'abord les relations qui existent entre 
les rapports r , , r „ r» : 

(5) 

d'où 

Ta = I — r, 

: — r, 

r, Ta — I. 

{Géométrie supérieure^ p, aS.)^ 

De plus, la valeur de ri est dans le cas actuel 

(6) 

en posant 

(7) 

On trouve alors, sans aucune difficulté, en ayant égard 
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aux relations (5) et (6) : 

M = n -h - -h r,^^ r-i r^ 

Or on constate aisément que le' dénominateur de N 
et P n'est autre que le produit des carrés des différences 
de l'équation (t), c'est-à-dire le discriminant de cette 
équation \ en le désignant par A, nous aurons 

(8) à ^ p ^ q ^ p ^ g Y 
= {.r.-x.Y 

Nous obtenons ainsi les trois relations 

J M = 3 

I I« — — 3p'q 
(9) { 4 - — + q' ; 

i ^ A(P 4- 4) = ^p'—^p'q + ^p'q' 

3. On peut combiner les deux dernières équations de 
manière à faciliter beaucoup le calcul des coefficients N 
ç t P . 
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De l'égalité retranchons le double de l'égalité i®, 

il vient 

A[2N - P - 4] - -^P'q' -+- - ^î 

d'où 

(10) 2N — P = : 5 . 

De l'égalité 2° multipliée par 3 retranchons l'éga-
lité I® multipliée par 5, il vient 

Mais le second membre est le cute de [p* — + <7̂ )? 
on a donc 

La détermination des coefficients M, N, P, se trouve 
ainsi ramenée au calcul des deux quantités A et 
{p'-pq-^q')' 

i . Or si l'on pose 

I 1 = A E - 4 B D + 3 C % 

( J = : A C E 4 - 2 B C D ~ AD^ — E B ^ — E S 

on a, d'après un théorème connu, 

( 1 3 ) A « . A = 7 6 ' [ P - 2 7 P ] . 

On trouve d'ailleurs facilement que 

(14) + 
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Les égaillés (lo) et (i i) devieniieiil alors 

— p = 5, 
27 P 

5 N — 3 P = : 1 2 -F- 4 [ P ~ 2 7 P ] ^ 

on en déduit 

/ ^ i5P-h 13.27.P 

4 [ P - 2 7 J ' ] • 

En ayant égard à ces valeurs (i5) et à la première des 
relations (9), l'équation (3), qui est l'équation cherchée, 
deviendra 

. H . 5 P - + - 4 - 2 7 . P 5OP + 4 2 7 . r = o. 

Cette dernière équation peut aussi s'écrire sous la forme 
suivante, aussi simple qu'élégante : 

(17) p (p - i -2 ) + 

On voit ainsi que l'équation aux rapports anharmoni-
(jues des racines de l'équation (1) ne dépend que des in-
variants fondamentaux I et J de cette équation. Et, en 
outre, les racines de l'équation (16) ne dépendront que 

au rapport - • J 
Si Pi est une racine de l'équation (16), en posant 

p. , 

on aura une équation du second degré qui déterminera 
un des rapports anharmoniques et son inverse. 
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5. La résolution de l'équation (i6) ne saurait présen-

ter de difficulté-, je n'insisterai donc pas sur ce sujet, et 
je mécontenterai d'ajouter les remarques suivantes : 

I®. Si réquation (i) a deux racines égales, c'est-à-dire 
si son discriminant est nul, ou, en d'autres termes, si 
l'on a 

(18) P — 2 7 P = o , 

l 'équation (16) se réduit à p = 2, et admet deux racines 
infinies ^ il y a donc deux rapports anharmoniques nuls 
et un égal à l 'unité : résultat évident à priori . 

2^. Si les quatre points correspondant aux racines de 
l'équation (i) forment un système harmonique, on devra 
avoir, par exemple, — i , et par suite , p^ = — 2 ; 
réquation (17) devra donc admettre la racine — 2 , ce 
qui conduit à 

(19) J = o , 

La réciproque est facile à vérifier; on retrouve ainsi 
un théorème connu. 

3®. Si l 'on suppose = i , c'est-à-dire 

l'équation (17) nous donne 

(20) - 1 = 0; 

la réciproque est également vraie, La condition pour que 
les trois rapports anharmoniques soient égaux est 
donc I == o. 

L'équation (16) ne peut avoir une racine double 
qtie lorsque 

1 --273=^ = 0 , 
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ou bien lorsque 

J=r o. 

Ces deux hypothèses nous conduisent aux deux pre-
miers cas déjà examinés. 

6. Considérons deux équations du quatrième degré : 

( 2 1 ) Ax* -i-z^Ba:' - ^ G C x ^ -i- E = o , 

{22) = 

les équations aux rapports anharmoniques des racines de 
ces équations seront respectivement, en adoptant la 
forme (17), 

( 2 3 ) P ( p 4 - 2 ) 

(24) + 

r et J' désignant les invariants de la seconde équa-
lion (22). 

Pour que les équations (23) et (24) aient une racine 
commune, et alors les trois seront communes, il faut et il 
suffit que 

P _ r \ 

ceci résulte immédiatement de la forme même des équa-
tions (23) et (24). 

En général, si Ton a une suite d'équations du qua-
trième degré, dont les invariants fondamentaux sont res-
pectivement I et J pour la première, V et J' pour la 
seconde, F et J" pour la troisième, etc..., les rapports 
anharmoniques correspondant aux racines de ces diver-
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ses équalions seront les mêmes, si Ton a 

P _ ^ __ r^ p 

ces conditions sont nécessaires et suffisantes. 
La proposition que je viens d'énoncer peut être d'un 

grand secours dans des questions d'homographie. 

S U R LA R É S O L U T I O N NUMÉRIQUE D E D E U X É Q U A T I O N S 

DU S E C O N D D E G R É ; 

PAR M . A B E L T R A N S O N . 

1. L'exposition de la méthode géométrique exigée par 
les programmes pour la résolution de deux équalions du 
second degré à deux inconnues présente, dans les Traités 
les meilleurs et les plus récents, soit à^Algèbresoit de 
Géométrie analytique^ une lacune qu'il m'a paru utile 
de signaler. 

2. La résolution numérique de deux équations du se-
cond degré se ramène par l'élimination immédiate de 
l'une des inconnues à la résolution d'une équation du 
quatrième degré. Mais une autre méthode bien connue 
conduit, soit à résoudre deux équations du second degré 
après avoir calculé préalablement une quantité qui dé-
pend elle-même d'une équation auxiliaire du troisième 
degré, soit à résoudre quatre équalions du premier degré 
construites à Taide de deux des racines de cette môme 
équation auxiliaire. 

3. Cette seconde méthode, interprétée géométrique-
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ment, consiste à chercher un ou deux des trois couples 
de sécantes communes aux deux courbes du second ordre 
que représentent les équations proposées > parce qu alors 
il ne reste plus qu'à calculer, soit les rencontres de l 'une 
de ces courbes avec un système de deux lignes droites, soit 
les rencontres de deux tels systèmes entre eux. 

4. A chaque racine de Féquation auxiliaire du troi-
sième degré que fournit la méthode dont il s'agit, corres-
pond un couple de sécantes communes, couple réel ou 
imaginaire. A une racine imaginaire correspond toujours 
un couple de sécantes imaginaires ^ mais à une racine 
réelle ne correspond pas toujours un couple de sécantes 
réelles. Car il faut, pour que les sécantes existent eiTecti-
vement, que la racine réelle qui leur correspond rende 
positive une certaine fonction des paramètres des équa-
tions proposées. 

5. Lorsque les deux courbes du second degré se ren-
contrent en quatre points, les trois couples de sécantes 
communes sont nécessairement réels. Et comme l'exis-
tence de deux de ces couples entraine forcément celle du 
troisième, on saura que cette circonstance de quatre ren-
contres a lieu si les trois racines de l'équation auxiliaire 
sont réelles, et si en même temps deux d'entre elles 
rendent positive la fonction dont nous venons de parler. 

6. Quand les courbes ne se rencontrent pas en quatre 
points, elles se rencontrent en deux, ou bien elles ne se 
rencontrent pas du tout. Mais dans l 'un comme dans 
l'aujtre de ces deux derniers cas, on sait à priori qu'il 
existe un couple de sécantes réelles, les deux autres étant 
imaginaires. 

7. Dans cette circonstance d'un seul couple de sécantes 
réelles, comment vider la question de savoir s'il y a deux 
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rencontres, ou s'il n'y en a pas? On n'indique pas d'autre 
moyen que de chercher les intersections de chacune des 
sécantes réelles avec l'une des deux courbes proposées. 
De sorte que, si effectivement il n'y a pas de rencontres, 
on aura fait un calcul inutile. C'est ici que je crois pou-
voir signaler une lacune. 

8. En effet, deux cas distincts ^onnent lieu à l'exis-
tence d'un seul couple de sécantes réelles, savoir : 

I®. Les trois racines de l'équation auxiliake étant 
réelles, une seule rend positive la fonction dont il a été 
question précédemment*, 

a®* L'équation auxiliaire n'a qu'une seule racine réelle. 
Or on peut démontrer que dans le premier cas il n'y 

a aucune rencontre, et qu'il y en a deux dans le second. 

9. Pour démontrer ce théorème, j'observe d'abord que 
la nature des rencontres, et que par suite la nature et les 
propriétés des racines de 1 équation auxiliaire sont indé-
pendantes du choix des coordonnées; que, de plus, l 'un 
des systèmes de sécantes communes est toujours réel ; de 
sorte qu'on peut étudier la question en supposant les 
deux courbes rapportées à deux sécantes communes prises 
pour axes de coordonnées. 

10. Les deux équations de ces courbes ne diffèrent 
alors que par un seul paramètre, et peuvent être disculées 
sous la forme suivante : 

¿jfj-2 B x j c-r' •+• dy 4- ex 4 - / = o, 

ay^ 4 - 4 - ex ' ^ d y e x 4 - / = o . 

Leur combinaison est : 

4 - > ) r 4 - i ? ( i 4 - > > 4->) = o. 
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Et réquation auxiliaire, débarrassée du facteur i -4- i 

qui, égalé à zéro, donne la racine réelle correspondante 
au système de sécantes prises pour axes de coordonnées^ 
se trouve abaissée au second degré comme il suit : 

(ûc^ -h cd' — ^acf) (i aY 

~ -h aB.) ( 1 4 - : ^ ) 4 - / ( B -h = o. 

D'ailleurs la réalité des deux racines de cette éq:iia-

lion, se confondant avec la réalité du rapport ' ^^ V ^ 
Ji -f- A J>| 

entraine une condition qui se transforme aisément dans 
la suivante : 

Or les facteurs binômes e- — ^^ d} — ^ a f t sont 
respectivement ceux dont le signe décide la réalité des 
rencontres dc chacun des axes de coordonnées avec les 
courbes proposées. Et par là on voit que, si les quatre 
rencontres sont imaginaires, les trois racines de Féqua-
tion auxiliaire sont réelles, et que si deux des rencontres 
seulement sont imaginaires, cette même équation n'a 
qu'une seule racine réelle. 

H . Je termine par une simple réflexion. La méthode 
que je viens d'étudier est certainement intéressante et 
instructive-, mais peut-elle être d'un grand secours dans 
la pratique des équations numériques? Je crois qu'il est 
permis d'en douter. En effet, Féquation auxiliaire dn 
troisième degré pourra bien n'avoir aucune racine com-
mensurable; même il pourra arriver qne les deux sécantes 
({ui correspondent à une racine commensurable de Féqua-
tion au5^iliaire aient des équations à coefficients incom-
mensurables. Et alors, si on a besoin de résoudre avec 
un degré d'approximation déterminé les deux équations 

Ann. dc Maihcmat., l, XIX. ( i\(>vcml)re iSGo). 
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du second degré, ne vaudrait-il pas mieux s'en tenir à 
réquation du quatrième degré fournie par l'élimination 
de l'une des inconnues? 

SOLUTION DE LA QUESTION 5 3 0 
(voir p. 247); 

PAR M . EUGÈNE F O R E S T I E R , 
Elève du lycée Saint-Louis, 

ET M M . V A N N I E R ( B o u r g - l a - R e i n e ) ET S I A C C H I ( R o m e ) . 

La queslioii 530 doit être rectifiée de la manière sui-
vante : 

sin P 

d'oil 

tang ^ ^ ^ cot = tang (<p — 

E n effet, Fégalité ( i ) peut s'écrire 

sin P sin (p 

tangip^" I 

ce qui donne 

sinP sinP -h sin(j) sinP — sin© 
tang<j) I -H tang y tang© — i 

d'où 

sin P — sin ^ _ tang (p — i 
sinP sin̂ p "" i -h tangtp' 
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et en vertu de transformations connues 

P —© tan^ 2 _ tang^ — I 
P -f-® i tang© ' 

tang 

I ir-. tang 45% 
donc 

I -h tang(p i -h tang©tang 

Par conséquent 

P — P + © , , 
tang cot =z tang (y — 4^" )• 

On ne pourra donc avoir en même temps 

P — © P 4- © , _ 
t a n g t a n g z : ^ tang - 45°), 

que si 

J{ étant un nombre quelconque. 

JYote. M. Dellac, professeur à Amiens, fait observer que 
ce problème est consigné dans tous les Traités de Trigo-
nométrie. Gauss se sert fréquemment de cette transfor-
mation dans son célèbre Traité. 

27. 
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SOLllTiON DE LA OUESTION H55 
( v o i r p. 306) ; 

PAR M. J . - C H . D U P A I N , 
Professeur, 

M. L'ABBÉ POITRASSON (du séminaire de Vais, près le Piiy) 

ET M . S I A C C H I (FRANCIS) ( d e R o m e ) . 

Les deux polygones proposes sont liomothetiques. Du 
cenlre d liomotliétic, j'abaisse sur deux côtés homologues 
les perpendiculaires / / , et sur deux autres côtés homo-
logues les perpendiculaires q̂  q\ 

Ces perpendiculaires étant des lignes homologues , 

p 

d'où 
r' - p _ — <]. 

p " 7 ' 

mais d ' après la t rois ième Lypollièse 

/ / — P-. q' -- q, donc 

Le centre d'homothéiie est en même temps le centre de 
deux circonférenccs respectivement inscrites aux deux 
polygones. c. Q, F. D. 

M. Siacchi fait observer : i" que detix polygones satis-
faisaiit attx deux premières conditions et ayant les inter-
valles entre les sommets liomologues égaux, sont inscrip-
tibles dans deux ccides ^ que deux polyèdres satisfaisant 
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;t des conditions analogues à celles qui sont indiquées 
dans la question ou à celles qui sont indiquées danè (i"), 
sont circonscriptibles à des sphères ou inscriplibles. 

M. l'abbé Poitrasson donne ce scoliè : 
I®. Si les deux polygones sont convexes, ils ne satisfont 

aux conditions du théorème que si l 'un des polygones est 
intérieur à l 'autre; 2® s'ils sont non convexes, ils doivent 
être extérieurs l 'un par rapport à l'autre. 

Les polygones étoilés circonscrits rentrent dans le cas 
des polygones convexes. 

¡VOTE m LES POLYGONES RÉGULIERS SPHÊRIQUES 
ET SOLUTION DE 14 QUESTION 1 5 3 (Slrebor) 

(voir t. VI, p. 242); 

PAR M. f a u r e . 

Si l'on appelle rz, c les cotés d'un triangle sphérique, 
C l'angle opposé au côté c, on a la relation 

cosc ~ cosrt cos ¿'4-slnii sin cosC, 

d'où l'ou déduit facilemenl 

$in' - r — sin^ - a cos^ - ù cos^ - a sin^ - b 2 2 2 2 2 
• ^ - I ; ï I ; 

— 2 Sin — û sin — 0 cos — a cos -- o cos C t 2 L̂  2 

coŝ  - c = cos- - a coŝ  ~ b + sin^ - sin^ -2 2 2 2 2 

. 1 , 1 , I I . 2 sm - ^ sm - h cos - a cos - b cos C. 2 2 2 2. « 
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Legendre, dans les précieuses Notes de sa Trigonomé^ 

tn'ey développe la valeur de sin - c et cos - c en série, 
2 2 

et trouve (les logarithmes sont hyperboliques) 

log sin ^ c ~ l og (^sìn ^ a cos - — 
tang — b 

c o s c 

lang - a 

tang' - b 

C O S 2 C — 

2 tang^ - a 

loi' cos - r = loijff cos - a cos ~ b 
tang - b 

cot - a 
2 

tang' - b 
• cos 2 r -I- . 

2 cot- - n 2 

et ayant de telles séries, on peut repasser aux équa-
tions finies d'où elles proviennent; observation essen-
lielle pour ce qui suit. 

Legendre montre aussi que la valeur de x^ que l'on 
lire de l'équation 

m n I 
tang.r — tang - C, 

p e u t s e x p r i m e r p a r cette s e n o 

I 
— sinCn ; 

2 m ? in^ 
sin 2 C • 

3 ui 
sinSC 

O r , les analogies dr N r p c r d o n n e n t , A et B é tan t les 
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deux autres angles du triangle sphérique, 

A - B + . 
cot — - — = t a n g - C 

sin - (a — è) 

tang tang i i ^ 

= F 
tang - û — tanî̂  ~ h 2 2 

A + B + . 
cot =r tanc - C 

COS - ( n — è) 

I I f 
I — tang - a tang - b 

^ ^ tang ~ C, 
I 

t tang - a tang - b 

donc, en vertu de la formule précédente, 

A - B . - C . , . , 
— sm C sm 1 C 2 S>. I I 

tang - a i tang^ - a 

tang^ — b sin 3 C — . . . , 3 tang^ ^ a 

tane - b tantî̂  - b 
A + B T T - C . ^ ^ 2 . ^ 

= h -s inC ~ sm2C 2 2 I I 
c o t - « 2COt^-û 2 2 

tang=^ - b 
^ - s i n 3 C - . . 

3 tang^ ~ a 
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Si Ton fai t la sQuunc de ces deux valeurs, on obt ient 

^ / tang' ~ b tang^ - b 
H sin 2 C 

i . i 
cot - a tanu^ - a 

\ 2 - 2 , 

, / t a n g ^ ' ; ^ tang^i A 

-^ -31 cot3-^ lUV^-^a j 
sin 3 C — . . . 

On peut donc regarder celte expression (on\nie élaiu 
le développement de la valeur de A donnée par la r e -
lat ion 

tang ^ ¿̂  ^I — tan^^^ ) ~ ^ ^ (^ Z ̂ ^ ) ^^^ 
cotA — —̂̂^ ^ — ^ ^^^ —• 

tanii - /̂ /i I -f- îanL '̂ tang ^ tang' - jsinC 

/ A 4 - B A — B ^ = cot ^̂  ^ cot A 

Déve loppan te t subst i tuant les valeurs ci-dessus, on obtiera 
cette dern ière relat ion qui u\?st que la t ransformat ion de 

cotr/ sin b — cos b cosC 4- sine cot A, 

Ces pr inc ipes é tab l i s , p roposons-nous de t rouver en 
coordonnées polaires sphériques le lieu d 'un point P sur 
la sui face d ' u n e sphère , tel que si de là on mène des arcs 
de grands ce ic l t s aux sommets P . , P^ , . . , , P,,, d 'un p o -
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lygone régul ier sphér ique inscri t dans un peti t cercle 
donné , le p rodui t des sinus des demi-arcs P P j , PPg , . . . , 
PP„ soit cons tan t ; et 3® le p rodu i t des cosinus ou des 
tangentes des mêmes demi-arcs soit constant-, la somme 
des angles P P i , P P . P s , . . . , PP„P i soit constante {*). 

1®. P r e n o n s le ce;itre O du pet i t cercle p o u r pôle , et 
le g rand cercle O P j pour axe polaire . Soient O P = p; 
P O P i = 0) les coordonnées d 'un point P du lieu c h e r -
ché. Désignons aussi pa r p j , p,̂  les distances 
sphêriques du point P aux différents sommets P i , P2, . 
P„ du polygone, on a par hypothèse 

. 1 . X . X • „ - / sm - p, sm - ,. . ., sm - p„ — sm" - k. 

k i nd iquan t une constante quelconque. F o r m a n t les 
tr iangles O P P j , OPPo, . - ? OPP,,, on trouve de s u i t e , 
a é tant le rayon sphér ique du peti t ceiele , 

• , i . . I I o ï . . I sm - Pi sm - - <7 cos- - p ~h coŝ  - <7 sm- - 0 2 ' 2 2 ' 2 2 ' 
. I . I 1 1 — 2 sm — ¿7 sm — & cos - a cos — r̂  cos w, 2 2 ' 2 2 ' 

1 . 1 I 1 , 1 sm- - ûj ~ sm' - a cos' - o 4- cos- - n sm' - 0 2 2 ' 2 2 ' 

. 1 . 1 I I /' 27T\ — 2 sm — « Sin - 0 cos — a cos — cj cos w 19 2 2 ' 2 2 ' \ ' Ni 

1 1 I I . I sm'̂  - 0,1 — sm' - a cos' - p 4- coŝ  - a sm' - p 2 ' 2 2 ' 2 2 ' 
. 1 . 1 I I / 21/7 — 1)7: — 2sm - a sm - 0 cos - a cos - p cos ^ 2 2 ' 2 2 * V /7 

f'*) Co seul c.-t le :.njct de la qiioslion. 



on déduit donc de là 
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log sin ^ p, m log ísin ~ a cos ^ p j — cosw 
lang - a 

tang' - P 
cos 2 w — . . . , 

2 tang' - a 

iog sin p. log ^sin ^ ^ cos ^ p^ -
t a n g - p 

tang - .. 

tanĝ  - p 

2 tang- - a 

1 • ï I / • Í Í ^ log sni - p„ =r log Í sin - n cos - p 

tang ^ p 

tang - // 

tang=-p 
COS 2 I \ 

2 tang' - a 

A j o u t o n s ces résu l ta t s : 

\ / 

I 

l / I I \ " " ~ ^ log sin " ~ / log (sin - a cos - p ) — cos n w 
tang" - n 

tang'" p 
cos 2 /?.&) — . . . 

2 tang=" - a 



( ) 
On voit en effet facilenient, en ayant égard à la Valeur 

de la somme 

cos m w -h cos m ( 17:\ ( 
w j . . . 4 - cos m w \ n) \ n 

que cette s o m m e est nu l l e toutes les fois q u e m n ' e s t pas 
u n m u l t i p l e de 77, et lo rsque le c o n t r a i r e a l i eu , cet te 
s o m m e est égale à n sin m w . 

La va leu r que n o u s venons de t rouve r p o u r log sin ~ A 

d o n n e en passant aux n o m b r e s (p . /\2i et 

sin' - / — sin'" - n cos"' - p 4- cos'" - a sin'" - 0 
2 2 2 ' 2 2 " 

i I . I I — 2 sm" - a cos" - a sm" - ç cos" - cos n o), 2 2 2 2 
équa t ion du l i eu . 

M ê m e s no ta t ions . O n a pa r hypo thèse 

i ï ^ „ ï / 
cos — 0, COS — f j , . . . COS — On — cos" - A . 2 ' 2 ' ' 2 ' 2 

Or 

COS" — pi = cos^ ~ a cos^ — p 4- sm' — « sm- - r^ 
2 ' 2 2 ' 2 2 ' 

. I I . I I 
4 - 2 sm - a cos - <7 sm - p cos - p cos w , 

2 2 2 2. 

cos' - p2 = cos' - a cos' - p 4- sin' ~ a sin' ~ p 
2 2 2 ' 2 2 ^ 

1 I ' . J I 
4- 2 sm - ^ cos - a sm - p cos - 0 cos I ) 1 

2 2 2 2 \ /z ' 

1 i o ' . . î . I 
cos' - Pn = cos' ~ <7 cos' ~ p 4" Sm* - (7 sm' - p 2 ^ 2 2 ^ 2 2 ' 

. I I . I r 
4- 2 sm - n cos - « sm - o cos - p 2 

X COS 
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A j o u l a i i l e l ayant égard à Ja jen ia rque précédente , on 

ob t ien t 

log cos" ^ ^ — log ^cos ^ n COS ^ p 

I 
tang" - p 

2' 
— COS n 
i 

cot" - a 
I ^ t a n g - - p 

COS f U ù ± , . . : 

2 cot'« - a 
2 

le signe supér ieur si n est impa i r , et r in fé r i e t i r si n est 
pa i r . Passant des logari thmes aux n o m b r e s , on a 

cos'" - X cos''' - a cos-" - p + sin " - a sin'" - p 
2 2 2 ' 2 2 ' 

1 I . I I 
ril 2 sm'' - a cos" - a sin" - o cos" - o cos n w, 

2 2 2 ' 2 ' 

équat ion du l ieu. 

Si enfin on donna i t le p rodui t des tangentes des 

demi-axes pi , ps,.--? pm égal à tang" ^ /», on se servira 

des formules précédentes pou r avoir 

log tang ~ p,,. . , îog tang ^ p« 

et l 'on arr ive à la relation 

tang'" - « -4- tang '̂" - p -h 2 tang" ~a tang" - p cos //w 
tanc'" - h , 

^ I 1 I I I 
I -}-tanL;^"-<'/ tan^'"- o ± 2tar5ii''-« tant("-pcos//oo 

selon que n est impa i r ou pa i r . 
Rela t ivement à la dern iè re quest ion, j ' appel lera i A 

le demi-angle fo rmé pa r deux côtés consécutifs du po-
lygone régul ier , P^, P ^ , . . . , P„ , les angles P P i P . , 
P P , P 3 , . . . , P P . P , , et pose 

A — , A - P, " CO ,. . , A — P„ w«; 



( ) 
on aura par suite 

— (P. -f- P^. . .4- P„} w, 4- . . rr /? k. 

Les t r iangles O P P ^ , O P P ^ , . . O P P „ d o n n e n t 

tang-̂  fl — tanff'^ — tang ~ p — tang" - a^ cos w 

tang ~ P ^ ' -î- tang' ̂  sin w 

tanjp-̂ a ^i —tang^^p^ — tang'p tang'la^ cos — 

tang ~ tang'^ sin ~ 

tang^rt tang' -p^ — lang^p — tang^^a^cos w — - - ^ j 

cote.), — 

tang — I f , \ . / 2(w —i)7r\ tang-/5 i i-Htang^-rt I sjn Iro ^ j 

d'où (p. 

0)1 — 7: — w -I- sin w 

i I ^ tanii - a tan^ - a 

V cot-/) tang-p y 

1 I \ tang'-« tang--rz 
— sin2w| —̂ ) 4-• -

2cot' - p 2 tang' -p / 

W2 = TT W 
2 7r̂  / 2 7r\ -r sin w 
^̂  y \ ^ 

tan^- fl tani - a \ 2 ^ 

i ' / 
/ I ! ^ 

(, / tanii^ - a tanii;' - a \ 

2 7r\ / ^ 2 ^ « ^ ^ - > 2 tang'-p^ 
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~ 7r 
2 • / / — 1 1 7 r \ 

. f ? . ( , / _ I ) 7r" 
-f- Sin CO 

/ I I 
/ t a n g - a t a n g - a 

I I 
y cot- p t a n g - p 

— s m 2 w 

/ , t . ï , . / tani;'-<7 t a n g - - « 
n — ij7r\ / ^ 2 

I , I 2 c o t - - p 2 t a n g 2 - p 
K ... 

A jou tan t et r emarquan t aussi que la somme 

sm m w -h sm m co 
2 i /i — 1 TT 

s m m [ M ^ \ « 
est nul le lorsque m n'est pas divisible par n^ et devient 
égale à n sin m w dans le cas c o n t r a i r e , on t rouvera 

nh =z t: — // to d l s i n « w I 

I I 
t a n g " t a n g " - a 

c o t " — 0 tani»" — p 
2 ' 2 ^ 

/ I î \ 
/ t a n g " - a t a n g ' " - a \ 

— s m 2 rt M 
c o t - " - p t a n g ' " ~ p j 

O n prendra le signe supér ieur lorsque n sera impa i r , et 
l ' i n fé r ieur pour pa i r . A Tinspection seule de cette re la-
t ion, on déduit pou r l 'équat ion du lieu cherché 

rotwA 
tang"^ rt — tang" ̂  p zptang-''^cosh&î 

tan}»" ^ c ^^ — tang'-" - sin n oj 



( 43 i ) 

SOLUTION DE LA QUESTION m 
(voir p. 193); 

PAR M. DEWULF. 

T o u t e s les sur faces pola i res d ' u n p o i n t d ' u n e su r face 
a lgébr ique , pr ises p a r r a p p o r t à cet te su r face , o u t m ê m e 
ind ica t r i ce en ce point- , les r ayons de c o u r b u r e des sec-
t ions fai tes p a r u n p l an issu de ce p o i n t dans la sur face 
et ses diverses po la i res , sont en ce po in t i n v e r s e m e n t 
p r o p o r t i o n n e l s a u x degrés des sur faces d i m i n u é s d ' u n e 
u n i t é . ( T H . MOUTARD. ) 

Soit 
«oi" Û  r - ' -+- - h . . . - h = O 

l ' équa t ion d ' u n e surface : 

«0 = A , 

w, = B , a : 4- B, r -f- B3Z, 

— C, 4- C, s' 4- C4 xf 4- C, rz 4- C^yz, 

P r e n a n t l ' o r ig ine en un p o i n t de la sur face , le p l a n 
t angen t à la sur face en ce po in t p o u r p l a n de x y ^ on a 
//o o , Bj = o , Bg = o , et l ' équa t ion de la sur face devient 

(l) U — -h M". 4- ¿¿3 4- . . . 4- «n = o. 

Nous savons que l ' équa t ion de l ' i n d i c a t r i c e en u n p o i n t 
q u e l c o n q u e xyz d ' u n e sur face est 

posons X = o, = o, z = o, et cette équation devient 



( } 
or , eu calculant t^ on a : 

(2) C.X' + C^YM-C^XYrrrCBa. 

La polaire d 'ordre k dc l 'or ig ine des coordonnées, par 
rappor t à la surface ( i ) , a pour équat ion 

A, -4- A2 + . . . -h An-k Un-k = O , dt^ 

A, == (« - 0 (/Z - — 3). . — 

A, — 2) (/î — 3 ) . . . — /o ( — — l), 

el Féquat ion dc rividicatricc à Vorigine de celle suiface 
est 

(3) -f-C.Y' C B , ^ . Al 

Cette équat ion fai t voir que Vindicairice ne varie pas 
avcc k . donne des courbes semblables , ce qui démont re 
la p remière par t ie d u théorème. Q u a n t à la seconde, elle 
résulte aussi immédia tement de l 'équat ion (3) . O n sait 
que les rayons de courbure des sections normales passant 
par u n poin t sont propor t ionnels aux demi-diamètres 
que ces sections dé te rminen t dans l'indicatrice*^ or ces 

demi-diamètres sont p ropor t ionne ls à ^ — ——^^—-— et , 

pa r sui te , inversement propor t ionnels à {71 — k) — i . 
Le théorème de Meusnier étend ce que nous venons de 

dire aux sections obl iques . 
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SOLUTION DB LA QUESTION m 
(voir p. 248); 

PAR M . CHARLES K E S S L E R . 

THÉORÈME. Soient 

réquation cTune courbe algébiique^ 

réquation dune tangente au point XJVI J X , Y un point 
Ym 

quelconque de cette tangente : —— est un maximum ou 

un minimum lorsque Y = JJ, X=: XI, 
Démonstration. Je remarque que l'équation ci-de^us 

de la tangente à la courbe est inexacte pour qu'il en fût 
autrement, il faudrait que l'équa tion de cette courbe para-
bolique fût y = ¥ (x) : c'est du reste à cette dernière 
forme que je vais la ramener. Je pose 

L'équation de la tangente est y —jt = (x,) (j: — Xi), 
. Y- i T Y Y et je dis que ^ ^ ^ = ) ^^ / { T f ^ ^ maximum ou 

minimum pour X = Xj , Y 
Ceci peut être considéré comme évident à priori, car 

pour tous les points de la courbe j f - == i =constante, 

et par conséquent la dérivée est nulle : ce qui indiquëque 
tous les points de la courbe, et en particulier le point 

Ann, de Malhémal.j t. XIX. (Novembre 1860.) 2 8 
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jouissent de celle propriélé qu'ils rendent maximum ou 
minimum la fonction précédente. 

En voici du reste une autre démonstration, ou plutôt 
Y 

une extension. Le numérateur de la dérivée de . est 
F (X) 

Y ' / ( X ) - Y / ' ( X ) , 

ou, en remarquant qu'entre l'ordonnée et l'abscisse à 
l'origine, on a la relation 

f ! l l i f i l z i £ l _ x 
Y 

d'où 

/ ' { x , ) / ( X ) - X / ' ( A : , ) / ' { X ) +xj'{x,)f ( X ) - / , / ( X ) ; 

et comme 

on voit que cette expression est nulle pour x y = y i -

SOLUTION DE U QUESTION S42 
(YOir p. 861); 

PAR M . CHARLES K E S S L E R . 

T H É O R È M E . Supposons que Z® puisse se décomposer de 
n manières en produits de facteurs inégaux ( i . z' com-
p m ) 5 démontrer que peut se décomposer de n ma-
nières, et pas davantage^ en différence de deux carrés 
entiers. 

Démonstration, Supposons 

p^ q étant deux quantités différentes entre elles ; on 
pourra toujours trouver deux quantités et deux quan-



( 435 ) 

îiiés seulement telles, que 

d'où 
a' - S' ' 

Ceci apprend déjà que tout carré est la différence de 
deux autres carrés, et d'autant de manières qu'il peut se 
décomposer en produit de facteurs inégaux. De là on tire 

=r 4/?r/ — â  — 

(a et (3 sont tous deux pairs ou tous deux impairs). 
Des quantités a , jS étant déterminées et uniques pour 

chaque système de valeurs de p et 9, la proposition est 
démontrée. Elle s'étend en outre évidemment à tout 
nombre qui n'est pas premier et peut se formuler : 

Supposons que k non premier puisse se décomposer 
de n manières en produits de facteurs inégaux (i ,k) com-
pris, 2®" A peut se décomposer de n manières au moins en 
différence de deux carrés entiers : du reste, tout nombre 
est la différence de deux carrés. 

Il est facile de montrer plus clairement que le nombre 
de manières dont ^z* peut se décomposer en différence 
de deux carrés entiers, ne surpasse pas celui dont z* se 
décompose en produits de deux facteurs inégaux. Si, en 
effet, il en existe une autre 

^z' — m' - -

d'où 
m n m — n z^ = , 

2 2 

Z* se décompose en produits de deux facteurs inégaux, et 
par hypothèse on a considéré toutes les manières dont 
cela arrive. t 

2 5 . 
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SOLUTION DB LA QUESTION m 
(TOir p . 361 ) ; 

PAR M . CHARLES K E S S L E R . 

fl'i + V/̂  4- 4-. . . -+- V^ = P. 

Je suppose qu'on change nf signes, et désignant le nou-
veau polynôme par Q, combien P Q renferme-t-il d'irra-
tioimelles.^ Soit n = n! n", 

Soit A l'ensemble des n" termes dont le signe n'est 
pas changé, B celui des n! termes dont on change le signe, 

P Q = ( A + B ) ( A — B ) A ' - B % 

et le nombre des irrationnelles est 
n'[n'—i) n" [n" — \ ) _ H- ri"^ — [n' -h n"\ 

1 
- m'n" 

2 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE EN 1 8 6 0 
( voir p. 328) ; 

PAR M CHARLES K E S S L E R . 

Trouver l'intersection d'un cône de révolution par un 
plan. Si par tous les points de l'intersection on élève des 
normales au cône, chacune de ces normales perce la 
surface en un second point. On demande la courbe formée 
par ces points (*). 

Solution géométrique. On sait que la section peut être 

(*) La surface formée par les normales est du sixième degré. TM. 



{ 43? ) 
l 'une quelconque des trois courbes du second degœ. 
Soit M l 'un des points de l'intersection, ASB plan méri-
dien passant par M ; 0 = ASB. 

La normale en M à la surface sera perpendiculaire à la 
génératrice SB, et rencontrera SA en M', par exemple -, car 
dans une surface de révolution le plan tangent est per-
pendiculaire au plan méridien qui passe par le point 
de contact. M' est un point de la courbe cherchée, et 
l'on a 

p M ' S — • 
^ COS 9 

Donc les rayons vecteurs de la courbe des M' sont propoi -
tionnels aux rayons vecteurs correspondants de la sectioji, 
donc la courbe est la même que celle qui serait faite par . 
un plan parallèle à celui de la section d'une distance du 
sommet S marquée par le rapport précédent^ la courbe 
est donc de même nature que la section -, algébriquement 
parlant, elle lui est semblable : ses sommets sont sur les 
mêmes génératrices, son plan est perpendiculaire à ASB. 
Si l'on opère le développement du cône en le coupant 
d'abord suivant SB, puis en le coupant suivant SA, que 
dans le développement on superpose S A et SB, les déve-^ 
loppées des courbes sont semblables. 

THÉORÈME SlIR LE TRIANGLE CIRCONSCRIT A IIRI CERCLE^ 
PAR M . JOSEPH H A R C O O R T , 

Professeur à Neuwry ( Irlande ). 

Théorème, Un triangle étant circonscrit à un cercle,, 
on mène une quatrième tangente quelconque -, des som-
mets du triangle on abaisse des perpendiculaires sur cette 
quatrième tangente. On multiplie chacune de ces perpen-
diculaires par le côté du triangle opposé au sommet 
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d'où part la perpendiculaire; la somme algébrique des 
trois produits est égale au double de Taire du triangle. 

Démonstration (communiquée par M. Le Besgue) (*). 
A chaque sommet appliquons une force proportionnelle 
au c6té opposé du triangle ; lorsque les trois forces sont 
parallèles, le centre du cercle inscrit au triangle est le 
centre des forces parallèles^ et le périmètre du triangle 
représente la résultante-, prenant les moments par rap-
port à la quatrième tangente, on a la propriété énoncée; 
une propriété analogue existe pour le tétraèdre en rem-
plaçant les côtés par les aires des faces. 

La démonstration analj tique ne présente aucune dif-
ficulté. 

DÉMONSTRATION Dll THÉORÈME III DE M. NAGEL 
(voir p. 834); 

PAR M . H O U S E L , 
Professeur. 

Lemme, Si l'on divise en parties égales les angles d'un 
triangle, ainsi que les suppléments de ces angles, pour 
avoir le centre du cercle inscrit et ceux des cercles ex-
inscrits, ces bissectrices étant évidemment perpendicut-
laires deux à deux, on sait que le triangle formé par les 
trois derniers centres a pour hauteurs les bissectrices in-
térieures ; de là résulte le théorème connu: 

Les hauteurs d'un triangle sont bissectrices du triangle 
formé en réunissant les pieds de ces hauteurs. 

T H É O R È M E . Dans un triangle, les lignes qui joignent 
les pieds des hauteurs sont respectivement perpendi-
culaires aux rayons qui ¡oignent les sommets avec te 
centre du cercle circonscrit, 

(*) Retourné à Bordeaux. TM. 
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Pour le faire voir, soit O le centre du cercle circon-

scrit au triangle ABC, et représentons respectivement 
par a , (3, y les angles à la base dans les triangles BOC, 
AOC, AOB, ce qui donne 

et 
A = 9 o o ~ A , P = 9OO-~B, 7 = 9 0 0 - 0 . 

Maintenant, soient A', B', C les pieds des hauteurs 

correspondant aux sommets A, B, C, nous savons qu'une 
hauteur AA' est bissectrice de l'angle A', et C C de 
l'angle C . 

Soit H le point de concours de ces hauteurs, et considé-
rons le quadrilatère BA'HC'dans lequel les angles opposés 
en A! et en C sont droits 5 donc A'HC^= 180 — B. 

Mais d'après le lemme, nous savons que dans le 
triangle A'HC/ la droite HA' est bissectrice de l'angle A* 
du triangle B'A'C'^ de môme H C est bissectrice de 
Tangle C . 

Donc, dans le triangle où Pangle A'HC' = AH-C, 

d'où 

A' r/ 
2 2 

A' a ^ 
2 2 
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On aura de même 

A' B' ^ B ' A , 

2 2 2 2 
B ' - f - C ' = 2 A = 180'^- 2 a — r 8 o " — A ' ; 

par conséquent 

A ' B ' ^ C' 

j^r 
Ainsi nous voyonsque les angles OBC = a et C'A' H' = — 

sont égaux; mais déjà le côté BC de Vun de ces angles 
est perpendiculaire au côté HA' de l'autre angle : donc 
leurs côtés OB et C'A' sont aussi perpendiculaires; on 
verrait de même que B'C et B'A' sont respectivement 
perpendiculaires à OA et à OC. c. Q. F. D. 

Il est facile de reconnaître que ce qui précède revient 
au théorème III de M. Nagel. En effet, le centre du cercle 
circonscrit à A'B'C est, comme on le voit, celui du 
cercle des neuf points par rapport à ABC; donc, par un 
théorème connu, ce point est au milieu de la droite OH. 
A, B, C sont les centres extérieurs des cercles qui tou-
chent les côtés du triangle A 'B 'C. 

JYote, Dans le théorème I , il faut lire contacts exté-
rieurs et non intérieurs. TM. 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS 

AU CONTACT DES CERCLES ET DES S P H È R E S ; 

D'APRÈS M . C . - W . B A U E R ( * ) , 

Trois cercles. 

1. Soit OAi A2A3 un quadrilatère rectiligne plan. 

{*) Journal de Schlomiich, t. V, p. 365; 1860. 
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Coordonnées, r , , j , de A, 
.r.,, j2 de A, 

j3 (le A3 
o, o de 0 origine. 

(0 A = 

J , O 

y-i o 
73 O 

Appliquant à ce déterminant le procédé connu, on a 

(2) -l-Jl 72 y\ -hr^Js 
Xï 4- Jl 73 72^3 + J'l 

3. Posons 

= o. 

XnY H- [Xm ~ = 4-Jm, 
= 4- , 

2 r„ 4 - J « / n ) = «m 4 - a'n —- «L» , 

flflin distance du point Â , à A«. 

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, les a,^ 
expriment les distances OAj, OA2, OA3, et les les 
distances Al As, A2A3, A3A1. 

Ces équations donnent 

2al al -hûl — a'^^ 

-at I a a\ — a 13 2̂ 7 

4. Soient donnés trois cercles de rayons, r , , 73, et 
un quatrième cercle de rayon inconnu r qui les touche. 
Considérant le centre inconnu de ce cercle comme 
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orìgine, posons 

représente les distances respectives des centres). 
A la gauche du déterminant écrivons la colonne 0 , 0 , 0 , 

formée de trois zéros et au-dessus la ligne horizontale 

4 - 1 , —. 2 r ( r 4 - r , ) , ~ 2 r ( r - h r j ) , —2r(r4-r3) , 

on aura un nouveau déterminant de 16 termes, mais 
égal à A' , puisqu'il se réduit à i . A^, et par conséquent 
ce nouveau déterminant est aussi nul \ on sait qu'un dé-
terminant ne change pas de valeur absolue en ajoutant 
une ligne successivement terme à terme aux autres 
lignes; faisant cette opération avec la première ligne 
horizontale, on trouve le déterminant à 16 éléments: 

= 0 (A) 

- f i — 2 r ( r H - r , ) —2r(rH-r2) — 2 r ( r-f-rg) 

- h l 4 - 2 r , ( r + r,) ^ irr, -^ik,^ 

H-i -h 2rr3 + 2 A-ia irr^-^-lk-^^ 

Écrivons à gauche une colonne de quatre zéros, et en tête 
la ligne horizontale 

- f - i , o , 4 - 2 r , 4-2/-, 

nous aurons un nouveau déterminant de sS éléments, 
ayant même valeur que le précédent, à cause des quatre 
zéros; dans ce nouveau déterminant, multipliant cette 
première ligne par r, on a 

ajoutant cette ligne à la deuxième ligne, savoir à 

0 ,1 , — 2 r ( r 4 - r , ) , 2 r ( r r,), —27'(r4-r8), 
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on obtient 

-f-r , - h i , — 2r/-,, — arr^, — a/r^. 

Ce nouveau déterminant sera toujours nul . 
Multipliant successivement la même première ligne 

par — T j , — T j , — r 3 , et ajoutant respectivement à 
la troisième, quatrième, cinquiènie lignede (A), on obtient 

-h I o 4 - 2 r + 2 r -h 2r 
-h r 4 -1 — 2rr, — — irr^ 
— Ty H-I = O . 
— r̂  4- ï 4 - 2 / , j 4 -2r5 4-
— 3̂ 4-1 4-2/'.3 4-2A-23 4-2r'3 

Mettant i® la seconde colonne à la place de la pre-
mière, et vice versâ; 2° divisant par r les termes de la 
première et seconde ligne, 3® par 2 les colonnes troisième, 
quatrième et cinquiènie, on obtient 

= 0 (*) 

Effectuant ce déterminant, on obtient y en fonction de 

'a? ce qu'il fallait trouver. Le développement.s'ob-

lient facilement, les termes 4- i , -h i , -f-i^ donnent 

chacun 24 termes; ainsi tout au plus 96 termes -, on voit 

qu'il suffit de calculer les termes provenant de - et de 4- i . 

0 4 - -r 4- I 4- I 4- I 

4 - -r 4- I — r, — rj — n 

4- I — r, 4-/t., 4- >̂ ,3 
4- I — r^ 4- /-.j 4-A:,3 
4- I — '•s -h 

(*) Je ne sache pas qu'on ait déjà trouvé r en fonction des trois autres 
rayons r,, r̂ , /•,. 
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En »faisant varier les signes de TJ, TJ, /'S, on obtient les 

huit solutions que comporte le problème, r est donné par 
une équation du second degré; une des racines se rap-
porte à un mode d'attouchement, correspondant aux signes 
de Tj, Tî, Tg, et l 'autre racine se rapporte au mode d'at-
touchement correspondant à des valeurs de Tj, rg, rg, avec 
des signes opposés ; car on voit d'après le déterminant (A) 
que l'équation ne change pas en changeant simulta-
nément les signes de ri, rg, /'s, et ceci, combiné avec la 
relation entre le coefficient du second terme de l'équation 
et la somme des racines, donne le théorème suivant, dû 
à M. G.-W Hearne. 

Appelons rayon réciproque d'un cercle l 'unité divisée 
par le rayon de ce cercle. 

Soient : 

^ le rayon réciproque du cercl« qui est touché exté-

rieurement par les trois cercles donnés ; 

le rayon réciproque du cercle qui'est touché inté-

rieurement par les trois cercles donnés; 

la somme des rayons réciproques de cercles qui 

sont touchés extérieurement par un des trois cercles 
donnés; 

^ la somme des rayons réciproques de cercles qui 

sont touchés extérieurement par deux des trois cercles 
donnés. 

On a 

rI 2 r , ~ RO S R ^ , ' 

5. Cas oit les trois cercles donnés se touchent mutuel-
lement. Dans ce cas = (r„, -j- r«)®; dotic = — 
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Divisant respectivement par Tj, / j, r^ les dernières ligues 
horizontales, et ensuite par r , , / g, respectivement les 
trois dernières lignes verticales (à droite), on a 

1 
4- -/•s 

EiTectuant, on trouve 

-h - 4 - 1 — I — I — r 

4 - ! — 

- 4 - ~ 4 - — 4 - ~ r^ r] ri ri 

ou bien 

I 
rr, 

I 

r^rz 
I I 1 I H H 1-

7̂ 2 r^r, rr^ r^r^ 

formule qui peut ainsi servir à trouver trois cercles qui 
se touchent mutuellement et touchent un cercle donné. 

Quatre sphères, 

6, Soit le tétraèdre Ai Aa A3 A4 ; d'un point O on mèn€? 
les droites OAj , OA2, OA3, OA4. 

Coordonnées rectangulaires. 

jr,, 2, de A, 
Z2 de Aj 

•ÎP3, de A3 
Z4 de A4 

o , o , o de O origine. 
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d'où 

(0 
On a 

al — xl --h rl -h zl ; al — xl 4- yl + ; 
afnn = [^m - 4- —XnY 4> [Zrn — Z,)' 

2 [x, m JOn 4- Xm Xn 4" Z,n 3«) = 4" «« — c^L-

A = 

Xx Z, 
a:, J2 

J3 Z3 
•ÎP4 /4 

= o. 

-f-r, r. H- ẑ  Jf, ar, Ŷ y, -h r, i 

Ĵ a H- ri H-
H- r, 

A Taide des équations (i), on change ce déterminant 
en un autre dans lequel il n'entre que des a . 

7. Lorsque les sphères des rayons r touchent les sphères 
des rayons ''4) on a 

posons 
«m = ^ 4- ; 

m̂ 4" rfi — a„i,i 2 k,nn 5 

et opérant comme ci-dessus, on trouve finalement 

(B) 

0 4 - -r 4- I 4-1 4- I 4- I 

— n — r^ 
4-1 — r, 4 - r ; 4- K 4- A-,3 4- A-,4 
4 - 1 — r. 4-/24 
4 -1 —ra 4- X-o 4-^23 4-A-34 
4- î — r, 4- 4- A-34 4 - r : 

= O. 
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Le développement, abstraction faite des réductions, 

donnerait 600 termes. 
Les divers signes des rayons donnent les seize solutions 

que comporte le problème. 

Cas où les quatre sphères données se touchent. 

8. Raisonnant comme ci-dessus, on parvient au déter-
minant 

0 -h - -H — r rx r^ 
I 

—. -HI — I — 1 — 1 — 
r -HI 

I 
— — I - f - I — I — I — 
ri 

I 
— — I — I H- I — I — 
r^ 
I 

— I — I — i 4 - I — 

I 
— • — i — 1 - f - 1 — I 

= o . 

ou bien 

9. M. Bauer donne les relations suivantes analogues à 
la relation donnée ci-dessus par M. Hearne. 

Soient : 

le rayon réciproque de la sphère qui est touchée 
Ri 

extérieurement par les quatre sphères données 5 

— le rayon réciproque de la sphère qui est touchée 
Ivo 

intérieurement par les quatre sphères données 5 

2 ^ la somme des rayons réciproques des sphères 
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qui sont touchées extérieurement seulement par une des 
quatre sphères ; 

V ^ la somme des rayons réciproques des sphères ^ ^ Ra 
qui sont touchées extérieurement seulement par deux des 
quatre sphères. 

On a 
2 2 V ' V * 

Soient : 
R,„ le rayon de la sphère qui est touchée extérieure-

ment par une des quatre sphères données. 
Et le rayon de la sphère qui est touchée différem-

ment par les quatre sphères, on a 

I I I 

R4 Ro R j R ' a R s R ' s 

10. On a 

'^m'^n 4- rmjn -+- Z« ~ Cl m On COS {o^ a„). 

Au moyen de cette relation qui équivaut à six équa-
tions et du déterminant (B), on trouve une équation 
entre les cosinus des six angles intérieurs que donne un 
faisceau de quatre rayons, et les longueurs de ces rayons. 
Cest la relation donnée la première fois par Carnot (*) 
(Géométiiede position^ i8o3, p. f^i^ ^^^^ com-
ment on peut se servir de cette dernière relation pour 
trouver le rayon de la sphère qui touche quatre sphères, 
Il présume que T équation sera du second degré et ajoute : 
(C Le calcul étant fort long, quoique sans aucune diffi-
» culté, je me contente de l'indiquer. » 

M. Mention a exécuté le calcul [Nouy^elles Annales^ 
t. XVIII, p. 438). 

(*) Né à Nolay ( Côte-d'Or ) en 1753, mort en exil à Magdebourg en 1823. 
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H«IIVEHENT DU PENDULE; 
PAR M . F I N K , 

Professeur à Strasbourg. 

M. Delaunay a traité dans sa Mécanique entre autres 
d^ux questions intéressantes, à savoir : la déviation des 
corps graves vers Test, déviation due au mouvement de 
rotation de la terre combinée avec l'action de la pesan-
teur dans la chute verticale, et le déplacement du plan 
d'oscillation du pendule due au même mouvement de 
rotation. Ce savant emploie à cet effet la théorie du mou-
vement relatif. Je me propose de résoudre les mêmes 
questions sans ce secours; on verra q u e n négligeant le 
carré et les puissances supérieures de la vitesse angulaire 
de la terre, mes résultats coïncident avec les siens. . 

Dés^iation, Je prends trois axes fixes dans l'espace : l'axe 
O^ sera dirigé sur celui de la terre, du centre au pôle 
nord ; l'axe Oo: aura la position initiale de la trace du plan 
méridien du lieu sur Téquateur ; l'axe Oy est perpendicu-
laire aux deux autres. Soient A la position initiale du lieu 
ou de l'observateur, R sa latitude, a le rayon terrestre, 
w la vitesse angulaire de la terre; au bout du temps t j 
compté de l'instant où le point matériel commence à 
tomber, les coordonnées de ce lieu seront 

(1 ) a:, = a c 0 s ) i c 0 s w ^ , J , = rtcos^sin w / , = 

1 équation du plan tangent au globe en ce point, c'est-à-
dire du plan horizontal de l'observateur, est, au temps f, 

(2) xcos^coswr-4-/cos>sinwf 4-zsin^ — a = o. 

Je nomme b la distance initiale du mobile au centre 
Ann, de hialhémat., t. X l X . (Décembre iBGo.) 2 9 
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de la terre, de sorte que b —a est la hauteur d'où il tombe ; 
ses coordonnées initiales sont 
( 3 ) XQ = HCOS\^ = ZO = 6SINX. 

La vitesse initiale du mobile, perpendiculaire au plan xz^ 
est ¿cdcosXj ses composantes parallèles aux x^j^ z sont 
respectivement 
(4) o, ¿>wcos)̂ , o. 

La pesanteur g étant dirigée sur la verticale de l'obser-
vateur, les équations du mouvement sont 

d'x — = —gcoslcosc^t, 

dt' = — g^cos^sinw/, 

dH . ^ 

Ayant égard à (4) on trouve, au moyen d'une première 
intégration, 

dx p ^ . -7- = — ^ cosXsin w / , 
dt w ' 
dy ^ 
— = z S c o s > ( COS w r — I ) - f - ¿> w c e s ) . , dt ^ ' 
dz 

La position initiale du mobile a pour coordonnées ( 3 ), 
donc 

g 
J? —5 cos) i ( c o s w / — i ) - h 

( 5 ) cos> 

z = sin^ ( b 

Pour avoir l'époque de la chute sur le plan horizontal 
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<ie l'observateur, il faut substituer pour x , y, z , ces ex^ 
pressions dans l'équation (2), puis la résoudre par rap-
port à t. 

Or 0) étant égal à 

= 0,00007,9, . 

on pourra développer les sin wi, coswi suivant les puis-
sances de a)f, et comme la durée du mouvement de chute 
se réduit à quelques second-es, on négligera c*)', w*, etc. 
On trouve 

X z= cos\ 

ou 

(6) 

X = cos\ {^b — ^ j ' 

\ W W 2 . 3 2 . 3 . 

ou 

Dans (2), je remplace égalemen t cos w i et sin coi parles 
séries, e t o : , z par les valeurs précédentes; je sup-
prime w*/',. . . et j'ai 

( 7 ) b — a gt* = o, «d'où 
i ( b - a ) 

comme si la terre ne tournait pas. 
La déviation est la distance du point de chute repré-

senté par (6) et (7) au point Xi, j i , z^. Avec l'approxi-
mation adoptée, on trouve pour le carré de cette dis-

29. 
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tance, avant d'avoir égard 3 ( 7 ) , 

^ b - ^ a — ^ g t ^ y 4 - w' ^ g 

Le premier terme est nul en vertu ¡de (7), et la dévia-
tion tout entière à Test (vu que x — x^=zo) 

&)fcosX b — a — 

Avec la valeur de t (équation 7), elle se transforme 

en 

(8) 

que je nomme w, comme dans l'ouvrage cité. Dans les 
expériences que l'auteur cite, on avait 

¿ —fl= i58®,5 , X==5i% g' = 9,8o88 et « = o,o283; 

le calcul de la formule (8) donne 
« = 0,0276, 

Pendule, Je conserve les mêmes axes de coordonnées 
et j'appelle x̂ ,̂  y^^ z^X^ point de suspension du pendule 
simple, l sa longueur, N la réaction du fil de suspen-
sion, — x^y^ z les coordonnées du point matériel; sa 
masse est supposée = 1 . Les équations du mouvement 
sont 

— ĝ COSACOSw/ — N - 9 

(1) ^ = — 

i dH . ^ ^ 

Comme plus haut, on a ici 

(2) X, = «cosXcoswi, =: acosXsinw^, 25, 
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Par le point JC, z^ j ' imagine un second système 
d'axes de coordonnées fixes dans la terre, à savoir : la 
verticale du lieu axe des la méridienne axe des et 
la perpendiculaire axe des y?. On aura 

= o:, H- ÇcosÇx -h »îcosuar -f- ^eosÇx, 
( 3 ) 

2 = -h ÇcosÇz. . . 

L'axe des c'est-à-dire la verticale, donne immédia-
tement, au temps i , 

coss^ == cosXcoswi, cosÇ J = cosXsinwf, così;? = sin X. 

L'axe des TJ, perpendiculaire au plan méridien qui fait 
avec le plan x z l'angle wi , donne 

COSÎJJC = — sinwf, COSÏÎX = cosw/, COS>ÎZ = Q. 

Quant à l'axe des ^, il fait avec l'axe z un angle de 

90 + 90 — d ' o ù cosÇz=:—cosX. 

Il est de plus perpendiculaire à l'axe ce qui donne 

cos Çx cosi; a: + cosÇ^ cosÇ/H- cos Ç « così; z = o, 

OU, à cause des valeurs déjà données, 

{5 ) cos Ç J: COS> cos«) Î H- cosÇ j cosX sin w i — cosX sinX = o. 
Avec c o s ' e x - f - c o s ' Ç y - f - c o s ' = i: et comme cos^z 
égale —cosX, 

cos'Çx-i- cos'Çj4- cos'X = i . 

Cette équation avec (5) donne 

cosÇa: = sinX coswi, cos?r — sinXsinw/, 

et les formules (3) tleviennent 
¿c = .ri -h ÇsinXcoswi — rjsinw^-f. ÇcosX cosu^ 

(6) = -hÇsinXsinw/-f-îjcoswi + ÇcosXsinw/, 
2; = 2, — Çcos>-h Çsin>. 
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équalions ( i ) , rauhipliées respectivement par 

Zijr—jTi z^ XiZ— z^x^ f i X — x ^ y donnent, par addi-
tion, 

il) ( î J —r« z —r., x) d}y 4-{jr. ^ — j ) ¿/»z = o . 
On va remplacer toutes les quantités qui y entrent par 
des fonctions de Çj, m ^ j , 

D'abord les équations (3) et (2) fournissent 

— + >! sin X cosw/), 
Xy z —ZiX = « ( — \ coswi H- >î sinX sinw/), 
y^x — x^y = — an cos>. 

Avec cela Téquation (7) peut être mise sous la forme 
suivante 

\ (sinwf — coswf ef'f) /O \ 
i -h>î (sinX coswiflp^ ^ sin^ sinw/û?'jr) — cosl d^z = o. 

Pour calculer les coefficients de ^ et y?, je multiplie la 
première des équations (6) par sinw/, la deuxième par 
— coswi, j 'ajoute et j 'ai 
(9) a^sinwf—/COSWÎ=: —7J. 

Je multiplie les mêmes équations par sin À coswi, 
sin^ sinwi, la troisième par —cos^, j'ajoute et il vient 
(10) sînX (cr cosw i - j - j sinw/) — zcosX = Ç. 

L'équation (9), diiférentiée deux fois, donne 
i' sin tùtd^x — coswi d^y 

(n) < = — d^n—2w£//(coswii/a: + sinwiû?/) 
( (j:sinwf 4-Jcoswf), 

d'après Féquation (9) le dernier terme = —fù^ndt^. 
L'équation (10), diiférentiée deux fois, donne 

sin X (coswi.dT'.r-t- sinw/rf'j) — cosl d'z = ¿/'Ç 
(12) I -h 2(ùsiR\dt(s\ii(^t dx — cosw/i / j ) 

wV/i'sin>(.rcosw^-4-/sinw/), 
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Le dernier terme, en vertu de Téquation (lo), se ré-

duit à w* Je* ( Ç -h z cosX), et d'après l'équation ( lo), à 
dt^ sinX sinX cosX]. 
Restent les facteurs de 2 w dt. 
Or de l'équation (9) on tire 

sinwf.e/jc — costùt.df = — î/̂ J — w dt[x coswi-f- y sin«di), 

et d'après l'équation (10) 

(tidt 

smiùt.dx — coswi.i// z=i dn — ^ ^ (I 4- zcosX), 

d'après l'équation (6) 

(i3) sinwf.fiir—'coswi.fi?/ =—dn — &)i/i[Çsin>4- («4-«) cosX]. 

De l'équation (10) on déduit 
cos<o i. air 4 - sm Cl) i a r == r— smX 

4 - wdt[x sinwi — jcoswi) 

= sinX.r/Ç + cosX — (^ndt. 

Cette valeur, ainsi que les équations ( t i ) (12) ( iS), 
subtituées dans l'équation (8), donnent 

¡ ^[—d'n — 2a)i/i (sin X i/Ç -h cos). — w >3 ¿/i) — oi''ndt^] 

.¿/ïj — ( « H - Ç)cosXj) | 

-H (ù^sinl dt^[2a 4 - Ç (cosX 4 - 5 sinX )] = o. 

Effectuant, e tc . , 

— — dt — it^cosl.d^dt 

4- 6)'»i cos>i/^'[gcosX 4- (fl -H C)sinX]. 

En négligeant le terme en de même que ^ qui est 

très-petit dans les expériences, on a une équation dont 
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Tin légrale est 

Observant de plus, encore avec M. Delaunay, que le 
pendule Foucault est installé de façon que pendant chaque 
oscillation il revienne coïncider avec la verticale du point 
de suspension, on voit que l'équation doit être satisfaite 
par I = o avec yj = o, de sorte que la constante est nulle. 
On posera ensuite, si on veut, | = rcos5, yî = r s inô , 
et l'équation devient 

dO =— oisïnldt, 
d'où 

e=z Ott —wsinXX^ 

ce qui donne cosinX pour la rotation relative du plan 
du pendule en i seconde. 

Ces calculs se simplifient beaucoup si dès le commen-
cement on néglige w®,. . . . En ne remontant qu'à l'équa-
tion (8), on voit que cette équation devient 

Ç — -H Y¡ {siul d^.T wisinXf/'/-—cosXif'z) = 0, 

Les équations (6) donnent w i x — j = — y?, 

(a) (J: 4-w^r)sinX — ÇcosA = 

d'où 

[d}x 4- t'^td^jr) sinX — cos\,d?z=zd'^l — K^sml dtdy . 

Ces mêmes formules (a) donneront ¿¿r, dans les 
expressions desquels on pourra supprimer les termes 
en O), puisqu'on multipliera par On aura ainsi 

^Ç 4-cos>rfzi/z _ . . ^ 
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et réquation (i4) devient 

— _ 2^^^(sinX -f-cosX i/Ç)] 

-h >J [d'I — 2ft)sin> d n d t l ^ o 
ou 

xd^l — ^d^n — ndn) — 2 w = o. 

DÉFINITIONS DES MODES DE REPRÉSENTATION 
roenlionnés dans Textrait d'un Mémoire sur les Cartes géographiques, inséré 

an Compte rendu de la séance de l'Académie des Sciences 
du 5 mars 1 8 6 0 ; 

PAR M. A . T I S S O T . 

Lorsqu'on a égard uniquement à la nature des lignes 
du canevas, on peut classer de la manière suivante les 
divers systèmes de projection qui ont été employés ou 
seulement proposés pour la représentation de la surface 
entière du globe. 

1°. Le dévelopemetit de Mercator esl le seul daps le^ 
quel les méridiens et les parallèles soient remplacés par 
des lignes droites. 

Il y a six systèmes où, quand le pôle occupe le centre 
de la carte, les méridiens se trouvent figurés par des 
lignes droites partant de ce point, et faisant entre elles 
des angles égaux aux différences de longitude, les paral-r 
lèles par des circonférences ayant toutes ce même point 
pour centre. Ce qui varie de l 'un à Tautrij de ces sys-
tèmes, dont les quatre premiers sont des perspectives,, 
c'est la manière dont les rayons des parallèles de la cart^ 
dépendent de la latitude; voici leurs noms : 
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2®. La perspectii^e centrale ou projection gnomo^ 

nique; 
3®. La projection stéréo graphique [voir la Note à la 

fin); 
4". La projection de La Hire ; 
5®. La projection orthographique; 
6®. La projection de Lorgna C^) ; 
7°. La projection stéréo graphique équatoriale modi-^ 

fiée. 
Dans les deux systèmes suivants, les parallèles sont re-

présentés par des cordes d'une même circonférence pa-
rallèles entre elles, et les méridiens par les ellipses qui 
divisent ces cordes en parties proportionnelles aux diffé-
rences de longitude; ce sont : 

8°. Laprojection de V Astronomie populaire d'Arago ; 
g^, La projection homalographique de M, Bahinet, 
Ils se distinguent l 'un de l'autre par le rayon du méri-

dien principal et par Técartement des parallèles. 
Pour les deux derniers systèmes, savoir : 
10°. La projection globulaire ou projection anglaise^ 
II®. La projection stéréo graphique méridienne modi^ 

fiée, 
Toutes les lignes du canevas sont des circonférences. 
Dans le premier et les quatre derniers modes de repré-

sentation, c'est un lieu de l'équateur qui se trouve au 
centre de la carte; pour tous les autres, il conviendrait 
aussi d'eirectuer la projection sur un méridien : de cette 
manière on rejetterait les plus grandes déformations vers 
les bords de la carte, c'est-à-dire vers les régions qui sont 
occupées en grande partie par les contrées polaires ou 
par l 'Océan; mais afin de les définir plus facilement, 

Antonio-Maria Lorgna, né k Vérone en 1780, mort à Vérone en 1796. 
T M . 
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nous supposerons d 'abord qu'il ne s'agi sse pour eux que de 
la projection équatoriale. Nous pourrons alors ajouter 
que dans les onze systèmes, à l'exception du 8®, du 9® et 
du 10®, les deux sériés de lignes qui représentent les mé-
ridiens et les parallèles se coupent à angle droit. 

Il reste à dire quelques mots de chaque système en 
particulier. 

1°. Le développement de Mereator (*), qui conserve 
les angles et donne des lignes droites pour projections des 
loxodromies, est destiné à la construction des cartes 
marines ou cartes réduites, L'écartement de deux méri-
diens y est le même que celui qu'on mesurerait sur le 
globe le long de l'équateur, et, quand on néglige l'apla-
tissement, la distance d'un parallèle à l'équateur y est 
égale au logarithme népérien de la cotangente de la 
demi-distance polaire du parallèle. 

2®. La perspectiv^e centrale est prise du centre de la 
sphère, comme son nom l'indique; il est facile d'y recon-
naître les différents lieux qui se trouvent sur le plus 
court chemin de deux points donnés du globe, puisque 
tout grand cercle y est représenté par une ligne droite. 
En appelant X la distance polaire d'un parallèle et r le 
rayon du cercle qui lui sert de projection, an a 

r — tang. 

Sur un cadran solaire, les lignes d'hettres s'obtien-
draient comme les méridiens, et les courbes de déclinai-
son comme les parallèles de la perspective centrale; cette 
remarque d'ailleurs est indépendante de la position du 
plan sur lequel on fait la perspective par rapport à la 
ligne des pôles, et de celle du mur sur lequel on trace le 

C )̂ Mereator ( Gérard né à Ruremondc en i 5 i 2 , mort à Duisbourg ent 
I5G4 ; sa première earte est de 1569. TM. 
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<;adrtti|iar rapport au style, pourvu que lés deux posi-
tions se correspondent ; de là est venu le nom de projec--
tion gnomonique. 

3°. En cherchant la condition qui doit être rem-
plie pour que le canevas des droites concourantes et des 
circonférences concentriques n'altère pas les angles, on 
trouve 

rr=2tang ^ X; 

on est ainsi conduit à une perspective de l'hémisphère 
prise du pôle opposé, c'est-à-dire à la projection stéréo--
graphique. 

4®. La Hire (*) a proposé de mettre le point de vue en 
dehors de la sphère, à une distance de sa surface égale 
au sinus de 45®, ce qui donne 

(2v/2+i)sinX 
y/2-H I - h y/ïcosX 

5®. En l'éloignant jusqu'à l'infini, on obtient la pro-
jection orthographique, et le rayon du parallèle devient 

r = sinX. 

6®. Parmi les modes de projection que comprend ce 
même canevas à droites concourantes et à circonférences 
concentriques, il en est aussi un qui conserve les sur-
faces: c'est celui de Lorgna; la condition indiquée con-
duit à prendre 

. ï . 
r r= 2sm - X: 

2 

cette longueur est celle de la corde de méridien comprise 
entre le parallèle el le pôle. 

(*) Philippe de la Hire, né à Paris en 1640, mort à Paris en 1 7 1 8 ; 
|[»eintrc. architecte, lecteur royal, membre de l'Académie des Sciences. Tu. 
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f^ . Le a* et le 3* système augmentetit les distantes 1« 
long des méridiens, tandis que le 5® et le 6® les dimi-
nuent \ elles ne seront pas modifiées si on fait 

Supposons marintenant que dans Tune des six projec-
tions précédentes on veuille placer un lieu de l'équateur 
au centre de la carte ; alors ce qui a été dit des méridiens 
s'appliquera aux grands cercles passant par ce lieu, et ce 
qui a été dit des parallèles aux petits cercles parallèles à 
son horizon. Le canevas géographique ne sera plus aussi 
simple-, au lieu des droites et des circonférences qui re-
présentaient respectivement les méridiens et les paral-
lèles, on aura les lignes indiquées dans le tableau sui-
vant : 

Système n° 2. Droites parallèles Hyperboles. 
» 3. Circonférences Circonférences. 
» 4 Ellipses... Kllipscs. 
» 5. Ellipses Droites parallèles. 
» 6. Coni^hes dn 4® degré. , Courbes du 4® degré. 
» 7. Courhestranscendantes. Courbes transcendantes. 

8°. Dans le 8® mode de représentation, le méridien 

principal a pour rayon TT étant le rapport de la circon-

férence au diamètre, et les parallèles gardent leurs dis-

tances mesurées le long d'un méridien du globe. 
9®. Le suivant conserve les surfaces; le rayon du méri-

dien principal y est égal à v^2, et l'écartement des paral-
lèles y est déterminé par l'équation 

2z sin23 = îTsin/, 

dans laquelle / désigne la latitude du parallèle, et sinz sa 
distance à l'équateur sur la carte. Cette équation se trouve 
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réduite en tabiesdans la Notice qu'a publiée M. Babfliet. 

lo* .̂ Supposons que l'on veuille tracer de lo en io° les 
méridiens et les parallèles de la projection globulaire^ 

après avoir décrit un cercle avec un rayon égal à ^ 

pour figurer le méridien principal, et deux diamètres à angle 
droit pour le méridien central e^ l'équateur, on divisera 
chaque quart de la circonférence et chacun des quatre 
rayons en g parties égales-, par les pôles et les points 
de division de l'équateur, on fera passer des circonfé-
rences, ce qui donnera les méridiens-, par les points de 
division qui se correspondent sur le méridien principal et 
sur le méridien moyen, on fera passer d'autres circonfé-
rences et on aura les parallèles. 

II®. Enfin le canevas du dernier système est formé par 
la réunion des méridiens de la projection globulaire avec 
les parallèles de la projection stéréographique. 

Note. Le nom de stéréographie a été introduit par le 
jésuite Aguillon (François) 

(( Quare tametsi stereographices nomine nusquam 
» vocatum hoc projectionis genus reperimus 5 quia tamen 
» nec alio quidem ullo solitum est appellari, placuit hoc 
» nomen usurpare, quod nobis in praesenti visum est ad 
» rem ipsam quam maxime aceommodatum. )) ( A G U I L O -

Nii Opticorum Ubri sex, Parisiis, 1613, in-P, in Prœ-
fatione. ). ( Foir CHASLES, Méthodes^ p. 5 1 6 . ) 

{*) Né à Bruxelles en i568, mort à Anvers en 1617. TM, 
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THÉORÊHES GINÉNAT1QI!ES SUR LES SURFACES ET VOLllHES 
ENGENDRÉS PAR MOUVEHENT^ 

PAR M . ÉMILE B A R B I E R , 
Elève de lIEcole Normale (*). 

1. Le cenlre de gravité G d'une surface plane S se 
meut avec une vitesse constante dans son plan, pendant 
que ce plan tourne uniformément autour d'une droite 
qu'il contient-, le volume engendré par la surface S a 
pour mesure le produit de l'aire S par la longueur de 
Tare engendré par le cenlre de gravité de la courbe par-
courue par le centre de gravité G. En particulier, si l'on 
suppose un cercle C tournant autour d'un point fixe I , 
en même temps que son plan tourne autour d'une droite 
qui y est contenue^ de plus, si la rotation du plan s'a-
cbève pendant qu'un nombre entier de rotations au-
tour du point I se sont accomplies, el si les rotations 
simultanées sont uniformes, les volumes engendrés sont 
indépendants de la distance du cercle C au point L La 
surface engendrée est iin anneau ondulé à moins que le 
centre C ne soit en L 

2. Toutes les sections droites d'un cylindre quelcon-
que, tournant autour d'un axe situé dans le plan de Tune 
quelconque d'elles, engendrent des volumes équivalents» 

3. l.e volume engendré par une surface plane quel-
conque, tournant autour d'une droite quelconque, est 
équivalent au volume engendré par la projection de la 
surface plane sur un plan méridien passant par son 
centre de gravité. 

(*) Devenu agrégé n® i. TM. 
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4. Une sphère de rayon constant, dont le cenlre par-

court une hélice ordinaire, est enveloppée par une sur-
face canal qu'on peut appeler serpentin. 

Cette dénomination étant adoptée, nous pourrons dire 
que le serpentin donne lieu à la proportion suivante : 

Sa section perpendiculaire à* l'axe du cylindre est au 
grand cercle de la sphère génératrice, comme la longueur 
d'une spire d'hélice est à son pas. 

QUESTIONS. 

554. On a fait arriver dans un poids d'eau x un poids 
p de vapeur d'eau à d degrés sous la pression de c centi-
mètres; on a aussi porté la température t de cette eau à 
la température l'eau est renfermée dans un vase mé-
tallique pesant k kilogrammes et dont la chaleur spéci-
fique est m : on demande la valeur de x. 

555. Dans un triangle isocèle donné, inscrire une pa-
rabole qui touche les deux côtés égaux, soit bornée par 
la base et dont Taire soit un maximum. 

(HiMCHUNDRA, professeur indien à Calcutta). 

556. Cl, Cf, Ca sont trois cônes de même degré ayant 
leurs trois sommets sur la même droite; C, coupe Cj sui-
vant une courbe/7/.£/îe, Cî coupe C3 suivant une courbe 
plane, Ci et Cj se couperont aussi suivant une courbe 
plane, et les trois plans passent par la même droite. 

( S T E I K E R . ) 

557. 

-H . , R=Z - TT pour lim X ^ o . x ^ - ^ i ' 2 
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ERRATA. 

TOME XIX. 

Page 18, dernière ligne, au lieu de K, lisez k. 

19, lignes 6 et 7 , re^mplacez les -f- par des X . 

19, dernière W^ne, remplacez les , par des X . 

20, ligne 6 , au lieu de {— i ) , lisez (— i 

45, ligne 12, ûu lieu ¿fc ( it — , lisez (p — . 
9.5, ligne 5 en remontant, au lieu de Sa, lisez la. 

(¿6, ligne 10, au lieu de normales, lisez droites. 

247, lignes II et 17, au lieu de Rouché, lisez Rouget. 

267, lignes /j et 3 , au lieu de normale, lisez tangente. 

33G, ligne 7 en remontant, au lieu de 323, lisez 523. 

354, ligne 12 en remontant, au lieu de intérieurs, lisez extérieurs. 

361 , ligne 7 en remontant, au lieu de n, lisez m. 
36i , ligne 10 en remontant, au lieu de d*f lisez d'. 
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LA STÉRÉOTOMIfi IMÎS ABEiLLfiS. 

Maximus in minimis certo Deus et mihi major 
Qaam vasto coali in teàiplo astrorumqne caterva. 

(PoiiGNAc, Anti-Locrel, lib. VU, v. I S S Î - m i ) . 

Si l'on veut classer les animaux d'après leurs aptitudes 
industrielles, on devra les ranger dans cet ordre : 

1®. Insectes-, 
Oiseaux 5 
Quadrupèdes, parmi lesquels on ne peut guère 

citer que les castors, de la famille des Rongeurs. 
Les deux premières classes construisent des demeures 

et des magasins d'approvisionnement pour leurs progé-
nitures : ce qui exige des connaissairces géométriques et 
mécaniques dont le fabricateur des mondes a doué ces 
êtres , qui paraissent toutefois privés à'intelligence et de 
conscience morale (*); car leurs qualités en tout genre 

(*) C'est cette privation qui a porté Descartes à assimiler les animaux à 
des machines, mais il ne leur a jamais refusé le sentiment et la volonté 
qui constituent la vie animale. Même chez l'homme, les idées innées vien-

Bullelin mathématique, t. VI. ( Janvier i86o.) I 



sont slatiomiaires, ntlllement fonctions du temps, li-
mitées, et sans ces progrès qui caractérisent l'espèce liu-

• mai ne , progrès qui sont les conséquences de la faculté 
de parler. Dans la classe des Insectes, genre Hyméno-
ptère, c'est l'espèce mellifère-, et dans celle-ci la sec-
tion des abeilles à miel, ^ p / s meUiJera^ qui a attiré de 
toute antiquité l'attention. Il est à remarquer pourtant 
que la Bible mentionne l'industrie delà fourmi (Pror . v i , 
7), et ne parle nullement de l'industrie de l'abeille, ne 
la cite que pour figurer une poursuite acliarnée [Dent, i , 
Pros^. cxvm), et touteiois le miel était un des trois pro-
duits principaux, avec riiuile et le lait , de la terre pro~ 
mise. Dans les temps modernes, l'industrie des abeilles a 
fixé aussi l'attention des géomètres (V. Nouvelles Annales 
t. XV, p. 178), et récemment un éloquent avocat, savant 
géomètre, le célèbre lord Brougliam, en a fait l'objet 

• d'un Mémoire très-iiistructif [Comptes rendus^ t .XLVI, 
. p. 1024', i858). Un motif intéressé a fait négliger d'au-

tres espèces qui produisent aussi du miel, mais non ali-
mentaire, et dont le travail est cependant aussi et peut-être 
encore plus admirable que celui de Fabeille domestique. 
En ellet, celle-ci trouve un local tout préparé pour la rece-
voir, soit une ruche, soit une cavité quelconque j elle fait 
])artie d'une société aussi nombreuse qu'une ville très-
peuplée compte d'habitants : de là une république d'ou-
vriers travaillant pour une présidente et pour une agré-
gation polyandriquc j tandis que dans les autres espèces 
les ateliers ne consistent qu'en un petit nombre d'indi-

ncnt aussi de Dieu. C'est ce qu'a parfaitement exposé Cufuerel, philosophe 
liollandais, complètement ignoré, et que je n'hésite pas à placer au pre-
mier rang, comme précurseur de la philosophie critique fondée par Kant, 
hi seule qui fasse bien le départ de ce que l'homme peut savoir et de ce 
(|uMl est condamné à éternellement ignorer ici-bas , la seule qui reste sur 
la terre sans jamais perdre de vue le ciel. 
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vidus, au plus cent, très-souvent moins, jusqu'à un ou-
vrier tout seul5 et là, avant tout, il faut construire un 
logement, un nid pour y placer la génération à venir. 

Il est vrai que l'abeille vulgaire résout un problème 
difficile de maximis et de niinimis 5 mais les espèces soli-
taires exécutent des opérations stéréotomiques qui exigent 
plus d'adresse, plus d^imagination, plus de raffinement 
dans le choix des matériaux, dans la précision des formes. 
Lisons ce que dit à ce sujet l 'immortej Réaumur, dans îa 
préface du tome VI (1742) de sa délicieuse Histoire des 
Insectes, où Ton reconnaît la main de Dieu, tandis que 
dans l'histoire de l'homme on reconnaît trop souvent la 
main du démon (*). 

(( Les huit derniers Mémoires du volume précédent (V"*) 
ont été employés et ont à peine suffi à raconter les mer-
veilles que çelles-ci (les mouches à miel) nous offrent, 
et à en prouver la réalité. II semble qu'elles ont dû. épui-
ser tout ceqUe nous pouvions donner d'admiration à des 
mouches. Y en a-t-il de dignes de leur être comparées? 
Le nombre des abeilles d'une ruche bien peuplée égale 
celui des habitants d'une grande ville5 toutes y travail-^ 
lent de concert au bien de leur société 5 leurs gâteaux 
sont des ouvrages inimitables à l'œil des hommes qui 
ignorent jusqu'aux secrets de ramasser et de préparer la 
matière dont ils sont faits. La plus sublime géométrie 
n'eût pu déterminer une figure plus avantageuse à tous 
égards pour les cellules dont elles composent leurs gâ-
teaux , que celles dont elles ont fait choix. 

» L'air de grandeur qu'ont pour ainsi dire les établis-

(*) Pourquoi la Uochello, à l'instar d'autres villes, n'élève-t-elje pas 
une statue au grand homme qui l'a illustrée? Quelle Société, consacrée à 
l'étude de la nature, ne souscrirait pas à un tel monumeiit? Lisez le ju-
gement que porte Cuvier sur Réaumur ( Biographijo Michaud ). 
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semenls des mouçhes à miel, l 'ordre qui y règne, les 
ouvrages qui s'y exécutent, et Tutilité dont ils nous sont, 
ne doivent pourtant pas nous éblouir au point de nous 
ôter le désir de savoir comment se conduisent d'autres 
mouches dont les sociétés sont peu nombreuses, et ce 
que font dans le cours de leur yie d'autres mouches du 
même genre, dont le goi^t e§t de vivre solitaires. On ad-
mire avec raison fces grandes manufactures d^nt les 
ateliers sont remplis d'ouvriers qui s'entr'aident, où les 
uns ne sont destinés qu'à ébaucher l'ouvrage, les autres 
l'avancent encore plus, les autres le perfectionnent, et 
les autres le finissent^ on pense avec plaisir ce qu'il y a 
à gagner en faisant passer successivement la même pièce 
par différentes rnains; mais quand on est au fait des dif-
férentes pratiques de nos arts, on n'en estime pas moins 
un ouvrage pour avoir été commencé et fini dans une 
boutique obscure par un seul ouvrier, et ou l'on fait plus 
de cas de celui qui seul y a mis la main. C'est ainsi que 
le vrai connaisseur des ouvrages de la nature, que le bon 
observateur saura encore admirçr les abeilles solitaires 
dans leur travail, malgré le plaisir qu'il a eu cent et cent 
fois à voir tant de milliers de mouches occupées en même 
temps à différe^ts ouvrages dans U m^»me ruche. Enfin 
çes ruches si peuplées sont de grandes villes ; mais on peut 
être curieux de connaître les mœurs simples des villa-
geois et n^ême des sauvages, après avoir étudié les mœurs 
des habitants des plus grandes villes et des plus policées. » 

Nous choisirons ^our exemple le problème de stéréo-
tomie résolu par l'abeille ernpileuse^ Apis centucularis 
(Réaumur, t. VI, p. 97 et suivantes) : C'est une femelle 
solitaire, fécondée, qui est obligée de construire sa de-
meure et d'engendrer sa société. A cet effet, elle choisit 
uu terrain ni trop dur ni trop friable, et y creuse un 
cylindre parfaitement calibré de i3 à i4 millimètres de 



( 5 ) 
(liamètre,.sur 26 à 27 centimètres de longueur, et le plus 
fréquemment Taxe est horizontal -, elle enlève la terre par 
mottes extrêmement petites, mais avec une telle acti-
vité, que le cylindre est terminé au bout de quelques 
heures. Le déblai est déposé près de l 'entrée; nous ver-
rons à quel dessein. Il s'agit maintenant de tapisserie cy-
l indre; à cet effet, rjjibeille se dirige vers un rosier, vole 
longtemps autour, et quand son choix est fixé, elle se pose 
sur le bord d'une feuille, trois jambes dessous et trois 
jambes dessus, et la tête tournée vers le pédoncule. 
Supposons qu'on ^lit tracé avec de la craie, sur la demi-
feuille, une portion d'ellipse, convexe vers la nervure 
médiane ; si avec des ciseaux on découpe la feuille en sui-
vant cette trace, on obtient un morceau borné par l'ellipse 
découpée et par le bord dentelé de la feuille qui est aussi 
sensiblement elliptique. C'est cette opération qu'exécute 
notre ouvrière ; ses dents lui servent de ciseaux, et l'image 
qu'elle doit avoir 'dans la tête, lui sert de trait et la di-
rige , et tout est découpé avec plus de précision et en moins 
de temps que nous ne ferions avec nos instruments (*). 
A mesure qu'une partie est coupée, elle la plie avec les 
deux jambes du milieu de son corps; de sorte qu'elle finit 
par tenir entre ces jambes un morceau triangulaire formé 
par un quart d'ellipse découpée et par un quart d'ellipse 
dentelée du bord de la feuille, et par la droite de la pli-
cature. Alors le morceau prend par son poids une po-
sition verticale; elle s'envole, le porte dans le creux 
cylindrique, le déplie et l 'applique contre les parois ; la 
partie pointue formée par la rencontre des deux ellipses 
est pliée pour recouvrir le fond du cylindre; elle recom^ 

Descartes construit les courbes au moyen d'un système de règles 
liées d'une certaine manière. La trisection du corps de l'insecte paraît 
servir au même usage. ' • 
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mence le même manège jusqu'à ce que le cylindre soit 
entièrement tapisse5 mais ce n'est là qu'une besogne pré-
paratoire. Cette enveloppe doit servir de moule à former 
les cellules, qui sont le but essentiel. 

Prenons trois trapèzes égaux et appliquons chaque 
trapèze contre la même concavité cylindrique -, ces trois 
figures se changeront en trois surfaçes cylindriques, ter-
minées chacune par deux droites et par deux arcs de 
cercles inégaux^ réunissons ces trois surfaces, de telle 
sorte que le bord rectiligne de la première passe sous la 
seconde surface, le bord de la seconde sous la troisième, 
et le bord de la troisième sous la première -, nous ob-
tiendrons ainsi une sorte de cône tronqué ouvert par les 
deux bouts, et si l'on plie le petit bout en forme de 
voûte, on aura une espèce de dé à coudre. Telle est la 
forme d'une cellule. L'abeille découpe successivement 
trois morceaux dans des feuilles de rosier, comme elle 
a fait pour Venveloppe, mais les ellipses sont de moindre 
dimension ',10 grand axe a 4 millimètres et le petit 2 milli-
mètres environ; les trois morceaux sont égaux; mais elle 
ne les déplie plus, et leur laisse la forme triangulaire et 
en construit une cellule en forme de dé, comme il a été 
dit ; et les trois morceaux, les trois voussoirs tiennent 
ensemble par l'élasticité et par la résistance qu'oppose 
la paroi de l'enveloppe cylindrique, qui sert aussi à leur 
donner la forme cylindrique. La stéréotomiste taille ces 
voussoirs sans aucun gabarit, ou plutôt l'artiste suprême 
a mis ces gabarits dans la tête de Tinsecte. Pendant ces 
excursions de Tarbre au nid et du nid à l 'arbre, il faut 
qu'elle conserve dans son sensorium les dimensions des 
cercles et des ellipses. Après vient l'opération chimique; 
rabeille vole de fleur en fleur pour élaborer le miel 
qu'elle dépose dans la cellule, ainsi qu'un œuf, destiné 
h devenir successivement ver, '( hrysalide, rnouche; le 
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miel servant de pâture au ver. Pouf donner plus de con-
sistance à la cellule, Tabeille met par-dessus encore trois 
cellules semblables, qui se recouvrent, s'empilent, de 
sorte que chaque cellule est triple et est composée de neuf 
morceaux triangulaires. 

Le miel étant liquide, il faut l'empêcher de s'écouler; 
l'abeille découpe, toujours dans une feuille de rosier et 
toujours marchant sur la circonférence, un cercle parfai-
tement rond, d'un diamètre un peu moindre que celui de 
l'ouverture de la cellule ; elle fait entrer de frottement ce 
(ercle dans cette ouverture, et comme pour les cellules, 
elle empile deux à trois de ces cercles, et y laisse une 
certaine distance ou certain vide entre cet opercule et 
l'ouverture. Ayant construit successivement huit ou neuf 
cellules, elle fait entrer le bout fermé de la seconde cel-
lule dans le vide laissé dans la première cellule; de même 
la troisième cellule dans la seconde, et ainsi des autres 
jusqu'à ce que tout le cylindre soit rempli, La dernière 
cellule restant ouverte, l'abeille la ferme au moyen de 
la terre qu'elle a déblayée et qu'elle remblaye mainte-
nant , de sorte que le nid est entièrement caché sous terre. 

En juillet 17365 un paysan des environs des Ande-
lys, en labourant, trouva de ces cylindres; il crut que 
c'était un maléfice de quelque sorcier pour faire man-
quer la récoke. Effrayé, il apporta cette trouvaille au 
seigneur du village, auditeur de la Chambre des Comptes, 
et qui habitait Paris; celui-ci consulta son chirurgien, qui 
s'adressa à TabbéNollet ; celui-ci envoya le cylindre à Réau-
mur, qui conjectura aussitôt que cela pouvait bien être le 
produit d'un travail d'Insecte, et appliquant son génie 
observateur, il découvrit toutes les opérations qu'on vient 
de lire; quant au fait, il était déjà connu du célèbre Ray. 

Comme tout le genre, cette espèce d'abeilles renferme 
trois sortes d'individus, mâles, femelles, ouvriers, qui 



n'ont ni la même taille, ni la même grosseur. Aussi les 
cellules, toutes de même diamètt«, ont des longueurs ap-
propriées aux individus qui doivent éclore. Comment la 
mère ouvrière peut-^elle connaître d'avance le résultat de 
la ponte? Ce sont là des mystères qui n'ont pas à redouter 
les attaques des incrédules-, toute négation, toute expli-^ 
cation est impossible. 

Voici ce qu'en conjecture Newton : 
An non sensorium animalium est locus cut substantiá 

sen tien s adest, et in quem sensibiles rerum species per 
ñervos et cerebrum deferantur, ut ubi prœsentes a pré-
sente sentiri possint? Atque his rite expeditis, annoneX 
phœnomenis constat esse entem incorporeum, viven-^ 
tem^ intelligentem ,,omniprœsentem y qui in s patio infi^ 
nito y tanquam sensorio suo (*), res ipsas intime cernât, 
penitusque perspiciat, totasque intra se prœsens prœ-
sentes complectatur; quarum quidem rerum id quod in 
nobis sentit et cogitât, imagines tantum ad se per or gana 
sensuiun delatas, in sensoriolo suo percipit et contuetur, » 
{ Optices lib. m , questio XXVHI. ) 

La cliarmante production de M. Michelet, V Insecte, 
devrait être donnée en prix dans toutes les Institutions \ 
il y règne une morale pure, élevée, revêtue d'un style où 
brillent les mêmes qualités; heureuse exception au dé-
vergondage littéraire du jour. 

Note bibliographique supplémentaire sur V Alvéole 
des abeilles. 

Aux renseignements que nous avons donnés (t. XV, 
p. 175), il faut ajouter : 

1®. Mémoires de V Académie des Sciences de Paris 
1702-1739. On y trouve la question posée par Réaumur 
à Kœnig, et qui est le point de départ ; 

(*) Expression qui lait penser à Spinosa. 
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Mémoires de VAcadémie de Berlin^ i j S i , Cas» 

tîllon el Lhuiller traitant la question de minimum mini^ 
morum^ trouvent un polyèdre différent de celui de l'al-
véole, et en concluent que Tabeille n'a pas satisfait 
aux plus économiques conditions ; mais lord Brougham, 
dans le Mémoire cité ci-dessus, fait voir que ces géomè-
tres ont fait une omission qui vicie tous leurs calculs et 
annule leurs conclusions. 

Dans ce même travail, le géomètre anglais démontre que 
le minimum exige que la largeur du rhombe soit égale au 
côté de l'hexagone, et réciproquement, de cette égalité 
on déduit le minimum. 

BIOGRAPHIE. 

S O P H I E G E R M A I N . 

Ualierem fortem qais inrenietr 
( P R O V . c h . X X I , T. 1 0 ) . 

Cette fille de génie vit le jour à Paris le i®' avril 1776, 
deux ans avant la mort de Voltaire, Rousseau, Lekain. 
Comme Pascal, elle montra une intelligence précoce, et, * 
ce qui est bien plus rare, un jugement d'une sagesse pré-
maturée et en donna des preuves en cette occasion. Son 
père(*), membre de l'Assemblée constituante, réunissait 
souvent chez lui ses collègues , ét l'on pense bien que l'on 
discutait avec ardeur les grandes questions de l'époque. 
La jeune personne, dévouée aux saintes idées de 89, as-
sistait avec un vif intérêt à ces réunions, mais trouvait 
qu'on allait trop vite et trop loin, et craignait qu'en sur-
excitant des passions populaires, on ne tombât sous la 

(*) Député de la ville de Paris, demeurant rue Saint-Denis, au Cahas 
d'or; enseigne qui a disparu il y a peu de temps. 

bulletin mathématique, t. V ï . (Février iSHo.) a 
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tyrannie désordonnée des masses, qui n'ont pour logique 
qoe des passi^^ns, pour arguments des poings fermés et 
pour but des intérêts grossièrement matériels. Ces crain-
tes ne tardèrent point à se réaliser. Profondément affli-
gée, la jeune prophétesse chercha à se distraire àe ses 
chagrins dans le monde des abstractions. Elle parcourut 
VHistoire des Mathématiques de Montucla, étudia Be-
zout, et, pendant les saturnales sanguinaires de 93, elle ne 
quittait presque plus la maison-, se séquestrant volontai-
rement , elle s enfonça dans les méditations sur la théorie 
des nombres et sur le calcul infinitésimal qu elle apprit 
dans les œuvres de Legendre et de Cousin. Ses progrès 
furent si considérables , si rapides, qu'en 1801 elle entra 
en commerce épistolaire avec Gauss, sous le pseudonyme 
d'un élève de 1 Ecole Polytechnique; d'abord sur les Dis-
quisisitiones^ qui venaient de paraître , et ensuite sur des 
sujets dignes d'un tel correspondant. Pendant la campagne 
de i8o4 5 le général d'artillerie Pernetty, ami de la famille 
Germain , étant venu à Brunsvs^ick, découvrit à l'illustre 
mathématicien le vrai nom de ce prétendu élève dont il 
n'avait jamais soupçonné le sexe. Sa surprise fut extrême, 
et ses lettres subséquentes portent le témoignage de sa 
haute admiration pour l'esprit profond et pénétrant de la 
jeune Française : admiration d'autant plus sincère, qu'a-
lors le professeur allemand, froissé dans ses affections, 
dans son bien-être (*), n'éprouvait que des sentiments de 
répulsion pour notre nation. 

Connu et apprécié de Lagrange, Laplace, Legendre, 

(*) Le duc de Brunswick, mort si misérablement à la suite de la ba-
taille d'féna, bienfaiteur de Gauss, avait pourvu aux frais de ses études. 
Dans la contribution de guerre imposée à la ville de Gottingue, la part 
de Gauss fut assez forte; Laplace Taequitta à Paris, mais Gauss ne voulut 
pas accepter cet acte de générosité, et se libéra plus tard, voulant même 
payer les intéréU, 
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Lacrm^v ce talent émimeat restait ignoré du public géo-
mètre. Ge fttt le travail d'un physicien allemand qui 
(fonna de Féelat au nxim de Sophie CfeniiaiB., 

En 1810, Chladni, se dirigeaaat vers Paris , séjourna 
quielqu« temps à Mayeace ou j'éiais alors professeur; il 
voulait bien parlagCT quelquefois mes repas ; sa conver-
sation était extraordinairement intéressante. Doué d'une 
mémoire surprenante, il savait par cœur des chants en-
tiers d'Homère, de Virgile, du Tasse ^ de Schiller^ et con-
naissait l'histoire des sciences : hommes, ouvrages, dates. 
Il portait à Paris le clavi-cylindre ^ piano à sons prolon-
gés, et de plus ses célèbres figures acoustiques : il s'était 
rendu très-habile exécutant sur son instrumeuit et comp-
tait faire sensation plutôt comme artiste que comme sa-
vant. L'exécution me semblait traînante, larmoyante> 
élégiaque et d'une impression monotone, fatigante. M'a-
percevant qu'il avait une susceptibilité d'artiste, je n'osai 
lui découvrir entièrement ma façon de penser. 

Il vint à Paris; on s'occupa peu de son piano, mais ses 
belles expériences acoustiques attirèrent même l'attention 
de Napoléon. Il invita l'Institut à proposer pour sujet de 
prix extraordinaire le mouvement moléculaire des pla-
ques élastiques. Lagrange considérait la (piestion comime 
présentant des diflScultés presque insurmontables : Soi--
phie osa l'aborder. En 1811, elle présenta une solu-
tion renfermant une équation défectueuse corrigée par 
Lagrange; en i 8 i 3 , elle obtint une mention honorable, 
et finit en 1815 par remporter le prix. Ce succès répandit 
la réputation de notre célèbre compatriote dans le monde 
mathématique, la raïkgea désormais parmi ces êtres pri-
vilégiés qui, planant dans les hautes régions, aperçoivent 
et créent même des oasis dans des saharas. Depuis, elle 
développa et perfectionna la théorie des surfaces élasti-
ques dans divers Mémoires insérés dans des recueils scîen-
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tifiques. En arithmologie, elle démontra des théorèmes 
nouveaux, que Legendre a admis dans son ouvrage. Une 
maladie cruelle mit fin à ses progrès, mais non a l'activité 
de son esprit. Au milieu des douleurs atroces d'un can-
cer, elle se livrait à une composition philosophique que 
lé mort vint interrompre. C'est ainsi que Condorcet, tra-
qué et enfin déchiré par des tigres qu'il avait aidé à dé-
museler, rêva ses progrès de l'esprit humain, merveil-
leux édifice auquel il manque le nom de Varchitecte [voir 
la Note). 

Le 17 juin i83ï mit fin aux tortures et à la vie de 
l'illustre demoiselle âgée seulement de cinquante-cinq 
ans*, c'était une perte déplorable pour la science et pour 
la société. Elle était belle-sœur du membre de l'Institut 
Dutrochet, qui a attaché son nom à Y endosmose. Son 
neveu, M. Lherbette, député de l'Aisne, qui, sous la 
Restauration, a souvent défendu la cause libérale avec 
énergie et talent, a trouvé dans les papiers de sa nièce 
l'opuscule dont nous parlerons plus loin. Nul doute 
que les lettres de Gauss ont été conservées de même que 
celles de Sophie dans les papiers de Gauss. La publi-
cation de cette correspondance offrirait un haut intérêt 
de curiosité et d'instruction. L'opuscule publié deux an-
nées après la mort de l'auteur n'existe plus dans le com-
merce -, une nouvelle édition est très-désirable. 

Note, On lit à la fin du huitième livre de VAnti-Lu-
crèce du cardinal de Polignac (vers 1741) ces belles pen-
sées : 

Silicet astronomes et qui cœlestia quondam 
Lustrarimt occulis et quos nova protulit aetas 
Contemplatores, aeterna noraine dignes 
Censuiraus, quod sint ausi signare figuram 
Astrorum, et spatia , et moles variosque meatus, 
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Et causam supremam ipsis quae tradidil astris 
Materiam, formam atque situm, normamque niovendi 
Legitimo, ingrati, laudum fraudamifs honore ! 
Est grave mentis opus charta describere cœlum 
Ac terras, duplicique globo diversa notare 
Gimata, sidereumque rotis effingere motum. 
Et potuit sine menti fabri consistere raundusi 
O pudor! O miserae vecors insania gentis! 
O mirum artificem ! Quis tam praeclara videndo 
Non stupeat genus esse hominum qui talia casu 
Facta velint, et materiae sine more vaganti 
Accepta haec référant; cum non sine mente, sine arte 
Tot portentorum reddi mera possit imago î 

PROCÉDÉS DE MULTIPLICATION USITÉS AU HOYEN AGE 
EN ITALIE. 

I®. La figure explique suflSsamment le procédé. C'est 
la multiplication de 45^7 par 326. On fait les additions 
diagonalement. Le produit écrit autour est 1488842. 

Ce procédé se nomme per gelosia» La figure simule les 
jalousies d'une fenêtre. 

Notre procédé actuel portait ces trois noms : 
2®. Per scaccheroy par échiquier: 
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Per baricocolo, espèce de petits gâteaux ronds, 
Per organettoj petit orgue. 
Il y avait encore kes procédés : 
3®. Per colonna^ On multiplie de tète tout le mul-

tiplicateur par chaque chiffre du multiplicande et on 
n'écrit que les unités en retenant les excédants; de sorte 
qu'on obtient tout de suite le produit sans avoir recours 
aux produits partiels. 

4°. Per repiego^ par composition; plutôt par décom-
position en facteurs, 

5®. Per crosetta, en croix. On additionne de tête 
toutes les unités, les dizaines, les centaines^ etc., ce qui 
oblige de multiplier en croix, et on obtient le produit 
sur une seule ligne. Ce procédé est encore en usage dans 
la multiplication par approximation. 

De Fiorentini, des Florentins. On fait la multi-
tiplication de gauche à droite. 

7®. Per spezzatamento, par morcellement. On décom-
pose le multiplicateur par voie d'addition ; ce qui rend 
l'opération moins pénible. Exemple : 

2o = 3 H-4-+-^-i-

le produit par 6 se conclut de celui par 3 ; 8 de celui par 
4 , et 5 n'exige qu'une dimidiation. 

(Tartaglia, General Trattato di numeri, libro se-
condo, p. 26). Cet ouvrage de i546 contient beaucoup 
de prix de denrées et de marchandises qui présentent de 
l'intérêt pour les économistes. 

EXTRAIT D'UNE LETTRE. 

Le n̂ ^ I de i858 du Bulletin de la Société des Sciences 
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historiques du département de l'Yonne renferme diverses 
lettres de l'illustre Fourier. 

Dans celle du 22 mai 1788, adressée àM.Boniiard, son 
maître et son ami, datée de l'abbaye de Saint-Benoît-
sur-Loire, (m il commençait alors son noviciat de béné-
dictin, on y trouve l'énoncé d'une question qui peut-être 
par sa singularité pourra, si vous le jugez convenable, 
être soumise aux lecteurs des Nouvelles Annales, 

« Voici, dit Fourier à son ami, une question d'un 
)) genre assez singulier. Elle me vient dans l'esprit au 
» sujet de certaines propositions d'Euclide dont nous 
» avons parlé quelquefois. 

w Disposer dans un même plan 17 ( m ) lignes droites 
» de manière qiHelles donnent loi (/z) points dHnter-
» section. Il faut supposer les lignes prolongées aVin-
» fini et quun point d'intersection n appartienne pas 
)) à plus de deux lignes. Il faut ramener le problème à 
» une pure analyse, en sorte que m et n étant déter-^ 
» minéson puisse parvenir aux équations nécessaires, » 

Dans une autre lettre, Fourier déplore le malheur de 
sa situation. 

(( N'est-ce pas, di t- i l , être condamné à l'ignorance 
» que de ne pouvoir lire d'autres ouvrages que les siens. 
)) C'est une privation dont toute la philosophie ne petit 
» se consoler. Je n'ai de livres à lire qu'un chétif exem-
)) plaire de Montaigne auquel il manque des feuillets que 
» je suis réduit à deviner. Je m'occupe un peu de grec, 
» vous croirez bien que c'est plutôt pour lire Euclide et 
)) Diophante que Pindare et Démosthénes 

Et plus loin : 
)) J'ai encore travaillé ces méthodes d'élimination-, il 

» n'est pas difficile de reconnaître combien celles dont 
)) on fait usage sont défectueuses, mais il l'est beaucoup 
» de leur en substituer de meilleures. Vous voyez bien 
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» qu'il faudrait que j'eusse sous les yeux l'ouvrage de 
» M. Bezout sur le même sujet. Seul et sans secours, on 
» peut méditer mais non découvrir : souvent on fuit les 
» hommes, on en devient meilleur mais non plus savant. 
» Le cœur y gagne et l'esprit y perd, etc. » 

Cette lettre est datée du 22 mars 1789, et à la suite se 
trouvent ces mots où le grand analyste laisse entrevoir la 
prescience de sa grandeur future. 

« Hier j'ai eu vingt-quatre ans accomplis ; à cet âge 
» Pascal et Newton avaient acquis bien des droits à l ' im-
» mortalité. » 

F O U R N E R A T , 
Membre de la Société historique de ITonne, 

à Ancy-le-Franc. 

MACHINE A CAlClllER DE SCHEUTZ PERFECTIONNÉE. 

Tout géomètre connaît la célèbre tnachine â calculer 
les séries, due au génie de M. Scheutz, Suédois, ou du 
moins en a entendu parler. Cette machine est fondée sur 
la théorie des différences introduite aujourd'hui dans l'en-
seignement. M. Donkin, célèbre constructeur anglais, 
vient d'apporter quelques perfectionnements à cette admi-
rable production. Un rapport approbatif est signé par 
MM. G.-G. Stokes, C. Wheatstone, R. Villis, et un se-
cond rapport aussi approbatif ^slt l'illustre astronome 
G.-B. Airy (en date du 3i août 1859). Par cette machine 
perfectionnée une Table d'annuité sur la vie a été calcu-
lée et imprimée en soixante-quinze minutes; un calcula-
teur par la voie ordinaire y mettrait cent soixante-quinze 
minutes, et encore le contrôle exige deux calculateurs. 
On ne peut rien ajouter à de tels noms, à une telle expé-
rience. 
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BlBUOGRiPHIE. 

JOURNAL FÜR DIE R E I N E UND A N G E W A N D T E MATHEMATIK 

(GRELLE, t. LVII, cahier, 1869 ) 
(voir t. V, p. 76). 

Mécanique. 

A. CLEBSCH(de Carlsruhe) (p. gi k i i o ) . Sur la figure 
d'un fil flexible. 

Connaissant la fonction des forces, Jacobi ramène les 
équations du mouvement à une certaine équation aux 
différences partielles. M. Clebsch applique la même mé-
thode à la recherche de la figure que prend un fil flexible 
soumis à Taction de diverses forces en équilibre; le Mé-
moire contient neuf paragraphes : 

1°. Équations générales. U étant la fonction des forces, 
T la torsion qu'éprouve l'élément ds, toute la théorie re-
pose sur ce que J\]ds doit devenir un maximum entre 

des limites données. On trouve pour l'équation aux diffé-
rences partielles 

idMY . (dyy /dvy /dv dw ,, 

où V est une fonction de x , j , z^ 5, renfermant trois 
constantes arbitraires h^a.^ b^ et l'on trouve pour la fi-
gure cherchée 

dY d\ ^ d\ 
""^-dh' ^ ^ I h ' 

y. y OL j ß sont trois nouvelles constantes. 
Bulletin mathématique, t. \ l . (Mars 1S60.) 3 
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La chaînette ordinaire. 
Les deux extrémités du fil sont attachées à un axe 

de rotation; la figure d'équilibre est telle, que le mo-
ment d'inertie du fil relativement à l'axe devient un 
maximum, elle est indépendante de la grandeur de la vi-
tesse initiale; et on ramène l'intégrale à une fonction el-
liptique de troisième espèce. La figure est hélicoïde, se 
rapprochant et s'éloignant alternativement de l'axe. 

4°. Lorsque le fil n'est pas libre; il est tenu de rester 
sur une surface donnée. 

5®. Lorsque la surface donnée est de révolution. 
6®. La chaînette sur la sphère. 
7®. Fil sur une sphère tournant autour d'un dia-

mètre. 
8°. Fil mince doué d'élasticité, et dont la section 

transversale est si médiocre, qu'on peut négliger la ré-
sistance à la flexion. 

9°. Fil mince soumis à la pesanteur. 
Les deux derniers problèmes sont résolubles par des 

équations analogues à celles qu'on a trouvées pour les fils 
privés d'élasticité. 

A . CLEBSCH (p. I 4 9 À i68). Sur Véquilibre des corps 
flottants. 

La plus ancienne théorie sur la stabilité des corps flot-
tants est celle du métacentre. En supposant le corps in-
finiment peu dérangé de sa position, on cherche les 
conditions qui doivent être remplies pour que le corps 
manifeste des dispositions à revenir dans sa première po-
sition , et Ton regarde la position comme stable et seule-
ment stable lorsque cette condition était remplie. Cette 
théorie a été critiquée et rectifiée par M. Duhamel [Jour-
nal de VÉcole Polytechnique, Cahier XXJV). On pour-
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rail signaler encore d'autres défauts de l'ancienne théorie ̂  
il peut se faire que le corps, dans le premier moment, ne 
soit pas ramené, augmente, s'écarte davantage et soit ra-
mené paç l'effet des pressions hydrodynamiques avant 
que les oscillations aient acc||îs une étendue apprécia-
ble. Dans ce cas le corps serait stable, contrairement à la 
règle du métacentre. 

Abandonnant cette règle, on chercha les équations des 
oscillations du corps, et Ton s'approcha ainsi d'une so-
lution plus rigoureuse; on trouve ces équations dans les 
traités de Poisson et de M. Duhamel. Toutefois ces équa-
tions sont fondées sur la supposition que, dans ces mou-
vements infiniment petits , on peut remplacer les pres-
sions celles qui résultent du mouvement 
du fluide, par les pressions hydrostatiques que le fluide 
exerce quand il est en repos. Il est vrai que ces deux sortes 
de pressions diffèrent de quantités infiniment petites, de 
l'ordre des vitesses ; ce qui n'autorise pourtant pas à né-
gliger les pressions hydrodynamiques ; car dans le voi-
sinage de l'équilibre les pressions hydrostatiques se dé-
truisent mutuellement; mais il n'en est pas ainsi des 
pressions hydrodynamiques, car elles réagissent contre 
le mouvement du corps, et leurs effets sont du même 
ordre que l'effet total de la pression hydrostatique. 

Il résulte de là que les équations de mouvement des 
corps flottants données jusqu'ici sont non-seulement 
inexactes, ne donnant au plus qu'une première approxi-
mation, mais sont complètement fausses, car elles né-
gligent des termes de même ordre que ceux que l'on 
conserve. 

M. Clebsch, et c'est le point principal de ce Mémoire, 
a égard aux termes négligés, et parvient, pour repré-
senter le mouvement des corps , à une équation transcen-
dante, par conséquent susceptible d'une infinité de formes, 
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el la stabililé a lieu lorsque cette équation n'admet que des 
racines n^dtives. La difficulté du problème n'a pas permis 
de trâiler à fond un cas spécial, et encore moins d'indi-
quer uné règle générale simple. 

Ànalyse. 

C. W . BORCHARDT (p. I I I à I 2 I ) . Surla représentation 
d'une résultante d'élimination correspondante à une 
représentation interpolatoire. 

Soit 

une fonction entière donnée par les valeurs 

x = ao, a, , a^, . . . , a„ , 
faisons 

f { x ) — ao) (x — a, ) (j? -- a,) . . . (a: — a„) , 
on a 

i = n 

= 2 
<P A 

/ ' a, j; — a, 

(théorème connu). 
C'est ce développement de yo: qui est la représentation 

interpolatoire de <fx. 
Le but de ce Mémoire est celui-ci : 
Soieni les deux fonctions algébriques entières de degré n 

chacune de ces fonctions est donnée par les valeurs 
qu'elles prennent en faisant 

z —ao, a , a, , «2, . 

c'est-à-dire qu'on d o n n e r a , , ^ a , , / prenant les valeurs 
depuis zéro jusqu'à n \ l'élimination de z donne une résuU 
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tante fonction des cœfficienu qu'on trouve de ces fonc-
tions, et ces coefficients sont des fonctions de ça, , ; il 
s'agit d'établir directement, immédiatement cette résul-
tante en fonctions de cf (a,) , («,)• 

M. Cayley^a démontré [Nouvelles Annales, t. XVIII, 
p. 397), que si l'on développe l'expression 

suivant les puissances de x el dey , étant un 
terme général. Alors le déterminant D formé par les coef-
ficients a^ (i et k prennent les valeurs de o à n) donne la 
résultante. M. Borchardt suppose que les fonctions y x e t 
^ [x) sont données sous forme interpolatoire 

_ V y f^ i \ 

1 = 0 

î-=z'n 
, ^ ^«i A 

Par d'admirables considérations sur un déterminant d'or-
dre (/z -h i)®, le célèbre analyste parvient à trouver D en 
fonction de F (a, , â r ) ; i et k prenant toutes les valeurs 
de o à w. 

M. Rosenham a le premier traité cette importante ques-
tion (Crdle , t. X X X ) , en supposant que ç [z) est donné 
par les n valeurs (p (a,) (-z) par les n autres valeurs 
^ (/Si) pour passer à la forme interpolatoire, il faut sup-
poser que les a et les ¡3 coïncident, ce qui amène une 
grande complication, que M. Borchardt a évitée en 
abordant le problème directement. On apprécie l'utilité 
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de ces recherches en considérant que dans les sciences 
physiques, les fonctions ne sont données que par leurs 
valeurs numériques. 

C. W . BORCHARDT (p. I 8 3 à I 8 6 ) . Comparaison entre 
deux formes de la résultante d'élimination d'une 
inconnue entre deux équations, 

I®. Première méthode d'Euler : 

/ { x ) = a«x™ -h -h . . . 

= — a,) (x — a^). . . ( x — - a « ) , 

^{x) -h . . . 

On forme le produit 

i —m k — n 

p = i i r i i P ' - « ' ) -

Désignant la résultante de l'élimination x entre f [ x ) = o 
et f (x) = o par R , on obtient 

p = X y- a. (J) a,. . . (p a , = r / p , / p , . . . /p«. 

Pour avoir P, désignons par A (a^, « j , . . . , a,^) le produit 
a* — ; on prend toujours A > 2 ; A est conmjj^ en fonc-
tion des coefficients de f ( x ) . 

Posons 
A ~ A ( a , , a , , . . 

B = p . , . . 
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D = 

?.. P 

a , , a 

a , a 

ûim-n-• • •> p. 

I, a , a , . . . , a 

D on aura D = (— i)'"" ABP, d'où P = ^ 

2®. Deuxième méthode d'Euler; celle de Bezout; 
= dialytique de Sylvester. 

On élimine les puissances x®, o:*,. . . , entre 
les m - ^ n équations 

o = f x ; o = x f x ; . . ., o = . r " - ' / ^ , 

et l'on obtient la résultante, au moyen du déterminant 
T = o «0, . . , «m, O 

o o . o , • » o 

n —1 O O.Orto, , . • > «m 
n ¿0, , bn', O , . y O 

n-hi Oo, O, O 
0 

m -^n — I O. . . . O, bo, 
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Les chiffres placés à gauche du premier trait indiquent 
les rangs désalignés horizontales. 

Il faut démontrer T = R . 
Multipliant, d'après la règle connue, les déterminants 

D e t T , on obtient un nouveau déterminant, lequel étant 
développé donne 

D . T = A B / p , / p , . . . /p„ . ( fa , (pa .̂ . . (p a„ 

= al r A . B . P ' ; 

d'où 

m n 

O . HESSE (à Heidelberg) (p. iy5 à 182). Nouvelles 
propriétés des substitutions linéaires qui transforment 
des fonctions homogènes du second degré en d^ autres 
qui ne contiennent que les carrés des variables. 

M. Kummer est parvenu le premier à décomposer en 
carrés le carré du produit des différences des racines 
d'une équation cubique, problème d'où dépend la re-
cberche des axes principaux d'une surface du second or-
dre (Crelle, t. XXVI, p. 268). 

Ensuite M. Borchardt, à l'aide de la théorie des dé-
terminants, est arrivé au même résultat, et l'a généralisé 
pour une fonction de degré n ; ce qui fournit un moyen 
de calculer les perturbations planétaires ( Crelle, t. X X X , 
p. 38). 

Déjà Jacobi avait déduit le résultat Kummer de formules 
entièrement nouvelles [Giornale Arcadico, t. XLVIII), 
et (Crelle, t, XXX, p. 46) la dernière de ces formules est 
surtout importante; elle conduit à des propriétés nou-
velles, but de ce Mémoire. 

Soient X L , X J , . . X „ , n variables liées aux n varia-
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bles .Ti, r ^ , . . . , par les ti équatioiis linéaires 

y. prenant successivement les valeurs i , 2, 3 , o n 
en dédui t 

( 2 ) ^^ X. X. 4 - . . . + 6^) X„, 

formons un nouveau système dc n équations 

( 3 ) Y , = -h 4- . . . 4 -

d'où Ton déduit 

(4) j - x + Y. 

et aussi l'identité 

Si l'on élève les deux membres de l'équation (5) à la 
^̂ ieme puissaucc, ct si l'on supprime de part et d'autre le 

produit continu J J (AÎ ) = t . 2 . 3 . . . n^ on obtient l ' i-

dentité 

2 i — X f » X?«. . . X f ' Yf ' Y«^ . . . Y«", 

(7) • 
«, a , . . . v.,, 

«, a,.. .«n 

«1 4- «a-f-. . . 4- a« = 

{*) Le lecteur peut vérifier en posant n =. 2. 

Bulletin mathémnlique, t. VI. (Avril 18C0.) 
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Remplaçons dans le produit . . . r^" , les j par des 
Y déduits de l'équation (4), et désignons dans ce déve-
loppement le coefficient dej^j j^, . . . par 

C A 

-̂ oĉ  .. an est une fonction rationnelle entière des a , 
et on laisse arf'x^». . . 

Alors le coefficient de Yj Y^. . .Y„ dans le premier 
membre est Xj X j . . .X„. 

Et dans le second membre ^ A ^ ^ ^̂  . . . x^^". 

Donc 

(8) X. X,. . . X„ =r 2 Â ^ . . . . 

De même si l'on développe x ® ' . . . x^J" à Faide de Fé-
quation (3), et qu'on désigne par 

C F a, a,.. ^a, a». . » 

les coefficients de XjXg . . . X„, où E est composé en e 
comme A en a , on aura 

( 9 ) 

Si Fon développe l'équation (7) suivant les puissances 
et les produits de x et et qu'on égale des deux côtés 
les coefficients de Xj Xa. . . X„ et de Yj Yg... Y„ , on a 

premier nouveau théorème, déduit des substitutions li-
néaires. 



Si 

alors 

et 

( 27 ) 

( ' 0 l = 

second nouveau théorème, qui décompose Tunité en 
carrés. 

M. O. Hesse donne encore d'autres belles propriétés, 
ainsi que les formules de Jacobi. 

ORIGINE PREMIÈRE DES DÉTERMINANTS, 
LEIBNIZ (1693). 

Daus une Lettre de Leibniz à L'Hospital, datée de 
Hanover (sic) 28 avril 1693, et insérée dans le t. H , 
p. 238-241 des Leihnizcns inalhcrnaiische Sc/iri/ïen, édi-
tés par C.-L Gerhardt, Berlin , i85o, on lit : 

(( Puisque vous dites que vous avés de la peine à croire 
qu'il soit aussi général et aussi commode de se servir des 
nombres que de lettres, il faut que je ne me sois pas bien 
expliqué. On ne sçaurait douter de la généralité en con-
sidérant qu'il est permis de se servir de 2̂  3, etc., comme 
de a ou de pour veu qu'on considéré que ce ne sont 
pas des nombres verilabiés. Ainsi 2.3 ne signifie point 6, 
mais autant (\\xab. Pour ce qui est de la commodité de 
l'epreuve par des nombres, et même par l'abjection du 
novenairc, j 'y trouve un très grand avantage même pour 
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ravaiicement de l'analyse. Comme c'est une ouverture 
assez extraordinaire, je n'en ay pas encore parlé à d'au-
tres, mais voicy ce que c'est. Lorsqu'on a besoin de beau-
coup de lettres, n'est-il pas vray que ces lettres n'expri-
ment point les rapports qu'il y a entre les grandeurs 
qu'elles signifient, au lieu qu'en me servant des iiombres 
je puis exprimer ce rapport. Par exemple soyent pro-
posées trois équations simples pour deux inconnues à 
dessein d'oster ces deux inconnues, et cela par un canon 
général. Je suppose 

( I ) 

et 

( 2 ) 20 -f 2 I -H 22 / = o 

Ct 

(3) 3o -f- 3l .r -I- 32J o, 

ou le nombre feinst estant de deux cbaracteres, la pre-
mière me marqtte de quelle équation il est, le second me 
marque à quelle il appartient (*). Ainsi en calculant on 
trouve par tout des harmonies qui non seulement nous 
servent de garans, mais encore nous font entrevoir d'a-
bord des règles ou théorèmes. Par exemple ostant pre-

(*} Ces équations d'après l'écriture actuelle sont 

'̂ lo + '̂ n -̂ i o, 

"30 '̂31 — 
Klimiuant J', , on u le delerminaut 

["n. '̂31 1 " 
que trouve Leibniz j il iait cette opération par la voie ordinaire des mul-
tiplications. 



miere inei i t / pa r la p r e m i è r e et seconde équa t ion , nous 
au rons 

M ! I 0 . 2 2 - 4 - I I . 2 2 X I 
( — 12.20 — 12.21. . j ' 

et pa r la p r e m i è r e et t ro i s i ème nous ob tenons 

^ i 4- 10.32 4- 11 .32X ï __ 
/ - 1 2 . 3 0 4 - 12 .3 i . . . j 

où il est aise de conno i s t r e q u e ces deux équa t ions n e d i f -
f é r en t qu ' en ce que le c l iaractere an tecedan t 2 est changé 
au charac te re an tecedant 3. D u res te , dans u n m ê m e 
ternie d ' u n e m ê m e équa t ion les charac teres antecedanls 
sont les mêmes et les charac ie res pos tér ieurs fon t u n e 
m ê m e somme . 

» Il reste m a i n t e n a n t d 'oster la le t t re x p a r la q u a -
t r i ème et c inqu ième é q u a t i o n , et p o u r cet effect nous 
au rons 

lo 2,.32 j / lo 2o.3, 
I,.22.3O \ — I I, .2 , .3. , {*) 
1 2 . 2o . 3| I \ l 2 2̂  . 3o 

qu i est la d e r n i è r e équa t ion dé l ivrée des deux inconnues 
q u ' o n voulai t os ter , et qui po r t e sa p reuve p a r soy p a r les 
h a r m o n i e s qu i se r e m a r q u e n t p a r tout , et q u ' o n au ro i t 
b ien de la pe ine à découvr i r en employan t des le t t res a , Z», 
c, s u r t o u t lors que le n o m b r e des le t t res et des équa t ions 
est g r a n d . U n e pa r t i e des secrets de l ' ana lyse consis te 
dans la ca rac té r i s t ique , c 'est à d i re dans l ' a r t de b i en e m -
ployer les notes don t on se sert^ et vous voyés. Mons i eu r , 
p a r ce pe t i t é chan t i l l on , que \ iete et Des Car tes n ' e n on t 
pas encore c o n n u tous les mystères E n pour su ivan t tan t 
soit peu cc c a l c u l , on v iendra à u n ihcoreme général 

(*) Ici Leibniz éciit.lG second caractèrc sous Ja i'orme acluellc d'indicc. 
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pour que lque n o m b r e de lettres et d 'équat ions qu 'on 
puisse p rend re . Le voicy comme je l 'ai t rouvé aut re fois : 

» Datis œquationihus quotcunque sujfivientibus ad 
tollendas q nantit ates, quœ sinipliceni gradum non egre-
diuntur, pro œquatione prodeunte, primo sumandœ s uni 
omnes combinationes possibUes, quas ingreditur una 
tantum coefficicns uniuscujusque œquationis; secundo, 
eœ combinationes opposita liahent signa, si in eodem 
œqiiationis prodeuntis latere ponantur, quœ liabent tôt 
coéfficientes communes, quot sunt unitates in numéro 
quantitatum toUendarum unitate minuto; cœterœ ha" 
bent eadem signa (*). 

» J 'avoue que dans ce cas de degré simple on auroi t 
peut estre découvert le même theoreme en ne se servant 
que de let tres à l ' o rd ina i r e , mais non pas si a i s e m e n t , 
et ces adresses sont encore bien plus nécessaires pou r dé-
couvri r des theoremes qui servent à oster les i nconnues 
montées à des degrés plus hau t s . Pa r exemple pou r oster 
la let t re x pa r le moyen de deux équat ions dont l ' une est 
de trois degrés et l ' au t re de d e u x , je suppose 

I o ^ - h II -i- 12 .r -h 13 = o 
et 

-f- 21 ^ -h 22 = o, 

où le caractere an té r i eur du coefficient m a r q u e le degré 
don t il est coefficient , en rempl issant la loi des h o m o -
gènes ce qu i sert à les observer dans tout le p r o -

(*) Tous les termes étant dans le même membre, le nombre des Incou-
ruios étant «, les termes qui ont en commun n — i coefficients ont des 
signes opposés el les autres ont même signe, 

{**) Cela revient à 

-h ^JJ x'-t- = o, 

-+- ^si'T-l- == o; 

la somme des indiccvs et des exposants est toujours 
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grès de l 'opéra l ion . Dans les équat ions plus h a u t e s , pour 
mieux s 'assurer du ca lcul , on peut au lieu du dern ier 
ternie p rendre u n n o m b r e tel que l 'équat ion donneroi t en 
p r e n a n t x pour l ' un i té ou pou r quelque nombre vér i -
tab le , par exemple au l ieu de 

I o - } - I I H - I 2 - h 1 3 — o , 

on pour ro i t ecr i re 

I o JĈ  -h I I -h I 2 — Il 220 ; 

p r e n a n t x pou r l o , pourveu qu 'on se souvienne que 
I I 2 2 0 signifie un solide ou u n e g randeur de trois d i -
mensions ^ ainsi le calcul se verif îera toujours en n o m -
bres véritables et se p o u r r a même examiner à tout m o -
m e n t pa r l ' abject ion du novena i re , ou de l ' ondena i r e , et 
nean tmoins les ha rmon ies paro i s t ron t pa r tout subst i -
tuan t i 3 pou r I I 2 2 0 . E n calculant ainsi on t rouvera des 
theoremes et on dressera les tables que j ' a y souhait tées. 
O n voit aussi pa r là u n e chose que j ' a i indiquée déjà 
dans les occasions, c'est q u e la perfec t ion de l 'analyse 
depend de l ' a r t des combinaisons qui est p r o p r e m e n t la 
specieuse générale » 

La réponse de l 'Hospi tal est datée de P a r i s , i 5 j u i n 
1693 : 

n C'est avec u n plaisir sensible , Mons ieur , que j e 
reçois vos l e t t r e s , j ' y t rouve toujours des vues nouvel les 
auxquel les personne n 'avoi t encore pensé . La man iè re 

{*) Prenant 

on prend pour terme tout connu 

(**) Spécieuse dans le sens de Viète, et signifie la représentation figurée 
de quantités. 
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dont vous vous servez des nombres au lieu de lettres dans 
les équations pour en tirer ensuite des réglés ou tliéo-
remes est très ingenieuse, et comme l'analyse n'est que 
l'art d'abbreger les raisonnements et de représenter tout 
d'une vûe à l'esprit ce qu'il ne pourrait appercevoir au-
trement que par un long circuit, il est certain que les 
caractéristiques en font la principale partie. Je ne doute 
pas que celle doiU vous vous servez pour exprimer la si-
tuation des angles et des lignes, et que vous appeliez ca-
racteristica situs, ne contienne quelque chose de très 
beau et de très utile. Vous m'en eclaircirez davantage 
quand vous le jugerez à propos; je crois avoir ouï dire 
que vous aviez aussi imaginé une espece de caractéris-
tique pour servir à composer des machines de mecanique, 
cela peut estre d'un grand usage dans cette science qui 
n'est pas encore arrivée à la perfection (*). » 

Ainsi l'origine des déterminants remonte à 1693 
c'est un nouveau bijou dans le splendide écrin immen-
sément riche de l'auteur de la hiérarchie et de la carac-
téristique infinitésimales. l i a découvert non-seulement les 
déterminants de Cramer (1700), mais ce qui encore est 
plus essentiel, la caractéristique de Vandermonde (1772) ; 
radmiration est au comble quand on entend l'illustre 
prophète proclamer, deux siècles d'avance, la haute 
position de cette caractéristique combinatoire dans toute 
l'analyse , position qui n'a été révélée que de nos 
jours. 

Si l'on me demandait quelle est l'intelligence la plus 
intense en profondeur, la plus universelle en directions, 

(*) Se trouve dans une lettre à Huyghens datée de Hanovre, 8 septem-
bre 1679 (GERIIARDT, t. Il, p. 20). M. Babbage a inventé quelque chose 
d'analogue pour les machines. 

(**) Date malheureusement trop mnémonique. 
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dont Dieu ait gratifié la terre, depuis l'apparition de 
Thomme, je répondrais, sans hésiter : LEIBNIZ. 

Les esprits sérieux, amis des fortes méditations, doi-
vent une vive reconnaissance à MM. George Henri Per-
thes, C.-I. Gerhardt et à notre compatriote le comte 
Foueher de Careil. Il est à désirer qu'on voulût bien pour 
la partie mathématique consulter quelque géomètre fci-
tré^ Lorsque dans ce siècle utilitaire on rencontre un 
homme vouant à la science abstraite ses veilles, sa for-
tune , c'est découvrir inopinément une source vivifiante 
^ u milieu d'un Sahara-, nouvelle gloire que la France peut 
ajouter à tant d'autres. 

Inter scahicm tantam et contagia lucri 

Nil parmm sa pit et semper sublimia curat. 

(HORAT, Epist. XII, lib. I , ad Icciuni.) 

BIBLIOGRAPHIE. 

SULLA <ÌEOMETRIA ANALITICA NELLE LÌNEE PIANE. Opuscolo 
di Giuseppe Sacchi, dottore in matematica. Pavia, 
i854; iii-8 de v i i i - i3 i pages; i planche lithographiée. 

En i85o, le célèbre Bordoni, dont la science déplore la 
perte récente (*) , après quarante années de service uni-
versitaire prit sa retraite, et M. Sacchi le remplaça 
comme suppléant dans la chaire de Géodésie et d'Hydro-

(*) Le 26 mars 1860. 11 a appliqué le calcul des probabilités aux exa-
mens universitaires. Nous ferons connaître ce Mémoire, si nous parvenons 
à nous le procurer. Jouissant d'une haute réputation au delà des Alpes, il 
est complètement inconnu en deçà. L''abbé Julien est le premier et le seul 
géomètre français qui Pait cité dans ses excellents Problèmes de Mécanique 
ralionnelle. * 

Bulletin mathématique, t. VÌ. (Mai 1860.) 5 
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même. Il fit cç cours pendant huit années et enrichit la 
collection d'instruments appropriés à ce cours. Deux fois 
Bordoi^i le proposa au gouvernement autrichien pour être 
nommé définitivement; mais s'étant attiré ranimadversion 

ce gouvernement, il fut éloigné de Pavie et on le nomma 
professeur au lycée dit de Porte-Neuve à Milan, dont le 
directeur était commissaire de police. Occupant encore la 
même position, il est permis d'espérer que sous le régime 
actuel on réparera cette longue injustice, et qu'on repla -
cera M. Sacclxi à l'université de Pavie, position où l 'ap-
pellent ses talents et qui est aussi dans l'intérêt de l 'en-

. seignement. L'analyse suivante est une pièce justificative. 
Beaucoup de systèmes de coordonnées ont maintenant 

cours dans l'enseignement. Pour chaque question, il faut 
savoir discerner le système qui facilite la solution. Sou-
vent même il convient d'imaginer un système approprié 
à la question. Lorsqu'une fonction représente une ligne 
sur une surface donnée et que la même fonction repré-
sente une ligne sur une autre surface donnée, mais ces 
coordonnées ayant une signification différente, alors beau-
coup de propriétés d'une de ces lignes peuvent se trans-
porter sur l'autre. Ainsi la fonction ay c repré-
sente une droite sur un plan et un cercle sur une sphère, 
mais les coordonnées étant des fonctions transcendantes 
des tangentes d'arcs, les propriétés des droites sur un plan 
sont transférées sur les cercles de la sphère, conception de 
Gudermann qui a ramené la sphérométrie à la géométrie 
plane (*). Découvrir de semblables connexions à l'aide 
d'autres fonctions transcendantes pour chaque surface, est 
la besogne de l'avenir. 

On peut aussi imaginer un système de coordonnées et 
réunir une suite de problèmes, comme applications. C'est 

• (*) Voir dans les 2Voa '̂í'//eí innaZes les travaux instructifs de M. Vannson. 
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ce qu'a exécuté avec talent le savant auteur de cet opus-
cule, titre modeste qui tient plus qu'il ne promet. 

Soit AMB un arc de courbe plane*, d'un point fixe O, 
considéré comme pôle, on abaisse une perpendiculaire OP 
sur la tangente à la courbe menée au point M ; on prend 
pour coordonnées OP et le rayon vecteur OM -, l equalion 
d'une ligne est une relation entre ces deux lignes, et l 'au-
teur établit quinze relations fondamentales qui, facilitent 
l'emploi du système. L'utilité de ce système ressortit sur-
abondamment des applications suivantes, qui en mon-
trent la fécondité et très-souvent l'élégance. 

Soit OA un axe polaire (A est sur la courbe) j OT une . 
perpendiculaire à OM et terminée à la tangente en M, 
de sorte que T est sur la tangente. Prolongeons la per-
pendiculaire TO jusqu'à ce qu'elle rencontre en N la nor-
male menée en M et qui est parallèle à OP. 

Notations» 
0 P = /?, 0 M = : / , 

P O T = a , T M O = p , M O A = w , 
MN = N , MT 

R = rayon de courbure en M , 
s = l'arc AM, 

A = aire du secteur AOM j 

les accents désignent des dérivées par rapport à une va-
riable quelconque, à moins qu'on ne la dénomme expres-
sément. On a 

(I) 
(II) / ? = : r s i n p , <7=:rcosp, 

(III) 
P 1 
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b> (IV) 

/ dr rq 

(VU) . P = 

(Vlll) R == ~ (rayon de courbure), 

(IX) 

(X) 
p 

(XI) 
t 

(XII) 

(XIII) ds aq 

(XIV) 

(XV) rfÀ 

Au moyen de ces formules, on passe des coordonnées po-
laires ordinaires aux nouvelles coordonnées et vice versd. 

EXEMPLE. Cercle : R ' — A R F / t o s o ) - f - — 
équation 

dr 
— (r—i/cosw) = i/rsinw, 

q [ r — r/cos&>) = /7<isin6), 
(r' — rfcosw)^ = p"d"" [i — cos^w). 
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Eliminant coso), il vient pour équation en nouvelles coor-
données 

lap = — 

N® E X E M P L E . Ellipse : 2 a , axes-, 2a = arc po-
laire \ d = distance du centre à l'origine -, e ' = a ' — 6* -, 

équation polaire. 
On en déduit 

e'/?^ — iiV — c'/w') = ¿r̂  («m'— rf/)', 

M ® E X E M P L E . 

(c, ) 4 ̂  cos'w -I- /• cosw — 4^ = 0, cissoide, 
(cj) 2 a cos'w-f-r cosw 4-2fl = o, 
(cj) (r^-f-rt') cosw—«rw = o, strophoïde 

en nouvelles coordonnées sont exprimées par les équa-
tions 

(r.) g^p^ {'òr' -h 3g') ^ g'r' = o, 

— 2/?'r<(2r<-- Sr ' r ' ^ - 4-g''r» =: o, 
(cs) (r^ 4- j = 4«^ 

IV® EXEMPLE. 

t7'«w, d*où p^m^r^'" 4- a»») = m̂  

ni spirale d'Archimède 5 
w = 2, spirale parabolique j 
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m = — I, spirale hyperbolique ^ 
m z=i — 2, trombe 5 

p= • '' • ^ spirale logarithmique. 
VI 

( r—r=r / ì^ ' cos ' / ?» , 

m'^r' (r — b)"^^; 

iw = — 1 , n =: \ , conchoïde de Nicomèdc, 

m = « = I. 

Remplaçant a et è par 2 a , 2b^ on obtient 

— = 

conchoïde circulaire. 
Faisant 

2b = 

on a le limaçon de Pascal, et 

b =: a ̂  ^ap"^ = cardioide. 

Faisant dans ( / ) 

b = o^ m z= — I , spirale de Cotes, 

b =zoy w 1 rhodoracées de Grandi, 

r̂ w _ ( a'" cos/w w) + = o, 

(g) (a""— b^^c""] =: (r"«— 

m = I , ovales de Descartes ou aplanétiques; 
Propriété fondamentale h 
r et ri distance d'un point à deux foyers j 

h constantes, 
m = I, e = o, conchoïde circulaire 5 
m = I , e = o, 6 = a , cardioide^ 
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a =z b, e = o, n = ± conique. 

Posant 

il vient 

( ) r"^ -H —. 

m entier positif; c'est le lieu d'un point dont le produit 
de ses distances aux sommets d'un polygone régulier de 
m côtés est constant, a est le rayon du cercle circonscrit 
au polygone, et l'origine est au centre de ce cercle ; le 
produit constant est c"". Si m est négatif, l'équation est 
celle du lieu d'un point dont le produit des distances aux 
sommets d'un polygone régulier de m côtés est égal à la 
jĵ ihne puissance de la distance de ce point au centre du 
cercle circonscrit au polygone régulier : cassinienne à m . 
foyers. 

m = 2, ellipse cassinienne; 
Si c = M = I, lemniscate de Bernoulli ; 
m = — 1 une droite; 
/n = — l'hyperbole équilatère ; 

m = cardioïde; 2 

m = — parabole ; 

m = o, spirale logarithmique ; 

m = lieu du sommet d'une parabole touchant le 

cercle de rayon ^a ei ayant pour origine le foyer, point 
fixe placé sur la circonférence ; 

m = — caustique par réflexion de la parabole, les 

rayons incidents étant perpendiculaires à Taxe; 

77¿ = - , podaire du centre de la lemniscate. 
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Équation de Vépitrochoïde, 

a = rayon du cercle fixe -, 

b = rayon du cercle se mouvant extérieurement sur le 
cercle fixe -, 

m = = d^ — distance du point décrivant 

M au centre du cercle mobile, l'origine est au centre du 
cercle fixe. • 

On parvient à cette équation directement, en considé-
rant que N étant le point de contact des deux cercles cor-
respondant à une position donnée du point M, MN est 
une normale à la courbe de cercle. 

Changeant b en — J, on a l'équation de Vliypotro-
choïde, cercle mobile intérieur. 

Faisant 
a = b ^ m =z 7. J 

on a une conchoïde circulaire dont l'origine est au centre 
du cercle. 

Si = on a les épicycloïdes. 
Le chapitre IV traite des asymptotes, rayons de cour-

bure, points d'inflexion, de rebroussement. 
p 

Sous-tangentc = 

si donc pour r = ± co ^ p a une valeur finie réelle, il y a 
des branches infinies. 

Dans les coniques 

R = ongme au centre^ 
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Dans l'hyperbole équilatère 

R -f- N = o. 

Dans la strophoïde (cj) 

Ainsi cette ligne n'a ni points d'inflexion ni points de ' 
rebroussement. 

Le chapitre V traite des développées, développantes, 
trajectoires. 

Soient r, ç, oc [voir ci-dessus) les quantités relatives 
à un point d'une courbe donnée; r^, p u q^ les quanti-
tés correspondantes au point de la développée, on a [voir 
ci-dessus) 

TT dp^ dq 

et, à l'aide des relations (I) et (VIII), 

Eliminant r et p^ on obtient l'équation de la dévelop-
pée en Tj et ; 

Eliminant p^^ r^, on obtient l'équation de la dévelop-
pante. 

EXEMPLES : 

spirale; 

/?, = mry, développée ; 
si l'on a 

^mp"^ rr: {/w + 1 ) 2 ( 7 ' — a^)^ épicycloïde, 

BuUclîn ma thématique, t. VI. (Juin iSCo.) 6 
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on obtient 

^mp] = [m + [ r î - ( ^ y « » ] , 

développée, seconde épicyçloide ; 

m — I m — I , , 
m-hi ' m-hi " 

rayons du cercle fixe et du rayon mobile. 
Si donc 

a == 00 , ûy — a , bi = b, 

la développée est une cycloïde égale à la cycloïde déve-
loppante*, de même pour la spirale logarithmique. 

Trajectoires, 

Soit réquation d une ligne 

faisons-la tourner dans son plan autour de son origine O 
et soit 

l'équation de la trajectoire qui coupe ces lignes sous un 
angle constant dont le sinus est égal à m. On a, d'après 
un théorème projectif, 

= p ; 

p eiq ont même signification que ci-dessus \ d'où 

-4-/?'=r/w'r^ 4-27?/?, v'i —/w^ 

EXEMPLES : 

faisceau de droites passant par Torigine; la trajectoire est 

p = m r , spirale logarithmique; 
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faisceau de cercles concentriques} trajectoire 

p = : r s j i — , spirale logarithmique ; 

faisceau de spirales d'Archimède; trajectoire 

(a ' 4 - r') r» [ma 4 - r — m^), spirale logarithmique. 

Si 

on a 

ou 

mrx -h nr^ = a , ovales de Descartes ; 
r, 5 Tj rayons vecteurs allant à deux points fixes; 
a paramètre variable. 

L'équation de la trajectoire orthogonale est 

tang^ i w, tang" i t», = A: 

( pour Cl) voiir ci-dessus ). 
Si 

mz=.±nj 

l'ovale devient une conique et la trajectoire une conique 
c'onfocale. 

JVote, Nous venons de recevoir les Mémoires de jBor-
doni^ ainsi que les Manuels anglais publiés jiar les Rév. 
Galbraith et Haughton ; on en rendra compte. 
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T R 4 I T É DE PERSPECTIVE-RELIEF , par M . Poudra; i i i-8 
de 224 pages-, i860. 

La perspeclive-relief est une application nouvelle de 
la géométrie. Cette science s'adresse à tous les arts d'imi-
tation. L'ouvrage a reçu de l'Académie des Sciences un 
accueil favorable^ l'auteur a cru devoir en conséquence 
placer en titre, comme introduction, le Rapport instructif 
fait à cette Académie par deux de ses membres, MM. Pon-
celet et Chasles. 

Le» sculpteurs y trouveront des principes extrêmement 
siâ^ples pour la construction des bas-reliefs; tout est ra-
mené à la construction de trois perspectives planes sur lès 
faces du parallélipipède qui doit contenir le bas-relief. 

Les géomètres y trouveront les formides qui servent à 
payer des coordonnées d'un point à ceux du point homo-
logue. 

On y expose ensuite les principes sur lesquels repose le 
tracé des décorations théatrales; ces constructions sont 
un résultat de l'alliance de la perspective plane à la per-
spective-relief. Ces principes n'avaient jamais été exposés 
et ne pouvaient l'être avant que cette dernière science 
fût connue. On en tire quelques applications aux diora-
mas et panoramas et aux décorations dans les fêtes p u -
bliques. 

Comme application à l'architecture, on y expose une 
théorie des apparences donnant une appréciation des 
causes diverses des illusions de la vue; l'auteur en déduit 
quelques principes sur la décoration des monuments et 
sur la position à leur donner pour rendre leur apparence 
agréable à Ißt vue; il appelle l'attention des architectes sur 
ce sujet, qui peut faire éviter des erreurs de construction 
toujours fort dispendieuses à réparer. 
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Des applications de la perspective-relief à la décoration 

des parcs el jardins terminent l'ouvrage (voir Nouvelles 
Annales^ t. XVI , p. 107). 

NOTE SUR UN OUVRAGE DE JEAN CEVA 
(TOlr N0UTBLLE8 ÂlfNALES , 1. X , p . 1 8 4 ) J 

PAR M . G E N O C C H I . 

Ayant passé quelques semaines à Plaisance, il y a plu-
sieurs années, j 'ai trouvé dans la bibliothèque communale 
de cette ville un exemplaire de l'ouvrage en question. Je 
transcris le frontispice: De re numaria quoad Jieripotuit 
geometrice tractata. Ad illuslrissimos et excellentissi" 
mos Dominos Prœsidem Quœstoresque kujus arciducalis 
Cœsari magistratus Mantuœ. Auctore Joanne Ceva. 
MantuŒj apudAlbertumPazzanum, Impress. Arciduc..^ 
superioribus annuentibus, MDCCXL C'est un volume de 
64 pages petit in-8". Après la dédicace il y a un second titre 
qui explique mieux le but de l'ouvrage, savoir : De monelis^ 
quibus de causis valores immutentur^ quidve curandum^ 
ut publico indemnitati consulatur. Ainsi le sujet est tout 
à fait du domaine de l'économie publique, et me semble 
traité d'une manière remarquable pour son temps. On y 
trouve des détails intéressants sur le taux des monnaies à 
JVIantoue, à Milan, à Venise, sur les frais de fabrication, 
sur la valeur de l'or et de l'argent. Le rapport de l'argent à 
l'or était, dix ans auparavant, de i à i3 , et s'était réduit 
alors à celui de i à L'auteur veut bien que le souve-
rain tire un profit de la fabrication des monnaies, dunt 
id ho nés ti limites non transeat. Il propose qu'on ferme 
l'entrée aux monnaies de cuivre étrangères, et que les 
autres monnaies des pays étrangers et surtout des pays 
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limitrophes soient reçues seulement pour leur valeur 
intrinsèque, en exceptant toutefois les plus communes; 
il conseille de borner au nécessaire la fabrication des 
monnaies de cuivre, et qu'à T exception de ces petites 
monnaies, sous, demi-sous, etc., dont la valeur normale 
sert à évaluer toutes les autres, on s'abstienne de donner 
aux monnaies un nom de leur valeur et exprimant une 
somme fixée de livres ou de sous. Il débute par des défi-
nitions^ pétitions^ solutions^ puis viennent des théorèmes, 
des corollaires^ deS problèmes: il démontre, par exemple, 
que la valeur intrinsèque des monnaies est en raison com-
posée directe de la population et inverse de la quantité 
d'argent monnayé, en prenant un terme moyen comme on 
démontre en géométrie que l'aire d'un rectangle est en 
raison composée de la base et de la hauteur. 

NOTE SUR LE CENTRE SPONTANÉ DE ROTATION. 

Ce point, qui occupe une si grande place dans la géo-
métrie et dans la mécanique, a été signalé et dénommé 
par Jean Bernoulli : 

Voco spontaneum, quia a natura sponte quasi eligi-
tur, pro di^ersitate circumstantiarum; ita ut non sit in 
potestate nostra illud ponere pro libilu [Opera omnia^ 
t. IV, p. 268). 

On trouve ce passage dans le n® CLXXVII, qui porte 
pour titre Propositiones varice mechanico-dynamicœ. 

Ces propositions sont au nombre de cinquante-neuf et 
méritent encore de fixer l'attention aujourd'hui, elles 
renferment ce qu'on a écrit de plus clair, de plus philoso-
phique sur le mouvement de rotation et sur la question 
connexe des forces vives; en général, tout ce qu'il a écrit 
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est utile à lire et à méditer. Ce n'est pas seulement un 
géomètre, c'est un savant et, qui plus est, un penseur: le 
charme de telles lectures rend fort ennuyeuses grand 
nombre d'autres lectures. 

MOYEN HYDRODYNAMIQUE POUR TROUVER L l i R E W M 
CERCLE; 

D'APRÈS M A U R O L Y C U S . 

On construit : i® un cylindre creux, ayant pour base le 
cercle et pour arête le diamètre de ce cercle ; 2® un cube 
creux, ayant pour côté ce même diamètre. On place les 
deux corps par leurs bases, sur un plan horizontal, bien 
nivelé; ensuite, après avoir rempli d'eau complètement le 
cylindre, on verse celte eau dans le cube, qui ne sera 
pas rempli complètement. Multipliant la hauteur qu'at-
teint l'eau dans le cube par le côté du cube, on a l'aire du 
cercle servant de base au cylindre (*). On trouve ce pro-
cédé dans la traduction d'Archimède, par Maurolycus, 
éditée par Cyllennius, Hesperius. Palerme, i685. 

On y indique aussi le moyen de trouver le centre de 
gravité d'une surface plane, en la suspendant à un fil à 
deux points différents, moyen qui est aujourd'hui indi-
qué dans tous les Traités de Statique. 

On lit ce qui précède dans l'ouvrage suivant : 
Admirandi Archimedis monumenta omnia mathema" 

tica quœ extant, quorumque catalogum inversa pagina 
démontrât. Ex traditione doctissimi viri D, Francisci 
Mhurolyci, nobilis Siculi abbatis Sanctœ MariœaPartu. 
Opus prœclarissimun, nunc prius typis commissum ma-

(*) On n'insérera pas de démonstration. 



^ ( 4 8 ) 
theseos vcro studiosis enixe desideratum,^ tandemque e 
fuligine temporum accurate excussum, Jld Ulustr, et re-
Ugiosissimum virum Fr. Simonem Rondinelliy Sac, Hie--
rosolymitanœ Religionis Equitem ïaudatiss, S. Joan-
nis Baptistœ a Sas^igliana, nec non Poudade a et S. 
Philippi de Osmo Commendatorem digniss. Unius e 
Melitensihus triremibus olim strenuissimum ductorem, 
plurimarumque navium Turcicarum debellatorem glo-
riosum, in urbe feliciss. Panormo pro sua sac. relig. 
pluribus annis vigilantiss. Legatum, Receptorum ac Pro-
curatorem generalem^ et incfytœ Reaccensorum j4ca-
demiœ Orbe in ipsa eruditissimum principem Panormi. 
Apud D. Cyllennium Hesperium, cum lie. sup. 
MDCXXXF. Sumpt. Antonini Giardinœ bibliopolœ 
Panorm. Fol. IF. 2g6 pages. 

Maiirolycus (François), né à Messine en d'une 
famille originaire grecque de Fanariote, est mort le 
21 juillet 1575. Grand géomètre, il se mêlait, à ce qu'il 
parait, d'astrologie. Don Juan l'ayant consulté, il lui pré-
dit, à ce qu'on prétend, la victoire de Lépante. 

<( Les plus grands hommes demeurent toujours en-
fants par quelque endroit; Ceux mêmes qui ont recon-
nu l'illusion de ces présages en ont substitué encore 
d'autres plus ridicules à ceux qu'ils ont rejetés. Il semble 
que l'esprit humain ne puisse se défaire d'une folie, qu'en 
la remplaçant par une nouvelle, el que toute la perfection 
se trouve à changer seulement d'erreurs. » (La Motte, 
Œuvres^ t. III, 17145 P- 26.) 

En 1714 La Motte a écrit l'histoire de notre temps. 
Extravagances pour extravagances, aux charlatans 
manciens^ nécroscopes, aux esprits frappeurs, médiums, 
etc, je préfère les horoscopes, les œuvres hermétiques, 
qui au moins ont été utiles aux sciences. 
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TRACÉ D E S C A R T E S G É O G R A P H I Q U E S . 

DISCOURS PR01N01>iCÉ LE 8 FÉVRIER 1856 

A LA SÉANCE ANNUELLE DE L'UNIVERSITÉ IMPÉRIALE DE SAINT-PÉTERSBOORG, 

PAR P . T C H É B Y C H E F ( * ) . 

Messieurs, 

Les sciences m a thématique s, dès la plus haute anti-
quité, ont attiré l'attention d'une manière spéciale; de 
nos jours elles ont acquis encore plus d'intérêt par leur 
influence sur les arts et l'industrie. Le rapprochement de 
la théorie avec la pratique donne de très-heureux ré-
sultats, et la pratique n'y gagne pas seule; les sciences 
elles-mêmes se développent sous son influence : elle fait 
découvrir des objets nouveaux de recherches ou des faces 
nouvelles dans les sujets connus depuis longtemps. 

Malgré le haut degré de développement auquel sont 
parvenues les sciences mathématiques par les travaux 
des grands géomètres des trois derniers siècles, la pratique 
dévoile clairement leur imperfection sous beaucoup de 
rapports; elle pose des questions essentiellement neuves 
pour la science, et provoque ainsi la recherche de mé-
thodes entièrement nouvelles. Si la théorie gagne beau-
coup aux nouvelles applications d'une vieille méthode 
ou à ses nouveaux développements, elle doit encore ac-
quérir davantage par la découverte de nouvelles métho-
des, et dans ce cas la pratique est pour la science un 
guide sur. 

(*) Traduit du russe par M. Mention. 

Bulletin mathématique, t. VI. (Juillet i86o. ) ^ 
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L'activité pratique de l'homme offre une extrême diver-

sité, et pour en satisfaire toutes les exigences, le défaut 
de méthodes nombreuses et variées se fait sentir dans la 
science. Une importance particulière s'attache aux mé-
thodes que nécessite la solution des aspects divers d'un 
même problème général, savoir : Comment disposer de 
ressources données pour en retirer le plus grand profit 
possible ? 

La solution des problèmes de ce genre constitue l 'ob-
jet appelé théorie des maximums et minimums, D'un 
caractère purement pratique, ces problèmes ont une im-
portance particulière pour la théorie 5 ils se rencontrent 
dans toutes les lois déterminant le mouvement de la ma-
tière, soit pondérable, soit impondérable. Il est impossible 
de ne pas reconnaître leur influence salutaire sur le déve-
loppement des sciences mathématiques. 

Jusqu'à l'invention de l'analyse infinitésimale, on ne 
possédait que des cas particuliers de la solution de pa -
reils problèmes : mais ces solutions renfermaient déjà le 
germe de la nouvelle et si importante branche des mathé-
matiques, connue sous le nom de Calcul différentiel. Pour 
montrer l'influence des questions de maximum et de mi-
nimum sur cette découverte, je rapporterai ici le passage 
du célèbre ou^age de Newton, Philosophiœ naturalis 
principia mathematica, où il parle de l'origine d'une dé-
couverte, dont les applications et les résultats sont aujour-
d'hui innombrables . 

«Il y a dix ans (en 167"^),quand je correspondais avec 
le très-savant géomètre Leibnitz, je lui écrivis que j'avais 
une méthode pour la détermination des maxima et minima, 
pour mener les tangentes et résoudre d'autres questions 
analogues, et que cette méthode pouvait être employée 
avec la même facilité pour les équations tant irrationnelles 
que rationnelles. Je cachai alors ma méthode sous des 
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lettres transposées, dont le sens était le suivant : a Une 
» équation renfermant un nombre quelconque de quanti-
» tés fluentes, trouver la fluxion et réciproquement. » A 
quoi l'illustre Leibnitz répondit que, de son côté, il avait 
trouvé une méthode semblable, et il me la communiqua 
dans sa lettre même. Cette méthode se distinguait de la 
mienne seulement par la dénomination et la notation. » 
(Remarques sur la proposition du 2® livre, édition 
de 1713.) 

Mais la découverte du calcul différentiel et la solution 
de problèmes analogues à ceux qui y avaient conduit, n'é-
puisaient pas complètement le sujet; les recherches de 
Newton lui-même le manifestèrent : la question, ^u ' i l 
résolut, de déterminer la forme d'un corps qui, se mou-
vant dans un fluide, rencontre la moindre résistance, 
offrit un problème de maxima evminima,^ essentiellement 
distinct de ceux pour lesquels on avait employé le calcul 
différentiel. La méthode générale pour résoudre les pro-
blèmes de ce genre, important surtout en mécanique ana-
lytique, conduisit encore à la découverte d'un nouveau 
calcul, connu sous le nom de Calcul des variations. 

Malgré un tel développement des mathématiques, rela-
tif à la théorie des maximums et minimums,^ il est aisé 
de remarquer que la pratique va plus loin, et exige la so-
lution de problèmes sur les maxima et minima^ encore 
d'un nouveau genre, essentiellement distinct de ceux 
qui ont recours aux calculs différentiel et des variations. 

Comme exemple de semblables questions et de leur ré-
solution, nous pouvons présenter nos recherches sur le 
parallélogrammedeTVatt^ imprimées dans les Mémoires 
des Savants étrangers Aenolve Académie pour 1854- Par 
les résultats auxquels nous sommes parvenu, en exami-
nant la méthode nécessaire pour déterminer la meilleure 
construction des mécanismes de cette espèce, on voit que 
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dans ce cas les questions pratiques conduisent à beau-
coup de résultats théoriques intéressants pour la science; 
que, des méthodes provoquées d'abord par la pratique, 
découle le moyen de résoudre de nouvelles questions 
théoriques, intéressantes même indépendamment de leur 
signification pratique (*). 

Le tracé descartes géographiques offre un autre exem-
ple, particulièrement remarquable, de questions de ce 
genre. Dans l'état actuel de la théorie des cartes géogra-

(*) Ainsi nous trouvons ici, entre autres choses, la solution de la ques-
tion suivante : « Une fonction entière 

x ' « - ^ - A x " ' - ' B x " * - ' H - C a:"-i-. . .-+-H 

variant nécessairement avec x, quel sera le moindre degré de sa variabi-
lité? » Et ensuite : « Par quelles valeurs de A, B, €,..., H atteint-elle cette 
limite? » La solution de ce problème fournit beaucoup d'intéressants résul-
tats d'algèbre supérieure. Par exemple : 

1®. Si Ton a l'équation 

alors entre les limites et 4 W — — y il se trouve au moins une 

racine d'une des équations 

/ ( x ) = o, / ' ( x ) = o. 

Le signe du radical se détermine par celui de la fraction ' y f ^ f ^ ' 

d'une application importante dans la séparation des racines par la mé-
thode de Fourier. 

2®. Dans l'équation 

B '-+-C -f-... 4-H X i t K = 0, 
2/1-1-1/^ 2/H-l 

il y a toujours une racine entre —2 W - e t ± : 2 V/^» résulte 
cette propriété des équations : 

Dans l'équation 

renfermant ar à des puissances impaires, si K est compris entre — a et 
4 T, il se trouve, entre les mêmes limites, au moins une racine. 
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phiques, on peut enseigner en nombre infini diverses m é -
thodes pour leur tracé, de manière que les éléments très-
petits de la terre conservent dans la représentation leur 
véritable forme. Mais puisque, en outre, par la propriété 
de la terre d'être sphéroïdale, l'échelle de représentation 
de ses divers éléments varie nécessairement, les éléments 
égaux, pris à des endroits différents, seront représentés 
sur la carte avec des dimensions différentes. Plus les 
changements d'échelle seront sensibles, plus inexacte 
sera la carte géographique. Et puisque la grandeur de ces 
variations d'échelle, sur l'espace d'une même portion de 
surface, est plus ou moins forte, selon la méthode de pro-
jection, la question suivante se présente naturellement : 

Pour quelle projection ces changements d échelle se-
ront-ds le plus petits possible P 

Dans une Note que j'ai lue à l'Académie des Sciences, 
dans sa séance du 18 janvier, j 'ai montré que ce pro-
blème, traduit en analyse, se ramène à un problème spé-
cial de maximum et minimum^ essentiellement distinct 
de ceux qu'on résout dans les calculs différentiel et des 
variations. Ce problème ressemble à ceux qui ont fait 
l'objet du Mémoire précité sur le parallélogramme de 
Watt ; mais il se rapporte à une classe plus élevée : là 
on cherchait quelques constantes, ici on demande de 
trouver deux fonctions inconnues, ce qui correspond à la 
détermination d'une quantité infinie de constantes. Cela 
établit entre ces problèmes une différence analogue à 
celle qui existe dans les problèmes du calcul différentiel 
et du calcul des variations. Sous le rapport théorique, cet 
objet est d'autant plus intéressant qu'il se ramène à la 
recherche d'une équation aux dérivées partielles, parti-
culièrement remarquable, exprimant, entre autre choses, 
l'équilibre de chaleur dans les plaques infiniment minces. 
Ainsi, le problème sur les projections de cartes les plus 
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avantageuses est liée à cette propriété remarquable de la 
chaleur: Dans Féquilibre de chaleur d'une plaque circu-
laire infiniment mince, la température du centre est la 
moyenne de la température de tous les points de la cir-
conférence; de même pour la sphère, la température du 
centre est la moyenne des températures à la surface. 

L a solution définitive de la projection la plus avanta-
geuse pour les cartes est très-simple : la projection la plus 
avantageuse, pour représenter une partie quelconque de 
la surface terrestre, est celle dans laquelle aux limites de 
la représentation l'échelle conserve une même grandeur 
facile à déterminer, d'après la grandeur normale de l 'é-
chelle adoptée. E n ce qui touche la détermination de la 
projection jouissant de cette propriété, elle se réduit au 
problème ordinaire dans lequel il s'agit d^intégrer une 
équation aux dérivées partielles, où la valeur de l'inté-
grale aux limites est donnée, limites entre lesquelles elle 
doit rester finie et continue. 

Ainsi , pour la représentation de chaque contrée sur la 
carte, il n'y a qu'une projection la plus avantageuse. Elle 
se détermine par la position de la contrée par rapport à 
l'équateur et la forme de ses limites : en outre, les paral-
lèles et les méridiens représentent diverses lignes cour-
bes, mais généralement approchantes du cercle et de la 
droite, si l'on projette une petite portion du globe ter-
restre. Ces lignes se construiront par points sans aucune 
difficulté. 

Les cas où les parallèles et les méridiens se transforment 
complètement en cercles ou lignes droites, sont surtout 
remarquables; cela facilite notablement le tracé des cartes 
de dimensions minimes. Lagrange, dans ses Mémoires 
Sur la construction des cartes géographiques (nouveaux 
Mémoires de l'Académie de Berlin, 1 7 7 9 ) a déterminé 
toutes les projections où cela a lieu. En se fondant sur la 
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propriété générale de la projection la plus avantageuse, 
il n'est pas diflScile de montrer pour quels pays il con-
viendrait de s'en servir: les limites de ces pays se déter-
mineront par les points pour lesquels Téclielle, dans ce 
genre de projection, conserve la même grandeur. Les li-
mites déterminées de cette manière représentent généra-
lement des courbes assez compliquées. Mais, à m e s ú r e l e 
l'espace décrit diminue, elles se simplifient et c o n v e r ^ n t 
rapidement vers des ellipses, tellement qu'elles ne diffèrent 
guère de ces lignes, pour la représentation de contrées assez 
étendues, comme par exemple la Russie d'Europe. Ces 
ellipses ont des positions connues, déterminées*, leur 
centre se trouve au centre de projection-, Tun des axes 
est dans la direction du méridien. Le rapport des axes de 
ces ellipses se détermine au moyen de la position du 
centre, relative à l'équateur, et d'une certaine quantité 
que Lagrange appelle exposant de projection. 

Réciproquement, pour la représentation de chaque 
partie du globe, assez petite et bornée par une ellipse 
semblable, on peut trouver la méthode de projection, sui-
vant laquelle les parallèles et les méridiens seront des 
lignes circulaires ou droites, et qui donnera une représenta-
tion approchant de la réalité. Mais pour cela, d'après ce 
qui a été dit plus haut, le centre de projection et son ex-
posant doivent être choisis d'une manière convenable, 
d'accord avec la position du pays et la forme des frontiè-
res De là des méthodes particulières de projection, 

(*) L'exposant de projection se détermine par la formule 

1 -5 cos' /, 

où l est la latitude du centre , n le rapport de l'axe dirigé suivant le mé-
ridien à l'autre axe. ( Voyez ma Note Sur la construction des cartes géogra-
phiques, lue à l'Académie le 18 janvier de la présente année. ) 
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OÙ l 'on conserve la similitude des éléments infiniment 
petits, telles que : stéréographique, polaire et horizon-
tale, projection de Gauss et de Mercator, qui se concluen t 
toutes de la méthode générale par une hypothèse parti-
culière sur le centre de projection ou l'exposant. Elles 
ne peuvent donner une représentation approchant de 
l'exactitude que dans des cas particuliers connus. 

Ainsi, si l'ellipse ci-dessus mentionnée se transforme 
eu cercle, l'exposant devient égal à l'unité, et la projec-
tion la plus avantageuse se réduit en général à la projec-
tion stéréographique horizontale^ qui se transforme en 
polaire y quand le centre du cercle coïncide avec le pôle 
de la terre. A mesure que l'axe de Fellipse, dirigé selon 
le méridien, diminue, la projection la plus avantageuse 
s'approche de celle de Gauss. Le centre s'approchant de 
l'équateur, cette projection devient celle de Mercator. 

Il est clair, d'après cela, que, ayant en vue d'obtenir 
la meilleure représentation cartographique de pays diffé-
rents, ou ne peut se borner à un seul ou plusieurs des 
procédés particuliers, mais qu'il est nécessaire d'em-
ployer la méthode générale, en choisissant chaque fois 
convenablement et le centre de projection et la grandeur 
de l'exposant. 

D'ap rè s ce qu i a été d i t p lu s h a u t , ce la is ' e f fec tue a i sé -
m e n t , p a r la p ro j ec t ion d ' u n e p a r t i e d u g lobe d o n t les 
l imi tes r e p r é s e n t e n t u n e e l l i p se , avec u n axe d i r igé se lon 
le m é r i d i e n . 

Mais la pratique n'offre jamais de cas aussi simples; 
les frontières des divers pays ont toujours la forme de 
courbes extrêmement irrégulière?. Malgré cela, pour la 
meilleure représentation d'une contrée pas trop étendue, 
on peut déterminer la position du centre de projection 
et la grandeur de l'exposant, en comparant la forme des 
frontières à l'ellipse ou aux autres sections coniques. 
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Pour cela il suffit d'aroir une représentation approchée 
du pays, pour la projection duquel on cherche le centre 
et l'exposant les plus avantageux, et à cet effet on peut 
employer une carte tracée par que Ique méthode que ce soit. 

A proprement parler, ici trois hypothèses sont à faire, 
qui donnent le principe de trois solutions distinctes-, 
mais, en les comparant entre elles, il ne sera pas difficile 
de trouver la plus avantageuse, i® On peut regarder la 
contrée à projeter comme une portion d'espace bornée 
par une ellipse, avec un axe dirigé selon le méridien -, pour 
les pays où la plus grande étendue en méridiens et paral-
lèles se trouve presque opposée au centre, cela correspond 
toujours à la solution la plus avantageuse : ce cas se ren-
contre le plus dans la pratique. 2" On peut regarder la 
contrée à projeter comme une portion d'espace comprise 
entre deux ellipses, deux hyperboles ou deux paraboles 
semblablement disposées : cela peut donner la solution la 
plus avatitageuse, seulement pour les pays recourbés en 
forme de faucille ou offrant une bande étroite inclinée 
sur les méridiens et les parallèles. Enfin elle peut être 
comparée à un espace compris entre les branches de deux 
hyperboles opposées : cela correspond atix contrées dont 
les frontières sont sensiblement courbées en face du 
centre (*). 

(*) Pour un espace qui, dans la projection stéréographique horizontale 
avec le rayon zh i, est borné par l'ellipse 

la limite des changements d'échelle (la différence entre la plus grande et 

la plus petite, divisée par l'échelle moyenne) s'exprime ainsi : â > 

pour r^Space entre les deux ellipses 

DulteUn nnilhcmatif/ur, t. ^'I. 
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E n nous arrêtant à la première hypothèse, qui com-
prend la plus grande partie des cas qu on rencontre dans 
la pratique, nous remarquerons que , parmi la quantité 
d'ellipses qui peuvent être décrites autour de la contrée à 
projeter, la projection la plus avantageuse se déterminera 
par la plus petite, si pour la comparaison des diverses 
ellipses entre elles nous adoptons la longueur de leur 
diamètre moyen, également incliné sur les axes. 

D'après la forme des frontières, il n'est pas difficile de 
reconnaître les points sur lesquels cette ellipse s'appuiera, 
et par eux de trouver les axes et le centre. L e centre de 
cette ellipse sera le lieu le plus avantageux du centre de 
projection; la position de ce centre et le rapport des axes 
de l'ellipse se détermineront au moyen de l'exposant le 
plus avantageux. Tout ceci se rapporte principalement à 
la représentation des contrées très-petites; mais pour les 
contrées étendues, d'après la méthode générale d'approxi-

cette limite égale ' ^^^^^ hyperboles 

î l a» 

2 r A* — 0 aH» elle égale ¿«^ î entre les deux paraboles 

x'=s2/;r a', 
elle est égale à a ( a — a' ) ; enfin dana Tespace entre les branches des deux 
hyperboles opposées 

or» x» 

la limite du changement d'échelle égale ¿a^** C®^» résulte des 

dernières équations de la note plus haut mentionnée et est exact jusqu'à 

tang* ^ près, où u est la distance angulaire des points du pays projeté au 

point adopté pour centre de projection stéréographique. 
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mation successive, il est aisé de trouver les corrections 
et pour la position du cenlre et pour la grandeur de l 'ex-
posant. Ainsi s obtiendra la méthode la pins avantageuse 
de tracé géographique d'un pays donné, dans lequel les 
parallèles et les méridiens restent des cercles. 

On voit donc que le tracé des cartes géographiques 
appartient au nombre de ces questions pratiques, qui se 
résolvent diversement pour les diverses contrées que la 
méthode de tracé, avantageuse pour la France, l 'Al le-
magne ou l'Angleterre, peut être désavantageuse pour la 
Russie. E n outre, par son étendue, la Russie offre des 
difficultés particulières dans la représentation cartogra-
phique; c'est pourquoi le choix de projection le plus 
en rapport avec son espace, la forme de ses frontières et 
sa position relativement à l'équateur, a une importance 
spéciale. Sans parler des cartes embrassant toutes les par-
ties de la Russie, les caries de ses diverses parties présen-
tent des variations d'échelle très-sensibles. Ainsi, en pro-
jetant tout ce qui lui appartient du côté des monts Ourals 
par la méthode de Gauss, on admetdes variations d'échelle 
de plus de ce qui, pour la mesure des surfaces, donne 
une différence de un mille carré sur dix^ erreur très-sen-
sible. Les erreurs deviennent moindres par la projection 
stéréographique horizontale, avec un centre convenable-
ment choisi ; mais la différence d'échelle atteint ce qui 
fournit pour l'évaluation des surfaces une erreur de un 
mille carré sur dix-sept. Ces erreurs ne sont pas assez 
petites pour être négligées; le moyen de les diminuer 
consiste à déterminer la projection correspondant le 
mieux à la forme et à la position du pays projeté. 

E n examinant sur la carte cette partie de la Russie, nous 
remarquons que dans le contour général de ses limites, elle 
est loin d'être une ellipse dont l'axe se dirigerait selon le mé-
ridien ; et, dans ce cas, comme nous l'avons vu, on ne peut 
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parvenir à la meilleure représentation, en conservant pour 
méridiens ou parallèles des cercles ou des lignes droites. 

Simplifier ainsi la construction de sa carte, ce serait 
diminuer sensiblement le degré d'exactitude de la repré* 
sentation. Pour atteindre la représentation la plus exacte, 
il est nécessaire de déterminer^ d'après ce qui a été dit 
plus haut, la méthode de projection, en intégrant une 
certaine équation. Puisque l'intégration doitêtre effectuée 
sous des conditions dépendant de la forme des limites et 
que ces limites présentent toujours des courbes compli-
quées, il s'entend que l'intégration exacte est impossible. 
Mais la pratique ne l'exige pas. Il lui suffit de se borner à 
des variations d'échelle de dix-millièmes, et dans ce cas 
tout repose sur la détermination de certains coefficients 
qui, avec une précision suffisante pour la pratique, peu-
vent être calculés d'après la forme des limites, si recour-
bées qu'elles soient. Quant aux parallèles et aux méri-
diens, ils se construiront par points sans difficulté. 

Passant à la méthode la plus simple de tracé des car-
tes, où les parallèles et les méridiens représentent des 
cercles ou des lignes droites, nous remarquons que les 
possessions de la Russie, du côté des monts Ourals, du 
Caucase et de la Géorgie, s'étendent plus du nord au 
sud que de l'est à l'ouest; dès lors on ne peut comparer 
cet espace à un cercle, encore moins à une ellipse dont 
l'axe dirigé du nord au sud serait très-petit, en comparai-
son de l'axe dirigé de l'est à l'ouest. Par conséquent^ 
d'après ce qui a été dit ci-dessus, ni la projection de 
Gauss, ni la projection stéréogi aphiqué ne correspondent 
à la forme du pays. Appliquant au cas actuel la méthode 
de détermination du centre et de l'exposant que nous 
avons montrée, nous remarquons que le centre de l 'el-
lipse minimum qui, ayant un axe dirigé suivant le méri-
dien, embrassant toutes les possessions ouraliennes de la 
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Russie, y compris le Caucase et la Géorgie, se trouve 
entre Jaroslaf et Ouglitcli, à de longitude et 
57^,36 ' de latitude; le rapport de ses axes est égal à — . 
Partant de cette ellipse, nous trouvons qu'à la projection 
la plus avantageuse correspond Texposant 1 , 0 7 8 8 (*). 
Cette grandeur ne diffère de i , exposant de la projection 
stéréographique, que d'une quantité inférieure à un 
dixième. Mais une telle différence a une notable in-
fluence sur le degré d'exactitude de la représentation. 
Nous avons vu que la projection stéréographique, pour 
la position la plus avantageuse de son centre, sur l'espace 
de la portion de Russie examinée par nous, offre une v a -
riation d'échelle allant jusqu à ~ . En adoptant la quantité 
trouvée 1 , 0 7 8 8 pour l'exposant de projection et plaçant 
son centre entre Jaroslaf et Ouglitch (à 67® de lon-
gitude, et de la latitude), nous avons obtenu 
une carte de cette partie delà Russie, où les changements 
d'échelle ne dépassent pas ~ , et c'est le plus haut degré 
de précision qu'on puisse atteindre, en conservant 
pour parallèles et méridiens des cercles et des lignes 
droites. 

C'est ainsi. Messieurs, que la majeure partie des ques-
tions pratiques se ramène à des problèmes de maximums 
et minimums^ enlièrement nouveaux pour la science; et 
ce n'est que par la solution de ces problèmes que nous 
pouvons satisfaire aux exigences de la pratique qui cher-
che partout ce qu'il y a de meilleur, ce qu'il y a de plus 
avantageux. 

(*) Par la formule de la remarque faite page 55, pour 7=57036 ' , 
« = 1 , 7 , l'exposant est 1,0675. Calculant les corrections, nous trouvons 
qu'on doit augmenter cette quantité de 0,0113, et que la latitude du centre 
de projection est égale à 67® 36' -i-6' 3o" = 57° 3o". Sa longitude reste 
égale à 57". 
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BURGI (JOBST) 
ET SENS NÉPÉRIEN DU MOT LOGARITHME (*); 

D'APRÈS M . WILHFM M A T Z K A , 
Professeur à l'université de Prague. 

En 1620 Burgi publia l'ouvrage suivant : 
Arithmetische und geometrische Progrèss-Tahulen, 

samht gründlichen Unterricht.^ wiesolche nützlich inaU 
lerley rechnungen zu gehrauchen und verstan den Verden 
soi. Gedruckt in der alten Stadt Prag^ hei Paul Sessen, 
der lohlichen Universitet Buchdrucker, Im jähre 1620. 

(( Tables progressives arithmétiques et géométriques, 
avec une instruction solide pour les comprendre et s'en 
servir utilement dans toutes sortes de calculs. Imprimé 
dans l'antique ville de Prague, par Paul Sessen, impri-
meur de la louable Université. Dans l'année 1620. » 

Format petit in-4 de 7 feuilles et demie. 
U Instruction solide a été omise, il n'y a que les 

Tables : de sorte que le but véritable de ces Tables n'était 
pas bien connu. Cela a contribué à faire croire que Burgi 
a inventé les logarithmes longtemps avant Neper-, à 
quoi il faut ajouter l'assertion de son beau-frère Bramer 
que nous avons citée [Bulletin, t. IV, p. 57), et surtout 
ce que dit Kepler avec tant d'assurance dans ses Tabulœ 
Rudolphinœ; fol. Ulmœ, 1617 : 

Hoc inquam si expetis : ecce tihi apices logis t ici Justo 
Bjrgio multis annis ante editionem neperianam, viam 
prœiverunt ad hos ipsissimos logarithmos. Et si homo 

C) lournal de Grunert, t. XV, p. I2i ; l85o et t. XXXIV, p. 349; »860. 
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cunctalor et secretoruni suorum cusios^ fœtum in parla 
desütuit^ non ad usus públicos educavit. 

D'après cela, des domes sur la priorité de l'invention 
étaient légitimes, et M. Matzka, dans son Mémoire de 
i85o, se prononce même en faveur de Burgi ; mais depuis 
la question a changé de face. M. le D" Giesvs^ald, profes-
seur en premier du gymnase deDantzig, a eu le bonheur 
de découvrir dans la Bibliothèque de celte ville le manus-
crit de VInstruction solide ci-dessus mentionnée, et l'a 
publié in extenso (p. 26-36) dans sa dissertation Pro-
gramme scolaire (*) de i856 : 

Justus Byrg als mathematiher und dessen Einleitung 
in seine logarithmen, 

« J. Byrg comme mathématicien et sur son Introduc-
tion à ses logarithmes. » 

Dans la préface à cette Instruction^ on lit : 
Betrachtent derowegen die eigenschaft und corres-

pondenz der i progressen alz der arithmetischen und 
der geometrischen ; das was in der ist multipliciren^ ist 
in jener nur addiern^ und was in der ist dividiern in 
jener subtrahiren und was in der ist radicem quadra-
tarn extrahiren,^ in jener nur ist halbiren\^ radicem cubi-
cam extrahiren^ nur in 3 dividirn-, radicem zensi in 4 di-
viern. sursolidam in 5 und alsofort in aridem quanti" 
taten. 

(( Considérant à cet effet la propriété et la correspon-
dance de deux progressions, telles que l'arithmétique et la 
géométrique, ce qui dans celle-ci est mw/iz/^Z/er est dans 
celle-là seulement additionner^ ce qui dans celle-ci est 

(*) Il est d'usage en Allemagne que les directeurs ou supérieurs des col-
lèges publient à la fin de l'année scolaire, non pas des discours qui le 
plus souvent impatientent les élèves et ennuient les spectateurs^ qu'on 
croit audUeurSy mais des dissertations scientifiques, curieuses et instpuo 
tives. 
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diviser est dans celle-là soustraire^ ce qui dans celle-ci est 
radicem quadraiam extraliere, est dans celle-là dimi-
dier^ radicem cubicam extrahere, seulement diviser par 
3 ; radicem zensii^diV^ ; sursolidam par 5, et ainsi de suite 
pour les autres quantités. 

Mais tout ce paragraphe de Burgi n'est que la traduc-
tion presque littérale d'un passage de l'arithmétique de 
Michael Stiffel (voir Bulletin^ t. I , p. 71), dans son 
Arithmetica intégra (i547^ P* ^49)« Stiffel place l'une 
au-dessous de l'autre les deux progressions : 

— 3 , — 2 , — 1 , 0 , I , 2 , 3 , 4 , . . . , 

J) 2 ' ' ' 16 , . . . 

Et dit là-dessus : 
Qualiaque facit progressio geometrica multiplicando 

et dividendo, talia facit progressio arithmetica addendo 
et suLtrahendo. 

Et Lib. I , p. 35, il ajoute : 
Additio in arithmeticis p/vgressionibus respondet 

multiplie at ion i in geometricis. — Suhstractio in arith-
meticis respondet in geometricis divisioni, — Divisio in 
arithmeticis progressionibus respondet extractionihus 
radicum in progressionibus geometricis.^ ut dimidiatio in 
arithmeticis respondet extractioni quadratœ in geome-
tricis. — Triplatio in arithmeticis respondet multiplica-
tioni cuhicœ in geometricis, — Quintuplatio in arithme-
ticis respondet multiplicationi surdesolidœ in geome-
tricis, Et sic de aliis in infinitum, 

Burgi dit presque mot à mot la même chose et même 
la phrase finale. 

L'Instruction solide débute ainsi : 
Zu diesen Tahulen findet man Zweierley Zahlen : 



( 65 ) 
eitw mitt rothen Caructern, welche wie einem ieden 
leichtlich zu s^en^ nichts anders dann ein arithmestUh* 
progresß^ die andre aber mit schwarzen nichts anders 
dann ein geometrischer progrès s ist : und auf das wir 
in diesem desto kurzer durchgehen, woll wir dorthin den 
arithmetischen progress d^ rethe et den geometmchen 
progress die sch%varze zahl Hirnen, damit auch einieder 
die fundamenta dieser takttlen grundlicher fasse und 
dieselbige besser gebrauchen, so wollen wir in folgender 
begriff dieser 2 progressen für äugen stellen und 
dieselben mit etlichen exemplen erklären. 

^ . , 0.1,2.3.4-5. Aroth) 
Arithmetik.,, — , , 

î . 2 . 4 . 0 . 1 0 . 3 2 . . .[schwartz] 

« Dans ces Tables, on trouve deux sortes de nombres : 
les uns en caractères rouges, qui, comme ch|cun le voit 
facilement, ne sont autres qu'une progression arithmé-
tique 5 mais les autres noirs ne sont autres qu'une pro-
gression géométrique; mais afin d'abréger le trajet, nous 
appellerons nombre rowg^e la progression arithmétique 
et nombre noir la progression géométrique, et afin que 
chacun saisisse à fond les fondements de ces Tables et 
puisse mieux s'en servir, nous voulons mettre sous les 
yeux la propriété de ces progressions et les expliquer par 
quelques exemples : 

0 , 1 . 2 . 3 . 4 ' 5 . . . (rouge) 
1 . 2 . 4 . 8 . 1 6 . 3 2 . . . (noir) 

Ainsi Burgi se sert des deux mêmes p r ê t a s s i o n s qtie JT 
StiiTel, et quoiqu'il ne le nomme nulle pa|l^ il dit partout 
que d'autres arithméticiens, et entre autres un nommé 
Simon-Jacôb Zons, ont traité des propriétés de ces^deux 
séries. De là il résulte avec évidence qu'il n'a pas voulu 
passer pour Tinventeur relation entre les nombres 

lîulleiin mathématique, t. VI. (Se^eoâjpe l8Co.) 9 
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rouges et noirs, de ce qu'on nonyne aujourd'hui loga-
TÏ^mie ellogarithmand (*), 

Dans l a préface citée ci-dessus, ü dit même expressé-
ment : 

50 habe ich nichts nutzlicheres erachtet, alsz diese 
Tabulen also zu continuern, dass alle zahlen so vor-

fallen in derselben mögen gefunden werden,, auch 
-welcher continuation diese Tabulen er%vachsen, 

(( Ainsi je n'ai pensé rien de plus utile que de con-
tinuer ces Tables, de manière qu'on puisse y trouver tous 
les nombres qui se présentent ; cette continuation a donné 
naissance à ces Tables. » 

Ainsi Burgi se donne seulement comme continuateur 
de Tables qui ont existé avant les siennes. 

Burgi met dans le rang des nombres rouges toutes les 
dizaines 

o . I o . 2 0 . 3 o . . . I o o . I I o . 1 2 0 

(terme général ion). 
Au-dessous de zéro, il met le nombre noir 100000000 

(huit zéros). 
Au-dessous de 10, il met le nombre noir 100010000. 
Ainsi en style moderne, le terme général de sa progres-

sion géométrique est 10® . ( 1001)" . 
51 l'on prend pour unité un dixième, la progression 

rouge se change en 

o . I . 2 . 3 . . . ï o . i I . 1 2 , 

et en divisant chaque nombre noir par 10®, la progres-
sion nozre^evient 

1 . 1 , 0 0 1 ; 1,0002001 .(i ,001)". 

(*) Les Allemands emploient ce mot pour désigner le nombre 
pondant à un logarithme; 
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Stîfîel avait adopté a" pot^lK^progression géométrique, 

à quoi Burgi substitue (ijWf)^*. 4 
Dans nos Tables, Tordre 

naturel, et les logarithméàlI|)^i^Ô€%e5 sont placés vis-à-vis ; 
dans les Tables de Burgi, ce sont les logarithmes qui sont 
disposés suivant l'ordre naturèl i , 2 , 3 , . . . , et les nombres 
approchés sont placés en regard. Ce sont des Tables dites 
antilogariihmiques, beaucoup moins commodes que les 
nôtres. 

On peut conclure, de ce qt^ précède, que Stiffel le pre-
mier a vu la possibilité de remplacer les multiplica-
tions, etc., par des additions, à l'aide de deux progres-
sions correspondantes (voir Nouvelles Annales, t. V , 
p. 496) \ q^e divers ont calculé, à cet effet, les termes de 
ces progressions ¿m les réduisant en Tables, et que Burgi 
a continué et donné plus d'extension à ces Tables. 

Il reste démontré que plusieurs, avant Néper, a v a î ^ | 
en vue le même but que Néper, et que celui-ci l'a mieux 
atteint que ses prédécesseurs et d'une manière bien plus 
philosophitjue, et ses Tables sont tellement accommodées 
aux h ^ ^ m des calculateurs, qu'elles sont entrées dan^ le 
domàinepulilic, surtout avec la base 10 de Briggs ( * ) . 

Burgi ne se sert jamais de l 'agression logarithme. On 
a donné à ce mot une origine qui se rattache à la théorie 
suivante qu'on doit à Képler [Tabulœ Rudolphmœ, 

cap. III, p. I I , col. 1). On dit qu'un rapport ~ est con-

^ ^ ï i u m fois dans un rapport ~ lorsque le produit de m 

facteurs égaux à ^ est égal à ~ : ce qu'on écrit ^^^ = 

(*) Les opérations iBfinïlésimales s'exécutent avec la base népérienne e ; 
il serait coçîmode d'avoir des Tables trigonométriques avec cette base : 
par là on évitèrait les changements de systèmes. 
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Supposons qu'on adopte un ra]^»0nfixe ^ et qu'on y côm-

pare successivement touî,làl4j^EH[>nspo^^^ alors m 

est dit le logarithme de ^ t exemple, prenons - = —, 

et ^ = Y? alors = Y P®^ P*'^)» o,3oio3 

est le logarithme de 2 : c^est la définition de Képler, qui 
ne diffère pas essentiellement, comme l'on voit, de la défi-
nition exponentielle d ' E u l ^ , aujourd'hui enseignée. De 
là on a déduit que logarithme est l'expression abrégée 
des mots grecs ^çtrfcôç TOTV Xoym*, rationum numerus. 
Mais M. Matzka objecte très-judicieusement queNéper a 
introduit le premier ce mot dans son ouvrage de 1614 
[Mirißci Logarithmorumy etc*) et sa théorie n'est 
nullement fondée sur l'idée d'un nombre de rapports, caî̂  
^ette théorie est purement cinématiqueet, soit dit en 
^ s s a n t , contient le premier germe desßux ions , le-
quel, entré dans la tête deNew^ton, en i o r t comme calcul 
ßuxionnel^ de même que la théorie des gtandçurs ex-
trêmes de Fermât contient le premier gemi 
tielsy lequel, entré dans la tête de Leibnit3&,e&^ 
calcul différentiel, II friit donc chercher chésc Néper 
même le sens qu'il aitachttit au mot logaritJmie^ dont d'ail-
leurs il n'indique nulle part explicitement la dérivation. 

Or, dans l'Introduction à l'ouvrage ci-dessus cité, on lit : 
Quum nihil sit,.. mathematicœ praxi tam molestuin^ 

quodque logistas (les calculateurs) magis remoretur, 
retardet, quam mngnorum numerorum multiplicationes^ 
partitiones^ quadratœque et cuhicœ [scilicei radiéis) 
extractiones, quœ, prœtcr prolixitatis tœdium, luhricis 
etiam crrorihus plurimum sunt ohûoxiœ, cœpi igitur 
anima revolvere, qua arte certa et expedita possem dieta 
impedita amoliri. Multis suhinde in hunc fifiem per-
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pen sis y nonnulla tandem inveni prœclara compendia 
alibifortasse tractanda {*) : verum inter omnia nullum 
hoc utilius^ quod una cum multiplicationibus ^ partition 
nibusy et radicum extractionibus arduis et prolixis^ ipsos 
etiam numéros multiplicandos.^ dividendos.^ et in radi-
ces resolvendosy ab opere rejîcît et eorum loco alios 
substituit numéros, qui illorum muñere fungan tur per 
solas additiones., subtractiones, bipartitiones et triparti-
tiones. Quod quidem arcanum cum... sit, quo commu-
nius eo melius: in publicum mathematicorum usum pro-
palare libuit. 

Voilà le but bien clairement expose : il consiste à sub-
stituer aux nombres données, d'autres dont les calculs 
sont plus faciles. E n effet, dans son ouvrage publié en 
1619 sous le titre : Logarithmorum canonis construction, 
il appelle les nombres numeri naturales et leurs loga-
rithmes numeri artificiales, nombre artificiel, nombre 
servant à calculer j or un nombre de compte se rend en 
grec par XoytrrtKÔç le mot logistique était très-

usité du temps de Néper-, Képler dans ses Tables R u -
dolphines appelle les nombres chiffrésl des apices lo-
gistici. Ainsi logarithme signifie donc dans le sens de son 
inventeur nombre artificiel. 

M . Matzka, qui donne cette ingénieuse et exacte déri-
vation, fonde là-dessus une manière trè%élémentaire d'ex-
poser les logarithmes dans les écoles primaires. Un pro-
duit ne change pas dans quelque ordre qu'on multiplie 
les facteurs^ une somme ne change pas dans quelque 
ordre qu'on ajoute les nombres. Cette analogie suffit 
pour expliquer les logarithmes considérés comme nombres 
auxiliaires artificiels. 

(*) Probablemeiit sa Rabdologie (1617 \ 
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BIBLIOGRAPHIE. 

MÉMOIRE SUR LA THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES SURFACES DU 

SECOND ORDREpar M . Ch. Méray, docteur ès sciences; 
Rome, in-4 de ^4 P^g^s, 1860 (extrait àes Annali di 
Mat. para ed applicata^ t. III, janv.-fév. 1860). 

C'est une bonne étude sur la Géométrie supérieure àe 
M . Chasles, et dont les théorèmes fondamentaux sont dé-
montrés géométriquement, Oo n'y trouve qu'une seule 
équation, qui porte le n" i ; de quoi on aurait pu se dispen-
ser, puisque cette équation est unique; c'est la méthode 
logique de M . Chasles, rendue moins équationnelle, s'il 
est permis de s'exprimer ainsi. Est-ce un avantage? Nous 
trouvons même que la classique et célèbre Géométrie 
supérieure est trop peu équationnelle. Des équations 
écrites valent mieux que des équations /?a/7ée5, mais dont 
on se sert volontiers pour ressembler, à ce qu'on à 
Euclide. Pure archéolâtrie. C'est faire rouiller une mé-
daille fondue hier pour lui donner un vernis d'antiquité. 
La géométrie moderne se compose de figures^ à'équa-
tions et de déductions^ sans négliger les inductions, 
source de découvertes, et de chacune selon les besoins de 
la cause, comme l'on dit au barreau. Pourquoi les Grecs 
n'ont-ils pas fait usage d'équations? Même réponse que 
pour les chiffres : parce qu'ils ne les connaissaient pas. 
Apollonius ressuscité ne marcherait pas plus sur les traces 
d'Euclide que Platon ne serait platonicien, qu'Aristote 
ne serait aristotélicien; hommes de génie, ils appren-
draient nos procédés et se placeraient bientôt au premier 
rang. Un courtisan disait au grand Frédéric que si César 
revenaîl, il trouverait à qui parler, a Si César revenait, 
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répondît r i l l u s l r e capitaine, il étudierait nos moyens dé-
fensifs et offensifs, et puis nous battrait. » C'est vrai 
en toule chose. 

DIOPeA»TE. 

Voici l'inscription fictive sur son tombeau, qu'on 
trouve dans \Anthologie grecque (*) : 

OvToç rû9 ¿\lûÇ>etvroy i^u ré&^oç ce. fity» Ouuf^cc 
i^ai ru^oç iK Tî^vfjç fiîT{i» ^oio'Xiyit. 

EfCTfjv xoup/^iiv /StCTOO Oioç aTretrt ju.ùipt}v. 
ùc^è^tKur*} ^\7râùç Tropiv x^oûuv 

Tfî ê^^ctf' ITT iCiof^coirf] TO ff^paro (péyyoÇy 
EK ¿'Î yaif^m wifAVTu ^u7i*î-x-eviv(riy iréi. 

A'I Cil riKÙyirov ^nXlv tîkcç, vifjuav Trecrpoç 
Too it Kot) i fctrf^ov iXâ)v ^tórov. 

ïievOoç ê^^c&'j %i(rti''i(r<n vretptjyo^iofv ¡fixuToJçy 
TtJ Js TTOa-ÛU (TOÇt^ repfù^ iTTOpt^TB (¿lou. 

Traduction Ialine, 

Hune Diophantus habet tiimuluni qui tempora vilae 
Illius, mira dénotât arte tibi. 

Egit sextantem juvenis; lanugine malas 
Vestire hinc cœpit parte duodecima. 

Septante uxori post haec sociatur, et anno 
Formosus quinto nascitur inde puer. 

Semissem aetatis postquam attigit ille paterna?, 
Infelix subita morte peremptos obit. 

Quatuor aestates genitor lugere &ape]:$tje& 
Cogitur, hinc annos illius assequere. 

(*) BACHET, NO 19; BRUNCR, t. U , p. 423; t. ILL, p. 229; JACOBS, t. XIV, 
p. 126; HEILBRONNER, p. 859. 
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Imitation versifiée. 

Passant, sous ce tombeau repose Diophante, 
Et quelques vers tracés par une main savante 
Vont te (aire connaître à | |ûel âge il est mort : 
Des jours assez nombreux que lui compta le sort, 
Le sixième marqua le temps de son enfance; 
Le douzième fut pris par son adolescence. 
Des sept parts de sa vie une encor s'écoula, 
Puis, s'étant marié, sa femme lui donna 
Cinq ans après un iils, qui, du destin sévère, 
Reçut de jours, hélas! deux fois moins que son père. 
De quatre ans, dans les pleurs, celui-ci survécut : 
Dis, si tu sais compter, h quel âge il mourut. 

Solution. 
Représente par x le nombre en question 
Et, sans rien oublier, pose une équation 
Où dans le premier membre on trouve le sixième^ 
Puis le douzième cïx, augmentés du septième. 
Ajoutes-y neuf ans : le tout égalera 
L'inconnue .r. Transpose, ajoute... , et caetera. 
Tu verras aisément, sans qu'on puisse en rabattre, 
Que l'âge du bonhomme est bien QUATRE-VINGT-QUATRE. 

H. EUTROPE. 

Note du Rédacteur. La poésie est plus ancienne que 
la prose. Avant l'invention de l'écriture, l'histoire et la 
science se transmettaient par des moyens mnémoniques, 
et le rhylhme est un de ces moyens. Les traités d'algèbre 
indiens, tel qxxele Lilawafi^ sont en vers. Que de milliers 
d'années écoulées avant la décomposition de la parole en 
mots et sons élémentaires et combinés, et d'autres mil-
liers d'années avant la représentation graphique det ces 
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GENEALOGIE DE VIÈTE 

§ I. VIÈTE . — Famille originaire des environs de Fon-
tenay, illustrée par l 'un de ses membres, le fameux et sa-
vant mathématicien François Viète, créateur de Falgèbre. 

Nous devons les éléments de cet article à l'obligeance 
de notre collègue et ami M. B. Fillon, qui luî-mème a 
publié sur François Viète une Notice pleine d'intérêt. 

I . — Viette (François), marchand à Foussays, men-
tionné dans un acte de 1528, est le premier de celte famille 
qui soit connu. Il fut père de : 1® Etienne, qui suit ; 2® Ma-
thurin, rapporté § IV ; 3® Jean, qui eut pour enfants : AKé-
nor, dame de la Sablière, mariée à Louis Suppin, et le 
23 janvier i583 à Charles Clabat, écuyer, seigneur des 
Granges ; Anne, femme de Jean Cardinault, morte avant 
i58i ' , Jeanne, épouse de Jean Dubois, seigneur de 
Saint-Cyr; 5° Josèphe, épouse de François Beau, sei-
gneur des Cambaudières. 

II. — Viète (Etienne), qui le premier écrivit son nom 
avec un seul T , fut bachelier ès lois, procureur à Fonte-
nay et notaire de la seigneurie du Busseau. Il eut de 
Marguerite Dupont, fille de François et de Françoise 
Brisson : i® François, qui sui t ; 2® Nicolas, rapporté 
§ I I ; 3® René, relaté § III; 4*̂  Claude, mariée le 17 juin 
i568 à Crîstophe Bonnet, mourut en iSyS; 5® Françoise, 
épouse de Pierre Robert, seignetir du Vignault, notaire à 
Fontenay, morte vers iSpy; 6° Jeanne, morte fille 
en i5g6 ainsi que Julie. 

(*) Extrait du Dictionnaire historique, biographique et généalogique des 
familles de l'ancien Poitou, parM.Filîeau de la Touche. Poitiers; i84o-i854. 

Bulletin mathématique, i. VI. (Octobre 1860.) lO 
î.. 
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III. — Vièle (François), né à Eontenay en i54o, fit 

son droit à Poitiers et le termina dès l'âge de vingt ans. 
Après avoir plaidé comme avocat pendant quelque temps 
dans sa ville natale jusqu'en i S ô j , il devint plus tard 
conseiller au parlement de Bretagne, où il figure le 6 avril 
1574. On doit supposer qu'il dut ce poste à la faveur dont 
jouissait son cousin et condisciple le président Barnabé 
Brisson (*), près duquel il fut sans doute appelé à Paris, ce 
qui lui permit de faire des études sans lesquelles ses immen-
ses découvertes eussent été sans base ni fondements. Obligé 
de quitter Rennes pour se réfugier à Beauvais-sur-Mer 
près de Françoise de Rohan, il y composa deux ouvrages. 
Nommé maître des requêtes ordinaires de Thôtel du roi 
par le crédit de Brisson et du duc de Rohan (28 mars 
i58o), il se rend à Paris, mais il est très-promptement 
dépouillé de sa charge. On a lieu de croire qti'il courut 
quelques dangers, causés sans doute par une certaine 
tendance vers les idées de la Réforme. Retiré dans le 
bas Poitou, il se livra aux travaux les plus sérieux, et 
publia dans l'espace de neuf années presque tous les ou-
vrages qui ont consacré son immortalité. Lié aux Poli-
tiques, il suivit les membres du parlement attachés à celte 
faction qui siégèrent à Tours, et rentra avec Henri IV à 
Paris pour y occuper son siège dans le Conseil privé. 

On apprendra avec plaisir la cause de cette insigne fa-
veur. Pendant son séjour à Tours, on avait saisi plusieurs 
correspondances en chiffres enlevées aux Espagnols. 
Henri IV les soumit à Viète et lui en demanda le secret. 
En quatorzè jours, le puissant cerveau du mathématicien 
possédait la langue espagnole, et le secret des correspon-
dances était livré à son roi, qui s'en servit avec succès 
pour déconcerter les Espagnols -, car, malgré le soin qu'ils 

(*) Pendu à Paris en 1591 par les^ize. TM. 
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avaient de changer te yiète, dans sa méthode 
étant parvenu à trouvait toujours 
la clef. En son ^son secrétaire, qu'il 
avait instruit dans cer put servir de sûr in-
terprète : 

On raconte aussi de lui qu 'un mathématicien hollan-
dais (Adriauus Romanus) ayant proposé à tous les sa-
vants du monde la solution d'un problème, et ayant 
oublié, dans la liste des mathématiciens qu'il avait ré-
digée, d'en octroyer un à la France, Viète, mandé par le 
roi pour soutenir Fhonneur du royaume, n'eut qu'à lire 
l'énoncé du problème pour en donner aussitôt plusieurs 
solutions. Lorsque Adrianus Romanus fut instruit du 
fait, il se renditi i;l^aris, de Paris à Fontenay, de Fonte-
nay à la maison Èé campagne de Viète, toujours courant 
après le mathématicien et lui soumettant par écrit des 
propositions que Viète résolvait aussitôt. Enfin les deitt 
savants finirent par se rencontrer, et le Hollandais 
<;hamé resta cb^-son hôte pendant six semaines. 

Vîète, A« ifiâieu des immenses travaux qu'exigeaient 
ses lae négligeait aucun de ses devoirs de. 
magïîti^é/^^^ laissé quelques œuvres auxquelles 
manque la dérnîfre main, c'estijue les loisirs manquèrent 
à leur auteur. Il mourut au mois de février i6o3. 

Viète est incontestablement le créateur de l'algèbre; 
c'est à lui qu'on doit l'ingénieuse idée de représenter les 
quantités par des signes qui, ne pouvant se fondre par le 

Icàlcul, présentent, au moyen de certaines notions con-
ventionnelles, la trace des opérations effectuées pour 
arriver à la solution des questi<^s proposées; et c'est 
cette idée qui a fait de cette science le plus puissant in-
strument du génie. Sans Viète^ on peut Je dire haute-
ment , Descartes, Fermât , Newton, Pascal, Leibniz, 

Voir t. ! X , p. 2^7; i85o. 



( 7 6 ) 
qui ont éclipsé leur maître, seraient aujourd'hui bien 
moins connus que lui, ou plutôt sans Viète ils n'eussent 
pas existé. Nous pouvons donc' le répéter, Viète est in-
contestablement l'un des plus grands hommes qu'ait en-
fantés le Poitou, et en songeant à tout ce que ce puissant 
génie a donné au monde, nous pouvons projnoncer avec 
orgueil ce nom trop peu connu, même des héritiers de sa 
gloire modeste. 

Pour les détails sur les ouvrages de Viète, voir sa N o -
tice publiée par M . B. Fillon et Rittér, dont nous n'avons 
fait que présenter le résumé. 

François laissa de Julienne L e d e r e , son épouse, S u -
zanne, morte fille en janvier 1 6 1 8 . 

§ II. — Deuxième branche. 

III. — Viète (Nicolas), seigneur de la Motte de M o u -
zeuil, fils puîné d'Etienne et de Marguerite Dupont, rap-
portés I P degré du § P"", avocat, contrôleur ancien et con-
seiller en l'élection de Fontenay, mort en 1 6 2 6 , épousa: 
I® Anne Quinefault, fille de Guillaume et de Penette A u -
dayer, et 2° Marie Bauchier. Il eut du premier lit : 1 ® Niñ-
eólas, qui suit-, 2® Marie, épouse d'Étienne Bran, sei-
gneur de la Grande-Maison, conseiller en l'élection de 
Fontenay 5 François ^ prêtre, prévôt de Notre-Dame de 
Fontenay, chanoine de Luçon-, Élisabeth, mariée le 
2 2 mars iSpS à Jean de Saint-Micheau, conseiller en l 'é-
lection de Fontenay -, 5 ° Jeanne, femme de Pierre Guille-
min, écuyer, seigneur de Thouars -, 6° Barnabé, écuyer, sei-
gneur d'Aziré, assesseur au siège de la Rochelle, épousaEli-^ 
sabeth Galais, dont il eut : i ® Elisabeth, mariée le 1 9 mars 
1 6 2 6 à Jean Faure, seigneur du Chiron, avocat à F o n -
tenay^ 2® Pierre, écuyer, échevin de la Rodiélle, fut un 
des signataires de la capitulation de cette tille en 1 6 2 8 . 
Sa postérité existait encore en 1 7 4 7 d^îns la personne 
d'Etienne-Augtiste, écuyer, seigneur de la Livagerie, 
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conseiller au presidiai de la Rochelle. 11 est à croire que 
MM. Prosper et Hyacinthe Vièle de la Livagerie, officiers 
en retraite, qui habitent aujourd'hui la Rochelle, des-
cendent de ce dernier; ce sont alors les seuls représen-
tants de la famille de notre illustre compatriote. 

IV. — Viète (Nicolas), écuyer, seigneur de la Grais-
Pissote, fut maître des requêtes de la maison et cou-
ronne de France, substitut du procureur du roi, puis se 
fit prêtre. Il avait épousé, le 6 juin 1609, Jeanne Alé-
aume, fille de Jean, seigneur de la Chenulière, avocat du 
roi à Fontenay, et de Marie Regnouf, dont il eut : Louis, 
écuyer, seigneur de Saint-Thomas ; 2® Marie; 3° Jeanne, 
mariée : i® le 7 novembre i6/\i à Jean Baucher, écuyer, 
seigneur de TAulnay, et 2" le 8 février 16^0 à François 
Bourgaing, écuyer, seigneur de la Grande-Basse; 4° Ca-
therine, morte fille. 

§111. — Troisième branche. 

UI.— Viète (René), fils puîné d'Etienne et de Margue-
rite Dupont, relaté au II® degré du § P'', seigneur du Breuil, 
de Longesve, lieutenant général en l'élection de Fonte-
nay-le-Comte, épousa Gabrielle de Saint-Micheau, fille de 
René, seigneur de la Guerinière, et de Catherine Chabot, 
et fut père de : 1° Gabrielle, mariée : i " l e 8 j u i n i 6 i 4 à 
Charles Masson, seigneur du Pin, et 2° à Charles Cla-
vier; 2® Catherine, mariée le i i février 1617 à Lancelot 
Pailler, seigneur de la Macardière, avocat du roi en l 'é-
lection de Fontenay-le-Comte ; 3̂ ^ René, né le 28 oc-
tobre i593,mort jeune; 4® Marguerite,née le 12 août iSgS, 
mariée le i 3 mars 1620 à René de la Court, écuyer, sei-
gneur du Fonteinan ; 5° Claude, née le 7 novembre iSpô', 
épousa le 19 septembre 1621 Jean Audouart, écuyer, sei-
gneur de la Bigatière, avocat du rèi au siège de Niort; 
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6° Anne, née le 18 février iSpS, fut reçue le ipiavril 
1623 religieuse du tiers-ordre de Saint-François à Fon-
tenay; 7® Jeanne, née le 26 avril iSyg. Peut-être est-
ce la même que Jeanne Viète, épouse de Jean Gabriault, 
écuyer, conseiller au parlement de Rennes; 8^ André, né 
le 23 septembre 1600, mort jeune; Marie, née le 5 fé-
vrier 1602, épousa François Régnier, écuyer, seigneur 
de la Remaudière; François, écuyer, seigneur du 
Breuil, maître des eaux et forêts en la sénéchaussée de 
Livrai. 

§ IV. —• Quatrième branche, 

IL — Viète (Mathurini, fils aîné de François Viette, 
rapporté au degré du § seigneur de la Bretinièi^e, de 
Faussays, mourut en février 1598, laissant de Nicole née 
Robin, son épouse : 1° Jean, qui suit ; 2® François, rapporté 
§ V; 3® Jeanne, femme de Nicolas Pigueriet, seigneur de 
la Martinière; Jacques, seigneur de la Motte-d'Ardin, 
épousa, le 26 mai i568, Marie Renaillon, fille de Pierre 
et d'Honorée Gaultran, dont il eu t : Marie, femme de 
JeanTliubin, seigneur de Sérîgué; Elisabeth, épouse de 
Jean Caut, seigneur de Maigre-Souris; Catherine, ma-
riée le 22 août i6o4 à Salomon Pougart, seigneur de 
Thies; Suzanne, mariée : le 16 avril iSgS à Benja-
min Gilbert, seigneur de la Dacotière ; 2® en mai 1608 
à Louis Lezin, seigneur du Maigue; elle est morte en 
septembre 1612; Judith, femme d'André Pauîllan ; 
Jeanne, mariée le 25 avril i594 à Hélye Desayvre, sei-
gneur de la Vergue; 5® Gilles, marchand à Foussays, 
mort en juillet i563, et qui, de Marie Boureau, son 
épouse, laissa Gilles, émancipé le 11 juin 1579, époque à 
laquelle il était déjà l'époux de N. Jausseaume, fille de 
Jacques. 

III. — Viète (Jcan)^ époux de Jeanne Avord ou Au-
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vard, fut père de : i® Elisabeth; Suzanne, élevée par 
son oncle Nicolas Viète, seigneur de la Motte de Mau-
geuil. Elle épousa, le i 6 avril 1612, Paul Poyblon; 
S"" Jeanne; 4® Pierre. 

§ V. — Cinquième branche. 
III. — Vièie (François), fils puîné de Mathurin 

et de Nicole, rapporté au IP degré du § IV, seigneur 
de Saint-Nicolas, marchand à Morons et receveur des 
décimes du domaine de la Maillezais, épousa Catherine 
Jouslain et fut probablement père de : i® Guy, mort gar-
çon à Saint-Hilaire-de-la-Forèt , vers i594; Guil-
laume, notaire à Morons; 3® Loys, marchand à Niort ; 
4° René, qui suit : 

IV. — Viète (René), demeurant à Saint-Hilaire-d'Y-
sernay, épousa Périnne Chanteau, dont Hilaire. 

Armoitñes, — François Viète, membre du conseil 
privé du roi, portait d^argent au chevron d''azur accosté 
de six étoiles de,,,, accompagné en chef d \in soleil de,.. 
et en pointe d'un lys de jardin arrosé par une main 
dextre issant dhme nuée au côté senes tre du chevron. 

Cette dernière figure fait allusion aux services rendus 
par le célèbre mathématicien au roi de Navarre à Tocca-
sion de la découverte du chiffre des dépèches diploma-
tiques espagnoles. Quant au soleil et aux étoiles, ils rap-
pellent le système planétaire connu au xvi® siècle. 

Note du Rédacteur. Nous avons inséré avec plaisir 
cet arbre généalogique. La noblesse réelle y celle du génie, 
est décernée de Dieu. 

J'ai lu quelque part, l'endroit m'échappe, qu'à l'article 
de la mort, la famille a eu beaucoup de peine à faire ac-
cepter à Viète l'intervention d'un prêtre. A ce qu'il pa-
raît, il était libre penseur ou seulement partisan dn libre 
examen. 
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CALCUL INFINITÉSIMAL. 

L A TEORICA DELLE FUNzioivi ELLITICHE, Hionografia del 
prof. Henrico Belli (Annali di Matematica, Mar-
zo e aprile 1860, p. 8 5 - 1 2 8 ) . 

C est Texposition, à ma connaissance, la plus satisfai-
sante des fonctions monodromes, monogènes, synectiques, 
elliptiques à double période. La haute estime que nous 
professons pour le talent du célèbre ànalyste nous enhar-
dit à dire que Ton découvre ici une qualité inattendue, 
la clarté; d'autant plus que nous considérons cette qua-
lité comme très-précieuse, mais non pas comme la plus 
essentielle. La limpidité des petits ruisseaux, dit Voltaire, 
tient souvent à leur peu de profondeur. On arrange plus 
facilement une échoppe qu'un vaste magasin d'idées. 
Lorsque cette importante production sera terminée, nous 
en parlerons dans le corps du Journal, En attendant, 
nous en conseillons la fructueuse lecture aux géomètres 
familiers avec l'harmonieux idiome de l'antique Ausonie, 
Dans aucun temps, sous aucun régime, cette terre n'a 
été stérile en hommes de génie. Au xin° siècle, l'appari-
tion de Durante est un phénomène prodigieux, inexpli-
cable. 

O navis, referont in mare te novi 
Fhictus? 

L'habile géomètre, M. le capitaine Dewulf, traduit le 
Mémoire italien qui sera un utile commentaire au savant 
ouvrage de MM. Briot et Bouquet, aujourd'hui sur les 
rayons de toutes les bibliothèques mathématiques, et dont 
M. le professeur Garlin, qui vient de conquérir un rang 
honorable dans l'agrégation, nous a promis de rendre 
compte. 
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PENSÉE DE GERGONNE SUR LES EXAMENS EN 1 8 1 4 . 

n 11 n'est point du tout démontré que ce qu'il faut 
» faire pour briller dans les examens, du moins suivant 
» leur mode actuel, soit aussi ce qu'il y a de plus propre 
» à se rendre habile dans les sciences. » [Journal de 
Gergonne, t. V, p. 62.) 

Il y a de cela un demi-siècle. Que dirait-il aujourd'hui 
de notre enseignement hypertrophique? 

Supposons qu'une place de premier violon soit vacante 
à l'Opéra, et qu'on exige des candidats les connaissances 
suivantes : 1® la langue française, 2° la langue italienne; 

l'histoire de la musique chez les peuples anciens et 
modernes ; 4® la lecture et l'écriture de la musique; 5® les 
éléments du contre-point; 6® l'histoire de l 'instrument; 

la théorie des cordes vibrantes; la théorie de la 
position du chevalet, de l'àme, des ouïes; 9° la théorie 
de la table de résonnance; 10® la théorie des sons nor-
maux et harmoniques; 11® la théorie de l'archet, de ses 
extrémités et du milieu ; 12® enfin l'exécution d'un adagio 
deViotti. 

Supposons, de plus, qu'on attache des coefficients nu-
mériques à ces diverses connaissances, et que leur somme 
soit décisive : il est possible qu'un ménétrier l'emporte 
sur un Paganini. Hides : de te fabula narratur. 

UuHetin malhèmatiquo,i. VI. (Novembre 1860.) 
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LES TÉTRAGRAMMES MATHÉMATIQUES. 

iehovah s'écrit en hébreu avec quatre lettres-, il est 
défendu à un israélite de protioncer ces lettres. Ainsi 
Jehovah, lisez Adondi, Il en est de même maintenant 
pour certaines expressions qu'il n'est pas permis de pro-
noncer dans l'enseignement secondaire. 

Différentielle, prononcez prime. 
Intégrale, prononcez primitive. 
Couple, prononcez rotation. 

Il y a même des mots sur lesquels il faut garder un 
silence respectueux; par exemple : homothétie, rapport 
anharmoniquehomographie, pôle^ polaire, etc., et 
autres expressions qui, appartenant à la cabale mathéma-
tique, ne doivent pas être répandues chez le vulgaire. 
Je possède le fameux livre Razael : il y a des formules 
telles, qu'en les prononçant on peut incendier tel édifice 
qu'on veut. On comprend le danger qu'il y aurait de 
répandre de telles formules. 

CROMWELL ET NEWTON COMPARÉS PAR VOLTAIRE. 

Cromwell (Olivier), né en i5gg, mort en i658. Il n'y 
a guère d'exemples en Europe d'aucun homme qui, venu 
de si bas, se soit élevé si haut. Mais que lui fallait-il abso-
lument avec tous ses grands grands talents? La fortune.^ 
il l'eut cette fortune. Mais fut-il heureux? il vécut 
pauvre et inquiet jusqu'à quarante-trois ans; il se bai-
gna depuis dans le sang, passa sa vie dans le trouble et 
mourut avant le temps à cinquante-sept ans. 
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Newton (Isaac), né en i64a , mort en 1727. Que Ton 

compare à celte vie celle de Newton, qui a vécu quatre-
vingt-quatre années, toujours tranquille, toujours ho-
noré, toujours la lumière, de tous les êtres pensants, 
voyant augmenter chaque jour sa renommée, sa réputa-
tion, sa fortune, sans avoir jamais ni soin, ni remords; 
et qu'on juge l ^ u e l a été le mieux partagé. 

O curas hominum^ o quantum est in rebus inane! 

(PERS. Sat, I , V. I .) 

{Dictionnaire philosophique., article CROMWELL.) 

fREMIER EXEMPLAIRE 
de réditiou stéréotype des Tables de logarithmes de Lalaade, 

aiiDoté par l'auteur. 

Je possède le premier exemplaire que Lalande reçut 
en 1802. 

Voici comment et de quelle manière ces Tables stéréo-
typées, qui sont devenues si répandues, ont été données 
au public. 

Lalande (*), comme on le sait, notait minutieusement 
tout ce qui le concernait, el je joins ici ce qu'il a noté 
^ sa plume de corbeau, dont il avait l'habitude de se 
servir, sur l'exemplaire dont il s'agit. Ce sont peut-être 
là des singularités de bibliomane ; je suis loin d'en dis-
convenir. Il me semble cependant assez cuneux de voir 

(*) Jé¥ome-îras^r&-de La Laûde, né à Bourg-en-Bresse, 11 juillet 1782, 
mort à Paris, < aTtU 
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que la publication de ces Tables, qui depuis ont été tant 
de fois réimprimées, a peut-être tenu à une misérable 
somme de 15o francs prêtée par Lalande à M. Didot, et 
que, sans cette facilité, T imprimeur ne se serait peut-être 
pas décidé à fondre les caractères et à se risquer à im-
primer, car les Tables à 6 décimales, publiées bien an-
térieurement et dès 1760 par les soins de La Caille et de 
Lalande, très-répandues à cette époque, et nombre de 
fois réimprimées avec la savante explication de Tabbé 
Marie y pouvaient être regardées comme suffisantes aux 
besoins des calculateurs. 

Ces Tables allaient souvent jusqu à 20000; mais, se-
lon Lalande, elles ne doivent pas outrepasser les 10000, 
ce nombre lui paraissant suffisant, à tel point que de 
l'exemplaire de la dernière de ces Tables dont il se ser-
vait au moment de sa mort, et que je possède chargé de 
ses annotations, il en avait supprimé les 10000. 

Au surplus, le projet de Lalande a porté ses fruits, et 
par l'exiguïté de son format et la netteté des caractères 
de MM. Didot, cette publication a puissamment contri-
bué à propager l'usage si précieux du calcul loga-

• rithmique. Ces mêmes Tables à 5 décimales, de même 
que celles des sinus, des tangentes, etc., ont été stéréoty-
pées toujours sous le nom de Lalande, en plus d'une 
partie du monde et spécialement à Leij)sig en i833 par 
les soins de M. / / . - G . Kôhler., docteur en philosophie, 
qui y a joint une assez grande quantité de Tables spé-
ciales, de même que celles des logarithmes de M. Gauss^ 
dont vous parlez dans votre Bulletin, En un mot, cette 
édition me parait constituer un véritable manuel de 
calcul logarithmique. 

Notes de Lalande sur son exemplaire de 1802. 

6 novembre 1799. —Projet arrêté avec Didot. 
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i3 novembre. —Commencé l'explication. 
7 février 1800. — i5o francs prêtés à Didot pour la 

fonte. 
17 mars. — Première page d'essai. Il change le carac-

tère. 
24 août 1801. — Dernière épreuve. 
Octobre. — On fait un tirage de 2 000. 
23 octobre i8o3. — Mention de l'ouvrage dans le 

Journal des Débats, 
23 octobre. —Mention de l'ouvrage dans le Moni-

teur du 24, dans la Clef du Cabinet et dans VHistoire 
de VAstronomie, à Verrata. 

Le 25 octobre. — Je promets 100 francs pour chaque 
faute. 

Le 6 juin i8o3, il y en avait déjà 2 5oo de vendus. 
En novembre i8o4, je corrige l'explication. 

FOURNERAT, 

3uge honoraire du tribunal de la Seine, 
à Ancy-le-Franc (Yonne). 

BIBLIOGRAPHIE. 

DISSERTÀTIO INAUGURALIS QUA SELECTA n E JURIBUS MATHE-

MATicoRUM CAPITA iu illustri Academia Basileensi pro 
obtinendo jurium doctoris gradu publicae disquisi-
tioni submittit t/oA. Fridericus Weidlerus, A. R. G., 
MDCCXXYII, d. 24. mart. Basilese. Litteris Brand-
millerini, In-4'^, 4o pages. 

Cette instructive Thèse renferme six chapitres. 
CAP. I. De nominis mat hematic orum^ prouti in legi-

bus occurrit significatione singulari et ejus causis. 
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Au titre 18, lib 9, du Digeste, ou lit : De malejicis et 

mathematicis et ceteris similibus. On confond les naalbé-
maticiens avec les astrologues, les magiciens, etc. 

Tacite, Hist, lib. I, c. 22. Juvenal, 5a i . XIV, 
V. 248. 

On lit dans Aulu-Gelle, N, A, lib. I, c. 9 : Valgus, 
quos Chaldeos gentililio vocabulo dicere oportetj ma-
thematicos dicit. 

CAP. II. De melhodi mathematicœ usu in junspru-
dentia. 

CAP. III. Dejuribus arithmeticorum. 
Ces arithméticiens portaient divers noms. 

Calculatores I 2° tabularii; discussores^ 4^ ratio-
cinatores. 

Les calculateurs jouissaient de ce droit : le chef de la 
province [provinciœ prœses) était tenu de juger leurs 
procès avant ceux des autres. 

Discussores erant qui rationes publicas ab aliis trac-
tatas sub examen vocabant. 

Espèce de conseillers de la chambre des comptes \ ils 
exerçaient aussi un certain arbitrage, ainsi que les ratio-
nnât ore s. 

Tous ces arithméticiens étaient exempts de la milice et 
de payer certains impôts. 

On comprend Fimportance qu'avaient les calculateurs 
avant l'introduction des chiffres arabes; certains comptes 
exigeaient autant de jours qu'aujourd'hui d'heures. 

CAP. IV. Dejuribus geometrarum. 
On distingue : i® mensores ^ 2^ agrimensores^ 3° geo-

dœtœ y 4® metatores. 
Il y avait des meiisores : i® agrorum ; ^^ frumen-

torum^ y militares, 
Mensurœ in jure romano sequentes commemorantur, 
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toigilus ^ tube d'un diamètre égal à l'épaisseur d'un 

doigt-, en usage dans l'hydrométrie. 
Pes y cubitus, passusy decempeda, milliarium.. 
Areœ agrorum : Actus = carré de 120 pieds de coté. 
Jugerum == actus duplicatus et ah eo quod erat junc-

tum, nomen jugerius usurpavit. 
CAP. V. Jure pictorum sive opticorum, 
CÀP. Jure architectorum et mechanicorum. 
Severûs et Celer étaient les mécaniciens de Néron. 

(Tacite, Ann. lib. XV, cap. 4^.) 

SliR LES DIVERSES DÉFINITIONS D'APRÈS LEIBNIZ. 

Vers 1686, Leibniz écrivit en français (*) un discours 
de métaphysique quMl envoya à l'illustre Arnauld pour 
en avoir son avis; il nie l'action du corps sur l'âme et 
des substances les unes sur les autres : ce sont des appa-
rences, dont la réalité consiste dans l'intervention directe 
de Dieu; en d'autres termes, c'est son système de \har-
monie préétablie, développé depuis dans la Théodicée. 
Chaque substance exprime tout l'univers ; c'est ce que 
Rantancmmé das dingan sich selbst [ens perse), etdont 
nous n'avons aucune connaissance; en résumé, ce dis-
cours est un développement scientifique de cette asser-
tion de saint Jean, vivimus in Deo ^ cette vérité à laquelle 
nous devons la notion de certitude logique, de devoir 
moral, renferme en raccourci les bases des systèmes de 
Spinosa et de Malebranche, de Hegel. Leibniz croit aussi 

(*) Parmi les géomètres du xvii® siècle, Leibniz écrit notre langue 
aussi bien que Descartes et n'est inférieur qu'à Pascal, écrivain hors rang. 
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avoir expliqué ia question épineuse de raccorder la pré-
vision divine avec la liberté humaine, et il n'a fait qu'ob-
scurcir la matière; le tout pour n'avoir pas, comme 
Kant, rangé le temps parmi les formes des aperceptions 
humaines, nullement applicable à Dieu; mais Leibniz 
nie la réalité de l'espace; en quoi il a un grand avantage 
sur Spinosa, qui fait de l'espace un attribut divin. Au 
reste, ces sujets sont étrangers à notre Bulletin^ mais 
nous jugeons utile de rapporter le paragraphe XXIV de 
ce discours, qui a de l'intérêt pour les géomètres. 

(( 24. Pour mieux entendre la nature des idées, il faut 
toucher quelque chose de la variété des connoissances. 
Quand je puis reconnoitre une chose parmi les autres, 
sans pouvoir dire en quoy consistent ces différences ou 
propriétés, la connoissance est confuse. C'est ainsi que 
nous counoissons quelquefois clairement, sans estre en 
doute en aucune façon, si unpoëme ou bien un tableau est 
bien ou mal fait, parce qu'il y a un je ne sçais quoy qui 
nous satisfait ou qui nous choque : mais lorsque je puis 
expliquer les marques que j ay, la connoissance s'appèle 
distincte. Et telle est la connoissance d'un essayeur, qui 
discerne le vray or du faux par lé moyen de certaines 
épreuves ou marques qui sont la définition de l'or. Mais 
la connoissance distincte a des degrés, car ordinairement 
les notions qui entrent dans la définition, auraient besoin 
elles-mêmes de définition et ne sont connues que confu-
sément Mais lorsque tout ce qui entre dans une defini-

(*) Ces sortes de jugements, dont on ne peut toujours se rendre compte, 
constituent le bon goût. Les théories des osculations, des incommensu-
rables, des quantités infinitésimales sont des connaissances confuses, mais 
certaines. Telle est aussi la notion sans laquelle aucune autre n'existe, du 
moi, TM. • 

(**) La définition de la droite, chemin le plus court; mais chemin a be-
soin d'une définition. TM. 
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tîôn OU connaissance distinct^ est eônnu ^^inéteâijétft, 
jusqu'aux notiotis primitives, j'appelle cette connoissance 
adéquate. Et quand mon esprit comprend à la fois et 
distinctement tous les ingrediens priifiátifs d'une no t iw , 
il en a une connoissance m̂ MzViVe qui est bien rare, 
la plupart des connoissances humaines n^stant que con-
f u s ^ ou bien suppositives. Il est bon aussi de discerner 
les définitions nominales et les reelles. J'appelle 
tion nominale,^ lorsqu'on peut encore douter si la notion 
definie est possible, comme, par exemple, si je dis qu^une 
vis sans fin est une ligne solide dont les parties sont 
congruentes ou peuvent inceder l 'une sur l 'autre; celuy 
qui ne connoist pas d'ailleurs ce que c'est qu'une vis 
sans fin, pourra douter si une telle ligne est possible, 
quoyque en efíect ce soit une propriété reciproque f***) 
de la vis sans fin, car les aiiitres lignes dont les parties 
sont congruentes (qui ne sont que la circonférence du 
cercle et la ligne droite) sont planes, c'est-à-dire se peu-
vent decrire in piano. Cela fait voir que toute propriété 
reciproque peut servir à line définition nominale, mais 
lorsque la propriété donne à connoistre la possibilité de 
la chose, elle fait la définition reelle, et tandis qu'on n'a 
qu'une défini tion nominale, on ne sauroit s'assurer des 
conséquences qu'on en tire, car si elle cachoit quelque 
contradiction, ou impossibilité, ou en pourroit tirer des 
conclusions opposées. C'est pourquoy les vérités ne depen-

(*) Paf intuitwe,\on eotehd 0táinaipement ce qu'on conçoit de suite, 
sans réflexion, du MOÎJis siiiis. »vus ayons la conscience de cette ré-
flexion. Il suffit de/ÍGAW-IL̂ íLESTIJET̂  írtíam. TM. 

C '̂̂ ) Ligne s'étendant dans Tesĵ isu ,̂ courbure. 

(***) Ce mot réciproque n'a pas ¡ d le sens habituel: il signifie ici 
choses qui s'obtiennent par la même voie. Deux droites paralïèles s o ^ 
partout également distantes; deux courbes parallèles sont une propriété 
réciproque, dans le sens de Leibniz. 

Bulletin mathématique, t. VI. (Décembre 1860.) t 2 
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dent pas des noms et ne sont point arbitraires comme quel-
ques nouveaux philosophes ont cru (*). Au reste, il y a 
encore bien de la difference entre les especes de definì-
tions reelles, car quand la possibilité ne se prouve que 
par experience coaime dans la definition du vif argent 
dont on connoist la possibilité, parce qu'on sçait qu'un . 
tel corps se trouve effectivement qui est un fluide extrê-
mement pesant, et neantmoins asse volatile, la defini-
tion est seulement reelle et pas davantage; mais si la 
preuve de la possibilité se fait a priori, la definition est 
encore reelle et causale.^ comme lorsqu'elle contient la 
generation possible de la chose; et quand elle pousse 
l'analyse a bout jusqu'aux notions primitives sans rien 
supposer, qui ait besoin de preuves a priori de sa possi-
bilité, la definition est parfaite ou essentielle. » (Extrait 
du Briefwechsel zwischen Leibniz, Arnauld, etc.^ édité 
par C.-L. Grotenfeld. Hanovre, 1846; p. 178.) 

CHARLES (JACQUES) LE GÉONÉTRE. 

Né à Cluny (Saône-et-Loire) : on ignore l'année de sa 
naissance; décédé à Paris, hôtel Royal, place du Palais-
Royal, et enterré le 22 août 1791 à Saint-Germain-
l'Auxerrois. (Renseignement recueilli par M, Bienaymé, 
membre de l'Institut.) 

Tous les biographes et bibliogi aphes, sans exception, 
confondent le géomètre, membre de l'Académie, avec son 
homonyme le physicien, aéronautè, mbr ten 1828. 

Une biographie de l'académicien est \m desidercitum à 
remplir par le Secrétaire perpétuel de l'Institut. 

C*) Entre antres Pascal. TH. 
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POUGNAC (le cardinal DE) 12 
PONCELET, Membre de l'Institut 44 
POÜDRA, chef d'escadron d'état-major en retraite 44 
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PHOÜHET, professeur -
HAY r 
lUÈAUMUR 3, 4 et « 
RITTER 76 
ROBERT ( PIERRE ), seigneur du Vignault 73 
ROHAN (FRANÇOISE DE) 74 
ROM ANUS (ADRIEN) 75 
ROSENHAM ai 
ROUSSEAU (J.-J.) 9 
SACCHI, professeur à Milan 33 
SAINT-MICHEAU (JEAN DE) 76 
SCHEUTZ 16 
SCHILLER II 
STIFFEL 64 et 85 
STOKES 16 
SUPPIN 73 
SYLVESTER, professeur 23 
TASSE (LE) II 
VANDERMONDE 32 
VIÈTE 29 et 73 
VILLIS (R.) i6 
VIRGILE n 
VOLTAIRE 9 et 82 
WATT 5i et 53 
WEIDLERUS 85 
WHEATSTONE (C.) 16 
ZONS (S.-J.) 65 
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