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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SOLUTION DE LA QUESTION 493

(voir t. XVIII, p, 444);

Par M. A. & JOLIVETTE,

Eléve de Spéciales (institution de M. de Lassalle).

Soicnt P un point d'une conique, C le centre de cour-
bure en P, O le centre de la conique; par C on méne
une paralléle i la tangente en P. Soit D le point ou cette
paralléle est rencontrée par le diamétre OP; on a CD
égal au tiers du rayon de courbure de la développée
en C. (AseL Transon.)

Supposons la conique rapportée a deux axes de coor-
données rectangulaires; prenons pour axe des Y la nor-
male en P et pour axe des X la tangente au méme point:
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I’équation de la courke sera de la forme
ay* + bxy +4- ' + dy = o;

I'équation de la normale en un point M (x', y’) voisin du
point P sera

__2a_y" 4+ ll.t/—{»-il'.r ,_2ay’+b.r'—+—d ,

—_—  _.x
by 4+ 21’ Y by’ + 2x’

Le rayoun de courbure R de la conique en P est la limite
de 'ordonnée i Yorigine de cette normale quand z' ten-
dra vers zéro, d’ou

-R—lim P 2O OF T @ p - b’ + d
- .y b.}”—l—'_’..l‘/

, 2ay +br +d d

=lim [y —————— \ = —

2
b-y—,+?,
x

’

'
Car limZ, étant le coefficient angulaire de la tangente
a

en P est égale a zéro.

La développée sera tangente a 'axe des Y en Ceta la
normale MC, en K; menons HK perpendiculaire a MC,
ct prolongeons jusqu’a la rencontre en T avec C paralléle
alaxe des X.

Lorsque le point M se rapprochera indéfiniment de P,
la longueur CT aura pour limite le rayon ¢ de courbure
de la dévcloppée en C.

Les triangles semblables TCH, C; PL donnent

CT _CH
c,pP PL’
d'ou
lim—C—E:p-. = lim 9_[.-1.,

CP R PL
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et ‘

d lim CH
“ PS5 MM pL
On obtiendra la valeur de p quand on connaitra (lim L)
dont nous allons nous occuper.
Observons d’abord que

rl

hm-l-)-E 1,

Y

ce qui est facile a vérifier en tipant la valeur de PL de
V'équation de la normale en M
cH

lim —
m oG

En effet le rapport de g—% tend vers I'unité; car, sil’on
[}

joignait le point C au milieu I de la corde CK, cette
droite serait le diamétre conjugué de la corde CK dans
une parabole tangente aux droites CY, CM aux points
C et K; donc I'angle C, IC ne peut devenir nul en gé-

C, CK
b B bl |
CI ) 1K (& chacune des tangemes

CC,, C,K i lamoitié de la corde CK tend vers I'unité,
d’ou résulte

uéral, et les rapports

cC, 4

1= lim N == llm CC’
T CKT U CK
1K
et
fp CH__€C L CH O GK 1 x
2CC, — 2CC, CK a2cC a2tz ™"
De !a on déduit encore
lim OF iy G 2CC &, 266

PL 2CC, x PrL. z
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or
2ay + bz’ +d

d ’
CC.=R—C.P=—;—y+ by + o7 z,

cc _4(a—1)2'y' + 202" — 26y — bdy’
' 2(by +-22') .

Pour avoir la limite, il faut diviser les deux termes par
x' et il vient
2CC,_, bd '

Hm2—2 =6 — 2= limL:
x 2 x'

r
]im% se déduit facilement de 1'équation dé la courbe.

On lobtient en divigant ses deux membres par &’ et
passant  la limite %

’

4 (l.limL,. =o,"
x'?

d’ou
.y
(1><hm:—,‘:—-—1.
T
Substituant
. 2CC, 39b
lim — = —
x 2
et
3bd
== — —
: 4

Cherchons actuellement la partie CD de CT intercep-
tée entre le diamétre PDO et ’axe des Y5 1'équation de
ce diameétre qui coupe en partics égales les cordes paral-
leles a I'axe des X est

bj‘ + 22 =0,

CD est la valeur absolue de 'abseisse corrrespondante a
d bd . . - 3bd

) == -— =1 ou — — qui est le tiers de (= =1]» ce

. 5 ; )

qui démontre le théoréme énoneé,
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SOLUTION DE LA QUESTION :
Trouver la limite vers lauelle tend le rapport du vide au plein dans une pile
de boalets, lorsque le nombre des boulets angmente indéfiniment ;

Par M. FLEURY,

Chef d’institution i Saint-Etienne.

Un boulet repose sur trois autres dans la pile triangu-
laire et sur quatre dans la pile quadrangulaire, ce qui
pourrait faire croire que le rapport cherché ne sera pas
le méme dans les deux cas; mais on peut remarquer que,
dans I'un comme dans 'autre cas, chaque boulet de I'inté-
rieur de la pile est en contact avec douze autres, et que
les centres de ces douze boulets sont les sommets d’un
polytdre qui a pour faces six carrés et huit triangles équi-
latéraux. Le rapport du vide au plein dans un de ces
polyédres ne donne pas le résultat cherché, parce qu'on
ne peut les juxtaposer sans laisser d’intervalles vides en-
tre eux, tandis qu'on le peut trés-bien pour les cubes
formés en prolongeant jusqu'a leur renconire les six
faces carrées de chaque polyédre. Je vais done déterminer
le rapport du vide au plein dans chacun de ces cubes.

En prenant pour unité le diamétre d’un boulet, aréte
du cube sera /2 et son volume 2 /2.

Le plein de ce cube se compose d’abord du boulet in--
térieur el ensuite du quart de chacun des douze boulets
en contact avec lui; car deux faces du cube passent par
le centre de chacun de ces douze boulets : la premiére en
retranche la moitié, et la seconde la moitié de Pautre
moitié, en sorte qu'il ne reste dans le cube que le quart
des douze boulets. On a donc trois boulets i ajouter aun
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boulet intéricur pour obtenir le volume du plein, qui se

.. , , 27 s
trouvera ainsi represente par 3" Le rapport du cube a

3yv2
ce volume sera

T

» et celui du vide au plein 3va V2 —1,
k13
ce qui fait un peu plus de -;

Ce rapport sera la limite cherchée; car il ne pourrait
étre modifié que par la partie superficielle de la pile,
qui est infiniment petite par rapport au volume total des
cubes, quand le nombre des boulets devient infini.

La pyramide triangulaire ou quadrangulaire formée en
joignant le centre d’un boulet qui repose sur trois ou
quatre autres avec les centres de ceux-ci, est réguliére et
a toutes ses arétes égales au diameétre d’un boulet. Le vide
renfermé dans chacune de ces pyramides pourra se cal-
culer en tant du volume de la pyramide celui de la par-
tie occupée par les boulets. On observera ensuite que le
nombre des vides de chacune de ces deux espéces est dou-
ble du nombre de boulets, et cette considération conduira
au résultat cherché, qui se déterminera exactement sans
I'emploi des tables trigonométriques, en remarquant que
dans la pyramide réguliére a base carrée et a arétes éga-
les, les plus grands angles diédres sont doubles des pe-
tits et suppléments de ceux du tétraédre régulier.

Le moyen peut-étre le plus expéditif , mais un peu dé-
tourné, d’arriver au résultat cherché, consiste a calcu-

r, dans 'hypothése d’un nombre infini de boulets, le
rapport du volume d’une pile au volume des boulets
qu’elle contient.

Je prends toujours pour unité le diamétre d’un bou-
let, et je désigne par n Varéte d'une pile triangulaire;
n \/—é

(n — 1) (n— )
cn représente le volume et - le nom-
12 6
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bre de boulets qu’elle renferme. L’hypothése de 7 infini
. Looan s e
réduit cette derniére expression a T par I'omission des
)

termes qui s’effacent devant n".

7, le rapport de

I.e volume des boulets étant alors 36

. . N . 3 a
celui de la pile a ce dernier sera , comme nous l'a-

vons trouvé plus haut.

SOLUTION DES QUESTIONS 483, 484, 485

(voir t. XVIII, p. 357);

Par M. EmiLe FRANGOISE,

Eléve du lycée de Caen.

Solution de la question 483.

D)’un point B extérieur 4 une circonférence O on méne

deux tangentes BA et BC, on projette C en D sur le rayon
OA | et Pon fait exécuter une révolution compléte a la
figure autour de OA, I'un des rayons des points de con-
tact; il faut démontrer que le volume engendré par le
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triangle mixtiligne CBA est équivalent au cone engendré
par le iangle BOA.
On a, cn effet,
1

3 fr_A?l‘z. AD,

vol. ABD =

JE— —_—
vol ABCD:%# (AB'+CD + AB.CD) AR,

1

vol. ABC = 3

—_— .
nAD (3r— AD).
o "4’\\

Soit ABC=a; on a

AD == ABsina,
CD = rsinu«,
1 étant le rayon du cercle.
Les expressions précédentcs deviennent
==,
vol. ABD = 37 AB sina,

—_ —
\'()I.ABCD:%’#AB sin % -+ %r:r?ABsin"a + —.j,—’n- AB 7rsinu,

— —3
vol. ACD == = BA rsin’a ——-:l)-’-r: AB sin‘a,

vol. ABCD — vol. ABD

—2
. %:ABsina I AB sin*z + (AB — rsina)’]

it

.;I-‘;-ﬁABsinaI;&—[-)z + (AB —CD) ]

- %ﬁ AB sin’ 2 = vol. ABD.

C.Q. F.D.
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Solution de la question 484.

La meéme figurce étant faite que précédemment, et exé-
cutant la méme révolution, il faut prouver que le seg-
ment sphérique engendré par CDA est équivalent au vo-
lume engendré par le triangle CBD.

Fn effet, e

vol. CBD = vol. ABCD — vol. ABD,
vol. CAD = vol. ABCD — vol. ABC,
et commme

vol. ABC = vol. ABD,

on a
vol. CBD = vol. CAD.
C. Q. F. D.

Solution de la question 485.

le volume compris entre un cone droit ASA’ et deux

Fig. 2.

A A

sphéres O et C qui le touchent intérieurement et se tou -
chent elles-mémes extéricurement, est la moitié du vo-
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lume compris entre le cone et la sphére qui passe par les

deux cercles de contact.
Le volume compris entre le cone et la sphére qui passe

par les points de contact a pour mesure
1 —_—2
6 =~ BD . EF.
.
Je méne GH tangente commune aux deux circonfé-
rences.
Je joins GI' et GE; on a
GK = GD =GB,
ect, par conséquent,
KC = KF.
Dailleurs (Question 483),
< vol. BGK = vol. GKF,
vol. GEK = vol. GKD;
donce

vol. BKD = + = GK. EF = —— = BD EF.
3 12

C’est Ia moitié du volume compris entre le cone et la
sphére qui passe par les cercles de contact.

EQUATION DU QUATRIEME DEGRE.

1. Soit I'équation

{ a2+ a2+ a,x* + ay& 4+ a, = o,

l) , (“uiz, X3y aﬁ)-

On a
a4y (@4 ar+ a4 2, ) + a,= o (relation d’Albert Girard).



*
(15)
Calculons I'équation qui a pour racines
(5 42— % — =), (ot oy — (mob 20 ) [y (ot 2 == (42, |7,

ou, ce qui revient au méme, qui a pour racines

[al—"-?(lo (“:\+ “4)]2 [al +‘2a0(5(: -+ “.z)j2
—_— ]

a, a,

b

a4+ 2a, (a4 a;) |
- a

On obtient
al®—ale*(3al —8aya,)

“+ a0 (3a! -——160‘,‘(13:.12 +16ala? +164ala,a,—64ala,)
\

—(a*—4aa,a,+8aa,)f=o0;

est la réduite.
Soient r}, rl, ri les trois racines de cetie réduite; on
trouve facilement
4”0“3 - (l,,(l‘,+ "2’+‘",\)+ a, = o,

ou les 1 ont le double signe ==; donc cette derniére équa-
tion équivaut a huit équations. Ainsi, «, a huit valeurs,
dont quatre sont les racines de I'équation donnée et les
quatre autres sont les mémes racines, changées de si-

gnes. En effei, 'équation qui a pour racines —a;, — 5,
— ag, — o, st

(2) axr'—a 2+ a, x> — a;x 4+ a;, = o.

Cette équation a méme réduite que I’équation (1); clest
ce qu’on voit & priori, d’aprés la forme des racines de la
réduite, et aussi & posteriori, car il n’y a que a, et ay
qui aient changé de signes.
Posons
ary=a,+ 2a,{o, + o),
Ag 12 = a, + 2a, (az -+ 014) ’

ayry=a, + 2a,(x; + ).
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Ona
faya, + ay(ri+r—r)-+a =o,
fayr, 4+ a,(ri+r, —r)+a =o,
fayrs +ayiri+r.—r)+a =o,

4”01;4‘”0("14‘ r, — ra) +a =0;

changeant les signes de r, on a les quatre autres racines,
Il s’agit maintenant de savoir lequel des deux systémes de
racines s’applique a I’équation (1).

Dans les deux systémes, la somme des racines «
meéne 4 la relation d’Albert Girard, et les r disparaissant,
on n’a aucune indication sur les signes des r; la somme
des « pris deux a deux, ou quatre a quatre, donne
évidemment le méme résultat dans les deux systémes; il
reste 4 prendre les « trois a trois.

16al x, wy==al[ri—ri—ri4+2rnr]+2a ar+al,

4 a, (a4 =) == 2(a,rn—a,),

{1112(13 + 1;) =+ oy 7% (a|+0‘2)]
=16al[2a}+rnn+ala (ri+ri+r)—all,

azlﬂz (’“T -+ 7'; -+ "z) = 3(1? —_ 8”1”1;
ainsi,
Sajia a, (o4 )+ aga (o4 a) | = al rimr+a[al—4a,).
On a donc

Ay Xy Oy = 0y Ly Ry Ay Ky Ry~ %y Uy %

ER 3
a, _ayrrr+al—4aaa,

a, 8ad
d’ou
a (4aya,—a})—8ala,)

3
0

roryry, =

a

11 faut donner aux r des signes tels, qu'ils satisfassent
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i cette équation ; et cette condition suffit pour faire cesser
I’'indétermination. - .
Si a, = o (a, étant positif) , il suffit que r,, re, ry donne
un signe opposé a a; régle connue.

Exemple :
x‘+24z’+48z+52=0;
réduite
®+126+ 230 — 36 =o.
Ona
ri=1, ri=—4, ri=—9;
d’ott
rn==t1, rn==292i, rn=-—3i;

il faut prendre les signes de maniére que ry r, ry ait le
signe moins. Donc

re=—1, n=2i, rn=-—3i,
et
fr,=i—1,
bz, =14 5i,
fxy=1—5i,

fry=—1—i.

Cet exemple est pris dans les Comptes rendus (juil-
let 1858, p. 31); ce qu'on lit la-dessus p. 32, parait su-
perflu. Une telle observation m’a été aussi communiquée
par M. Macario, éléve des Ponts et Chaussées de Naples.

Ann, de Mathémat., t. X1X. (Janvier 1860.) 2
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NOTE
Sur les fonctions symétriques des racines commupes 3 deamx équations;
Par M. Ep. DEWULF,

Capitaine du génie.

I. Dans un Mémoire inséré aux Annales de Mathé-
mathigues de Gergonne, Abel a donné un moyen de cal-
culer une fonction quelconque d’une racine commune a
deux équations. Ce procédé exige que les équations n’aient
qu’une seule racine commune.

On peut ainsi calculer une fonction symétrique des raci-
nes communes a deux équations , quel que soit le nombre
de ces racines, et par suite ces racines elles-mémes.

II. Soient les deux équations

(1) fly)=r"+pr "+ py T+ ..+ pn=o0,

(2) F(r)=r+qr " +qr*+...+g=o,

qui ont # racines communes et qui n’cn ont pas d’autres.
Proposons-nous de calculer la fonction symétrique ¢ de

ces I racines. -
Soient yi, ¥, ¥35---» ¥a les n racines de I'équa-

tion (2). En portant ces racines dans le premier membre

de I’équation (1), nous aurons ces 2 résultats

L) f(ra)s S(rs)sees S(0)
Les ¢ premiers de ces résultats sont nuls, par hypothése.
Faisons les produits n —t a n — t de ces résultats, et
, . ’ s k .
désignons , en général, par Ry, ., = .. le produit
S )flr) f(rs) - - S (om)
) (1) f(rs..

le nombre des facteurs du dénominateur étant K.

’
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Les quantités
t t 1
_Ru.z.a...l’ Rl.‘l-ﬂ..- (t—1) (t+1)? L2e3aes ((—1) (1=2)?

sont toutes nulles, excepté la premiére, qui ne contient

aucun des facteurs nuls f(y1), f(y2)s---»f(y.);0ona

donc, identiquement,

t

RI.?.S...I+?(.7‘-77)’3. --J’t): R‘l.z.a...l —+ ?(J"-}/"’yﬂ“ '-Yl)

+R:.z.3... (=) (141) + CP(}" s Yt )’14") + ..

ou, symboliquement ,

t

RI.Q.S..-I?(‘}" S O 2“;",‘!,13... cP(‘y,“l _7'%7“,_,)1

t . N
Vindice ,,,, ... désignant une des combinaisons ¢ & ¢ des
chiffres 1.2.3...,n.
On a de méme, identiquement,

t t
Rx.:.s‘.. I Z R‘u, Yy W o

11 résulte de ces deux identités, que
l
Z R/.'.,v, T. . ?(yﬂ‘yv’-ym...)

t
2 R/J', Yy Boee

Cette expression est une fonction symétrique et ration-
nelle des racines de I'équation (2). On peut donc la cal-
culer par des méthodes connues.

III. Soit
(4) Pyy' 4Py '+ Py +4...+P,=o0

(3) ‘?(J’Hyh}'h---,.}’z):

I'équation qui donnerait les racines communes aux équa-
tions (1) et (2), et posons

sz(y')’ f()”)’ f(f’)a'~‘7 f(.yn)-
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11 est trés-aisé de voir que

_ ¢ __d'R
Po= 2 R,u, Vv, T —_d—’; ?

. ¢t d'R
P, 22 R"-’V,U.--(‘y/"+ Y, ¥ Vgt ) —_-TIIF,L..M"IIU,,.—.,

Pz_—-z R;L’y,u_”(yﬂy,,+ypyu+. )

t(t—1) d'R
r.2 d[)f:’dp:‘_l‘

. _ d'R
P’“Zl‘ﬂ,u,u..‘(h-fwfw.--—'--)-—(—‘)m
L’équation (4) peut donc s’écrire
d'R t d'R t(t—r1) d'R
IS t—1 Lt S
&, T idpdp, ) T ta dpdp, T
d'R
—_p
+(= ap,, .

Cette équation, déja donnée par M Brioschi, se déduit
ici d’une théorie générale.

EXERCICES DE TRIGONOMETRIE.

* mcosz+ nsinz=gq, m=—1,0498332;
n=+0,7466898, ¢ =—0,4{316893;
z=35°, z=254°g 20".

2. ‘
ksin(a+z)=m, &= 200°, m=——o0,42345;
ksin(B+z2)=n, B=140°, n=—o0,20123;

z=168°21'38",6, # =o0,4{236234.
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3. Mémes équations;
a=280°16/, m=— 0,62342;
B =200°10/, n=-+ 0,6972§;
z=207°5"34",4, k=1,0273643.

Nous avons extrait ces exercices de I'ouvrage suivant :
A Treatise of plane and spherical Trigonometry, by
William Chauvenet, professeur de mathématiques a I'E-
cole de Navigation des Etats- Unis. Philadelphie, 1854 ;
in-8° de 256 pages; 3° édition, la 17* est de 1850. Tri-
gonométrie compléte; on y trouve les équations aux dif-
férences et aux différentielles relatives aux triangles,
sans lesquelles aucune opération trigonométrique n’est
susceptible d’approximation. Il est singulier de rencon-
trer, chez nos auteurs élémentaires, des méthodes et des
exemples a foison concernant les erreurs en arithméti-
(ue, et de ne rien dire sur les erreurs trigonométriques,
qu’il est si important de connaitre. Quelle influence les
erreurs des mesures ont-elles sur les résultats des calculs?
- 11 faut savoir répondre & cette question, si 'on tient a s¢
rendre compte de ce quon fait. On a

a*= 10?4 c*— 2bccosA;

si I’on a mesuré b et ¢ a quelques centimétres preés, A a
quelques secondes prés, a combien prés obtient-on la
valeur de a? Les problémes fondamentaux des deux tri-
gonométries devraient étre accompagnés de ce renseigne-
ment indispensable.

Le chapitre IV (page 214) de cet ouvrage, donne les so-
lutions des triangles sphériques lorsque les cotés et les
angles dépassent 180 degrés, triangles qu’on rencontre sou-
veni en astronomie; par exemple, les ascensions droites
se comptent de o a 360 degrés. Gauss, dans sa Teoria
motus, fait voir qu'il est commode de résoudre ce genre
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de triangles directement, sans recourir a des triangles
auxiliaires. On peut y appliquer les mémes formules que
pour les triangles ordinaires. Soit

cos (2w —a)=cosa;

supposons que dans le triangle rectiligne ABC on désigne
par A’, B', C’ les angles extérieurs 2m — A, 27n— B,
27— C; Déquation fondamentale de la trigonométrie
rectiligne est

a="5bcosC+ccosB,
et I'on a aussi

a=bcosC 4 ccosB';

de méme, dans la trigonométrie sphérique, toutes les
autres équations sont des déductions de cette équation
fondamentale.

Quant aux applications a la géométrie pratique et aux
diverses questions d’astronomie et de navigation, la tri-
gonométrie la plus compléte est celle que M. Dienger a
publiée & Stuttgart en 1855, que nous ferons connaitre
a nos lecteurs, et a laquelle nous empruuterons beaucoup
d’exercices numériques.

Tnlﬁowommm SPHERIQUE.
Formures pE A. BRETSCHNEIDER.

CreLrLe, . XIV, p. 14551835,

Nans un triangle sphérique, posons
A==4A, a=4a', A4+B+ (=P,
B=4B, b=40b, a/+b+c =p;

C=40C, c=4c;
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ona

sin (P — 45°‘sm(P—zA’+45°)cosza
=sinpsin (p — 2a)sin24’;

cos (P — 45°) cos (P — 2 A"+ 45°) cos 2 @’
= cosp cos (p — 2a)sin2A’;

sin (P —«5°) cos (P — 2 A+ 45°) cos 24’
=sin(p—2a)sin(p — 2¢)cos24’;

cos (P — 45°) sin (P — 2 A’+ 45°) cos 2.4’
= cos(p — 2a) cos(p— 2¢)cos 2A’;

sin (P — 2B'+ 45°) sin (P — 2C'+ 45°) siu 24’
=sinpsin (p — 24a’)sin24’; v

cos (P — 2B'+45°) cos (P—2C'+ 45°) sin 2.4’
=cospcos(p— 2a’)sin24A’;

sin (P — 24’ 45°) cos (P — 2C'+ 45°)sin 2 a’
=sin(p—2b")cos(p—2c)cos2A’;

cos (P — 2B+ 45°) sin (P — 2.C' -+ 45°) sin 24’
= cos(p —2b")sin(p—2¢) cos2A’.

Par voie de multiplication, on obtient de nouvelles
formules.

SUR QUELQUES QUESTIONS D’ALGEBRE;
Par M. Micuarr ROBERTS.

Etant donnée I’équation
(a,b,¢,d,e, fy...)(z,1)* =0,

dont les racines sont (x4, Xy y. .y 2,) 5 500€NL Sq, 544 Sg0 e
les sommes des puissances zéro, premiére, deuxiéme, . . .
de ces racines.
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Calculons les valeurs de la fonction symétriquc

Z(x,—x,)"', ou bien de Pinvariant quadratique

(2 ) de la forme (¥*)

P
(Soy S13 8250+ 5 82p) (£, 7)P,

pour p=1,p=2,p=3, p=4.
Nous trouvons

2
»

> =n’(.rt—l)(‘b’ﬁ:‘c'zé),
(n —2)(n—3)

a' zzz'n’(n—l) [ (b~ “c)’_'—"——fs'— a’] )

x (ae — fbd + 3¢*)
| w(E—acp—gr(n—2)(n=5)a’
X (b*~ ac) (ae — 4§ bd+-3¢?)
__n(n—2)(qn —15)

u’Z =n_’(n-—-l)/ 4 5
: X (ad’+eb*+ ¢t — 2bcd — ace) a®
(n —2)(r—3)(n—4)(n—25)
2.3.4.5
X (ag—64f +15ec —10d?) a*

(*) Yoir v XVIlI, p. 304.



(25)
nt(b*—ac)— %n‘(n —2)(n—17)a

X (b'— ac)* (ae — 4 bd + 3 ¢*)
+2nr(n—2)(3n—1)a@
X (b*— ac) (ad?+ eb*+- ¢*— 2 bed — ace)

+-l—2n‘(n——2)(n-—3)(n’+8n— 21)at
7

X (ae — 4 bd + 3 )"
_w(n—a)(n—3)(r—§)(n—21) ,
9o
X (b*— ac)(ag — 66f + 15ec — 10 d?)
_nn—a)(n=3)(n=H)3n—7) ,
9

h*g—o2cd*+ bde — 3bcf— acg
’ ( + 3adf—2ae*+ 3c'e) )

_(p=2)(n=3)(r—4)(n—5)(r—6)(r—17) ,
\ 2.3.4.56.7 :
X (ak — 8bh + 28 cg — 56df + 35 ¢*)

On trouve aussi pour l'invariant cubique (I;) de la forme

Pexpression suivante

(Soy Sty 82y S35 56) (25 )%

n{b*—ac)(ae—4 bd+ 3c’):|

12a'L,=n%(n —1)*(n—2)< [ —3(rn—2)a

Posons n =3, e = o0, l'on retombe sur le discriminant

X (ad*+ eb*+c*— 2. bed—ace)

L4

de la fonction cubique homogéne 4 deux variables (¥).
Pour n = 4, nous avons

a'ly— 192X [ 2(5’-—40)(ae—‘4bd+3¢7) ].

—3a(ad*+ cb* 4 ¢ — 2hed — ace)

(*) Résultat connu.
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Or, en nous reportant a I'équation au carré des diffé-
rences des racines d'une équation biquadratique que j’ai
déja donnée (*), nous tirons I'équation suivante.

2 (7 — 22 ) (20— 23 ) (&1 — 2 )2 (27 — 23 (0, — @)
S S, 8
=6(ae—4bd+3c) X |5 5 %
EPSE R A

cn sorte que la relation entre les racines d’une équation
du quatriéme degré exprimée par I'équation

2 (, —-'-a:._,?: °

entraine 'une ou Fautre des conditions

S0 §i s
ac— 4 bd+3c2=o, s 8§ 8 | =o.
Sy 83 S |

THEOREMES BE GEOMETRIE SEGMENTAIRE;
D’arrs O. HERMES.

CreLLE, t. LIV, p. 205; 1859.

1. Soient ABCD un tétraédre coupé par un plan trans-
versal T, et

¢ droite d’intersection de ABC et T,

v » ABD et T,
6 » ACD et T,
« BCD et T,
D' pole de @ relatif a ‘ABC,
I s ABD,
B’ » ACD,
A » BCD;

(*) Voir t. XVI, p. 368
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les quatre droites AA’, BB’, CC/, DD’ se coupent au méme
point P; ce point est le pole du plan I relativement au

tétraédre ABCD,

it 4+~ mu + nv 4+ pw = s, équation du plan T;

It = mu = nv= pw, équation du point P.

Lorsque le plan T est & Vinfini, le pole est au centre de
gravité du tétraédre (pour le triangle, voir Bulletin, 1.V,
p- 67).

2. Soient une série de triangles ayant un sommet com-
mun, et dont les bases sont sur une seule et méme droite;
les poles d'une transversale coupant ces triangles relati-
vement a chaque A sont sur une méme droite.

3. Soit un téiraédre ABCD coupé par un cinquiéme
plan T; on a un pentaédre (fiimtflach) : ce cinquiéme
plan T coupe BCD suivant la droite a; nommons le plan-
qui passe par A etladroiteo un plan diamétral; ce plan
diamétral coupe les faces ABC, ABD, ACD suivant trois
droites passant par A et la face BCD suivantla droite «:
on a ainsi trois triangles ayant le sommet commun « ct
leurs bases sur la méme droite 2 ; nommons ces triangles
triangles diamétraux. .

Théoréme. Si'on coupe un pentaédre par un plan P,
ce plan coupe un plan diamétral suivant une droite ; si
l'on prend les poles de cette droite relativement aux trois
triangles diamétraux, ils sont sur une méme droite; on
obtient ainsi quatre droites, fournies par les quatre som-
mets ADCD, ¢t ces quatre droites appartiecnnent au méme
hyperboloide. ‘

4. Théoréme. Si, dans un hexaedre, les trois droites
d'intersection des couples de plans opposés sont dans un
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méme plan, les trois diagonales de I'hexaédre se coupent
suivant un méme point.

8. Si sur quatre droites d'un hyperboloide a une nappe
on prend respectivement sur chacun deux points, soient
a,a,b,,c,v,d,J, les quatre faces homonymes des deux
tétraédres abed, 2373 se coupent suivant quatre droites
éléments d’un hyperboloide 4 une nappe. (CavLev.)

Si les quatre faces homonymes de deux tétraédres abed,
a3yd se coupent suivant quatre droites situées sur un
méme hyperboloide & une nappe, les droites qui joignent
les sommets homonymes sont aussi sur un tel hyper-

boloide.

COURBE LOGOCYCLIQUE (BOOTH).

Trouver I'enveloppe d’un cercle dont le centre est sur
une parabole donnée et qui a pour rayon la distance du
centre au foyer de la parabole; nommons cette enve-
loppe F courbe logocycligue.

1°. Démontrer qu'en prenant le foyer pour pole et
pour axe celui de la parabole, la courbe réciproque de
cette enveloppe coincide avec cette enveloppe ; propriété
analogue i celle du cercle.

2°. La directrice de la parabole est une asymptote de
Penveloppe.

3°. Soient V le point d’intersection de deux tangentes a
I'enveloppe menée par deux points réciprogues R et Ry,
et par conséquent tous deux sur 'enveloppe; T le' mi-
lieu de RR, : la droite VT est perpendiculaire sur RR;,
et touche la parabole en un point Q.

4°. O étantle sommet de la parabolc, 'angle ROR, est
droit.
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5°. QR, QR, sont normales a I'enveloppe; VR, VR,
sont égales et également inclinées sur la corde RR,,
comme dans le cercle.

6°. Le lieu du point V est une cissoide ayant le sommet
de la parabole pour point de rebroussement, et la direc-
trice de la parabole pour asymptote.

7°. La somme des distances des points R et R, a 'axe
est égale a la distance du point Q a Paxe.

8°. Soient C et C'les points d'intersection des tangentes
VR, VR, avec une perpendiculaire au rayon vecteur
FRR, menée par F; 1a somme FC+FC, est constante, et
vVC=V(,.

9°. Le lieu des points C et C, est une cardioide.

10°. Mémes notations
arc parab. 0Q — QT

b

a

logFR =

c'est ce qui a fait donner a cette enveloppe le nom de Jogo-
cyclique, parce qu’elle a des propriétés analogues au cercle
et aux logarithmes (Quarterly Journal, . 11, p. 38;
1858); la logocyclique est carrable.

SUR UNE QUESTION DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE ;
Par M. GROS,

Professeur de mathématiques.

Dans les cours de géométrie descriptive,, on démontre
ordinairement que si les axes de deux surfaces de révolu-
tion du second degré sont dans un méme plan, la projec-
tion sur ce plan dc la courbe d'intersection de ces deux
surfaces est un arc de courbe du second degré.

On peut, en outre, a la simple inspection des don-
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nées , reconnaitre si cette projection est un arc d’ellipse,
d’hyperbole ou de parabole.

En effet, si nous prenons pour origine le point de ren-
contre des deux axes , et pour plan des zx le plan de ces
deux droites, nous pouvons écrire les équations des deux
surfaces sous la forme suivante :

T+ y+22=m (ax+z)+n(azx+3z) 4+ p,
4+ i+ 2=m'(a'x +z)*+n'(dxz+2)+p'.
La projection sur le plan des zx de la courbe d’inter-
section de ces surfaces a pour ¢quation
max-+z)—m' (a'r+-z)'+n(az+z)—n'{a’ x+32)+p—p'=o.
Le genre de cette courbe est indiqué par le signe de

I'expression
mm' (a — a’ ),

ou, ce gqui revient au méme, par le signe du produit
,
nem.
Actuellement, pour reconnaitre le signe de m, d’apreés
la forme de la surface représentée par I'équation
4 y'ti=m(ax+ z)’+ n(ax+ z) +p,
nous remarquerons qu’en prenant Lrois nouveaux axes
rectangulaires ayant méme origine que les premiers, on

a, en désignant par x, y, z et ', y’, 2/, les coordonnées
d’'un méme point M, dans les deux systémes,

'2:;+,’Vz+zz:x,2+3"2+ZIQ,

car chaque membre de cette égalité représente le carré de
la distance du point M a 'origine commune.

Si, de plus, nous prenons pour axe des &' I'axe de la
surface, les équations de cette droite étant

y==0, r=:=az,
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le plan représenté par I’équation
¢ axr +z2=0 V
lui est perpendiculaire; par conséquent, la distance du

point M & ce plan est représentée par x' dans le se-
cond systéme; mais cetie méme distance est représentée

a 3 .
par 2T % dans le premier; donc
Vi+ a?
ax -+ 2z ,
\/1 —~+a?

Par suite, I'équation de la surface . par rapport au nou-
veau systéme d’axes, est

4y =m (1+a*)x"*+n x' \/l +at 4+ p,
ou

[1—m(14-a*) ]2+ y"*42'"— nx' 1 + a*—p =o.

Or, dans toute équation du second degré a trois varia-
bles, ou n’entrent pas les rectangles de ces variables, les
coeflicients des carrés sontinversement proportionnels aux
carrés des axes de la surface représentée par cette équation.

Par conséquent :

Si m est négatif, la surface est un cllipsoide aplati;

Si m est nul, la surface est une sphére;

» la surface est un

Sim est compris entre o et
1+ a?

ellipsoide allongé;

Si m est égal a Pt la surface est un paraboloide ou
un cylindre; '
. 1

Si m est plus grand que

et la surface est un hy-

perboloide ou un cone.
En résumé, m est négatif dans le cas de Pellipsoide

aplati, nul dans le cas de la sphére, et positif dans tous
les autres cas.
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D’ou I'on conclut que, si Pune des surfaces seulement
est un ellipsoide aplati, la projection est #n arc d’el-
lipse; si I'une des surfaces est une sphére, la projection
est un arc de parabole. Dans tous les autres cas, la pro-
Jection est un arc d’hyperbole.

THEOREME SUR LE BINOME DE NEWTON POUR L’EXPOSANT
ENTIER ET POSITIF (*);

Par M. GARCET,

Capitaine du génie.

Si I'on décompose la série des coefficients du binéme
de Newton en trois parties, en prenant les termes de trois
en trois, deux de ces sommes sont égales et la troisiéme
surpasse les deux autres ou en est surpassée d'une unité.

Ainsi appelons s, , s,, 53 ces irois sommes

+m.m—1.m——2+m.m-—x...m-—5+.
si=1
' 1 2.3 1.2...6 ’

. +m.m—1.m-—2.m—3
Sy == m - -
: 1.2.3.4

mm—i...m—6

1.2...7

mm—1 mm—1.m—2.m—3.m—4}
R -+

1.2 1.2.3.4.5
m-M'—"lo.-m—7+
7 1.2...8 e

on a égalité a I'unité pres entre ces trois sommes.

(*) A démontrer.
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Comme on sait ensuite que
S +s,+sa;—;2m,
on peut spécifier quelles sont les sommes égales suivant

la nature de ’exposant m, ainsi qu'il suit:
Si

m=>06n,

m=6n-41,

m=06n-+ 2,

m=—06nr+4 3,

m:6n—1—4,

m=6rn+5,

on a respeclivement

2™ — 1
S, =8 —= 85— 1= 3 5
2171_*_I

S =S, =S8+ 1= 3
2" — 1
Sp==8 =& — 1 = ,

3 1 2 3
2" 4= 1
v S, =8 =s5 4+ 1= 3 ’
2Mm— 1
S.:s,:sa-—lz' 3 'Y
oM 41
Sy =S =S+ I — 3 .

THEOREME SUR LES COURBES PLANES (*)s
Par M. STREBOR.

Etant donnée une courbe plane, construisons la courbe
semblable en doublant Jes rayons vecteurs tirés d’'un point

(*) A démontrer.
Ann. de Mathém., t. XIX. (Janvier 1860. ) 3
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fixe, et supposons qu'on ait trouvé I'équation de la
courbe paralléle a cette derniére, qui s’obtient en prenant
sur ses normales une longueur constante (k). Si 'on
substitue dans cette équation yx?+ y* au lieu de &, on
-tombera sur I’ equauon de la courbe, enveloppe des per-
pendiculairés qu'on méne aux extrémités des rayons vee-
_'teurs de la ceurbe donnée,

Puisque la courbe parallcle est tout a fait mdependante
de la position de l'origine fixe, il est évident que si 'on
en a I'équation, on aura aussi I'équation de ladite enve-
loppe, quelle que soit la position de I'origine.

Nota. Trés-facile a vérifier pour la ligne droite et pour
le cercle.

TROISIEME SOLUTION DE LA QUESTION 464

(voir t. XVIII, p. 242 et 273 ) ;

Par MM. Cmarres KESSLER er LEMOINE,

Eléves du Prytanée militaire.

Démontrer que la série -

. 1 1 I
- 1.2.3.;.n+2.3...(n+1)+3.4...(n+2‘) *.-

esL convergente et a pour limite

I
(n—1)1.2.3...(n—1)

.

On voit d’abord immédiatement que cette série est con-
vergente, car ses termes sont respectivement plus petits
que ceux de la série

I 1 I

e
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et 'on sait que cette série est convergente . n
chons maiutenant sa limite} pour cela je pose

Cher

I 1 I

K:l.2.3...(n—l)+2.3...n.+3.4--~('¢+!)+”.’
K= - —— .

1.2.3...(n—l)+ 2.3 4...n

v
] h bre 2 bre, §’ 1
et je retranche membre 2 membre, j’aurar

1 n—1 n—1
0 =

1.2.3...(n—1) 1.2.3...n 2.3..‘(n+1)+""
vu, en désignant par S la somme cherchée,

0= 1.2.3..1. (n—l)_(n_l)S;
d’ou
_ 1
ST (r—1)1.2.3...(n—1)

C. Q. F. T.

DEUX PROBLEMES DE GEOMETRIE DU COMPAS;
Par M. Georces DELISLE,

Avocat a la cour de Caen.

I ProsLime. T'rouver le centre d’une circonférence
en ne se servant que du compas.

1°. Du point A pris a volonté sur la circonférence
donnée, et avec un rayon arbitraire, je décris un are
qui rencontre la circonférence aux points B et C.

2°. De ces points B et C comme centres, avec le méme
rayon, je décris deux arcs qui se coupent au point A/,
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symétrique de A par rapport a la droite BC supposée
tracée.

3°. Du point A’ comme centre avec un rayon égal & la
distance AA’, je décris une circonférence qui rencontre,
aux points M et N, I'ar¢ BC prolongé.

4°. De ces points M et N comme centres, avec un
rayon égal a la distance AB, je décris deux arcs qui se
coupent au point O, symétrique de A par rapport a la
corde MN, supposée tracée.

Ce point O est le centre demandé.

En effet, concevons que 'on ait tracé le diamétre AA'G
de la circonférence de eentre A’.

Cette droite, ayant deux points A et A’ également dis-
tants des extrémités de BC, est perpendiculaire sur le
milieu de cette corde. Elle contient donc le centre cher-
ché; et ce point O sera ce centre, sila distance AO est
¢égale au rayon.

Soit R ce rayon ineonnu.

Soit D le point ou la corde BC rencontrerait la droite
AAG.

La corde AB est moyenne proportionnelle entre le dia-
meétre 2 R et sa projection AD sur ce diamétre. On a done

(1) AB = 2R X AD.

Cette méme droite AG, ayant aussi les deux points A
et A’ également distants des extrémités de MN, est per-~
pendiculaire sur le milieu de cette corde. Soit E le point
ou cette corde rencontrerait AG.

La corde AM de la circonférence de centre A’ est aussi
moyenne ‘proportionunelle entre le diamétre 2 AA’/ et sa
projection AE sur ce diamétre. On a donc

(2) AM = 2AA’> AE.
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Mais
AM = AB,
AA’ = 2AD,
AE =29,
2

Donc I'égalité (2) devient

-A—Bz=2><2AD>< ~A2_0~’

ou
(3) AB = 2AD X< AO.

Les premiers membres des égalités (1) et (3) sont les
mémes. Les seconds sont donc égaux, c’est-a-dire que

2R <X AD = 2AD X AOQ;
donce
BR=A0. (%)
G. Q. F. D.

1I* ProsLime. Construirele c6té du décagone régulier
inscrit en ne se servant que du compas. (Comme Masche-
roui. )

Note. Ces deux problémes m’ont -été communiqués
verbalement par M. Georges Delisle, avocat 4 la Cour de
Caen, professeur de droit romain, doyen de la Faculté
de Droit, auteur de deux ouvrages de jurisprudence trés-
estimés. -

Jurisconsulte éminent, il s’était acquis une grande ré-
putation par ses consultations, qui révélaient un esprit

vaste et profond, et devant lesquelles s’inclinaient les
magistrats,

{(*) Résolu différemment par Mascheroni ( Géométrie du compas, p. 13£)..
Tu.
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Cet homme, qui faisait autorité dans la science du
droit, cultivait sérieusement la géométrie, afin, disait-il,
de conserver & son esprit 'habiiude des raisonnements
précis et rigoureux.

Les deux problémes difficiles dont nous venons de rap-
porter une solution si simple et si élégante, prouvent qu'il
eit pu faire un mathématicien distingué.

Il connaissait le calcul infinitésimal et il se proposait
d’étudier avec moi le calcul des variations, lorsque sa
mort (arrivée en 1854) I’empécha de mettre ce projet a
exécution.

Cu. Dicuer,
Professeur de mathématiques
pures et appliquées au lycée de Caen.

SOLUTION DE LA QUESTION 416

(voir tome XVII, page 31).

Le produit de cing ou de six nombres entiers conse-
cutifs ne peut étre un carré.

Je ferai d’abord quelques remarques sur la résolution
en nombres entiers de 1'équation '

(1) z(L+1)(z+2) ..(+n)=y"

1. Tout diviseur commun a deux quelconques des nom-
bres entiers x, (x + 1), (x + 2),..., (* + 1), devant di-
viser leur différcnce, est nécessairement Fun des nom-
bres 1, 2, 3, 4,...,n. Par ¢onséquent, tout diviseur
premier commun a deux quelconques des nombres entiers
x, (x+1), (x+2),..., (x4 n), est nécessairement
'un des nombres premiers 2, 3,5,...,p, en désignant
par p le plus grand des nombres premicrs compris dans,
lasuite 1, 2,3, 4,...,n.
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" Que si le produit x (x +1) (x + 2)...{x 4+ n) est
un carré exact, comme le suppose I'équation (1), et qu'en
outre 'exposant de {a plus haute puissance d'un nombre
- premier divisant 'un de ses facteurs soit impaire, ce
nombre premier appartiendra a la suite 2,3,5,..., p,
car il devra diviser au moins deux des facteurs du pro-
duit; et de 1a je conclus que :

1°. Si un facteur du produit x (x +1). .. (.r+ n)n’est
divisible par aucun des nombres 2, 3,5,..., p, il sera,
par cela méme, un carré exact.

2°. Si un facteur de ce produit n’admet comme divi-
seur qu’un seul des nombres-premiers 2, 3, 5;...,p, il
sera un carré, ou le produit d’un carré par ce nombre
premier.

2. Aucun des factenrs x, (x+1), (X + 2),..., (x+ n),
ne peut admetire comme diviseurs tous les nombres a,
3,5,..., p. Cest ce que je vais démontrer.’

Supposons, en premier lieu, que 'un des deux fac-
teurs extrémes , par exemple x, soit séparément divisible
par 2,3,5,...,p. Alors x +1 qui est premier avec x,
n’admettant aucun de ces diviseurs, sera un carré exact
(1, 1°). Et comme x est, par hypothése, multiple de
(2.3.5... p), les facteurs x + 2, x + 4 seront divisi-
bles par 2, et n’auront pas d’autre diviseur compx:is dans
la suite 2, 3,5,.... p. En outre, aucun des deux fac-
teurs x + 2, X + 4 n’est un carré, car (x—+1) élantle
carré d’'un nombre entier plus grand que l'unité, tout
autre nombre plus grand que x +- 1 ne peut étre le carré
d’un nombre entier que s’il surpasse x + 1 d’au moins.
cinq unités. 1l faut donc (1, 2°) que x+ 2, x + 4
soient des nombres entiers de la forme 2 a* . a.b , ce qui
exige qu'on ait '5? — a*=1. On est donc COﬂdlllt a cette
eonclusion que, si x était multiple de (2.3.5... p), la



( 40) 4
différence des carrés des deux nombres entiers b, « serait
égale 4 I'unité.

La méme démonstration convient a Pautre facteur ex-
tréme x -+ n.

Quant aux facteurs intermédiaires x +1, x+2,...,
(x+n—1), sil'und’eux, x +1 par exemple, était mul-
tiple de (2.3.5... p), les deux facteurs x, x+2 quile
comprennent seraient des carrés (1, 1°), ce qui est évi-
demment impossible, puisqu’ils différent seulement de
deux unités. '

3. Application. L’équation
x(z+1) (2 +2)(z+3) (r+4) ="

n’a aucune solution entiére. En d’autres termes : le pro-
duit de cinq nombres entiers consécutifs n’est jamais un
carre.

Dans le cas actuel, p =3, et (2... p) = 6. Donc, si
les cinq nombres x,x ~+1,..., x4 4, remplissent la
condition que I’équation proposée exprime, aucun d’eux
ne peut étre muhip]e de 6, (2). 1l en résulte que le plus
peut de ces cinq nombres, x, est de la forme 6n—+-1.
D’ou il suit que x n'admettant pour diviseur aucun des
deux nombres premiers 2, 3, est un carré (1, 1°). Par
conséquent, le produit (x+1) (x+2) (x+3) (x+ 4)
de quatre nombres entiers consécutifs devrait aussi étre
un carré; ce qui est impossible (Nouvelles Annales,

t. XVII, p. 393.)
4. Soit, maintenant,
z(x+1)(z+2)(r+3)(x4+4)(c+5)=
Péquation proposée. On a
p=>5 et (2,3...p)=3o0.

Nous allons faire voir que si I'équation admettait une
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solution entiére, il en résulterait cette absurdité : que
parmi six mombres entiers consécutifs x, (x +1),...,
(x +5), il 0’y aurait pas un seul multiple de 6.

Démontrons d’abord qu’aucun des deux facteurs ex-~
trémes x, (x+5), du produit x (x +4-1),..., (x-+35)
ne peut étre multiple de 6.

Si x = 6a, le nombre entier « n’est pas divisible par
5 (2). Or, l'égalité x = 6a donnant x+5=6a+5,
on voit que x -+ 5 est premier avec 2, 3,5; donc (x+5)
est un carré (1, 1°.) Par suite, le produit

z(z 1) (x+2)(x +3) (z+4)

de cinq nombres entiers consécutifs serait un carré exact;
c’est ce qui n’a jamais lieu (3).

La méme démonstration convient a I'autre facteur ex-
tréme x + 5. :

Il reste a considérer les facteurs intermédiaires (x+1),
(x=+2), (xr+3), (x+4). Si 'un d'eux, x + 2, par
exemple, est multiple de 6, il est clair que les deux fac-
teurs x + 3, x 4 1 qui comprennent x +- 2, seront pre-
miers avec 6; et comme ils ne peuvent étre, tous deux,
multiples de 5, I'un d’eux n’admettra aucun des divi-
seurs 2, 3, 5, et sera par conséquent le carré, a*, d'un
nombre enticr. L’autre facteur a®== 2 n’étant pas un
carré, devra étre divisible par 5 (1, 1°). On auraitdonc

aito=275n;

or, cette égalité ne peut exister, car la formule des carrés
qu1 ne sont pas multiples de 5 est, comme on sait,

a*=5n"+1.

11 résulte de ce qui précede, que le produit de six nom-
bres entiers consécutifs ne peut étre un carré.

5. Il en est de méme du produit de sept nombres con-
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sécutifs. Car, si Véquation -
z(z+1)...(z+5)(z +6)=y?

admettait une solution entidre, aucun des sept nombres
x,(x+1),..., (£+5), (x+6) ne serait divisible
par 6.

En effet, p étant encore égal 4 5, on démontrera,
comme dans le cas précédent, qu'il est impossible que 'un
des facteurs intermédiaires x+1,...,x + 5 soit mul-
tiple de 6. Il n’y a lieu 4 démonstration nouvelle que pour
les facteurs extrémes x, x + 6.

Supposons x = 6m, on aura

¢t aucun des deux nombres m, m +1 ne sera divisible
par 5 (2). Or, les égalités

z=6m, x+6=6(‘m+1)
donnent
.1:+1=6(m+1)—5_ et x+5=6m-+5.

" Ces derniéres montrent que les facteurs x + 1, x + 5 ne
sont divisibles par aucun des trois nombres premlers 2,

3, 5. Donc (1, 1°),0n a
r+1=a, z+4+5=20, dob. b’-a’ =4;

' egalue qui est impossible, puisque la dlﬂ'erent:e des carrés
de deux nombres entiers b, a, plus grands que I'unité,
est égale au moins a5. Il est ainsi démontré que I'équation
proposée n’admet pas de solution entiére. G.



(43) - Y

%
2 AT

. QUISTIONS. -

R,

498. On donne, 1° une droite fixe; 2° un -pbint B sur
" cette droite; 3°un point fixe.A. Trouver une courbe telle,
qu’en menant par un point quelconque pris sur cette
courbe une tangente, et par le point A une paralléle & -
cette tangente, ces.deux droites interceptent sur la droite
fixe deux segments, comptés du point B, tels, que la somme
des carrés de ces segments seit égale & un carré donné A*.
Mémes données, mais prenant la différence des carrés;
ou bien le produit des segments, ou bien la somme des
inverses des segments égale 4 une constante donnée.

499. Soient: 1°. A, B, C, D quatre droites dans un
méme plan, et m, o, I, s quatre points fixes dans ce
plan; par m menons une droite quelconque coupant C et
D aux points ¢ et d; par ¢ et 0 menons la droite co cou-
pant A et B aux points.a et b; par a et I menons la
droite al et par ¢ et s la droite cs; lintersection p des
droites al et cs décrit une ligne du troisiéme ordre.

2°. Soit un' quadrilatére plan variable ABCD; o, p,
g, r quatre points fixes; o est sur AB, p sur BC, ¢ sur
CD, r sur DA. Les sommets opposés A et C sont sur deux
droites fixes données dans le plan du quadrilatére ; le som-
mets opposés B, D décrivent des lignes du troisiéme ordre.

500.

r=y24+ V242, 2°=6z + 282+ 185~ 122+ 2,

z=y2+ V4, z' =102+ 105+ 6,
‘4 5_—2 5 _; 42 3
z = p——{- z, .ﬁ:5aw’+5[3x+-’?—+i'
a Y B . o B

(EuLEr. )
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501. Par un point fixe M pris sur une comque, on
méne une tangente; soit T un point quelconque pris sur
cette conique; TN une seconde tangente et N le point de
contact; au point T on éléve une perpendiculaire sur la
tangente TN ; elle sera rencontrée en R par la perpendi-

culaire abaxssee de N sur la tangente fixe TM. Quel estle
lieu du pomt R?

502. Parun foyer d’une ellipse on méne une corde AB;
par le point de rencontre des deux normales en A et B,
on meéne une paralléle au grand axe; cette paralléle passe

par le milieu de AB.

503. Déterminer les six racines rationnelles de cette
€quation

(@°—a) (2*4- 14z + 1P = (a*+ 14 a' 4+ 1) x (z —1)'.

AsEL.

504. AB = 2R = diamétre d'un cercle de centre K ;

O = un point sur le diamétre AB;

KO = a;

P = un point de la circonférence;

Angle PAB =3,

Angle POB = ¢.

Ona
. Rsin2f
sSiny == 13
V(R + a)tcos’p + (R — a)?sin? B
2dB dy
= >
V(R+a)’cos?’B+(R—a)’sin?B  yR?cos*§ + (R*—a?)sin*y
fonction elliptique. Jacosr.

505. On connait les levers et les couchers du Soleil en
temps moyen a Paris ; en déduire les mémes données pour
le 1" de chaque mois de 1860 a Alger (*).

(*) Ces données trés-utiles, surtout pour les Arabes, manquent dans
VAnnuaire du Bureau des Longitudes.
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506. Deux points parcourent chacun une droite, et
dans le méme plan. Soient e, v D’espace parcouru et la
la vitesse du premier point au bout du temps ¢; e, , v, les
mémes données pour le second point: si 'on a la relation

v(a+bie)=v(a+be),

oules a et les b sont des constantes, la droite qui réunit
les points au méme instant a pour enveloppe une conique
en indiquer le genre et Pespéce.

507. n, nombre de combinaisons de n éléments pris p

a p sans répéution et n, avec repetition. On a

n;’—n.(n-l);+n,(n—-2);——{zs(n—3); +...

(=1 et (1), = (7 = 1)y

508. k est un nombre entier positif;
n

Zf(k) est la somme d’une fonction de &, ou k prend
o

successivement les valeurs 0,1, 2,3,...,n;
n, coeflicient de x* dans le bindéme (1 + x)";
n ! produit continuel 1.2.3... n.

Si f(k) = (—1)*n; k**', on a

2

3 f(#) = n! et

(DurkcE , de Zurich. )
*®

509. Soient p et g deux nombres donnés; p, la
moyenne arithmétique, ¢, la moyenne géométrique ; p,
la moyenne arithmétique de p,, ¢,; ¢, leur moyenne
géométrique, et ainsi de suite, de sorte que p,y4, Gnys
sont les moyennes arithmétique et géométrique de p,,
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ga. Quelle est la valeur de p_ et démontrer que p_=gq_.
Gauss.

840. Par les trois extrémités des axes principaux d’'un
ellipsoide, on méne trois cordes paralléles; on projette
chacune de ces cordes sur I'axe d'ou elle part; on divise
cette projection par I'axe sur lequel elle se trouve; la
somme des trois quotients est constante.

B11. Soient sept carrés égaux liés de telle sorte

o
o |

chaque carré peut tourner A charniére seulement autour
de la droite qui lui est commune avec le carré voisin; le
carré 1 ne pourra prendre une position quelconque qu’en-
vers le carré 7, et pas envers les autres carrés. Ainsi, si
le carré 1 est maintenu fixe, il n’y a que le carré 7 qui
soit entiérement libre. (Moerus.)

512. Lorsqu’un corps peut tourner autour de six axes
indépendants, on peut le faire tourner autour d’un axe
quelconque. (Mosrus. )

513. Lorsqu’'on donne un nombre de droites plus
grand que six, il est toujours possible de trouver des
forces qui$ agissant suivant ces droites, se'fassent équi~
libre; lorsque le nombre de droites est moindre, cette
possibilité exige encore certaines conditions. (Mésius. )

——
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QUESTION DU GRAND CONGOURS GENERALISEE‘

(voir t. XVIII, p. 77, 261 et 294 ) ;
1Y

Parx M. DESBOVES,

Professeur.

On donne dans un méme plan une conique C et une
courbe quelconque A ; de tous les points de A on méne
deux tangentes a la conique, et par les points de contact
Jes deux normales correspondantes ; il faut trouver le lien
B des intersections de ces normales.

Réciproquement, connaissant la courbe B de tous les
points de cette courbe, on méne des normales a la coni-
que C, et par les pieds des normales les tangentes cor-
respondantes ; on demande de trouver le lieu D des inter-
sections de ces tangentes.

Remarque. Le lieu D pourra étre identique avec la
courbe A; mais plus généralement il se composera de
plusieurs courbes distinctes, dont la courbe A fera néces-
sairement partie.

On a un exemple du premier cas, lorsque B est une
ligne droite et la conique C une parabole; alors la courbe
A et la courbe D sont identiques, et représentent toutes
deux une hyperbole.

On peut donner du second eas deux exemples remar-
quables :

°. Lorsque la conique C est une parabole, et que la
courbe A se confond avec elle, la courbe B est évidem-
ment la développée de la parabole; mais si I'on prend
pour ligne B la développée de la parabole, on trouve que
le lieu D se compose non-seulement de la parabole C,
mais aussi d'une seconde parabole qui a méme axe que la
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premiére, un paramétre huit fois plus petit et la con-
vexité tournée en sens contraire. -

29, ‘La conique C étant une parabole, et la ligne A une
perpendiculaire a Paxe dg la conique (c’est le probléme
particulier du concours général), on trouve que B est
une parabole ayant méme axe que la parabole C; mais si
on se donne pour ligne B la parabole précédemment trou-
vée, on voit que le lieu D se compose de la perpendicu-
laire a I'axe de la parabole, et d'une hyperbole du troi=
siéme ordre ayant pour asymptotes I'axe de la parabole et
une perpendiculaire & cet axe.

Voici quelques théorémes généraux, qui lient entre
elles les courbes A et B.

Théoréme 1. Lorsque la courbe A est la plus géné-
rale de son degré, la courbe B est de degré double si la
conique C est une parabole, ef de degré triple si la coni-
que C est une ellipse ou une hyperbole. Une discussion
qui n’exige pas que 'on connaisse I'équation de la courbe
B, fait connaitre les cas particuliers ou le degré de cette
courbe s’abaisse.

Théoreme 11. La réciproque du premier théoréme est
vraie : en général , le degré de la courbe D est double ou
triple du degré de la courbe A, suivant que la conique C
est une parabole, ou bien une ellipse, ou une hyperbole.

Théoréme I11. Si la conique C est une ellipse ou une
hyperbole, et si la ligne A a une branche de courbe in-
finie ayant pour asymptote 3 = ka + k& (k n’est ninul ni
infini), la ligne B a une branche infinie correspondante,
dont I'asymptote est

x ch

rE—s=arxe O

(*) a, b, c sont les demi-axes et la demi-excentricité de la conique.
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Cette asympiote devient une normale 4 la conique, lors-
que la premiére est une tangente a cette méme conique.

Théoréme IV. Si la conique C est une parabole, et si
la courbe A posséde une branche infinie ayant pour
asymptote une droite non paralléle a I'axe de la para-
bole C, la ligne B aura une branche infinie perpendicu-
laire 4 la premiére a 'infini, mais cette branche ne pourra
avoir d’asymptote que dans le cas ot 'asymptote de A sera
tangente a la parabole C. D'ailleurs dans ce cas méme
I’asymptote n’existera pas nécessairement; mais si I’a-
symptote de A est paralléle 4 I'axe de la parabole C, la
courbe B a toujours une asymptote normale a la para-

bole.

Théoréme V. Si la ligne A passe par le centre de la
conique C, et qu’en ce point le coefficient angulaire m de
la tangente a la courbe A ne soit ni nul ni infini, c’est-
a-dire si la tangente n’est paralléle & ancun des deux axes,
la ligne B a une branche infinie ayant pour asymptote

am

Théoréme V1. Lorsque la conique C est une hyper-
bole, outre les asymptotes données par les théorémes
précédents, laligne B a encore des asymptotes en nombre
généralement égal au nombre des points d’intersection
de la ligne A et des asymptotes de I'hyperbole C. Voici
la construction & faire pour obtenir I'asymptote corres-
pondant 4 I'un des points d’intersection.

Par le point d’intersection qu’on a choisi, on méne
une tangente 4 'hyperbole C, puis par le point de con-
tact une normale & Ja méme courbe; 'asymptote de la
ligne B sera paralléle a cette normale. On aura ensuite
Pabscisse a l'origine de la méme asymptote en prenant

Ann. de Mathémat., t. XIX. (Février 18Go.)
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une quatriéme proportionnelle aux axes a et b et a moins
U’ordonnée a U'origine de la normale précédente.

Les théorémes généraux précédents conduisent immé-
diatement aux conséquences sulvantes :

1. Lorsque la conique C est une parabole et la ligne A
une ligne droite, la ligne B est une parabole dont I’axe
est perpendiculaire a la ligne droite donnée. Dans le cas
particulier ot la droite A est tangente 4 la parabole C

-ou paralléle & 'axe de cette parabole, la ligne B est une
normale 4 la méme courbe (théorémes I et IV).

2. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hy-
perbole, et la ligne A une ligne droite f =ka + £, la
ligne B est du troisiéme ordre, et a une asymptote

.z ch
I=T R T dkhEr

Dans le cas de I'hyperbole, le théoréme VI donne deux
autres asymptotes.

Ces derniers résultats ont déja été trouvés par MM. Ter-
quem et de Jonquiéres.

3. Lorsque la conique C est une ellipse ou une hyper-
bole, et la ligne A une droite § = ma passant par le
centre de la conique, en vertu des théorémes Il et V, la
ligne B est une hyperbole qui a pour asymptotes

1 _am
y=— — z, y=If -5
Dans le cas particulier ou la ligne A est 'une des diagonales
du rectangle construit sur les deux axes de la conique C,
la ligne B est une droite perpendiculaire a la diagonale,
menée par le centre de la conique.

4. La conique C étant toujours une ellipse ou une hy-
perbole, et la ligne A devenant une paralléle 2 I'un des
axes de la conique, le coefficient £ du théoréme IV de-
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vient nul ou infini, et I'on ne peut plus affirmer I'exis-
tence de la branche infinie de B et de son asymptote. Daas
ce cas on trouve trés-facilement, par un calcul direct, que
la ligne B est une ellipse ou une hyperbole, suivant que
la conique C est elle~-méme une ellipse ou une hyperbole.

Toys les théorémes énoncés.sont la conséquence des
formules suivantes :

3___ 2

y=—22F, o 2PTEP P
P p

_ Blar—a?) o (2= b —B?)

TT Erexap 7T Ebhotap

Les deux premiéres sont relatives a la parabole rap-
portée a son axe et a la tangente au sommet, et les deux
derniéres sont relatives a 1’ellipse et & I’hyperbole rap-
portées a leurs axes : « et 3 sont les coordonnées d’un
point du plan de la conique C d’oti I'on méne les tangentes
a cette courbe; x et y sont les coordonnées du point d'in-
tersection des normale; correspondantes.

Remarque. Les formules que nous venons d’écrire
conduisent aussi de la maniére la plus simple aux équa-
tions des développées des coniques.

Note du Rédacteur. La courbeB a-t-elledes points dou-
bles et de rebroussement ? et combien? Ces données dé-
terminent la classe de 1a courbe.

QUESTION 503.

Correction. a®—+14a*—+1 doit étre élevé au cube.
{ Communiqué par M. Le Royer, professeur de spéciales
au lycée de Bordeaux.)
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SOLUTION DES QUESTIONS 483 ET 484

(voir t. XVIII, p. 357);

Psar MM. DE LA BRIERE er DE CHARODON,

Eléves de 1'école des Carmes (classe de M. Gerono).

Question 483.

<

Le volume engendré par le triangle rectiligne ABD

tournant autour de AD est
I —
g’ WAB-AD.

Le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC
est égal au volume engendré par le trapéze ABCD moins
le volume engendré par le segment AC.

Or, le volume engendré par le trapéze est

I —1 —2 )
—gvrAD(BA+DC+AB.DC);

le volume engendré par le segment est

Sz AD g 6(—:74-—1-52 3
e 3 2 2

1e volume engendré par le triangle mixtiligne sera done

: —: oo 3—1 1
gnAD (AB—;— DC + AB.DC—;DC—-z—AD >
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11 faut donc prouver qu’on a I'égalité

¥ —_— —2 33— § —2
= wAD (AB+ DC-!-AB.DC——;DC — ;AD > = 3

. «AD.AB,

ou bien

— 2 3—: § —12

DC+AB.DC-—-—;DC—;AD—_—0,
2.AB.CD :B?—i— Xl.)nz Rz

Abaissons de C une perpendiculaire CH sur AB, on
aura

—_— —_2  —2
AC= AH 4+ HC.
1l faut donc prouver que

2AB.CD = AH + HC.
Or

HC = CB — HB — AB — HB — HB -+ AH + 2 HB.AH — HB*

— AH + 2 HB.AH;
donc

AH + HC= 2AH + 2HB.AH = 2 AH.(AH - BH)

= 2AH. AB.
L’égalité a prouver devient donc
2AB.CD = 2AH.AB,
qui est évidente puisque AH = CD.
Question 484.

Ce théoréme est un corollaire du précédent.
Nous venons de démontrer que le volume engendré par



(54)
le triangle mixtiligne ABC était égal an volume engen-
dré par ABD. Retranchant de chacun de ces volumes la
partie commune engendrée par le triangle mixtiligne
ABM, 11 reste les volumes engendrés par les triangles
mixtilignes MBC, ADM et qui doivent étre égaux. Ajou-
tant a chacun de ces volumes le volume engendré par

DMC,on a
vol. AMCD = vol. BDC.

€. Q. F. D.

SECONDE SOLUTION DES QUESTIONS 483 ET 484

(voir t. XV1I, p. 357);

Par M. DROUARD,

Eléve du lycée Napoléon.

Quession 483.

D'un point B extérieur a une circonférence O, on
meéne deux tangentes BA et BC; on projette C en D sur
le rayon OA et T'on fait exécuter une révolution com-
pléte a la figure autour de OA , 'un des rayons des points
de contact; il faut demontrer que le volume engendré par
le triangle mixtiligne CBA est équivalent au céne engen-
dré par le triangle BDA.

Le volume engendré par le triangle mixtiligne CBA
est équivalent au volume du tronc de cone 2 bases paral-
1¢les engendré par le trapéze rectangle ABCD , moins le
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volume du segment spherlqlséengendne par CDA:

vol. BAMC = vol. ABCD — vol. CDAM.
Soient -
BA=a, CD=6, OA=,
1n0US aurons

vOIBAMC = 7 3 AD(a'+ b+ ab) — = > 4> AD — E S AD

:%xAD(za’%—z.;b -b’—ﬂ)z).

Le volume engendré par le triangle BDA est un céne qui

a P()l_ll‘ mesure

gXa"AD,

il faut donc prouver que l'on a

%XAD(za‘-‘+2nb— b’——A_D’)—_—%X AD.a?

ou
2ab — b* = AD == (- OD)x.
Si nous menons OC, le triangle rectangle ODC donne
OD = /r* — b?;
nous aurons donc :
2ab—b* =14 r*— b*+ 21 \/;T——l;—’,
ab=r*+ ryr: - b
dou Y'on tire, par un calcul facile,

2ar?
T at+tr?

1 suffit donc de démontrer 'existence de cette équa-
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tion. A cet effet, joignons le point B au centre O, cette
droite BO est bissectrice de Yangle ABC et est perpendi-
culaire sur le milieu de la droite AC puisque le triangle
ABC est isocéle; soit I le point ou BO coupe AC ; dési-
gnant Al par x, le triangle rectangle OIA donne

&]z r: —xt,
le triangle rectangle AIB

—];F: a* — x°.

Si nous faisons la sonime de ces deux égalités et que nous
augmentions de

2.01 X Bl =12 (r*— 2?) (a* — z*)
chaque membre de Iégalité obtenue, nous aurons
&’-.» 26i2>< BI-_&-]?I2
=ri—z 4 a— 2 +2\(F — @) (@ — =)= BO.

Or dans le triangle rectangle OBA, on a

—12
OB = a2 + r3,
donc

@+ =r— 2z 4 @' 42V (1? — ) (a* — 2?),

12:\/<,2_x2)\((12_1.2},

= (r—a){a’— 2?),
(e’ + r})=a’r?,
a‘r?

at =

Les triangles A10, ADC sont semblables, _pliisquils
sont rectangles et que I'angle A leur est commun. O1 a
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donc

b _AC
o1 -’ ;
b_ACXOI'__zx\/r’——.z"

= - —_— - ?

2ar /r’(u’--l-r‘*)—a'r2 o

b_\/az_I_,.z a*—+ r?

= *

r

__2ar\yr*(@®4-r)—a*r?

- r(a*+r?) ’

2ar?
- a -+ r?

C Q. F. D.

Question 484.

La méme figure étant faite que précédemment et exécu-
tant la méme révolution, il faut prouver que le segment
sphérique engendré par CDA est équivalent au volume
engendré par le triangle CBD.

Le volume engendré par le triangle CBD est équiva-
lent au volume engendré par le trapéze ABCD, moins le
volume engendré par le triangle BDA. 1l faut donc prou-
ver que

vol. CDA = vol. ABCD — vol. BDA.

7.2
2

4

X AD +&

—_—3 ™ T™

><AD=3-><AD(a’+b’+aB)~§
=< AD.a?,

3b 4+ AD = (a* + b* + ab) — 247,

E)it:'zab-——b’,

(r+OD) = 2ab— b,
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Pt — bt ar i — b= 2ab — B,
r \/rb—’ —=ab—ri
r—a?b’= a*b’+4 r* — 2abr?,
b (a? + r?) = 2abr?, ‘
’ b :f—af-y
at—r
ce que nous avons prouvé plus haut.

Note. MM.. Henri Delorme, éléve du lycée Louis-le-
Grand, Charles Kessler, éléve du Prytanée Militaire, et
Puech, éléve du lycée de Castres, ont résolu ces deux
questions de ]la méme maniére.

DETERMINATION DU DEGRE DE L'EQUATION DB CERTAINES
SURFACES ENVELOPPES;

Par M. Te. MOUTARD.

On est fréquemment conduit, dans P'étude des surfaces
ct des lignes a double courbure algébriques, a rechercher
le degré du résultat de certaines éliminations spéciales ou
I'application immédiate du théoréme de Bezout conduirait
a un nombre trop élevé. Plusieurs de ces questions, par-
ticuliérement celles qui se rapportent au contact des sur-
faces et aux surfaces enveloppes, se résolvent simplement
par la considération de deux lieux géométriques,  savoir:
1° le lieu du point dont les plans harmoniques par rap-
port & quatre surfaces données se coupent en un méme
point; 2° le lieu du point dont les plans harmonigues
par rapport a trois surfaces données se coupent suivant
une méme droite.
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1. L’étude du premier de ces deux lieux n’offrant au-
cune difficulté, je me bornerai & énoncer les résuliats _
auxquels elle conduit.

Soient donc

L=o, M=o, N=o, P=o,

les équations de quatre surfaces algébriques mises sous
forme homogéne, désignons d’ailleurs par I, m, n, p
leurs degrés respectifs et par x, y, z, t les coordonnées
variables ; on trouve immédiatement que le lieu du point
dont les plans harmoniques se coupent suivant un méme
point est la surface représentée par ’équation

dL dL dI. dL
dr dy dz dr
dM dM dM dM
dN dN dN dN
dx 7[; dz  dt
dP dP dP dP
dez dy dz de

Le degré de cette surface étant égal a
(I+m+n+p—4)
on a les théorémes suivants :
1°. Dans le réseau des surfaces représentées par 1'é~
quation
AL+ pM +yN=o,
ou A, u, v sont des constantes arbitraires, il y en a une
infinité qui sont tangentes a la surface P; le lieu des
points de contact de toutes ces surfaces avec P est la
courbe (P, A) d’'ordre p(I+m+n+ p—4).
2°. Dans le faisceau des surfaces représentées par 1'é-

(uation
’ AL+ pM =o,
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il en existe en général np ({+m—+n—+ p— 4) qui sont
& tangentes i la courbe d'intersection de N=o et de P = o.
3°.L’équation de condition i laquelle doivent satisfaire
les coefficients de 1’équation d’'une surface de degré m
pour qu’elle soit tangente a la courbe d’intersection de
deux surfaces données, I'une de degré n, l'autre de de-
gré p, est par rapport a ces coefficients de degré
np (2m +n+ p—4).

4°. La surface enveloppe de toutes les surfaces de de-
gré L dont les coefficients sont des fonctions de degré m de
trois paramétres variables liés entre eux par deux rela-
tions, 'une de degré n, 'autre de degré p, est en géné-

ral d’un ordre marqué par lnp (2m +n + p — 4).

2. Le lieu géométrique du point dont les plans har-
moniques par rapport a trois surfaces passent par une
méme droite, consiste en une ligne 4 double courbure,
dont la définition algébrique compléte exige la connais-
sance de quatre surfaces. Soient en effet

L=0, M=o, N=o,

les équations de trois surfaces algébriques respectivement
d'ordre A +1, p~+1, v+1; les plans harmoniques
d’'un point x, y, z, ¢ par rapport a ces surfaces ont pour
équations

dL d d d
X-——+Y-—[-'+Z$+T—-[-‘

dx dy dt
aM aM dM dM

X — o —_ —_— ==
dx +Ydy+Zdz +T dr i
dN dN dN dN

Pour que ces trois plans passent par une méme droite,
il faut et il suffit que 'on ait, pour toutes les valeurs de
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L) ﬁ: 7> 3v
a 8 ¥ J
(E dL dL dL
dz dy dz  dt
dM dM dM am | =o(*).

dr dy dz dr

dN dN dN dN
‘dr dy dz dr

>
{l

Le lieu cherché consiste donc dans le systéme des points
communs a toutes les surfaces que peut représenter 1'é~
(uation

A —=o.
Or il est aisé de voir que toutes ces surfaces passent par
une méme courbe, et qu’il est cn général impossible de
définir celle-ci d’'une maniére précise avec moins de
quatre équations. Considérons en effet les quatre sur-
faces '

dA dA C— dA‘__ A

A:H_;:O’ B:Zi—é:o’ _23*0, ]):,{_3:0’
on a identiquement
ELRE. T TR N
A%—%—B‘flj’!—h(lif??ﬁ— D‘%Izo,
:—ﬁ—fq—Bj—;{%—C% D%:O.

Par suite les coordonnées de tout point situé sur deux

d’entre elles
A=o0 e B=o

(*) Cela ne s’accorde pas avec le résultat (t. XVI, p. 2GS). Ou git er-
reur? T
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satisfont aux équations

dL dL
CEZ—.‘_DZ.—O’
dM dM
CE+rPF =0
. dN dN
(J—(g"’“D—(-{—t-——-O.
Posant
, dL dL
o L 2
dz dt
dM dM
T
a dz dt
, dN dN
T & a
et
d4 dA da’
b= =ge BEop

on tire de la
PC=o0, QC=o0, RC=o,
PD=o0, QD=o0, RD=o.

D’autre part les équations
P—=o, Q=o0, R=0o0
entrainent évidemment

A=o0 e ‘B=o0
sans entrainer
C=o0 e D=—o0.

De la résulte que dans le systéme des points communs a
A et a B, il faut distinguer, a cté des points situés aussi
sur C et D, lesquels forment une courbe d, les points com-
muns P, Q, R. Ceux-ci forment eux-mémes une courbe
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. ’ . . . ‘. h
d' qui ne constitue en général l'intersection compléte
d’aucun couple de surfaces algébriques; car les identités

dL dM RdN

P QR =0
dL dM dN
PE-FQ—E?-*-R'B—{—O,

montrent que P'intersection compléte de P et Q se com-

pose, d’'une part, de la courbe commune aux deux sur-
faces

dN 0. e dN

— = — =0

dz i dr ’

et, d’autre part, d'une courbe ¢’ située sur R. L’intersec-
tion compléte de A et B se compose donc de deux cour-
bes : la courbe principale & qui constitue le lieu cherché
et une courbe auxiliaire d’. Si l'on adjoignait aux deux
surfaces A et B la surface C = o, laquelle ne contient
pas 9/, la courbe J ne se trouverait pas encore entiére-
ment définie, car parmi les points ou ¢’ rencontre C, il
en existe qui ne sont pas situés sur d, a savoir les points
communs aux trois surfaces

L dM _  dN _

— =0 =0 -_— == 0.
dt ’ de de

La discussion qui précéde permet d’établir immédiate-
ment le nombre des points ot la courbe J est rencontrée
par un plan, ou plus généralement par une surface al-
gébrique de degré m, I =o. Pour cela, je remarque
que les surfaces
dN dN
A, B P —_— —

? ’ > Q’ dz ? dt
ont respectivement pour degrés

Mdep v, Apa4v, pdv, v4A, v, v
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le nombre des points communs 4 F, A, B est donc
m (A= p ~+ v)?; il se compose des points d’intersection
de F et d et des points d’intersection de F et ¢'; or ces der-
niers sont les points communs a F, P, Q, en exceptant les

. . dN dN .
points communs a F, =@ ils sont donc en nombre

m(p+v)(v+2) —miA=m(ps+ i+ ),
et par suite le nombre cherché est

m{(% + p+ 92— py— vk — ]
ou
m (32 4 2 -9 4 py vk + ).

On peut ajouter que le nombre des points communs aux
deux courbes J et ¢’ est égal a

’ ()‘+y+v)(‘u.v+v)‘+)‘y.)——ly.v.

Si l’on joint & ces résultats le degré de la surface dévelop-
pable formée par les tangentes a la courbe d, lequel peut
s'établir par des considérations analogues un peu plus
complexes, et que je trouve égal 4

24+ v — 1) (N =4 2+ v A pv + vk =+ M)
— (v +dp) (A4 p )+,

on aura tous les éléments essentiels relatifs a cette courbe ;
car on en déduira par les formules de Steiner le degré et
la classe des cones qui ont cette courbe pour directrice;
le nombre de leurs arétes doubles, de leurs plans d’'in-
tlexion, de leurs plans doublement tangents, et par suite
aussi le nombre des plans osculateurs que 'on peut me-
ner a la courbe par un point quelconque, ou, ce qui re-
vient au méme, la classe de la surface développable for-
mée par ses tangentes. La connaissance du nombre des
points ou la courbe d est rencontrée par une surface al-
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gébrique, fournit la solution de la question suivante:
Dans le faisceau des surfaces représentées par I'équa-
tion .
6M + 9N = o,

ot M est de degré p—+1, N de degré v + 1, combien y
en a-t-il qui soient tangentes & une surface donnée L
de degré ) + 1.

Il suit, en effet, des propriétés connues du plan har-
monique, que les points de contact de L avec les diverses
surfaces du faisceau qui lui sont tangentes sont situés sur
la courbe ¢ relative aux trois surfaces L, M et N et que
leur nombre est par conséquent égal a

(A1) (X2 p? A 92 o =) =g
D’ordinaire on suppose u.=v, cette formule devient alors
(1 1) (3 + 270 37,
et le résultat qu’elle exprime peut s’énoncer sous la forme

suivante, utile a signaler :

Léquatior. de condition a laquelle doivent satisfaire
q q

les coefficients des équations de deux surfaces alge-
brigues Uune d’ordre A + 1, Uautre d’ordre p. + 1, pour

q ) ¢ »P
que ces deux surfaces sotent tangentes entre elles, est de
degré
(Aot 1) (4 =+ 231 + 3p2)

par rapport aux coefficients de la seconde, et de degré
(1) (g + 3dp + 327

par rapport aux coefficients de la premiére.
De 12 on déduit enfin que :
La surface enveloppe de toutes les surfaces de degré

1 dont les coefficients sont des fonctions de degré m de
Ann. de Mathémat., t. XIX. (Février 1860.)
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trois paramétres arbitraires liés entre eux par une rela<
tion unique de degré n est en général d'un ordre mar-

qué par ’
inf(n—1p+2(rn—1)(m—1)+ 3(m—1)).

Ce théoréme et son analogue de la fin du n° 1 sont
susceptibles d’applications importantes dans la théorie
des surfaces algébriques. Ils permettent entre auatres

" d’obtenir immédiatement des résultais analogues & quel-
ques-uns de ceux énoncés pour les courbes dans un
Mémoire de M. Steiner présenté dans la séance des sec-
tions réunies de I’Académie de Berlin du 10 aotit 1848
(Journal de Liouville, t. XVIIL, p 309). Je me bornerai
a citer les deux suivants:

Lorsqu'un point O parcourt une surface de degré r, la
surface polaire de degré (m — p) du point O, par rapport
a une surface donnée d’ordre m , est enveloppée par une
surface de degré

(m—p)rlr— 12 (r—1)(p—1) + 3(p —1)7].

Lorsque le point O parconrt la courbe d'intersection
de deux surfaces de degré r et r/, la polaire de degré
m — p du point O, par rapport a une surface de degré m,
est enveloppde par une surface de degré

(m—p)rr'(2p+r+r' —4).
En faisant
=1,
on trouve
(m—p)r(r+2p—3),

ce qui est le résultat donné par M. Steiner (p. 311 du
Mémoire cité).
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APPLICATION

De la transformation par rayons vecteurs récipreques (*) 2 I'étude de la
surface enveloppe d’ane sphére tangente 2 trois sphéres données ;

Par M. A. MANNHEIM.

1. M. Dupin, a la p. 22 du t. I** de la Correspon-
dance surl’Ecole Polytechnique, a montré que les lignes
de courbure de la surface dont il s’agit sont des circon-
férences; a la p. 420 du t. II°, le méme géométre a donné
Panalyse d’'un Mémoire, qui n’a pas été imprimé, relatif
aux principales propriétés de cette surface ; enfin, dans
les Applications de Géomeétrie, p. 200, on trouve les
démonstrations de la plupart des propriéiés de cette méme
surface, que M. Dupin désigne sous le nom de cyclide.

Je me propose de faire voir comment, au moyen de la
transformation par rayons vecteurs réciproques, on ar-
rive simplement aux propriétés connues de la cyclide et
a d’autres qui n’ont pas été remarquées.

Je vais d’abord montrer qu’on peut toujours trans-
former une cyclide en tore; cette transformation étant
faite, il ne restera plus qu’a revenir des propriétés du
tore aux propriétés de la cyclide.

\

2. LemmE. On peut toujours transformer un groupe
de trois sphéres données en un groupe de trois autres
sphéres ayant leurs centres en ligne droite. Le lieu des
péles de transformation est la circonférence qui coupe &
angle droit les grands cercles des sphéres données situés
dans le plan passant par leurs cenires.

(*) Nous ne ferons usage dans ce travail que de cette transformation et
nous sous-entendrons les mots: par rayons veeteurs réciproques.

5.
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11 est bien évident que les poles de transformation doi-
vent étre dans le plan des centres des sphéres données.
Il est bien clair aussi que si nous transformons les grands
cercles situés dans ce plan en trois autres dont les cen-
tres sont en ligne droite, la méme transformation donnera
lieu pour les trois sphéres a trois autres sphéres dont les
centres sont en ligne droite. ’

Le probléme est donc ramené a ce probléme de géomé-
trie plane : Transformer trois cercles en trois autres cer-
cles dont les centres sont en ligne droite.

Chacun des points de la circonférence qui coupe or-
thogonalement les circonférences données, peut étre pris
pour pdle de transformation. En eflet, si 'on prend un
de ces points pour pole, cette circonférence orthogonale
se transforme cn uue droite qui coupe a angle droit
les transformées des circonférences données; cette droite
coupant a angle droit ces transformées, contient leurs
centres ; donc, etc.

3. La cyclide se compose généralement de quatre

nappes.

D’apreés le lemme précédent, nous pouvons transformer
les trois sphéres données en trois autres sphéres dont les
centres sont ¢n ligne droite, ’est-a-dire transformer la
cyclide en tore.

Examinons ce qui se passe dans le cas particulier ou
les centres des sphéres’donuées sont en ligne droite. Pour
cela, menons par cette ligne un plan quelconque qui
coupe les sphéres suivant trois cercles. On peut généra-
lement mener A ces circonférences huit circonférences
tangentes, mais ces huit circonférences sont symétriques
deux 4 deux par rapport a la ligne des centres des circon-
férences données. En faisant tourner toute la figure autour
de cette droite, on n’engendrera donc que quatre tores. A



(69)
ces quatre tores correspondent les quatre nappes de la cy-
clide. Les huit cercles qui engendrent les guatre tores
pouvant se réduire selon les positions relatives des grands
cercles auxquels ils sont tangents, on voit que ce n’est
que dans le cas le plus général que la cyclide se compose
de quatre nappes.

4. Les nappes de la cyclide se coupent deux a deux
suivant des circonférences.

Car les tores provenant de la transformation de la cy-
clide se coupent deux a deux suivant des circonférences.
Nous verrons plus loin que ces intersections sont des li-
gnes de courbure de la cyclide. En transformant les tores
Apour revenir a la cyclide, on peut prendre le pole de
transformation sur la surface de I'un d’eux ou en un point
de l'une des circonférences résultant de leur intersec-
tion; dans le premier cas, la cyclide a une nappe s’éten-
dant a l'infini; dans le deuxiéme cas, il y a deux nappes
s’étendant a 'infini.

Nous allons étudier en particulier I'une des nappes de
la surface, c’est-a-dire la cyclide provenant de la trans-
formation d’un tore.

8. Les lignes de courbure de la cyclide sont des cir-
conférences (*).

Le tore a pour lignes de courbure les méridiens et les
paralléles; comme ces lignes sont des circonférences ,
leurstransformées sont aussi des circonférences ; donc, etc.

6. Le plan d’une ligne de courbure de la cyclide
coupe cette surface partout sous le méme angle.

Par un point quelconque p de I'espace, on peut toujours
faire passer des sphéres contenant les paralléles ou les mé-

(*) Voir le Mémoire de M. Lmuvnlle (Journal de Mathématiques, t. XII,
p. 282).
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ridiens d’un tore donné. Toutes ces sphéres coupent le
tore, le loug de leurs lignes d’intersection, sous le méme
angle. d

En transformant, le pole de transformation étant en p,
ces sphéres deviennent les plans des lignes de courbure de
la cyclide; donc, etc.

En transformant par rapport a4 un point quelconque,
on voit que :

Une sphére qui rencontre une cyclide suivant une
ligne de courbure, coupe cette surface partout sous le
méme angle.

Ce théoréme est un cas particulier du suivant :

8i une surface a une ligne de courbure sphérique , la
sphére sur laquelle se trouwve cette ligne de courbure
coupe la surface partout sous le méme angle (¥).

Ce théoréme comprend, comme cas particulier, le
théoréme suivant, de M. Joachimstahl, d’ottonI'a déduit:

St dans une surface une ligne de courbure est plane,
le plan de cette ligne coupe la surface partout sous le
méme angle (*¥).

1. Lacyclide admet toujours deux plans tangents qui
la touchent suivant des lignes de courbure.

Par un point quelconque p de Pespace, on peut tou-
Jjours mener deux sphéres tangentes a un tore. Les lignes
de contact sont un méridien et un paralléle, ou deux mé-
ridiens, ou deux paralléles.

En prenant p pour pble de transformation, le tore de-
vient une cyclide et les sphéres tangentes des plans tan-
gents a cette surface. | es lignes de contact sont les trans-

(*) Voir Journal de M. Liouville, t. XVIII, p. 128, Mémoire sur les sur-
Jfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques ; par M. J.-A.
Serret.

(**) Voir Journal de M. Crelle, t. XXX, p. 347, et Nouvelles Annales.
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formées des lignes de courbufe du tore, c'est-a-dire des
lignes de courbure de la cyclide.

Lorsque les deux plans touchent la cyclide suivant des
lignes de courbure d'un méme systéme, cette surface
peut étre considérée comme I'enveloppe d'une sphére tan-
gente & deux plans et a une sphére donnée.

8. La cyclide peut étre considérée de deux maniéres
différentes, comme la surface enveloppe de sphéres tan-
gentes a trois autres.

Le tore peut étre considéré comme I'enveloppe d’une
sphére tangente a trois autres dont les centres sont en li-
gne droite, ou comme I’enveloppe de sphéres tangentes a
trois autres sphéres dont les rayons sont égaux. La trans-
formation des sphéres de chacun de ces systemes de gé-
nération conduit aux deux systémes de sphéres dont la
cyclide est I'enveloppe.

Nous appellerons premiéres sphéres de la cyclide, celles
qui correspondent aux sphéres de rayons égaux du tore,
et deuxiémes sphéres celles qui correspondent aux sphéres
enveloppant lc tore, etdont les centres sont éi ligne droite.

Si T'on se donne trois des premiéres sphéres, les
deuxiémes sphéres enveloppent la cyclide, que 1'on ob-
tient encore en cherchant l'enveloppe des sphéres tan-
gentes a trois des deuxiémes sphéres supposées fixes.

I1 est facile de voir que pour le tore, dans I'un ou I’au-
tre systéme de génération, les lieux des points de contact
des sphéres variables et des sphéres fixes sont des circonfé-
rences; on a, d’aprés cela, par la transformation), le théo-
réme suivant, dia a Dupuis (¥) :

Les licux des points de contact des sphéres mobiles et
des sphéres fixes sont des circonférences.

(*) Correspondance sur U’Ecple Polytechnique, t.1, p. 19; t. 11, p. f22.
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On peut ajouter que , ces'girconférences sont des lignes
de courbure de la surface enveloppe des sphéres mobiles,

9. Le licu des centres de courbure de la cyclide se
compose de deux coniques situées dans des plans per-
pendiculaires entre eux.

M. Dupin a démontré ce théoréme d’'une maniére trés-
simple dans ses Applications de Géométrie.

Nous allons examiner séparément le lien des centres
des sphéres de chacun des systémes. )

Commencgons par le lien des centres des deuxiémes
sphéres , c’est-a-dire qui correspondent a celles du tore
qui ont leurs centres cn ligne droite.

Les centres de ces sphéres sont dans le plan passant
par le pole de transformation et par I'axe du tore qui a
donné lieu a la cyclide que nous considérons.

Nous voyons donc déja que le lien des centres des
deuxiémes spheéres est une courbe plane; nous pouvons
ajouter que le plan de cette courbe est un plan de symé-
trie de la cyclide. Ce plan coupe la cyclide snivant deux
circonférences, le lieu des centres est maintenant facile a
trouver, puisque ce n’est autre chose que le lieu des points
également distants de ces deux circonférences, c’est-a-
dire une conique ayant pour foyers les centres de ces cir-
conférences.

Examinons le lieu des centres des premiéres sphéres.

Parle pole p, menons une sphére coupant orthogona-
lement le tore, qui par la transformation conduit a la
cyclide que nous considérons; a cette sphére correspond
un plan qui doit contenir les centres des premiéres sphéres.
Ce plan est évidemment un plan de symétrie de la cyclide.

Les centres des premiéres sphéres doivent se trouver
aussi sur la surface conique, que I'on obtient en joignant
p aux centres des premiéres sphéres du tore.
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Le lieu cherché étant sur un plan et sur un céne, est
la courbe d’intersection de ces surfaces, c'est-a-dire une
conique.

Le lieu des centres de courbure d’une cyclide se com-
pose donc de deux coniques; il est facile de voir que
chacune d’elles a pour sommets les foyers de P’autre.

La sphére qui passe par p et qui coupe orthogonale-
ment le .tore, a son centre sur 'axe de cette surface;
elle est donc coupée a angle droit par tous les plans
méridiens; mais par la transformation elle devient un
plan de symétrie de la cyclide; ce plan doit donc étre
perpendiculaire au plan méridien passant par p, qui est
aussi plan de symétrie de la cyclide. Nous voyons donc
que les plans de symétrie de la cyclide sont perpendicu-~
laires entre eux.

10. Les plans des circonférences, lignes de courbure
de la cyclide , passent par deux droites perpendiculaires
entre elles.

Par p faisons passer des sphéres contenant les paral-
léles du tore transformé de la cyclide, toutes ces sphéres
se coapent suivant un petit cercle qui passe par p, dont
le plan est perpendiculaire a Paxe du tore, et dont le
centre est sur cet axe. De méme, les sphéres passant par p
et qui contiennent les méridiens du tore, se coupent sui-
vant une circonférence située dans le plan méridien qui
contient p. A

En transformant toutes ces sphéres, on a les plans des
lignes de courbure; tous ces plans passent par les trans-
formées des deux circonférences que nous venons de trou-
ver, c’est-a-dire par deux droites.

Chacune de ces droites est dans un plan de symétrie et
perpendiculaire a I'autre; elles doivent donc étre perpen-
diculaires entre elles.
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Ces droites sont les axes radicaux des deux systémes
de sphéres qui engendrent la cyclide. ,
Le théoréme que nous venons de démontrer est un cas
particulier du théoréme suivant, di: a M. Bounnet (*) :
Dans toute surface a lignes de courbure planes, les
plans des lignes de courbure d’un méme systéme sont
tangents a un cylindre, et les deux cylindres, enveloppes
respectives des lignes de courbure du premier et du se-
cond systéme, ont leurs génératrices perpendiculaires.

11. Lescentres des circonférences, lignes de courbure
de la cyclide, sont sur deux courbes planes transformées
de coniques.

Les deux droites perpendiculaires entre elles que nous
venons de trouver, coupent les plans de syméirie en
deux points. Les pieds des perpendiculaires abaissées de
ces points sur les tangentes aux coniques lieux des centres
de courbure de la cyclide, ne sont autres que les cen-
tres des circonférences, lignes de courbure. On sait que
le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’'un point
fixe sur les tangentes d'une co'nique, est la transformée
d’une conique ; douc, etc.

12. Le lieu des sommets des cénes circonscrits ala
cyclide le long des lignes de courbure se compose des
axes radicaux des deux systémes de sphéres (**).

On démontre facilement cette propriété, en remar-
(uant que les plans de symétrie coupent la cyclide sui-
vant des circonférences qui ont pour centres de similitude
les points ol ces mémes plans sont coupés par les axes ra-
dicaux des systémes de sphéres.

(*) Journal de PEcole Polytechnique, 35¢ cahier, p. 137

(**) Voir un Mémoire de M. Chasles ( Correspondance sur 1’Ecole Poly -
technique, t. U1, p. 341).
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13. Toute sphére doublement tangente & une cyclide
coupe cette surface suivant deux circonférences (*).
1l suffit, pour trouver ce théoréme, de transformer celui
de M. Villarcean : Un plan doublement tangent a un tore
coupe cette surface suivant deux circonférences. .

14. Les plans des circonférences, résultant de Iin-
tersection de la cyclide avec une sphére qui lui est dou-
blement tangente, sont eux-mémes doublement tan-
gents a la cyclide.

Concevons un tore, un plan doublement tangent et les
circonférences résultant de I'intersection de ces surfaces;
par un point p, faisons passer des sphéres qui contien-
nent chacune 'une de ces circonférences. Toutes ces
sphéres sont tangentes au tore. En transformant cette pro-
priété, le pole de transformation étanten p, on ale théo-
réme que nous venons d’énoncer.

Les théorémes 13 et 14 sont vrais pour le tore; on a
donc le théoréme suivant, qui comprend comme cas par-
ticulier celui de M. Villarceau.

Toute sphére doublement tangente 4 un tore coupe
cette surface suivant deux circonférences qui sont dans des
plans doublement tangents au tore.

Voici encore une généralisation du méme théoréme :

Toute sphére doublement tangente a la surface en-
gendrée par une circonférence qui tourne autour d’une
droite quelconque, coupe cette surface suivant deux cir-
conférences.

M. J.-A. Serret, en étudiant cette surface, a trouvé
que, par chacun de ces points, il passe sept sections circu-
laires: leparalléle, deux circonférences imaginaires et qua-

(*) Jai énoncé le méme théoréme sous une forme différente dans le
t. XV, p. 6o.
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tre réelles qui sont, deux 4 deux , symétriques par rapport
au plan méridien passant par le point considéré sur la sur-
face. Par deux de ces circonférences symétriques on peut
faire passer une sphére; cette sphére coupe alors la sur-
face suivant deux circonférences qui ont deux points
communs. Il y a en chacun de ces points deux tangentes
qui sont & la fois tangentes a la surface donnée et a la
sphére, c’est-a-dire que ces deux surfaces ont en deux
points des plans tangents communs ; elles sont donc dou-
blement tangentes : d’oal’on peut déduire le théoréme que
nous venons d'énoncer.

NOTE A.

Nous avons vu que la cyclide peut étre considérée
de deux maniéres différentes comme 1'enveloppe de
sphéres.

Au moyen du lemme, nous avous montré qu'on pou-
vait toujours transformer la cyclide en tore, et pour cela,
nous avons cherché les poles ¢e transformation tels, que
les deuxiémes sphéres de la cyclide aient leurs centres en
ligne droite.

En opérant ainsi, nous avons transformé les premiéres
sphéres en sphéres de rayons égaux.

Nous pouvons donc dire :

On peut toujours transformer un groupe de trois
sphéres données en un groupe de trois autres sphéres de
rayons égaux; le lieu des péles de transformation est
une circonférence.

Il s’agit de voir comment cette circonférence est placée
par rapport aux trois sphéres données, et pour cela, il
faut d’abord examiner sa position par rapport aux
deuxiémes sphéres.

Elle est dans le plan des centres des deuxiémes sphéres ,
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son centre est au point ou ce plan est percé par I'axe ra-
dical des deuxiémes sphéres, et son rayon est la racine
carrée de la puissance de ce dernier point par rapport aux
deuxiémes sphéres.

Elle est donc dans le plan mené par I'axe radical des
sphéres données perpendiculairement a la ligne des cen-
tres de similitude externe de ces sphéres. Son centre est
a I'intersection de ce plan et de cette ligne, et son rayon
est la racine carrée de la puissance de ce point d’inter-
section par rapport a l'une des circonférences touchant
de la méme maniére les trois grands cercles des sphéres
données situées dans le plan des centres de ces derniéres.

La circonférence, lieu des poles transformations, est
ainsi définie par rapport aux sphéres données.

La puissance de I'un de ses points @, par rapport a
P'une des sphéres donuées, divisée par le rayon de cette
sphére, est proportionnelle 4 I'inverse du rayon de la
transformée de cette sphére, obtenue en prenant le pole
en a. On peut obtenir ainsi trois rapports, un pour cha-
cune des sphéres données; ces trois rapports doivent étre
égaux, puisque les rayons des transformées sont égaux.
Nous pouvons donc dire :

Le lieu des points tels, que leurs puissances, par rap-
port a trois sphéres données, soient entre elles comme
les rayons de ces sphéres, est une circonférence dont le
plan est perpendiculaire au plan passant par les centres
des sphéres données.

NOTE B.

Nous avons vu que le lieu des centres des circonfé-
rences, lignes de courbure de la cyclide, sont des courbes
planes transformées de coniques. Nous pouvons déduire
de 14 deux théorémes de géométrie plane.

Ces transformées sont dans les plans de symétrie de la
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cyclide. Considérons I'un de ces plans et la transformée
qu’il contient; ce plan coupe la cyclide suivant deux cir-
conférences; et la droite, suivant laquelle se coupent les
plans des lignes de courbure, dont nous considérons le
lieu des centres, en un point qui est le centre de simili-
tude des deux circonférences dont nous venons de parler.

On a donc dans ce plan de syméirie deux circonfé-
rences, 'un de leur centre de similitude et des droites
issues de ce point, qui représentent les intersections des
plans des lignes de courbure. Les points de la transformée
sont les milieux des portions de ces droites comprises entre
les circonférences. On peut donc dire :

Par le centre de similitude de deux circonférences on
meéne des transversales, on prend sur ces droites les
points également distants des points anti-homologues
qu’elles contiennent ; le lieu de ces points est unetrans-
Sormée de conique.

Par une transformation facile, on déduit le théoréme
suilvant:

Par le centre de similitude de deux circonférences
on méne des transversales , on prend sur ces droites les
conjuguées harmoniques du centre de similitude par rap-
port aux points anti-homologues qu’elles contiennent.
Le lieu de ces points est une conique.

NOTE C.

Nous avons énoncé quelques propriétés des surfaces
dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques.

Nous ajouterons encore la suivapte, que nous allons
généraliser :

§i une surface admet un systéme de lignes de cour-
bures sphériques, toute surface qui lui est paralléle jouit
de la méme propriété.
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La démonstration de ce théoréme connu est immédiate,
lorsque P’on s’appuie sur le théoréme de M. Joachimstahl,

Nous allons le généraliser en le transformant, mais
pour cela nous allons I'énoncer différemment.

On peut considérer une surface paralléle a une autre
comme l'enveloppe de sphéres égales constamment tan-
gentes a celle-ci. Nous pouvons donc dire :

St une surface admet un systéme de lignes de courbure
sphériques , la surface enveloppe de sphéres égales tan-
gentes a la premiére surface jouit de la méme propriété.

Eu transformant la surface donnée, on obtient une
surface qui jouit encore de la propriété d’avoir des lignes
de courbure sphériques. Les sphéres se transforment en
sphéres tangentes a cette nouvelle surface, et comme elles
ont des rayons égausx, leurs transformées sont telles, que,
pour chacune d’elles, le rapport de la puissance du péle
de transformation a leur rayon est constant.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

On donne un point fixe p et une surface qui admet
un systéme de lignes de courbure sphériques; on con-
‘struit les sphéres tangentes a cette surface, telles que la
puissance de p, par rapport a chaque sphére, divisée
par le rayon de celle-ci, soit constante : U'enveloppe de
toutes les sphéres ainsi construites est une surface qui
admet un systéme de lignes de courbure sphérigues.

Lorsque p est a I'infini, toutes les sphéres ont le méme

rayon, et I'on retrouve le théoréme d’ott nous sommes
partis.

. Note du Rédacteur. Logocyclique (p. 28) : c’est 'en-

veloppe du cercle décrit sur le rayon vecteur comme dia-
metre,

®
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SOLUTION DE LA QUESTION 488

(voir t. XVIII, p. 359);

Par M. Cmares KESSLER,

Eléve du Prytanée Militaire.

On donne : 1° une conique; 2° deux tangentes fixes d
cette conique; 3° deux points fixes dans le plan de la co-
nique; 4° une tangente mobile rencontre les deux tan-
gentes fixes en deux points variables formant avec les
points fixes les sommets d'un quadrilaiére variable; les
diagonales de ce quadrilatére se coupent suivant des points
situés sur une conique passant par les points fixes; et
énoncer le théoréme correspondant d’aprés le principe de
dualié.

Solution. Je rapporte la conique aux deux tangentes
fixes prises pour axes coordonnés; son équation sera

zy +)(ar+ by —1)*=o,

ax + by — 1= o étant 'équation de la ligne des con-
tacts.
Soient
Alz=ua,y=8), Clza=y, y=27),

les deux points fixes,, O l'origine.
L’équation d’une tangente en un point (&, y’) est

e[y 4+ 2a)(ax’ + by — 1)) + y[2'+ 2b) (a2’ + by’ —1)]
—2)(ax' 4+ by’ —1)=o0,

& s
ou, en réduisant,

xy' 4+ yz' + 2) (az’ + by’ — 1) (ax + by — 1) = 0.



{81)
Faisons successivement
r=—90, Jy=O0
dans cette équation , nous aurons pour I'ordonnée et I'ab-
scisse a Iorigine

2) {ax’ + by' —1) |
OB: - - 0 7 3
2+ 206 (azx’ + by’ —1

OD— 2% (ax’ + by — 1) .
Ty’ 4 2a) (ax' + by —1)’

on aura donc, pour les équations de AB et de CD,

2) (ax’ + by’ — 1)
(AB) y— z'+2b) (ax’ + by’ —1) .
(1) B 2) (ax'+ by’ — 1)

TP r 2b)(ax’ + by — 1)
-4 x’
—3 :
2} (ax’ + by’ —1) (z—7):
Yy +2a)(ax’ + by — 1)—7

(2) (CD) y —d=

Eliminant x’ et y' entre Péquation (1), (2) et 'équa-
tion
(3) ' y' ) (ax' + by ' —1) =0,
on obtient I'équation du lieu cherché.

De I’équation (3 ) on tire
, _ Max' 4+ by —a)?

— k]
y o

par suite, 'équation {2) se met sous la forme

: , ,
6(x—‘7)(2a——%._“ + by —") %

xl

y —0=

. 3 —t
2—20‘/+?(az +:r)l l)

Ann. de Mathém., t. XIX. (Mars 1860.) 6
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d’ot 'on tire
ax’ + by’ —1 _ 2a(yy —dz)—2{y —9)

= .
U

z vy —dx

Or divisant certains termes de 1’équation (1) haut et bas
q
par (ax’'+ by' —1), on peut la mettre sous la forme

J

T
(ay — Bx) P e =22 (a—2)+ (Br —ay)2b),
. z'
et substituant la valeur de ——————, on a
ar’ + by’ —1

(ay —Bz)(vr —d2)=4a) (e — 2)(yy —dx)
— 43 (y —98)(a—2)+ fabr(Bz —ay)(yy —dx)
— 462 (Bx —ay)(r —9),

c’est I'équation du lieu : on voit facilement & son inspec-
tion que c’est une conique passant par les points fixes
donnés.

Si maintenant je transforme cette propriété par la mé-
thode des rayons vecteurs réciproques, j'aurai cette nou-
velle proposition :

On donne une conique tangente a deux droites fixes,
deux points fixes, un cercle tarigent a cette conique et
passant par le point de concours O des deux tangentes
rencontre ces deux derniéres en deux points. Par 'un
de ces points, le sommet O et I'un des points fixes, je
fais passer un cercle; de méme par I’autre point, le som-
met O et I'autre point fixe : ces deux circonférences se
rencontrent suivant une corde passant par O et dont
'autre extrémité est toujours sur une conique passant
parades points fixes. On peut encore transformer cette
proposition par la méthode des polaires réciproques.

Ftant donnée unc conique, une corde fixe AB et deux
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droites fixes A’, B’ dans le plan de )a conique, on prend
un point variable O dans ce plan, on joint OA qu’on pro-
longe jusqu’a sa rencontre C avec A’, OB qu’on prolonge
jusqu’a sa rencontre D avec B’; la droite CD est constam-
Jusq 3
ment tangente i une conique tangente aux deux droites
A, B

) . .

Il est facile de voir que c’est la réciproque de la ques-
tion proposée.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 493

(voir p. 5);

Par M. Cmaries KESSLER,

Fléve du Prytanée Militaire.

Soit P un point d’une conique, C le centre de courbure
en P, O le centre de la conique; par C on méne une pa-
ralléle a la tangente en Pj; soit Dle point ou cette paral-
léle est rencontrée par le diamétre OP : on a CD égal au
tiers du rayon de courbure de la développée en C.

(ABeL Transon.)

Soit une ellipse, O son centre, P un point quelconque,

C le centre de courbure en ce point, FF’ I'axe focal. Fai-

sons la construction indiquée. Soit p le rayon de courbure

CP au point P de D'ellipse. On sait que, OE étant la

perpendiculaire abaissée. du centre sur la tangente PE,
6.



(84)
(Méthodes en géométrie de M. P. Serret)

b b
L P=OE ™ ab’
“en posant

OP =a/,

et le demi-diamétre conjugué = &'; car on calcule facile-
ment OE en fonction du rayon vecteur

ab __ab

Ve ¥

Désignons par « '’angle CPD , on a (triangle PCD}

Vi—cos’
COSx

(1) CD = ptanga =p

Or, dans le triangle OPE on a

OE =4’ cosa,
d’out

et, par conséquent, substituant dans I’équation (1),

a1b2
oV Tar e

—— \a? b — a2 b;,

ab ab T arh?

a' b’

Désignons maintenant par p’ le rayon de courbure de
la développée en C. On sait que

’
tanga :‘% E- ’

d’ou
p'=3ptanga,
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et substituant les valeurs trouvées de p et de tange, on a

= 3CD,
car
ptange = CD,
donc on a bien
=,
.CD = 3

C. Q. F. D.

Pour I'hyperbole, on changera 5%,5'* en — b*,— 5", et
on aura le méme résultat.

SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 502

(voir p. 44);

Pan M. J. LARROSE,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Lemme. Si l'on appelle a, b, c les trois cotés d'un
uiangle et (x/, y'), (2", ¥"), (2", y") les coordonnées
des sommets opposés, le centre du cercle inscrit a pour
coordonnées

a+b+c
_aJ/+b‘yl/+cylﬂ
T T e b+o

( "ax' + bx" + cx”
X == =————

(4)

Je prends pour axes coordonnés les axes de V'ellipse.
Soient (x/, ') et (x”, y") les coordonnées des points A
et B ou la corde passant par le point F' rencontre I’el-
lipse.

Je joins A et B au second foyer F'. Le point de ren-
contre C des normales en A et B est le centre du triangle
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ABF’, dans lequel les cotés

cx a*+cr . cx’  a*+ cx”
F’A=a+—=:——7 et WB=a+ —=———;
4 a a a T
a?* — cx' a* — cx”
FA—m——y FB——u«—.
E a a

D’aprés les formules (A.) , 'ordonnée du point C donne
fary =a(y'+y")+el(dy -+ ),

car Pordonnée de I’ est nulle et le périmétre du triangle
ABF'est 4a. '
Or I'on a
' AF  a*—ecx’
—y" T BF  a—cz"’
d’ou
@y +r")—cly'a" +a'y") = 0;
ainsi
faty =24 (y' +75"),
_r+r
=
¢. Q. F. D.

Cette démonstration est éyidemment applicable a I'hy-
perbole et avec une facile modification & la parabole.

Note du Rédacteur. M. de Jolivette, éléve de 'insti-
tution de Lasalle, part de I'équation Comte

2y = (my+nz+p),

et cherche directement les coordonnées de I'intersection
des deux normales par les équations de ces lignes, ce
qui entraine un calcul qui exige des multiplicateurs indé-
terminés que cet éléve emploie adroitement.

M. L. Rabeau, éléve du lycée de Poitiers, donne une
solution analytique, analogue a celle de M. Larrose, et
ajoute une solution géométrique pour la parabole seale-



( 87)
ment, fondée sur ce que la normale bissecte 'angle formé
par le rayon vecteur et le diamétre adjacent.

M. Charles Kessler, éléve de la Fléche, établit aussi
I'équation Comte, mais prend pour coordonnées du point
d’intersection celles qui ont été consignées t. XVIII,
p- 78.

M. Eugéne Dupont, éléve du lycée Louis-le-Grand,
pose les deux équations

Ay +brr=ab, y=m(x—c);
les ordonnées y’, y” des points A et B sont données par
Péquation

ya*m* + b%) + amb ey — m*b' = o,

mb*e . m* bt
— S T Y =
a’m? —+ b? a?*m? + b
el ' "
mz' =y 4+ mec, mx"=y" 4+ mec.

]I +L‘yl/ —_

De 1a les équations des deux normales en A et B sont

Oy —y' )y + mc) = a*y (mx—y — mc),
by —y" ¥+ me) = a*y"(mzx — y"— mc).

Eliminant x, il vient

m? ¢b'
Vy=cy' y = — ————
mrr=ay arm? + b’
. mch? _y+y
'y—~a2m2+b’_ 2
C. Q. ¥. D.

MM. J. Bounet, Francois de la Bruiére (école de
Sainte-Geneviéve), H. Delorme (lycée Louis-le-Grand),
Journeaux (de Liége), Desgranges ont envoyé des solu~
tions identiques. M. Cuénoud (de Lausanne) fait observer
que cette propriété est une conséquence immédiate de la

question 433 (t. XVII, p. 285).
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 502

(voir p. 85);

Par M. E. MAILLOT,

Eléve de Spéciales au collége Stanislas.

Par un foyer d’une ellipse, on méne une corde AB;
par le point de rencontre O des deux normales en A et
B, on méne une paralléle au grand axe : cette paralléle
passe par le milieu de AB.

Soit. AB une cerde passant au foyer F'; on méne AO,
BO normales & la courbe en A et B et par leur point de
rencontre OM paralléle au grand axe : M sera le milieu
de AB.

En effet, a cause des triangles semblables AMO, AFD
d’une part, BFC, BMO de 'autre, on a

AF
AM =MO. D’

BF
BM — MO . E-

A
FD FC i
AD, BC des angles A et B dans les triangles FAF', FBF*

. F BF , . .
Mais les rapports —, — sont égaux; car les bissectrices
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partagent la base FF’ en segments tels, qu'on a

AF_AF+AF'_a_ BF+BF _BF
FD~  FF’ T FF T FC’

a
[
donc

AM = BM.
G. Q. F. D.

Corollaire (*). Si I'on place I'ellipse de sorte que son
grand axe soit vertical, une droite pesante et homogéne
AB sera en équilibre si elle passe au foyer.

Car la résultante des réactions est égale et opposée a la
pesanteur qui s’applique en M.

Remarque. La condition que la droite passe au foyer
est suffisante pour I'équilibre, mais est-elle nécessaire?
Ou plus généralement : Si par le point de rencontre des

Fic. 2.

normales qui ont leurs pieds aux extrémités d’'une corde
quelconque on méne une paralléle au grand axe, dans
quel cas cette parallele coupe-t-elle la corde en son mi-
lieu?

Soient

(|) y=mr—+n

I’équation de la corde AB;

(*) Cette partie de cette belle solution a déji été traitée (tome XVII,
page 195). Tm.
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(2) a’_y'-’-{—b’.z":a’b"

celle de U'ellipse. Les coordonnées des points A, B, inter-
sections de la corde et de I'ellipse, sont

—a*mnaby\a*m? + b2 — n:

r= a*m? 4 b?

(3) A
__bnzamb Varm* + b* — n?
- a*m?+ b?

Y
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