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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

[TOir lome XVIII, page 407 (*)];

PAR M. PAINVIN,
Docteur es Sciences.

CHAPITRE IV.
PROPRIÉTÉS DES SURFACES D û SECOND ORDRE.

§ Ier. — Centre, — Plans conjugués. — Polaires
réciproques. — Génératrices rectilignes.

i°. Centre.

X X X
82. Représentons par —-> —-* —- les coordonnées du

A4 A-4 X 4

centre de la surface ayant pour équation

ai2x] -f- «33 a?J -f- ör44 JC* ,

(1) <p = -f- iavlxx x.x -f- ioxzxx x2 -h 2« l 4 x{ .r

- ian xz x\ -+• ia2A x2 x± -f- 2 a3i xz x

on sait que les coordonnées du centre vérifient les équa-
tions

— ~ = «,, X, -f-tf12X-2 -+- fl|3X3 -f- rtl4 X4 = o,
2 d.T{

( 2 ) y - - — — «a» X i -4- <72.XÏ -+- tf>3X3 4- «2<X4 = o ,
V ' ' 2 Jx^

- — - = fiTj, X , -h «32 X 2 + «33 X 3 "f" «04 X 4 = O .
2r/r

(*) La fin du chapitre III incessamment.



Or le discriminant

A =
«2t an a2*

«Jl «3- «33

«

donne identiquement

dà dà dà dà
" dakl

 u dakï '3 dai3 '4 da^

{3) ' «2.3 h an h an- h «24 3 — = 0 ,
x ' dai{ dak2 dai3 daAi

dA dà

dà

dA
daiX daki dakX dakk

I a comparaison des systèmes d'équations (2) et (3) nous
fournit immédiatement les coordonnées du centre

t'\ (v dA x - dà x - # r f A x dA\
(4) A , - - : — y A, = > A3 = , X 4 = - •

\ dai{ dai7 daA2 dakk)

La surface, rapportée à son centre, aura alors pour équa-
tion

(5)

axlx]-\-a72x]4-«33 ^3 -f- 2aiixijr2

83. Si l'on regarde le premier membre de l'équation (1)

comme une fonction des variables ~ 9 — » — et qu'on y
r. T. v. * J

X X Xremplace ces variables par ~ , —-, -~, la fonction ac-
A-4 ji.k X 4

querra, en général, une valeur maximum ou mini-
mum.
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Or on a, d'après le principe des fonctions homogènes,

do do dtû dis
T */r, dxi dxo dxi

En désignant par 4> la valeur de cp lorsqu'on y fait

OÙ

/•-= i , 2 , 3 , 4»

il viendra, eu égard aux relations (2),

D'un autre coté,

ou, d'après les valeurs (4) ,

1 d$ d£± d& dà dA

2 dXA da^ da„ da^ dnkk

Par suite, la fonction que nous considérons, c'est-à-dire

— ç, aura pour valeur, dans ce cas,
X

En appliquant les règles ordinaires du calcul des va-
leurs maxima et minima, on constate facilement que la

fonction — <j> n'obtient de telles valeurs que lorsque cette

fonction, égalée à zéro, représente une surface apparie*



( «47)
liant au genre ellipsoïde ; et alors

1 • • d A -il y a maximum, si <L O ,

il y a minimum , si

84. Dans tout ce qui précède; nous avons supposé im-

plicitement —— différent de zéro: sans quoi les équa-

tions (2) n'admettraient plus une solution finie et déter-
minée.

Si le centre est sur la surface, on a, d'après l'équa-
tion (6), A = o, et réciproquement*, la surface alors est
un cône.

Lorsque — est nul, il faudra distinguer les deux cas

suivants :

i° . A est différent de zéro; les relations d'identité du
chapitre Ier nous montrent qu'une au moins des quanti-

, dk d& dà Tpr/ i t i
tes ——5 -—9 - — est ai itérante de zero : le centre est à

dai{ daa da^
l'infini.

o A i i 1 • / dA dd d\

20. ZA est nul : alors les quantités -—•> ~—, - — sont
dai{ dau dai2

aussi nulles, et il peut y avoir indétermination ou impos-
sibilité. •

Je n'insisterai pas davantage sur cette discussion.
9.0. Plans conjugues.

8S.. Si Ton représente par A ^ A ^ A ^ A ^ l e s demi-dé-
riyéespar rapport à Xf y Xs, x 3 , Xi, du premier membre

de l'équation (x) dans lesquelles on a remplacé — > — ? —
x \ xk xt



( 'M» }
«i a2 Ui . , ,

~ , — 5 —, Je plan ayant pour equatioti

Î7J **, A, 4- x2 A. -f- .r, A34- .r4 A4 = o

dit Ie p/a/i polaire du point I —, —, -i ] par rapport
r r r \a4 a4 a,/ r r r

à la surface <p = o : le point ( -^ — 5 — ) est appelé le pôle

de ce plan.
Trois plans sont dits conjugués lorsque le pôle d'un

quelconque de ces troi$ plans se trouve sur l'intersection
des deux autres.

Soient les équations de trois plans

(8)

mxx{-+- rn7xz -f- m^xà -h t?ux^=z o 1

nx x{ 4- 7*2 #i -h n3 #3 4- nK xA = o,

Pi TX -+- pi Xi H-p^'ri -i- p< x^ = O.

i i iSi - i , - i , — sont les coordonnées du pôle du premier de
a,

ces plans, on devra avoir

<7i, a , -4- «12 a 2 -f- nn a 3 4 - « M a 4 = m\ >

« i i c , -f- «22 a2 H- «23 «•» - h «24 a< = Wj ?

« 3 l y, 4 - </32 a3 4 - 0,3 a3 4 - tf3* a, = w 3 »

«41 a, 4 - <1M «2 4 - «43 a-> -f~ au «4 = w4 ;

et les \aleurs de OL^ , a2 , a3 , a4 , déduites de ces quatre
équations devront vérifier les deux dernières équa-
tions (8). On obtiendra ainsi deux équations de condi-
tion. On opérera de la même manière pour le second et
le troisième plan. On trouvera, en définitive, trois équa-
tions de condition seulement.

Les trois conditions pour que les trois plans (8) soient



{ ' 4 9 )
conjugués sont données par les relations suivantes

j « , l « I " I " i s

iX an a 4

« 1 .

« 2 1

« 3 .

« 1 .

« 1 1

<7->,

« 1 2

« 2 2

<*U

«4 2

« . 2

a

« n

«2 5

« 3 3

« 4 3

« , 3

au

<*«

« 4 4

« > ,

<7o

«4 1 «41 «4 3 «4

( La suite prochainement. )


