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NOUVELLE SOMME DU RESTE DE Ui SÉRIE DE TAÏLOR
(voirp 808 )j

D'APRÈS M. EWjgXHE,
Professeur a MaSpéftler.

1. Lemme. Lorsque la dérivée d'une fonction par rap-
port à une variable reste constamment positive pour
toutes les valeurs comprises entre deux limites, la fonc-
tion primitive \a en croissant depuis la petite jusqu'à la
grande limite.

2. R désignant le reste de la série de Taylor, on a, en
s'arrêtant au rïeme terme,

R = ƒ (.r + /*) —ƒ* - hfx — ̂  ƒ "*

faisons x H- h = z, on a

R = ƒ* - ƒ* - (z - x)fx - {Z

de là
R̂ (,^-x)»

^ " " 1 . 2 . 3 . . . / / l j'

Retranchant de cette équation l'identité

nte \ i . 2. 3. . , n .p 4- i / ~~ i • a 3 . , • n



où C estime <pttstante quelconque, on obtient

±dx \ 1 .2 3 . . n.p -f- i

Supposons a r < s$ /? un nombre positif ne surpassant
pas n^et/{n+i)x restant continue dans l'intervalle de a: à
z 5 dès lors

( , i - x ) - y c + ' ) i = f(x)

reste continue dans le même intervalle.
Désignons par M la plus grande valeur que prend cette

fonction y (x) dans cet intervalle.
Prenons

C = M;

M — <p (;c) reste donc constamment positif; donc, d'après
lelemme, la fonction primitive

i.2.3...n.p+i —^"i

va toujours en croissant depuis x jusqu'à z.
Mais lorsquea: = 2 , o n a

1 . 2 . 3 . . . / ! . / ?

et par conséquent <p (#) = o, et puisque <J/ (x) va en crois-
sant, il fautdonc que les valeursdetj/ (x) soient négatives.

On a donc dans l'intervalle de x à z

Désignons maintenant par m la plus petite valeur dey (x),
croissant de X à z \ le même genre de raisonnement con-



duirait à l'inégalité

R
I 2 3 . ,

Il existe donc entre M et m une valeur intermédiaire N
de y (a:), correspondant à une valeur intermédiaire entre
xetz, telle que

1 . 2 . 3 . . . « . ƒ ? - } ~ I

La valeur intermédiaire entre x et z est égale à
x-\-d [z — x), où 9 est une fraction, un nombre compris
entre o et i ; on a donc

ô ( z — x )]

donc

R = —(z~x) lH~ l— / __ xY-Pli — Q)»-Pf(«-") [x-\-Q(z—xX\.

Posons

où h est positif, on a

telle est la nouvelle expression de R.
On arrive au même résultat en supposant x ^> z \ et

dès lors h négatif.

2. Lorsque n = o, cette formule n'est plus applicable^
alors on a

dr7



C = — (z — X)P C,

retranchant cte<;e^|ip|uation F identité

d (z — xY+

il vient

d
~dhc

Si »̂ est positif (z — x)~? devient infini lorsque x = z }
si /? est négatif, c'est (2 — x) p qui devient infini 5 la con-
tinuité exige donc que p = o : donc

M et m étant la plus grande et la plus petite valeur de
f {x) dans l'intervalle de x à z, R — M(z—'x) et
R — m (z — x) sont de signes contraires5 donc

R = ( * — *
OU

R =

ö et /1 comme ci-dessus.
3. Si l'on fait dans ( A j p ^ n , et ensuite p = o, on

obtient

R = — /«-^ (jr -h 0 /* ) (CAÜCHY),
1.1 . . . n n h 1

Le nombre /7 qui entre dans la formule générale pouvant
prendre toutes les valeurs depuis o jusqu'à w, donne des
limites plus resserrées que celles qui sont en usage.

Rcmaftjue. L'auteur fait observer que ce procédé est
analogue à celui de Sturm (Çows d'Analyse^ t. I,



'(M)
p. 87) ; mais il donne encore nu secoad procédé Ibndé sur
le calcul intégral, et qui a déjà été employé par M.
gensen, géomètre danois (p. 3o8).

4. Série de Maclaurin (*). Faisant x = o
h par x, 011 a

1 . 2 . 3 . .

1.2 . . « . / ? + ! V


