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NOTE SUR LES POLYGONES RÉGULIERS SPHÉRIQIIES
ET SOLUTION DE LA QUESTION 153 (Strebor)

(voir t. VI, p. 242);

PAR M. FAURE.

Si Ton appelle a, b, c les côtés d'un triangle spliérique,
C l'angle opposé au côté c, on a la relation

cosc — cosrt cos& 4-stntf sin b cosC,

d'où l'an déduit facilement

$in2 — r — sin2 — a cos2 - b -\- cos2 — a sin2 - b
2 2 2 2 2

— 2 sin - a sin — b cos — a cos — & cos C •>
:>. 2 'J. 2

cos2 — r = cos- — a cos 2 - b -f- sin2 — <7 sin* — ^
2 2 2 2 2

. I . 1 . ] I . _
-h 2 sin - a sin - £ cos — a cos - b cos C

2 2 2 2.



Legendre, dans les précieuses Notes de sa Trigonomé-

trie, développe la valeur de sin - c et cos - c en série,

et trouve (les logarithmes sont hyperboliques)

i .
tang - b, . tang -

2; sm - c =r loi' sin - a cos - b \ cos o
lang - a

tang' - ^

2 tang2 - a
• C O S 1 (

1 ,
tang - b

log coa — r = IOÜ; I cos - « cos — b M
2 c V 2 2 / i

cos c

cot — r/

tang2 - b
• cos 2 r -f- . ,

j

2 COt" — ^

el ayant de telles séries, on peut repasser aux étjua-
lions finies d'où elles proviennent5 observation essen-
tielle pour ce qui suit.

Legendre montre aussi que la valeur de x, que Ton
lire de l'équation

m 4- n i
Lmg.r — ta ne - C,

peut s> expiimer par celte série

j 7 = -C-4 siuC H sin?C -h -—- sin3 C-+-..-.

O u les analogies dr Nepci donnent, À et B étant les



(4*3 )
deux autres angles du triangle sphérique,

A-B s i 4 ( a + 6 ) .
cot = tane — G

2 . i b a
s m - (« — 6)

2

1 *
tang - a -h tang -

i r
tang — a — tan.'» — o

& 2 ° a

A + B ; ,
rot = tang - C

2 1 , v 2

cos - [a — b)
i i .

i — tang - a tang - b
= tang - C,

1 i . i
i -f- tang — a tang — b

2 2

donc, en vertu de la formule précédente,

A _ B n C t a n S i 6 tang'ii
— sin C sm i C

2 2 1 I
tang - a i tang2 - a

tang3 — b

sin 3 c —... 9
3 tang3 - a

i , i ,
tang - b tang2 - b

A + B 7T —C b 2 b 2 .
= h - s inC — SU12C

2 2 1 1
cot— a 2 cot2 — a

2 2

tang3 - b
_l sin 3 C —

3 tang3 - a
2



( 4M )
Si Ton fait la somme de ces deux valeurs, on obtient

( tant*2 - £ tant;2 -

sin 2

£ t 2
\

1 Ï
cot' - a tant;' -

\ 2 -

tang3 - b tang1 -
2 :>" 'sinSC— . . .

On peut donc regarder cette expression comme étant
le développement de la valeur de À donnée par la re-
lation

tangi^i-tang'ifl) -tangifl ( i - tang'i£j cosC

tant* — a ( i 4- tant;2 - b j sin C

2 \ 1 j
car

/ ' A + B A — B \
cot A = cot h •

\ » » /

Développant et substituant les valeurs ci-Jessus,on obtient
cette dernière relation qui n'est que la transformation de

cotff sin b = cos b cosC -+- sin<? cot A,

Ces principes établis, proposons-nous de trouver en
coordonnées polaires spliériques le lieu d'un point P sur
la surface d'une splièie, tel que si delà on mène des arcs
de grands cercles aux sommets P, , P o , . , , , P,o d'un po-



( 4 * 5 )
lygone regulier sphérique inscrit dans un petit cercle
donné, i° le produit des sinus des demi-arcs PP t , PP2 , . . . ,
PP„ soit constant 5 2° et 3° le produit des cosinus ou des
tangentes des mêmes demi-arcs soit constant*, 4° la somme
des angles PP* P2 , PP 2P 3 , . . . , P P , ^ soit constante (*).

i°. Prenons le cejitre O du petit cercle pour pôle, et
le grand cercle OP t pour axe polaire. Soient OP = p\
POPj =. 0) les coordonnées d'un point P du lieu cher-
ché. Désignons aussi par p,, p2?---5 pn l e s distances
sphériques du point P aux diilérents sommets P l 9 P2 , ."r
P,, du polygone, on a par hypothèse

. i . i . i i .
sm - p, sm - c 2 , . . . , sin - pn = sin'1 - k.

2 2 ' 2 2

k indiquant une constante quelconque. Formant les
triangles OPPl5 OPP2,...? OPP„, on trouve de suite,
a étant le rayon sphérique du petit ceicle,

. i . n i i i . i
s i n - ÛJ = r s i n - — a c o s : — p -f- cos2 — a sin- - o

2 l 2 2 4 2 •?. '

. I . I 1 1
— 2 sin - a sin - & cos - a cos— G coa w,

2 2 ' 2 2 '

. ., 1 . I , 1 l . , I
sin* - G; = sin2 — a cos2 — o -f- cos- - a sin- - o

2 2 2 ' 2 ?.'

. 1 . 1 I I / 2 7T\
— 2 sin — a sm - o cos — a cos — o cos «

2 2 ' 2 2 l

1 . 1 » l . I
,in7 — oa •=. s m 2 - a cos2 — p 4 - cos 2 - a s in2 - o

2 ' 2 2 1 2 2 '

. I . I I I / Q.\/l — I )7T
— 2sin - t? sin — o cos - a cos - p cos o>

2 2 ' 2 2 * \ //

C*) Co ̂  s e u l c- t l c u j e t (1< l a



on déduit donc de là

. tang - o• > , / • l r \ 2 'loc sin — p, z=z loi* ( sin — a cos - p cosw
b 2 ö \ 2 2 r / I

' 'ang - a

tang
2 i p

COS 2W — . . . ,
I

2 tang2 - a

I / I î \ t d I 1 ^ 2 ^ / 2TT\

log bin - p. = log (sin -a c o s - pj -cos ( w — ^ - j
tang - a

î
tang2 - p ,

° 2 / 2 77 \
COS 2 U» — . . ,

î \ n
2 tang2 - a

log sin - /--„ =r log ( sin -a cos - p

t a n S \ P
cos l w — •

tang — n

t a n g 2 1 p
COS 2

\

Ajoutons ces résultats :

log sin " - / = loc ( sin - a cos - p )
2 2 f I

y tang" -

2 •
COS 2/?.&)

- p
cos // w



On voit en effet facilement, en ayant égard à la valeur
de la somme

( w —
\ n

/ 7\

cos m w H- cos m w ) . . . 4- cos m

\ "1
que cette somme est nulle toutes les fois que m n'est pas
un multiple de 77, et lorsque le contraire a lieu, cette
somme est égale à n sin /n«.

La valeur que nous \enons de trouver pour log sin - A

donne en passant aux nombres (p. /\%i et ^22)

sin2 - / — sin2" - n cos'2" - p + cos'" - a sin2" - r>
2 2 2 ' 2 2 '

1 1 . 1 1
— 2 sin" — a cos" - tf sin" - p cos" - cos n w,

2 2 2 2

équation du lieu.
a". Mêmes notations. On a par hypothèse

1 1 1 1
COS - D, COS — p , . . . COS — p, , = C O S " -

Or

cos2 — p, = cos 2 — a cos2 - p - h s in 2 - a s in 2 - &
2 l 2 2 ' 2 2 '

. 1 1 . 1 1
4 - 2 sm - <7 cos - a sin - «5 cos — p cos t

2 2 2 ' 2 '

cos2 — p2 = cos 2 — « cos2 - p 4 - sin2 — a s in 2 - p
2 2 2 ' 2 2 r

1 1 ' . J 1
-f- 2 sin — a cos - r/ sin — p cos — 0 cos I M

cos2 — p,, = cos 2 — n cos2 — p -f- sin2 - « s i n 2 — p
2 r 2 2 r 2 ? '

1 1 . 1 Î
4- 2 sm - n cos - a sin - 0 cos - P

2 2 2 ' 2

X cos ( M — —



Ajoutant et ayant égard à la remarque précédente, on
obtient

1 / i i \ n

s" — X — log I cos — n cos - p +
2 ° \ 2 2 ' /

i
tang" -o2'

— cos n C.J

cot* - a

cos 2 « (Ù i t . • • ;

2 COt2" - rt
2

le signe supérieur si n est impair, et l'inférieur si n est
pair. Passant des logarithmes aux nombres, on a

cos2" - X = cos2" — a cos1'1 - o -f- sin " - a sin7" - o
2 2 2 ' 2 2 '

. . I I . I I
db 2 sin" - r̂ cos" - a sin" - o cos" - o cos n w,

2 2 2 ' 2 4

équation du lieu.

3°. Si enfin on donnait Je produit des tangentes des

demi-axes jO15 p2 , . . . , p„, égal à tang" - />, on se servira

des formules précédentes pour avoir

log tang - o,,. ., log tang - cn

fît l'on arrive à la relation

i i i i

tang'" - a -h tang2" - p -h 2 tang" -a tang" - p cos «w
tanpr2" - X = ,

° 2 I I , I I
i -f-tani;2" — a tan^2"—o±2tariif''-« tanLr"-pcos//&>

" 2 D 2 ' D2 Ö2

selon que « est impair ou pair.
4°. Relativement à la dernière question, j'appellerai A

le demi-angle formé par deux côtés eonsécutifs du po-
lygone régulier, P19 P 2 , . . . , P ; o les angles PPj P2 ,
PP f P 3 , . . . ,PP w P 1 , cl ji-poae

A — P, = &>, A - P. "- w ,. . , A — P„ = w« ;



on aura par suite

n\ — (P, -4- P2 . . .4- P.) = w, 4- «2. . . &>„ = /Ï *.

Les triangles OPP,. OPP8 , . . . , OPP„ donnent

tang-- « / i — tang*- p J — tang- p l i — tang-- a\ cosw

tang - p l i -f- tang* - « 1 sin w

tang-a ( i — tang9- p j — tang* - p l i—tang9 - a J cos ( w — — j

tang- p ( i-f- tang*- a\ sin ( w J

tang - A ̂ r— tang9 -pj-iang-p^- tang2-aj cos ̂ co — |
J" a W « = ' i 7 . r \ . / 2(n — i)7t\ f

Unç-p l i-Htang2-rtj sin ( ̂  \ j

d'où (p. 42^)

/tangw/ tang i a

\ coti/) tangip

n^-fl tansc - «

cot — p tang — p

. . / tanji2 - a tang2 - a
/ 2 7T\ ƒ ö 2 n o.

— sin 2 ( M 1 I

\

2
I

\ 1/ \ 2 COt2 -"p
\ 2



2 H 1 ! 7T
W,( ~ 7T — Itt) —

/ * î

. , / tang - a tang - «
s in co ) f

\ /2 / \ I I\ t a n S ;

tang2 - a tang- —<?

2 cot- - p 2 tang2 - o

Ajoutant et remarquant aussi que la somme

r Tirsin m w -h sin //? ( w ) - j - . . . +s in /??

est nulle lorsque ni n'est pas divisible par n, et devient
égale à n sin mon dans le cas contraire, on trouvera

nh = 7T — // w i t sin «

On prendra le signe supérieur lorsque n sera impair, et
l'inférieur pour n pair. A l'inspection seule de cette rela-
tion, on déduit pour l'équation du lieu cherché

tang" i a ( izptangs"-pj — tang" ^p Mzptangs / '-/M COSHW

tan*»" - c ( I db tum> " - a \ sin n CJ


