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RELATIONS ENTRE LES DIAMETRES CONJUGUES I’UNE
SURFACE DU SECOND ORDRE;

Par M. PAINVIN,

Professeur au lycée de Doual.

A. Lemme. Pour que la fonction
A X+ ApXi+ A X
+2A,X, X, + 24, X, X; 4+ 24, X, X,

se réduise i la somme de deux carrés, il faut et il suffit
que

A, Ap Al3
Ay Ay An =o.
Ay An Ay

2. Prenons une surface du second degré rapportée a
son centre

( ) \ anx} + an i+ a,x]
1

a 424X, Xy 201, X, T3+ 2857, X, = h;
désignons par S le premier membre de cette équation, et
par

a, ==cos (&, 0x;), 2, = €08 (z;0x,), a;=cos (z,0x,)

les angles que font entre eux les axes ox, , ox, , 0x;.
Soit maintenant

bn)’f-*"bn];"-baaf;

(2
{ ) +2b|2)’|_)’2+2b|af\ya+2bn]'2_73=h)

la forme que prend I'équation (1) lorsqu’on rapporte la
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surface 4 de nouveaux axes oy, , 0ys, 0ys; désignons par
T le premier membre de cette équation, et par

Bi=cos(yaons)y Si=cos(rion), B=cos(y.oy)

les angles que font entre eux les nouveaux axes.

Considérons en outre les deux fonctions

M=zl+ 2]+ 2]+ 20, 7, 2,4+ 20, 2, T3 + 22, z, 13,

N=yl+yi+ri+2B87.0n+28rr+ 28 2:0s,

qui représentent: la premiére, la distance d’un point a
Porigine dans le systéme des axes primitifs;la seconde, la
distance du méme point & la méme origine dans le nou-
veau systéme d’axes.

Quand on passe du systéme primitif au systéme nou-
veau, la fonction S se change en T et la fonction M en
N; par suite, la fonction S+ 2AM se change en T+ AN,
quelle que soit I'indéterminée A. Donc, si, pour une cer-
taine valeur de 2, la fonction S + A M devient la somme
de deux carrés, pour cette méme valeur de}, la fonction
T + AN deviendra aussi la somme de deux carrés. Par
conséquent, si P'on exprime que les deux fonctions
S+ AM, T+ AN se réduisent a la somme de deux carrés,
les deux équations en 1 ainsi obtenues, c’est-a-dire

a,—+>X A+ 2y a4+
Ay~ Aay Ay -+L  ayp—+de, | =—o,
a, —+ha, az:z+)\m a;—+1

b+ b|2+)\ﬁ3 b|3+)»pz
bz|+)-p; by 4+ bﬂ+)‘ﬁ| =o
b",|+)\pz bsz +)‘§| bas +)‘

devront avoir les mémes racines en 1, étre identiques.
9.
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3. Posons

I @ a Clest le carré du volume du paralléli-
pipéde construit suivant les trois
axes ox,, 0x,, ox; avec des longueurs
a a1 égales a Punite.

G, Gy Qg

A= | ay ayn ay

Qy Ay Ay
B dA+dA'+dA+2 dA+ dA+2 dA
= e e — — —_— 2 ay —— —_
da,, da,, das, . da,, % da,, % da,, ’

C=a,(1—a})+an(1 —a}) + ay (1 — a})
-+ 2”11(“1 @y— 13) -+ 2a|3(“l as—az)+2ﬂzs (azan—a|)§

les quantités A, B, C, A sont des quantités connues et
constantes qui ne dépendent que des coefficients de 1'é-
quation primitive et des angles des anciens axes.

En exprimant que les deux équations ci-dessus ont les
mémes racines, on arrive aux trois relations fondamentales
suivantes entre les coefficients de I’équation primitive et
ceux de 1'équation transformée :

A
(I) ®=K'v,
de de de de de
II —_— — _ - —
) Fp+ T, a5, 2P T 2B
de B
{ +2p3d—b:—-z-v,

(1) b (r —BY) + bn (1 — B3) + bas (1 — B7)
-+ 2bn(§| B.—Bs) + 2b,, (ﬁl Bs — B.)

+2b13(p:ﬁ3‘— @|) =(—;-V.

Dans ces relations, je désigue par © et V les expressions

«
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suivantes :

b(l bll bl3
8 = 62( bn bza
b3l b32 653
1 B; Ba.| Clest le carré du volume du paralléli-
V=g 1 B pipéde construit suivant les axes oy,
01, 0y; avec des longueurs égales &
B B 1 I’ unité.

4. Premiire appLIcATION. Siles trois nouveaux axes
sont trois diamétres conjugués, on devra avoir

bo=b,=by=o,
et I'équation (2) prendra la forme
by, ri+ bn)’: -+ baay; =h.

Or, si I'on désigne par a,, a;, a; les longueurs des trois
diamétres conjugués, on aura

A
w

=
N
8
Il

S
-

’
s
l
S|~ 8> Al>

)

P —
Nal
™
&

Dans cette hypothése particuliére les relations (I), (II),
(III) devienuent

A
(T bis) b, by, b3,=K-V,
. B
(II bis) bay by 4 b33 by + by, by, = X-V,

(LI bis) by (1— B?) 4 baa(1— B2) + bsy (1 — B2) = EA'V'
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Or, en iptroduisant les valeurs (3) et en remarquant
que Va?a}al est le carré du volume du parallélipipéde
construit suivant les trois axes oy, 0ys, 0ys, avec des
longueurs respectivement égales aux longueurs des demi-
diamétres, la relation (I &is) donne

/.

; b
Va3 alal = — = constante = a* b*¢?,
a
a, b, c désignant les trois demi-axes de la surface.
La relation (II bis) donne

B alaja;V Bk s
-— —_——— bﬂ 7.
A ht A

2 2 k J—
a, +a;+a;—

La relation ( III bis) conduit a

aja; (1— i)+ ajal (1— Bi)+ala; (1— B)
he
= ~——Vaza:a;:(—:—

=17 =a®b>+ a*ct+ b2c.

D’ot I'on conclut ces trois théorémes :

1° Le wolume du parallélipipéde construit sur trois
diamétres conjugués quelconques est constant.

2° La somme des carrés de trots diamétres conjugués
quelconques est constante.

3° La somme des carrés des surfaces des trois parallé-
logrammes construits avec trois diamétres conjugués
quelconques est constante.,

5. Seconpe appricaTioN. Si les trois nouveaux axes
sont rectangulaires, on a

Bi=Bfi=PBi=o0

et
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Une seule des relations ci-dessus, la relation (1II), ne
dépend que des quantités by, by, bys; elle donne alors

C
by + by + bsszz

ou

c’est-a-dire la somme des carrés des inverses de trois
diamétres rectangulaires quelconques est constante.



