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RELATIONS ENTRE LES DIAMETRES CONJUGUÉS D'UNE
SURFACE VU SECOND ORDRE;

PAA M. PAINVIN,
Professeur au lycée de Douai.

4. Lemme. Pour que la fonction

-h 2 Ai,X, X2-+- aAn Xt X3 •+• 2A23 X2 X,

se réduise à la somme de deux carrés, il faut et il suffit
que

2. Prenons une surface du second degré rapportée à
son centre

\

désignons par S le premier membre de cette équation, et
par

( ) a2 = cos (x3 oxt), a3 = cos (x{ox7)at =

les angles que font entre eux les axes oxt, oxf ^ ox3.
Soit maintenant

( 2 )

la forme que prend l'équation (1) lorsqu'on rapporte la



surface à de nouveaux axes ojt, ojt, oj8 ; désignons par
T le premier membre de cette équation, et par

£, = cos (fi oj3), 3, = cos (ƒ, oyt ), % = cos ( y x oy7 )

les angles que font entre eux les nouveaux axes.

Considérons en outre les deux fonctions

= x\ -+- x\-\- x\ -+- 2a3 .r, x2 4- 2a,.r, 2 a ,

qui représentent: la première, la distance d'un point à
l'origine dans le système des axes primitifs ; la seconde, la
distance du même point à la même origine dans le nou-
veau système d'axes.

Quand on passe du système primitif au système nou-
veau, la fonction S se change en T et la fonction M en
N ; par suite, la fonction S-h A M se change en T-j-JtN,
quelle que soit l'indéterminée X. Donc, si, pour une cer-
taine valeur de X, la fonction S H- A M devient la somme
de deux carrés, pour cette même valeur de'X, la fonction
T-hXN deviendra aussi la somme de deux carrés. Par
conséquent, si l'on exprime que les deux fonctions
S -h A M, T H- X N se réduisent à la somme de deux carrés,
les deux équations en X ainsi obtenues, c'est-à-dire

= 0 ,

devront avoir les mêmes racines en X, être identiques.
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3. Posons

A =
I a3 a,

«3 1 «I

a2 a, i

«11 OU «13

#32 «33

C'est le carré du volume du paralleli-
pipède construit suivant les trois
axes oxi9ox2, ox% avec des longueurs
égales à F uni té.

B = -
ci A M A

-+- 2 a , - h 2 a 2 — -
dan da3idau da22

C = fl„(l — aï)-hfl„(i — a^)-+-tf33(i —
,(a,a2—a3) 4- 2«,3(a1 a3 —a2)

• 2 a 3

dû*

(a2âf3 — a , ) ;

les quantités A, B, C, A sont des quantités connues et
constantes qui ne dépendent que des coefficients de l'é-
quation primitive et des angles des anciens axes.

En exprimant que les deux équations ci-dessus ont les
mêmes racines, on arrive aux trois relations fondamentales
suivantes entre les coefficients de l'équation primitive et
ceux de l'équation transformée :

de de de o de n de
db db ab db r db

de__ B
i/l>i2 A

(III) A,,(i — pj) -H ^«(i — pï) -+- b3Z(i — Pî)

-4- 2&,2(p, p2— p3) -+- 2^ l3 (p, p3 — p2

Dans ces relations, je désigne par © et V les expressions



suivantes :

e =

v =

bu

bn

*,.

I

p3

bTi

b„

p3
i

p.

*.,
bn

b»

P,
P.
I

C'est le carré du volume du paraUéli-
pipède construit suivant les axes oj , ,
oy2 y oyz avec des longueurs égales à
F unité.

4. PREMIÈRE APPLICATION. Si les trois nouveaux axes
sont trois diamètres conjugués, on devra avoir

et l'équation (a) prendra la forme

bu y\ -h b„y\ -h 633 y\ = h.

Or, si Ton désigne par a t , a2, a8 les longueurs des trois
diamètres conjugués, on aura

A - h

(3)

Dans cette hypothèse particulière les relations (I), (II),
(III) devienuent

(I bis)

(II bis)

(III £wj

b„ bn -h b33 b{i -f- btx b7l = - . V ,



( i34 )
Or, en introduisant les valeurs (3) et en remarquant

que Va* a] a\ est le carré du volume du parallélipipède
construit suivant les trois axes ayi, oy^, <y3, avec des
longueurs respectivement égales aux longueurs des demi-
diamètres, la relation (I bis) donne

A//3

Y a] a\ a] = ~ constante = a'1 b2 c\

a, b, c désignant les trois demi-axes de la surface.
La relation ( II bis) donne

, . . B a] a] a] V Bh , .

La relation ( III bis) conduit à

a\ a\ (i - p;)+ a] a] (i - (3;) + «J «J (i - p\)

D'où l'on conclut ces trois théorèmes :

i° Le volume du parallélipipède construit sur trois
diamètres conjugués quelconques est constant.

2° La somme des carrés de trois diamètres conjugués
quelconques est constante.

3° La somme des carrés des surfaces des trois parallé-
logrammes construits avec trois diamètres conjugués
quelconques est constante.

5. SECONDE APPLICATION. Si les trois nouveaux axes
sont rectangulaires, on a

et



( ' 3 5 )
Une seule des relations ci-dessus, la relation ( lu) , nfe

dépend que des quantités bn, bt%, b^z \ elle donne alors

, , , C
Oll + 023 - h ^33 == 'T

A

OU
i i J I ^ _ C '

c'est-à-dire /a somme des carrés des inverses de trois
diamètres rectangulaires quelconques est constante.


