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BQUATION ET PROPRIETE DE LA LOXODROMIE (FIN)

(voir p. 31);

Par M. VANNSON.

Projection de la loxodromie sur le plan de léquateur.

Proposons-nous d’abord de résoudre la question pour
une courbe quelconque dont I’équation serait

9(xy)=o,

&y étant la distance polaire d’'un de ses points. Nous pren-
drons pour axe polaire le diamétre OB passant au zéro
des longitudes. Soit M la projection d’un point P de la
courbe, posons

' MO =p, BOM =,

nous aurons

r—w et siny=p oOu y=—arcsinp;
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Péquation de la projection sera donc
# {w, arc sinp) = o.

Si on voulait rapporter la courbe a des coordonnées
rectangles, on aurait

X =sinycosz et Y=sinysinz;

en éliminant x et y entre ces équations et celle de:la
courbe, on aura celle de la projection ; appliquant ces
formules 4 ’équation de la loxodromie

Y
tang —- = a*
g2 »

on tire d’abord de cette équation :

1 a* 4+ a *

sin y 2
L’équation de la projection sera donc

1 a” +a=*

14 2

a représentant ¢~" est moindre que l'unité. La courbe
demandée est donc une spirale logarithmique.

PuosLive. Etant donnée léquation dune courbe
sphérique quelconque, si on imagine un céne ayant pour
base cette courbe, et pour sommet le centre de la sphére,
ce cone coupera le cylindre drouwt ayant pour base I'équa-
teur suivant une autre courbe; on demande son équation
aprés qu'on a développé le cylindre.

Soient m un pointde la courbe, x sa longitude, AD=1y sa
distance polaire, nous aurons CD ou 'ordonnée du point
m aprés le développement du cylindre

(A) Y=coty;
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x reste le méme. Si done entre I'équation de la courbe et
Péquation (A) on eliminey, on shra I'équation deman-
dée. Appliquant a la loxodromie, on treuve

a—* — u* ONE .

Y=-—-~ ou ¥Y=—— .
2 2

Si on applique a la développée, on trouve
,at 4+ a—*
Y=C \——) .
2
C’est I'équation d'une chainette dont les ordonnées sont
multipliées par un méme facteur (*).

Rectification de la développée de la loxodromie.

On démontrera comme sur un plan, par des considéra-
tions d’infiniment petits, que si on passe d'un point A
d'une courbe au point infiniment voisin, la différence des
rayons de courbure en ces deux points est égale a I'arc
correspondant de la développée. Or nous avons trouvé
pour le rayon de courbure de la loxodromie la formule

tang R = w,
Sino

ce qui donne entre dR et dy I'équation

dR d d 'R
= )’. ou dR= —in— X
cos’R cos’ysing cos’y sing
éliminant cos*R, il vient
dy si
(1) dR = — 2309 :
cos’y (sin‘g -+ tang?y) -

(*) GupERMANN, Relations remarquables entre la ligne loxodromique et la
caténaire sphérique (Crelle, t. X1, p. 39%; 1830). Dans son ouvrage sur I'a-
nalyse spherique (1830), il ¢considére simultanément la cycloide et la ca-
tenaire sphériques (p 4») et aussi les coordonnees trilitéres (p. 133).

.
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Mais en appelant y, da distance polaire du point de la
développée correspondant i celui que nous considérons
sur la loxodromie, on a trouvé

(2) sin y — tanggtang y,,
d'ou
tang ¢ dy,
d =
ly cosy cosiy,

Remplagant dans T'équation (1) dy par cette valeur,
on a ,

dR — dy’ sing tange
T cos’y’ cosy (sin’g cos’y —+ sin’y)

Eliminant y an moyen de I'éguation (2), on trouve
enfin

dR — dy cosy

- Vcos'e —sin‘y,

Si on appelle S 'arc de la développée commencant quand
la loxodromic coupe Iéquateur, on aura

dS= — dR;

nobus mettons moins, parce que R diminue quand S aug-
mente. On aura donc

cosy’)
s__ )
dy - siny’\?’
\/l B (COS?)
d’oi, remontant de ces dérivées égales aux fonections
primitives,

]

} sin
S = arc cos —2
€os

£
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ou, prenant les cosinus de part et d’autie,

Enfin si on nomme 1 la latitude du point, on aura

cos A
cos S=—

Ccos @

Soit A le point de la développée a partir duquel je mesure
Parc S, AB sera égal a 9. Soient C un autre point de la
courbe, CI sa latitude ; si de A comme péle avec CI pour
distance polaire on décrit un cercle coupant I'équateur
en D, BD représentera Varc de la développée de A a C.

. L T i
Sid= 5> on trouveS = 5 cest la longueur totale de la

développée du point A jusqu’'au point asymptote. Le
méme calcul donne pour la longueur totale de la loxo-

T ’
dromie oD’ quantité d’autant plus grande que q) est

plus grand, tandis que pour la développée sa longueur
totale reste la méme, quel que soit .

Rayon de courbure de la développée.

Nous emploierons la formule déja obtenue

3
(p?+ cos’y)T
siny (2p* 4 cos’y) -+ qcosy

tang R —

ou plus simplement .

5!

tang R = — .
"6 siny (p*+ S?) + gcosy

Or, on a trouvé dans le probléme précédent

dy siny

—_——
V cos’q; — cos?y

dasS = —
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y désignant la latitude, d'on
§— — psiny

\/cos’q> — cos’y

I’équation de la développée par un déplacement de I'ori-
gine donne

a*+ na—*
tang y —= ———- a=e",
2/
d’ou
dy at—a—* ,
ol -~~~ —— — ———— CO0S° Y,
P pr > Y5
or

(a*— a'—r): =l 4a)—f = .4 (m?tang?y — 1)

§ (cos*y —cos?y)
—_— S,

=4 m*(tang’y —tang’¢) = -
4 ( ° f {-, ?) COSzf Sll)lqi

d’ou
——
2y cos’g —cos?y
cosy sing

a* —a*—=

Nous choisissons moins parce que a* est < a™*, a étant
moindre que l'unité. Remplacant a* — a=* par son ex-

. dy
pression dans 5, on aura
& A

cosy \/cos’qz — cos’y,
- sin ¢

d’ou
dp _ siny{cos’y— 2cos’y)

= - —p;
dzx singy/cos? g — cos?y)

ou

portant ces valeurs de §' et de ¢ dans tang R, on obtient.

toutes réductions faites ,

sin?y cosy

tang R = _y_____
. sing
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Si on prend la dérivée du numérateur, on trouve
siny (2 — 3 siny), -

uantité positive tant qu'on a
q p q

siny < \/§3

et alors le rayon de courbure augmente; il atteint son

maximum quand ]
. 2
sip y = 3

au dela, il va en décroissant jusqu’a o.
Pour trouver 1'angle d’une courbe avec le méridien du
point de contact, on a trouvé

cosy

tang (?, = s pa——as e
Vp* + cos’y -

ou sing' =

Remplagant p par sa valeur, on aura pour la courbe qui
nous occupe

. sin
smqa’=-,-—?-

siny
La longueur de la normale N, depuis la courbe jusqu’a
Péquateur, se¢ déduit d'un triangle rectangle, et on
trouve

tz t si
tang N = 2087 _ tang siny
1N @, sin ¢

Si on multiplie ce résultat par tang R, on trouve

sin‘y

tang N tangR = —
N '6 B sin‘ ¢
ou

in?a\ 2
tang N tangR = (2—:‘]—)> .
?



( 232)

(Ces formules sur la développée de la loxodromie se
trouvent sans démonstration dans le numéro des Annales
déja cité. Elles sont extraites d’un ouvrage de M. d’Ar-
rest.)

Perspective de la loxodromie sur le plan de U'équation,
lceil étant placé au péle opposé (Halley).

Résolvons d’abord la question pour une courbe quel-
conque tracée sur la sphére. Soit

q;(.l',Y):O

I'équation de cette courbe, Y étant la distance polaire
d’un de ses points C, dont c est la perspective sur I'é-
quateur, on a

OC ou p::tang%gztang; et w=x-"

si entre ces deux équations et celle de la courbe on éli-
mine x et Y, on aura I'équation de la perspective en
coordonnées polaires. Si on applique & notre courbe dont
I’équation est

tang X =a%
5=

on aura

p=a®.
La perspective demandée est donc une spirale logarithmi-
que dont le centre O est le point asymptote.

Note du Rédacteur. M. Grunert a publié en 1849
une Loxodromische trigonometrie, dont mon fils, pro-
fesseur d’hydrographie a Dunkerque, a donné une tra-
duction frangaise en 1859. Le cas général est traité dans
le Mémoire : Boymann, De lineis loxodromicis in datis
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superficiebus. In-4 ; Berlin, 1839. Et du méme : Equation
des lignes loxodromiques sur les surfaces du second ordre
(Archiv. de Grunert, t. VII, 1846); Equation de la
ligne loxodromique sur une surface engendrée par la
révolution d'une parabole autour de la tangente au som-
met (/bid., 1. X1II, 1849). Boymann (Johann-Robert),
professeur au gymnase de Coblentz, né a Neuss, prés
Dusseldorf, le 17 janvier 1815.



