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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 624

( voir 2° série, t. I°", p. 345);

Par M. Evcixe BELTRAMI.

Un angle triédre trirectangle mbbile a son sommet
en un point fixe pris sur une surface quelconque du se-
cond ordre; le plan determiné par les intersections de
ses trois arétes avec cette swface passc constamment
par un méme point de la normale issue du sommet fixe
de l’angle triédre. On demande le lieu de ce point, lors-
que le sommet du triédre parcourt la surface donnée.

(MannmEIM.)
Soient

ax® + by*+czt =1

I'équation de la surface, (Zo, yo. Zo) un quelconque de
ses points; on aura identiquement

(1) axi—+by: ez} =1.
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En désignant par ¢ la distance de l'origine au plan tau-
gent en ce point, les cosinus des angles que la normale
fait avec les axes des x, y et z, seront respectivement

—dazx,, —9dby,, — dcz,.

Cela posé, concevons un nouveau systéme d’axes ortho-
gonaux des £, n et ¢, ayant leur origine au point (x,, yo,
z,) et formant avec les axes primitifs des angles dont les
cosinus sont indiqués dans le tableau suivant :

x o, @, a

» | 6 6, | 86

N I O Y PO A

En nommant 4, g, v les cosinus des angles que la normale
fait avec ces nouveaux axes, on aura

A= *s(a“axoﬂ—bsl_}'o‘f"c?l zo),
(2) p=—0(anx,+ b6y, +c7:2:),
v=—d(ax,x,+ b8y, + ¢, 3,),

et les équations des droites &, v et ¢, rapportées aux pre-
miers axes, seront respectivement

r=ux,+ E2,, s X ==X, + 0oy, X = 2y 4 Loy,
y =y, +6, r=2Jo+ 6y, Y=+ s,
2 =z —+ &y, ( 2 =3, + N7y, 2= 2, + {ys,
dans chacune desquelles les variables des deux systémes
se rapportent au méme point de Pespace.

Au moyen de ces éqnations et des équations (i) et (2),
on trouve, pour les intersections des trois nouveaux axes
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avec la surface, les valeurs suivantes de ¥, n et {, que
nous désignerons par £, n, et {:

| S(aad -+ 662 +cq?)
E: = 24 ’
1 __3(aai+1)6:+c'yf)
n 2p ’
1 d(aa)+ b8Y -+ cq})
% 2y ’

de sorte que I'équation, en £, n et ¢, du plan mené par
ces Lrois points, pourra se metire sous la forme

s E(aa;4-68; + cyl) + f{aa) 4 58] 4-cy})
(3)

A ¢
' +§(aa§+b€§+c1§):_2_.
v )

Or, I'éguation de la normale étant
) 1eq

3 g

_—n.— —
l-_p~v

"

la distance r, du point (xo, ¥, 2o) au point d’intersection
avec le plan (3) est donnée par la formule

2
r"-ﬁ(a+b—1—c)’

et comme celle-ci est indépendante de la direction des
droites £, v et {, la premiére partie de la question se trouve
ainsi démontrée.

$i maintenant on désigne par x, y, z les coordonnées

&relativ‘es aux premiers axes) du point que I'on vientde
éterminer, on a

re—a— 288 RS 2by,
T A X b It Ay Sy
_ 2¢z,
= a+b+c

14.
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d’ou l'on tire

__a+b+ec _a+b+e _a+b+c
T —a4-b4c’ °—a-—b+c'y’ za_a—f—b——cz'

En éliminant x,, y,, z, au moyen de I'équation (1), on
obtient enfin

a(a+bte) | blatbtep | clat+b+e)
=a+b+eo T la—b+er?  (axb—cy "

équation du lieu cherché, qui, partant, est une surface
de second ordre, ayant en commun avec la premiére le
centre et la direction des axes.




