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EXTRAIT D'UN MÉMOIRE
SUR LES COORDONNÉES TR1LINÉAIRES;

PAR M. H. FAURE,
Capitaine d'artillerie.

Un point est déterminé dans un plan lorsque Ton con-
naît ses distances a, (3, y aux trois côtés BC, CA, AB
d'un triangle ABC dit triangle de référence. Si Ton dé-
signe par a, i , c les côtés du triangle, par S la surface,
on a toujours la relation

aoL -f- b$ -f- cy = 2S.

Toute relation du premier degré

entre les coordonnées a, (3, y d'un point représente une
ligne droite.

Equation de la droite qui passe par deux points donnés
a' et a".

Si l'on désigne par (a', (3', y1) les coordonnées du point
a7, par (a", (S", ƒ ) celles du point ai1, la droite cherchée
a pour équation-

a a' a'

7 7' ?"

Intersection de deux droites. — Parallélisme.

Soient L =3 o, L/= o les droites données : L'se dédui-
sant de L en ajoutant un accent aux lettres /, m, /1, on
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aura au point d'intersection

D.a = 2S(mn' — m'n),

D = /'

a

m

m'

b

n

m'

c

D = o est la condition du parallélisme. Ces formules
montrent également que la droite qui a pour équation

est l'équation d'une droite située à l'infini dans le plan
du triangle de référence.

Angle des deux droites L et L'.

2 R [( // ' -+- mm'-+- un' ) — co» A { mn'-+- m' n ) — cos B ( In' -+- /' n ) — cos C (tm'-+- L'm )] '

R rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; A, B, C
angles de ce triangle;

sin ô = -

P = l2 -f- m7 -f- ri1 — i mn cos A — 2 In cosB — 1 lm cosC,
P'= n -*- m'2 -f- /?'*— amV cos A — il'n' cosB— 21 tri cosC.

Soient

a, = 1, «a = 1,

p, = — cosC — sinC y/—1, p 2 = — cosC -+- sinC \j—1,

7i = — cosB H- sinB \j—\> 7, = — cosB — sinBy/^T,

les coordonnées de deux points at et a8 (nécessairement
à l'infini sur un cercle), on aura

P = (/a, -f-«fi, -f-«7i)(/«» 4- /»P> -f- «7»)»



Supposons que les deux droites L et L'soient représen-
tées par l'équation unique

= o;

on aura

Ri

a An A u A,3

o AJI AJJ A53

c AJI Ai% A33

o a b c

E = A,, 4- A22-h A33 — 2AJ3 cos A — 2A,3cosB — 2A,2 cosC-

Équation de la droite perpendiculaire à L, menée par
le point CL1 .

a a' / — m cos C — n cos B

P p' —/cosCH-m — ,

7 7f — leo&B— J

= o.

Distance du point <xf à la droite L.

v/p

Distance des deux points oc', ocfl\

Soit X cette distance :

*' = ^![(P'7")' + (« 'D' + ( / " " ) ' - 2cosA(a'P") (v'«")

1

cosC

cosB
Qt."

a'

— cosC
i

— cos A

p"
p'

— cosB

— cos A

i

7"

7'

ar/

P"
7"

0

o

a

P
7
o

o



En introduisant los points imaginaires <xt ei a,, on a

P' 7'

P" 7"
P' 7'

7"

pi 7» «» Pi 7»

Si les points donnés sont situés sur la droite L, et qu'ils
résultent de l'intersection de cette droite L avec deux
autres L', L", on trouve

/ m n

l' m' n*

t" m" n"
- 4 R S - 7 m

m'

b

n

n'

c

l

t"

a

m

m"

b

n

n"

c

Si les droites L/et L/'sont données par l'équation unique1

<p =: o, on aura

A,,

A,,

A,,

/

A,.

A2Î

A3;

m

A(J

A w

A,3

n

l

m

n

o

V'P

A,,

A,,

A3l

a

l

A,,

A,,

b
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A,,

c
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c

o

o

/

m

n

o

o

(Ar J = A,-

Sous cette forme, çp peut représenter une conique, X est
alors la partie de L comprise dans la conique.

Remarque.— L'équation de la droite L peut se mettio
sous la forme

= o,



eu désignant par a t, £,, ct les distances des sommet» A,
B, C du triangle de référence à celte droite. Toutes les
formules précédentes deviennent d'une très-grande sim-
plicité, en se donnant une droite, comme nous venons de
l'indiquer. J'ai donné ces relations a la page 2^3 du
tome XX des Nouvelles Annales,

Le Mémoire est suivi de diverses applications relatives
aux propriétés métriques et descriptives des triangles,
au rapport anharmonique, aux faisceaux homographi-
ques, etc.

Je cite Tune d'elles. Le lieu d'un point, tel que ses dis-
tances a, j3, y aux trois côtés d'un triangle sont propor-
tionnelles à une certaine puissance de ses côtés a, b, c,
est donné par l'équation

i c i a • &

log- log- log-
a p 7 = I .

COURBES DU SECOND ORDRE.

Soit <p = o l'équation d'une conique écrite sous la forme
déjà indiquée-, nous aurons à considérer les deux fonc-
tions y et E citées plus haut, et la fonction A définie par
la relation

A „ A 1 2 A . 3

A = A .M A >2 A 23

A 31 A } 2 A:^

INous désignerons généralement par ars le coefficient
de Ars dans le développement du déterminant A.

L'espèce d'une conique se déduit des fonctions y et K ;
on a :

Une hyperbole, si y < o ;
Une ellipse, si V^>o;
Une parabole, si y = o }



Une hyperbole équilatère, si E = o \
Un cercle, lorsque les coordonnées des points imagi-

naires «i, a% vérifient l'équation cp = o.

Tangente au point af de la conique.

do d
7K +

OU

«32

lorsque le point ccf n'est pas sur la conique, les équations
précédentes donnent la polaire du point a'.

P$le d'une droite L par rapport à la conique <p.

Soit a' ce pple, on a

7
2S
U

2 S ,

« An AJJ A|3

^ A, , A M A 2 J

^ Am A32 A y3

o / m n

Centre de la conique ç. — Dans les relations précé-
denles, il suffira de faire / = rt, m = ft, n = c. Les coor-



données du centre sont donc

— —
V da

7 ~" V rfc "

CERCLE.

Équation du cercle qui a pour rayon p et le point a'
pour centre.

a

a'

ai

P
P'
P.

7

7r

7'

a

a' P'
Pi

7

7'

7*

Elle se déduit immédiatement de la formule qui donne
la distance de deux points. Elle fait voir que tous les
cercles passent par les points imaginaires at, «2 situés à
l'infini, et que les deux déterminants du second membre
égalés à o donnent les asymptotes du cercle.

Puissance du point a par rapport au cercle y.

Soit ij cette puissance

_ o ?(«> P> 7)
CT-2—Ë

Rayon du cercle y.

Cercle circonscrit au triangle ABC */e référence.



Cercle inscrit au triangle ABC

y/a cos - A -f- V p c o s ~ B -h \fy cos- C = o, E = -̂ — •

Cercle qui touche le coté a et les prolongements des deux
a titre s côtés.

V <* c o s - A -h v B sin— B -+- v̂ 7 sin - C = o .
2 2 ' w o

Cercle décrit sur BC comme diamètre.

2S
a2 cos A—aficosB — aycosC— ^7 = 0, K =

Les cercles décrits sur les autres côtés pris pour diamètres.
se déduiront de celui-ci par des permutations.

Cercle conjugué au triangle de référence.

Nous disons qu'un cercle est conjugué par rapport à un
triangle lorsque le pôle de chaque côté du triangle coïn-
cide avec le sommet opposé.

L'équation d*un tel cercle est

2 S
aJ sin2A-h^sin2B-+-73sin2C= o, E=r—7;

coordonnées du centre,

a = 2RcosBcosC, $=. 2RcosA cosC, 7 = 2RcosA cosB •

C'est le point de rencontre des hauteurs du triangle.

Rayon p2 = — %R2 cos A cosB cos C.



Cercle passant par les milieux des côtés du triangle
de référence.

1
• cy a oc. — i \ —£7

= o,

— acosA-f- p cosB-f- ycosC a cos A—p cosB-hycosC

c cosC
acosA-f-pcosB—7COSC '

— R(a2sin2 A-h p2 sin2 B-f- 72sin2 G} = o,

û py -f- b ay -f- cap

(aa -f- &P -H cy) (a cosA-H p COsB-h 7 cosC) = o ,

a (— aoi - j - bp -h C7) cos A

(rta-f-6p — cy) cosC = o

Ces différentes formes expriment autant de théorèmes.

Centre du cercle.

a = - c o s ( B — C), p = ~cos(C —A), 7 = 3 cos(A—B).

Équation des tangentes menées du point o.' à la
conique 9.

T —

a a' a(l axi a,3
p p' an fi27 a

7 7' "o' chi ^3

o o a ' p' 7'

o o a p 7



a an a%t

7 a3t fl32 rt33

o a o a'

a axx an aXi

o a' p' 7'

Équation des asymptotes de la conique cp.

On écrit, dans les équations précédentes, que a' est le
centre de la conique. On trouve, pour les asymptotes,
l'équation

?(«> p,7)-~(ffa-h6pH-c7)':=o.

Angle formé par les tangentes menées du point a! à la
conique y.

tango _

cosA) h(tfii-|-«*33

(«„ H-«2i+2fl l2cosC)—

En posant Q = o, on a le cercle lieu des sommets des
angles droits circonscrits à la conique 9.



Angle formé par les asymptotes de la conique y.

RE

Somme des carrés des demi-axes principaux de la
conique <p.

— a ? c — •«V

Produit des carrés des demi-axes principaux de la
conique <f.

Équation des axes principaux de la conique y.

—L

da.

il

dy dy

Q est le cercle défini ci-dessus.

Équation des directrices de la conique <j>.

Cette équation donne les quatre directrices : deux réelles
données par l'équation

y

4 S

deux imaginaires données par l'équation



On voit aisément, d'après les valeurs de X* et de \&% que
le produit de ces deux équations donne la première.

En appliquant ces résultats généraux aux cas particu-
liers des coniques inscrites, circonscrites ou conjuguées
au triangle de référence, on obtient divers théorèmes qui
font le sujet de questions dans les Nouvelles Annale*.


