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AU SWff ftf U «fSSTfON 654;
M. EUGÈNE B E L T R A M Ï .

L'énoncé de cette question est le suivant ;
Démontrer que, si (p(aw) = cf(&>).cosoi), on aura

La solution indiquée dans cet énoncé n êst pas, à beau-
coup près, la plus générale que comporte la questiou.
C'est ce qui ressortira de l'analyse suivante, dans laquelle
je supposerai d'abord, pour plus de clarté, que la va-
riable o) se maintienne toujours réelle et positive.

Si l'on multiplie Téquation proposée par 2 sin w, qu'on
mette le résultat sous la forme



( Su3
et qu'on pose

on aura à résoudre l'équation suivante, plus simple que
la proposée,

(2) 24» (a«) =+ (« ) .

En changeant successivement dans celle-ci » en 2w,
4<*>,..., 2m~"1to, on obtient

et, en multipliant toutes ces équations entre elles et avec
l'équation (2), il vient

(3) 2« + (2*»)=+(»)

Ici m est un nombre entier et positif; mais si Ton rem-
place dans cette formulée») par 2"""co, où n est un nombre
entier et positif moindre que m, on trouve

d'un autre côté, en changeant dans la même formule m
en m — w, il résulte

7Lm-'*$(QLm-nv) = ^ (w) :

donc l'équation (3) subsiste pour toute valeur entière,
positive ou négative de m.

D'après cette même équation (3), la valeur de la fonc-
tion 2m^(2lflû>) est toujours égale, tant que m est un nombre
entier, à celle que cette fonction reçoit pour m = o. Par
suite, la valeur générale de cette fonction, c'est-à-diie



telle qui répond à une valeur quelconque rationnelle ou
irrationnelle de w, que je désignerai par fxy doit se ré-
duire à ty(u>) pour toute valeur entière de fi. Je pose
donc

où h et h sont deux nombres entiers quelconques, et où
F (fx, w) est une fonction qui ne devient pas infinie pour
des valeurs entières de (i. De cette équation, en faisant
fi) = i , on tire

) = ^(i) cosihnp. -f- F(pt).sii]

où Ton a écrit F (IJL) à la place de F (/JI, i ) . Enfin, en
posant

d'où

et écrivant, d'après l'équation ( i ), ~ - ^ à la place de ip ( i ) ,

rr : COS ; h F t ( w ) . sin — 9
w sin 1 l°g2 '°Ö2

on a

où

La fonction F^w) n'est point arbitraire. En effet, si,
dans Téquation précédente, on change w en 1 a), on obtient

2 ^ 2ft>)= T : ; cos—j 2- -+-2F , 20») . s m — — s - ( — 1 /
T w sm i log 2 ' log 2

et par suite, d'après l'équation (2),

2F,(2«) = (-l)*.F1(»).

Si donc on prend pour h un nombre pair 2#, on aura,



( 3o5

pour tfj(ct>), la valeur

-cosi5 ^ *> = - \ -cos—: £ - * F , ( < » .sm—r 2 - ,
7 YV ; wsmi Iog2 v ' log 2

et pour Fi (w), l'équation

(6) aF,(2») = F,(«).

Cette dernière équation, étant absolument de même
forme que F équation (a), donnera, de la même manière,

. . F.(l) 2//'7rlog&> _ , . . 2A/?rlogw
F, (») == — ^ cos— ; 5 - -f- F2 *> .sin — S_ ,

w sm i log 2 log 2

et, pour la fonction F2 (w), on aura de nouveau

F2(i) aA'VloRw _, , x . 2///7rlogw
Fi(w = - 4 M . c o s — - + F . i W . s i n — s - ;v ; wsmi log 2 v ' log 2

et ainsi de suite.

En substituant successivement ces valeurs les unes dans
les autres et dans les équations (5) et (2 ) , on trouvera
enfin

. . sinw
tp(w) = — : —T v ' w sin 1

[ 2/iTrloffW . x .

ff 1 cos—: 2 _ 4 - F , , ) s i n , c o s , _Tlk ; l0g2 V ' l0g2 l0g2
„ . x . 2^7rloffw . 2Â-'7rlog&> 2A;/7rloe;w 1

-+-FJ1 sm—= ^- sm—r 2-cos—= ^-4- . . . !•; JOg 2 lOg 9. log 2 J

Or, on voit assez clairement que l'ensemble des'termes
renfermés dans les parenthèses, à raison de la valeur en -
tièrement arbitraire qu'on peut attribuer à chacune des
constantes

„( i ) , F, ( i ) , F , ( i ) , . . . ,

A, h', h",...,
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dont le nombre est indéterminé, peut être censé repré-
senter une fonction quelconque des deux quantités

. 2 T T 1 O £ ' W 2 7T
S i n — 5 — , COS —:

l , COS : 9

log 2 log 2

ou même d'une seule d'entre elles, ce qui ne diminue
point la généralité de cette fonction. En désignant donc
celle-ci par

0 ( sin ." •" ° , cos
tir logw\

"toga/

cos—:
I

on pourra poser

. sin o> f . i. TT1O£
(n) < p ( w ) = © I s m — ; ? c o s :W T v W \ log 2 Iog2

Diaprés la mauière dont cette formule a été obtenue,
w y entre comme une quantité positive5 mais, si Ton se
reporte à l'équation proposée, on voit facilement que la
valeur de 9(w) donnée ci-dessus ne cesse de satisfaire à
cette équation quand on donne à a) des valeurs négatives
ou même imaginaires; car les formules

sin 2 u = 2 sin u cos u, îog uv = log u -+• log v

continuent d'avoir lieu quand u et v deviennent imagi-
naires, ainsi que Ta démontré Cauchy (Exercices d'Ana-
lyse et de Physique mathématique, t. IV), pourvu que
Ton adopte des définitions convenables .pour ces fonc-
tions, quand la variable devient imaginaire. On peut donc
regarder la formule (7) comme étant applicable à taus les
cas.

Si Ton suppose que la fonction ©se réduise à une simple
constante arbitraire, et si l'on remarque que cette con-
stante représente alors la valeur que la fonction reçoit
pour w = o, on obtient, comme cas particulier de la for-



mule (7)5 la solution indiquée dans l'énoncé de la ques-

tion.

Note. — Pourquoi les méthodes employées (p.
et 286) n'ont-elles conduit qu'à une solution particu-
lière ? P.


