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NOTE SUR L4 TRANSFORMATION DES COORDONNÉES;

PAR M. V.-A. LE BESGUE,
Correspondant de l'Institut.

I,

La transformation des coordonnées rectilignes, soit
dans un plan, soit dans l'espace, devrait se faire par des
formules semblables.

Si une droite OM, rapportée à trois plans coordon-
nés Oxy, Oxz, OjZ) faisant un angle trièdre de som-
met O, et ayant pour arêtes OJC, Oj', OZ sur lesquelles
se comptent les coordonnées positives, a pour équations

a, b, c étant les coordonnées d'un point M pris à une
distance OM = i de l'origine, on aura l'équation de
condition

( -f- zbccos(y, z) -f- 2cacos(zt .r)-f- 2 au cos (x, y).

Il faut remarquer que a étant, sur Taxe des x, la lon-
gueur de la projection de la droite OM = 1, obtenue en
menant par le point M un plan parallèle au plan ƒ O-z, la
projection d'une longueur r, prise sur cette droite à partir
du point O et dans le sens de OM, sera égale à ar.

D'après cela, si l'on prend trois nouveaux axes de coor-
données, passant par la même origine O, et ayant pour
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équations

(3)

x y z . .
- == — = - > a x ^ des x ,
tf 6 C

^ = - = 7 , axe des y ,

J = ^ = i , axe des z',

les nouvelles coordonnées étant x\j\ z', on aura

x = ax'-+-a'y'•+- a" z',

(4)

(.r, j ) ,

et les trois relations

-2.be cos (y, z) -\- 2.cacos(z, x) H

i = a1 -4- b'2 -h c'2

- ib'c'cos (f, z) -f- ?. c'a'cos (z, .r) -f- za' b' cos(x, y),

i — a"2 -h b"2 + e'7"
- 2 b"c"cos(y9 z) -h 2c//fl"cos (z, a:) -f- 2/2//^//cos(x, jr).

Si l'on pose

(6) A = a(AV/— c7 "̂} + i ( c ' / - «V) -\-c{a'b" — AV),

les équations (4) donneront

17)

rzrflr.̂ -hö',y -\-d\z,
c'a" - a'c")y 4- (ö'^— ̂ V')

= 6,a? -f- '̂, y -\-b\z,

Az' = {bc'—cb')x + (c«
=clx-t-c\x -+-c"tz.

f̂l — a"c y -f- (n"* — b»a)t

bf— ba)z

Le plan qui passe par les droites Oj\ Oz' étant repré-
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seule par

L.r-h M/4-Nz = o,
on aura

W + Mft'+Nc'so, W-t-M^'-M

d'où Ton tire

L M N

j ' y — c'b" ~~ 7^" — a'c" ~" a'b" — b'a"
OU

«i ~ * "', ~ ~ a\

On aura donc les équations suivantes :

! ax.r -f- #', >- -f- a\ z = o, pour le plan JK'
(8) < bix-4- b\ y •+- b'\ z=. o, pour le plan s'

' c, «r -f- c\ r H- c'î z = o, pour le plan

Si l'on admettait que les trois droites Ox', Oj\ Oz'
fussent dans un même plan, on aurait de plus

L«-+- Mb -f-Nc = o,
et par suite

a{b'c" ~ c'b") -f- b [c'a" — a'c") -+- c^'A" — b'aff) = A = o.

Cette équation ne peut avoir lieu quand les trois
droites Ox', O/' , 0 « ' ne sont pas dans un même plan,
comme il arrive dans la transformation des coordonnées.

IL

Pour l'application suivante, il faut trouver l'équation
d'un plan tangent à la surface à centre

(a) z.£--hoL'y7-\- OL"Z2Z= I

et parallèle au plan

( b ) «i-v -{- " ' , y -f- ft'\ z z=z o.



(3*5 )
II faut donc, en représentant par x1, y1, z' les coordon-
nées du point de contact, identifier les équations

OLJCX' --h a! y y' -+- u."zz' = i , a^r -\- a\y -\-a^z z=z d9

en supposant

On a donc

ou encore

et comme l'on a

on en déduira

Le plan tangent est donc

, fâ\ ^? ^?
(c) alx + a\ r-\-a\z= \ ~ •+ -T-+--7T'

~ y a a et,
Comme le radical peut prendre le signe -h ou le signe — i,
il y a deux plans tangents parallèles au plan (/>).

En élevant au carré, on a l'équation
a\.x2-\-a\'lj2-\-a"x

izt-\-in\ a\yz-\- id\ a{zx-\-iaxa\

pour lesystème de ces deux plans.

m.
Soit une surface du second degré, ayant son centte à
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l'origine et représentée par l'équation

(e) A.r2-f-A'^'-|-A/V4-2Bjr2-h2B/zj

Si Ton fait disparaître les rectangles en transformant les
coordonnées par les formules (4) et que Ton trouve ainsi

(/) A, *>» -f- A', /> -h A", «" = D,

ou repassera à l'équation (e) au moyen des formules (7) ,
et comme on obtient ainsi l'équation

£ (atx + a\y + a", »)' + ^ ( * , * + b\y + b\ *)'

A"

on trouvera, en identifiant cette équation et l'équation (e),

(s)
B = ^

B ' = i ( A , < ö , -H A', 6'; />, -H A';c-1;c),

B"= -J- (A.a^', -h A', b{ b\ -f- A", r, c'\).

Si l'on prend une seconde surface à centre ayant pour
équation

(h) on- -h aVH-a"a1=

et que Ton mène des plans tangents parallèles aux plans
conjugués de la surface (e), plans dont les équations for-



ment le système (8), on aura, d'après l'équation (d), les
trois équations suivantes :

(0

a2

b2 .v7 -h b\ 2 j 2 + b\ 2z24- 2 ̂  ^ jz + 2 6'; 6, z.r + 2 6

t z
7 -+- i c\ c\ yz -\- ic\ c, zx-f- -2r, ct .rj

A, A'
Multipliant la première par — ? la seconde par — et la

A'; . , ,
troisième par—\t on trouvera en ajoutant, membre a
membre,

A A' A"
(Â) A y f j + x + H

Cf. OL Cf.

Cette équation représente le lieu des sommets des an-
gles trièdres circonscrits à la surface [h) et dont les faces
sont parallèles aux plans conjugués de la surface (e).
Ce lieu est donc une surface homothétique de même centre
que la surface (e). Autrement dit, elle lui est concentrique,
semblable et semblablement placée (*).

(*) La recherche de ce lieu a été proposée, il y a trois ou quatre ans,
au Concours général des lycées de Paris.


