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LIEU DES POINTS DE RENGONTRE BES TANGENTES COMMUNES
A UNE CONIQUE ET A UN CERCLE
{voir t. X, p. 408 (*), et t XI, p. 62];

Par MM. MISTER xr NEUBERG,

Professeurs de Mathematiques a Nivelles ( Belgique).

1. ProsrimE. — Par deux points donnés sur une
ellipse on fait passer une circonférence quelconque,
puis on méne & ces deux courbes des tangentes com-
munes; trouver le lieu géométrigue du point de ren-
contre de ces tangentes. (CuasvEs. )

Le lieu reste le mémne lorsque la corde commune se
déplace parallélement a elle-meéme.

Le lieu reste encore le méme, que lu corde commune

Jasse Pangle 9, ou Uangle 180° — d, avec le grand axe
de lellipse.

Rapportons P'ellipse a ses axes principaux : son équa-
tion sera

kg
},2 x? g
(1) z;—i—(;:l

Soient
Y + mx 4-n = 0,

y+mz+n"=o
les équations des deux tangentes communes, et

ry+ar—+p=no,
y+eozx+p=o0

(*) Tome X, page 411, on lit cette note de M. Terquem : « La solution
» purement analytique présente des difficultés de calcul a cause des
» quatre tangentes communes. Cette solution serait trés-instructive. »
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les équations des cordes de contact relatives 4 ces tan-
gentes, dans le cercle variable et dans Dellipse.
Les équations du cercle et de I'ellipse peuvent se mettre
sous la forme

(2) (y+me+n)(y+mzs+n)+r(y+ax+B)=o,
(3) (y+mr4n)(y+mz+n)+VN(y+dx+p)=o0.

L’équation (2) représentant un cercle, les coefficients
des carrés des variables doivent étre égaux, et le rectangle
des variables devra disparaitre, ce qui exige que l'on ait

(4) 14+ =mm' 4+,
(5) m—4m' 4 27r=o.

En retranchant les équations (2) et (3) membre a
membre, on obtient les équations de deux droites passant
par les points d’intersection du cercle et de Vellipse; ces
équations sont :

Vi 0+ ar+ =l +avtp)

—\/%(r+«r+@)=(y+a’x+ﬁ')~

Or, si 'on veut que 'une des cordes communes soit fixe,
il suffira d’identifier I'une de ces deux équations avee
celle de la droite passant par les deux points communs
aux deux courbes, équation que nous supposons étre

y+Mzx+ R =o.
On aura donc

(6) —_— =M,



Si nous appelons X et Y les coordonnéesdu lieu, les quan-
utésm, m', X, 2, &' seront des fonctions de X, Y, a, &
faciles a déterminer. Dés lors, les équations (4), (5),
(6), (7), qui expriment toutes les conditions du pro-
bléme, ne contiendront plus que trois paramétres varia-
bles, 1, «, 3, et par suite, si nous éliminons «, 3, A entre
ces quatre équations, nous aurons I'équation de la courbe
cherchée.

Pour déterminer les valeurs de m et de m’, remar-
quons que I'équation d'une tangente a 'ellipse peut s'é-
crire

y—'—mx—i-dtm:u,

et si nous voulons déterminer les deux tangentes passant
par le point (X, Y), il suffira de résoudre 1’équation

Y+ mX+ Vam*+ b = o,
ou
(X2—a?)m*+ 2YX .m+ Y — b=,

par rapport a m. En conséquence, nous aurons :

Y
(8) "'+m’:—);—_,xa_z’
, Y2 — b
(9) mm ——m'

De plus, I’équation de la corde de contact, relative a ces
deux tangentes, étant

aYy + 6'Xar —a*b*=o,
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on a immédiatement
,_bX
a = ﬁ’

(1) b=y

{1o0)

Comme l'équation (3) doit étre identiquement la méme
que I’équation (1), on obtiendra la valeur de X' en égalant
a zéro le coefficient du rectangle des variables, ce qui
donne
(r2) m-4-m 423 =o.

En comparant P'équation (5) avec I'équation (12), on
obtient
(5) e = V.

L’équation (6) étant rendue rationnelle devient

Ma=—MP=V(a'— M);

~7

’
r . AN .,
remplacant dans cette équation A par sa valeur — tirée
o

de (5'), nous aurons
od (@ — o) = M*{a — '),

et, comme généralement « est différent de &', on peut
poser

ax’ = M?,
ou

par suite, les équations (4) et (5) deviendront
-
I — 1111n'+).<1 -—E,—’):o,
@

2\ M?
m—j—m’—}——a;—:o;
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d’oti, en éliminant 1,

| — mm'’ 1 M¢
(13) ’=u. ;
m—+ m 2M?a

et en faisant usage des équations (8), (g) et (r0) et posant
a' —b* = ¢, il vient, réductions faites,

(14) (Mfa*+M2a’h?)y*— (M2a*b? o- b*) 2' =— M?a?b?c3,

équation du lieu cherché.

Remarquons que pour obtenir cette équation on ne
fait nullement usage de 1’équation (7), qui est la seule
renfermant le paramétre R donc le lieu est indépendant
de R, et par conséquent il reste le méme lorsque la corde
commune se déplace parallélement & elle-méme. Si les
deux extrémités de cette corde viennent se réunir en un
seul point, la corde devient tangente et 'on retombe sur
le probléme proposé au concours général, année 1844.
(Voir Nouvelles Annales, t. IlI, p. 425 et p. 489.)

Remarquons, en second lieu, que le coefficient M qui
tixe I'inclinaison de la corde commune n’entre qu’a des
puissances paires dans I'équation de la courbe ; par con-
séquent, cette équation restera la méme lorsqu’on y rem-
placera M par — M, d’ou I'on conclut que le licu reste
encore le méme, que la corde commune fasse ’angle o
oul’angle 180° — 0 avec le grand axe de lellipse.

2. L’équation (14) du lieu peut se mettre sous une
forme assez simple. A cet effet, menons une tangente a
I’ellipse paralléle a la corde commune, et soient p et g les
coordonnées du point de contact : on aura

b
M= £,
alq
et, par la substitution, I'équation (14) devient

[)’p’(b"'[)’—{— a’q“)Y2 —_ a’([’ (112112—1— a:q7) Xi—= — Pz I/”a’ b; 2.
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Mais, le point x = p, y =g, étant situé sur Vellipse,
on a
b’p’+ a’q’:a’b’,

et par suite I'équation (14) pourra s’écrire

Y? Xz
! —_—_—— —— — 1.,
(l4 ) ll!cl ’)761 I
b? a?

Sous cette forme, on reconnait que la courbe cherchée

est une hyperbole rapportée i ses axes principaux, et

e
(/l c? p2 2

ayant pour excentricité 2 =5 = ac. Elle est

donc homofocale avec I'ellipse donnée. On voit d’ailleurs
qu’elle passe par le point (p, g).
Si, au lieu d'une ellipse, on donnait une hyperbole,
I'équation (1) serait remplacée par
1-7 J?
P

=1,

et on trouverait pour 1’équation du lieu

Y: X2
0 ar

qui est celle d'une ellipse homofocale avec I'hyperbole
donnée.

Supposons en troisiéme lieu que la courbe donnée soit
une parabole ayant pour équation

(15) y?'=2Px.

Les calculs sc traitent de la méme maniére, et 'on
arrive encore a i’équation

V — mm' ' — M*
m+m' -~ a2Ma

(13)
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Mais comme, dans la parabole, I'équation d'une tangente
est

P
Yy + mz + — =< 0,
a2m
les valeurs de m et de m/ seront les racines de I'équation

m? - Ym ~+ P =0
X 2X ~
ct par suite
P

’ ’
m-4t-m—=— — mm' = —.
X

2X
De plus, 'équation de la corde de contact étant

Yy —Pr —PX —o,
on aura
—P
a = ——Y—a
et, en substituant dans I’équation (13), on obtient pour
Iéquation du lieu:

(16) (2X — P) PM?= P* — M'Y".

On voit encore que le lieu reste le méme lorsque la corde
commune se déplace parallélement a elle-méme, en fai-
sant I'angle 0 ou 180°—0d avec I'axe de la parabole.

En appelant encore p et g les coordonnées du point
de contact de la tangente paralléle a la corde commune,
on aura

M= -[—, )
q
et ’équation (16) deviendra
271 ql + p7q2
r=- P X+ P )

(17) Y'=—4pX +4p+ ¢
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On trouve douc pour le lieu une parabole, rapporiée
a son axe principal, ayant méme foyer que la proposée,
et tournée dans un sens opposé. Elle passe par le point
(P, g) et elle a pour paramétre 4 p, c’est-a-dire quatre
fois I’abscisse du point de contact.



