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REMARQUES SUR LA TRANSFORMATION ET I’ABAISSEMENT
DES EQUATIONS

(voir page 122);
Par M. E. PROUHET.

8. ProsrLiME. — Sachant que le produit de deux ra-
aines d’une équation est U'unité, trouver ces deux racines.

Les deux racines seront communes a I’équation pro-
posée

(1) f(z)=o,
el a sa transformée

I
(2) of <;) —o.

Mais au lieu d’appliquer a ces deux équations |'opéra-
tion du plus grand commun diviseur, il y,aura avantage
a les remplacer par les suivantes :

(3) f(z)+af (1) ~o,
(4) f(-r)—-av“f:<é) =0,

qui sont évidemment réciproques, et par conséquent sus-
ceptibles d’abaissement,
Exemple :
A+ Az + A+ A+ Ay = o,
I’équation aux inverses des racines sera

A+ Az + A4+ A+ Az — o,
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On aura donc les équations réciproques
A+A (A Az 42 A, 2"+ (A + A )2+ (Ay+ A))r'=o,
AO_A4 -+ (A\—As)'r"—‘(An - As) IB___(A“ b Aé)x‘ =o0,

ou bien

1
(A0+A4)<z2+:z2> +(A.+A3)(.r+;) + 24, = o,

1 1
(Ao—A,) <x2-—:r2> (A —A,) (.r-—> =o.
Cette derniére se réduit a

1
(Ag—Ay) <x +;> + A, —A,=—o,
d’ou
+ 1 A — A,
x _——
x A, — A,
équation qui fait connaitre les deux racines cherchées ;
mais il y a une équation de condition. Si 'on pose
1
I=x 4 —»
x

on aura

(Av+A)Z+H (A +A))z+2(A— A —A))=o,

Eliminant z, il vient

(Ao+A) (A —A P+ (AT —AT) (A —A)
+2(As — Ay — A, ) (A — A, = 0.

Telle est la relation qui doit avoir lieu pour que I'équa-
tion du quatriéme degré ait deux racines réciproques.

9. 1l est clair qu'on rameénerait au probléme précé-
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dent celui qui consisterait a chercher deux racines dont
le produit serait égal 4 «*. Il suffirait de diviser toutes les
racines de I'équation proposée par «.

On trouvera sans peine les conditions qui devront étre
remplies pour que les racines d’une équation se parta-
gent en couples donnant le méme produit; mais cette
propriété n’appartiendra en méme temps a la dérivée
que dans un cas trés-particulier.

10. Prosrime. — Zrouver une équation qui ait pour
racines les carrés des racines d’une autre équation.

Si
(1) f ('r) =o0
est I'équation proposée, il suffit de poser
(2) y=ax

et d’éliminer x entre les équations (1) et (2); mais on

arrivera plus tot au résultat en remarquant que ’équa-
tion

(3) S(e)f(—x)=0o,

ui ne change pas quand on change x en — x, est de la
q te] P q el 9
forme

(x?—a*)(x*— b*)... (2 — P)=o0,

a, b, c, ..., léant les racines de I'équation (1); donc, si
l'on fait x* = y dans I'équation (3), on aura I'équation
demandée.
Si I'on désigne par P 'ensemble des termes de f (x
gne p

qui contiennent x a des puissances paires, et par Qx
I’ensemble des autres termes (Q étant une fonction de x?),
on aura

S(x)f(—=x)=(P+Qz)(P—Qz)=P*— Q*x*=o0.

Par exemple, I'équation aux carrés des racines de
28.
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P’équation
x3+pz’+q.7:+r:o

sera, en posant x* = y,
(pr+rp—(r+qyr=o.

11. Prosrime. — Trouver U'équation aux cubes des
racines d'une équation proposée.
On peut toujours écrire
Sf(z)=P+ Qx+ Rz?,

P, Q, R désignant des fonctions de x*, car il suflit pour
cela de partager les termes en trois groupes, suivant que
Pexposant de x divisé par 3 ne laisse aucun reste, ou
donne pour reste 1 ou 2. Soient e et a* les racines cubi-
ques imaginaires dc 'unité, nous aurons
Sf(ax)=P+ Quz + Ra’z’,

Sf(a?*x) =P + Qur + Raa?,
et

flz)f(ax)f(atz)=D"+ Q'2* + R*2® — 3PQR 2%,

Si a est une racinc de Déquation f(x) = o, «.

%, ;2, ou a, aa’, aa seront des racines de I'équation
S(z)f(rz)f(a?x)=0,
dont le premicr membre sera divisible par
(x—a)(zxz—ea)(z—c’a), ou a*—ad
Donc, si dans la derniére équation, ¢’est-a-dire dans
P+ Q2° + R* 2 — 3PQR#° = 0,

on fait x* =y, on auraI’équation aux cubes des racines
de I'équation f(x) = o.
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Par exemple, I'équation aux cubes des racines de
x4 px’ 4 qr 4+r=o0
sera
(y+rp+pr'+qy—3pq(r+rly=o.

12. Plus généralement, si l'on voulait former une
équation ayant pour racines les racines de I'équation
S (x) = o élevées a la n“*m puissance, il suffirait de faire
y = x" dans I'équation

Slz)f(ax)fatz). .. fla"tz)=0,

a désignant une racine primitive de l'équation x* — 1 =o.
Waring a indiqué cette méthode dans ses Miscellanea
analytica, 1772, p. 12. Depuis, M. Kummer ayant eu a
considérer un produit de la forme précédente, dans une
question trés-différente de celle que nous traitons, a re-
marqué que cette fonction était un déterminant (*). Dés
lors la solution de Waring prend une autre forme que nous
allons faire connaitre, et qui, quoique un peu compli-
quée, ne laissera pas de plaire 4 ceux qui aiment les dé-
terminants.
Posons

S(x)=P+Qx+Ra’+... +Ux"* 4+ Va4 Zz",

P, Q,R,..., U, Z éant des fonctions de x". Pour avoir
I'équation aux n**"* puissances des racines de 'équation
J(x) == o, il suffira de faire x" =y dans I'équation
P Qr Rzx* ... Za
Zz P Qz ... Vo
Var=2 Za— P ... Uz | —=o.

P N IR P R ) e e e ea e

Qz Ra* Sz ... P

(*) De Numeris complexis, qui radicibus unitatis, etc. (Journal de M. Liou-
ville, t. XII, p. 187-188).
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On voit que les lignes successives ne sont que des per-
mutations circulaires des termes de la premiére.
(Sera continué.) p.



