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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 

des coefficients des variables dans les équations des courbes et des 
surfaces du second ordre ( * ) ; 

VKK M. H. F A U R E , 

Capitaine d'artillerie. 

I. Considérons la conique 

A , , « ' H - A j î P ' - f - AaaV'-l- ^ A . v a p - h 2 A . a a y = 0 

rapportée au triangle de référence ABC. Si l'on désigne 
par Cl, Ci les points d'intersection de la conique avec le 
côté AB, les droites cci, cc^ seront données par Téqua-
tion 

Aua^ 4- -h 2A,2ap = G, 

de sorte que si ^ sont les deux racines de cette équa-

tion, on a, en désignant par a, fe, c les longueurs des 
côtés du triangle ABC, 

a, .aj A22 Bci . Bcj b̂  
A,, ACT.KCI Â  

(*) Les notations seront les mêmes |que dans |notre Mémoire sur les 
coordonnées trilinéaires (2® série, t, II, p. 289). 
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puis 

a, a, ÎBc, 2A„ 
( A . A , , ' 

h /Ai. Ac,^ 2A„ 
«1 

-f- = 1 a» U c , A2, 

Ces deux dernières relations donnent, en les multi-
pliant, 

d'où 

AnAjj AC2.BC, ACi.BCa 

4A?, 
AnAsî ^ ACI.AC2.BC,,BC, ' 

ruais les quatre points A, ĉ ^ Cg, B donnent 

AB.C,C3=: AC,.BC2— Acj.BC,; 

011 a donc, en désignant par c' la longueur c^ c^, 

/ \ 

= A„ A,, I + Bc, .BcJ • 

On sait que, si par un point A on mène une droite ar-
bitraire AB, rencontrant la conique aux points ¿i, t'a, le 
rapport du produit A c j . A c j au carré du demi-diamè-
ire C parallèle à la droite est constant. Désignons ce rap-
port par pour le point A, par TT̂  , TT̂  pour les deux autres 
sommets B et C. Nous aurons 

de sorte que réquation de la conique s'écrit sous la 

forme 

2 aP (̂TT̂TCA -f- ^ y-̂  G. 
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Les expressions sous le s î g n e ^ donnent chacune deux 

autres termes par une simple permutation. Les quan-
tités a', b' seraient les cordes de la conique déterminées 
par les côtés a, b du triangle de référence -, A, B les demi-
diamètres parallèles à ces mêmes côtés. 

La forme sous laquelle se présente l'équation de la 
conique permet d'écrire immédiatement l'équation d'une 
conique circonscrite, conjuguée ou inscrite au triangle 
de référence. 

Si la conique doit être circonscrite^ on a 

TTfl = TTô == TTc — O ; 

l'équation est donc, en remarquant que a' = a^ b^ b^ 
c' = c, 

caS bcL'H aSv 

Si la conique est inscrite, on a 

donc son équation peut s'écrire 

^rt'TTfla^ -f- n^^abxpn^nlrrz o. 

Si la conique est conjuguée, on voit aisément que 

car cette condition signifie que les points A, B sont con-
jugués harmoniques par rapport aux points d'intersec-
tion Cl, de la droite AB avec la conique. En eifet, danà 
ce cas, on a 

AB.c,c, rrr — 2 Acj.Bc,, AB.CiCjr^ Ar, Bcj. 

( Géométrie supérieure^ p. 42.) 
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Ou a donc 

AB .CICJ -H 4AF, .AI'J.BC, .BF2—O. 

équation de la conique conjuguée est donc 

^G^LTACL^ = G. 

II. Au moyen d'un calcul analogue au précédent^ Té-
quatîon de la surface du second ordre, rapportée au té-
traèdre de référence ABCD, se met sous la forme 

Dans cette équation, a, fe, c, cf sont les aires des faces 
opposées aux sommets de même nom ^ l est la longueur 
de l'arête aè-, l ' l a partie de cette arête comprise dans la 
surface, et L le demi-diamètre parallèle à l'arête /. Les 
quantités TT .̂TTi,... sont, comme ci-dcssus, les rapports 
constants que Ton obtient en divisant le produit des seg-
ments déterininés sur une droite issue des points A ou B 
g)ar le carré du demi-diamètre parallèle à la droite. 

Les distances d'uu point de la surface aux faces respec-
tives ¿z, c, d étant désignées par a, (3, J, y, une simple 
permutation de lettres suffira pour écrire tous les termes 
de réquation. 

Surface circonscrite au tétraèdre de référence, — Si 
la surface du second ordre passe par les sommets du té-
traèdre ABCD, on a 

TT« NR TTI TTC — 7R J = G ; 

( omnie, de plus, l = Téquation est 

2 - — o-
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La sphère circonscrite aurait pour équation 

- o. 

Surface tangente aux arêtes du tétraèdre de réfé-
rence, — Si la surface touche les arêtes du tétraèdre, 
les cordes l sont nulles; l'équation est donc 

^O^T.aOL' O.̂ âhoL^P'TtlTrl — o. 

Surface conjuguée au tétraèdre. — Cette équation est 

évidemment 

Remarque, — On peut également donner une inter-
prétation géométrique aux coefficients d'une courbe ou 
d'une surface du second ordre, en supposant que les va-
riables soient les distances des sommets du triangle de 
référence à une tangente, ou les distances des sommets du 
tétraèdre de référence à un plan tangent. 

IIL Désignons par /', r 'ies points d'intersection d'une 
transversale issue d'un point R avec une courbe ou sur-
face du second ordre, par p le demi-diamètre parallèle à 

la droite, nous dirons que le rapport = TT,. est la 

caractéristique du point R. Cette caractéristique est po-
sitive pour un point situé en dehors de la courbe ou de la 
surface, négative dans le cas contraire. 

Si l'on désigne par à la distance du point R, et par à' 
la distance du centre à la polaire ou au plan polaire du 
point R, on a aussi 

S 
= 
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L'interprétation analytique de la caractéristique d'un 
point est très-facile. Soit F = o Féquation d'une courbe 
du second ordre; représentons par A = o la condition 
qui exprime que la courbe se réduit au système de deux 
droites, et par P = o la condition qui exprime que le 
centre de la courbe est à l'infini, on aura 

irr=z~V-y 
A 

les variables, dans la fonction F , étant remplacées par 
les coordonnées du point R. 

Si F est une surface du second ordre, A = o est la con-
dition qui exprime que la surface représente un cône, 
P = o est toujours la condition qui indique que le centre 
est à l'infini. 

»ÉHONSTRATION NOUVELLE U'UN THÉORÈME DE GAUSS 
RELATIF Alix SÉRIES; 

PAR M . EUGÈNE R O U C H É . 

Une série à termes positifs est convergente, lorsque le 
rapport 

d'un terme au précédent reste, à partir d'un certain 
rang, inférieur à un nombre fixe moindre que l'unité-, 
elle est divergente si ce rapport reste, à partir d'un 
certain rang, supérieur à l'unité. Mais on ne peut rien 
affirmer lorsque le rapport considéré, ayant l'unité pour 
limite, ne finit pas par rester toujours au-dessus de sa 
limite. 
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Gauss a donné pour lever ce doute une règle irès^ 

simple relative au cas où le rapport 

s exprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas, 
très-fréquent dans la pratique, n'est pas si particulier 
qu'on le croirait à première vue, si l'on oubliait de re-
marquer qu'il n'est nullement question ici des valeurs 
de et de mais seulement de leur rapport. 

Puisque ce rapport a, par hypothèse, l'unité pour li-
mite, le numérateur et le dénominateur de la fraction 
rationnelle qui l'exprime doivent être des polynômes 
ayant même degré et même premier terme; et dès lors, 
en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier 
terme, on voit que le rapport considéré doit être de la 
forme 

A étant entier et positif. 

Cela posé, voici à qiK>i se réduit, en dernière analyse, 
le théorème de Gauss : 

Pour quune série U, telle que le rapport d'un terme 
au précédent a la forme (i), soit convergente y il faut et 
il suffit que la différence A — a soit plus grande qw 
V unité. 

En raison de sa simplicité et de sou utilité pratique, 
cette règle devrait figurer dans les Éléments. Mais la 
démonstration de Gauss, bien qu elle ne repose que sur 
des principes faciles {voj^ez le Traité de Calcul diffé-
rentiel de M. Bertrand), offre une certaine longueur qui 
explique peut-être pourquoi ce théorème n'est pas plus 
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répandu. Voici une démonstration très-simple que quel-
ques collègues m'ont engagé à publier. 

I. 

Commençons par établir un lemme, qui n'est au fond 
qu'un cas particulier du théorème général ; 

p étant un nombre fixe, entier et positif, la série V, 
telle, que le rapport d'un terme au précédent s^exprime 
par la formule 

(2) 
w — /? - h I 

est convergente lorsque x est positif, et divergente lors-

que X est nul ou négatif. 

En effet : 
D'abord, pour x = o, la série, ne différant pas de la 

série harmonique, est divergente 
Supposons donc x différent de zéro. La relation (2) 

donne 

En changeant successivement n en n — i, n — 2,,. . , p, 
ajoutant et désignant par S„ la somme 

on trouve 
(/? -f-I — 

ou, en exprimant en fonction de à l'aide de la 
relation (2), 

d'où 

Or, à mesure que n croît de plus en plus, cette somme 
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tend évidemment vers zéro lorsque x est positif et croît 
indéfiniment lorsque x est négatif. Donc, etc. 

II. 

Cela posé, pour démontrer la règle de Gauss, il nous 
suffira de comparer les séries U et V, à l'aide de ce théo-
rème bien connu : 

Si une série V est convergente et quon ait, à partir 
d'un certain rang y 

'A. ^n 

la série U sera convergente j et si, la série V étant di-
vergente, on a, à partir d'un certain rang. 

la série U sera divergente. 

Considérons donc le rapport 

_ {a — p ^ \) {h — pa -h a) -h. . . 

-}- ( A — — o:)/?̂  4- (B — p\~ kx)ri'~' -f-. . . 

ou 

. Un ' V, 
(3), 

(A—a — i — a:)n^-r[B — ò—a-hAa:—p{A—a)/iY '-H. 
I 

Désignons la dernière fraction par R et distinguons 



( i4 ) 
trois cas, suivant que la quantité 

k~a— I 

est positive, négative ou nulle. 
Dans le premier cas, laissons arbitraire le nombre en-

tier et positif p, et prenons pour x un nombre positif in-
férieur à 

A — a — I. 

A partir d'une certaine valeur de w, on aura alors évi-
demment R ^ o , le rapport (3) sera donc moindre que 
et comme, x étant positif, la série V est convergente, la 
série U le sera aussi. 

Dans le second cas, laissons encore p arbitraire et pre-
nons X égal à zéro. A partir d'une certaine valeur de /z, 
on aura alors R<^o-, le rapport (3) sera donc plus grand 
que I ; et comme, x étant nul, la série V est divergente, 
la série U le sera aussi. 

Enfin, dans le dernier cas, prenons x égal à zéro, nous 
aurons 

(B — ^ — Û — - H . . . 
Rrrr 

Si donc nous prenons pour p un nombre entier et posi-
tif supérieur à 

B — 6 ~ A, 

nous aurons, à partir d'une certaine valeur de /z, 
le rapport (3) sera donc supérieur à i ; et comme, x étant 
nul, la série V est divergente., la série U le sera aussi. 
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PLANS TANGENTS COMMUNS A BEliX CONES DE RÉVOLUTION 
AYANT MÊME SOMMET; 

P A R M . A . G O D A R T . 

On trouve dans Hachette une sohition de ce problème, 
généralement reproduite dans les Traités de Géométrie 
descriptive. Nous en proposons une nouvelle qui conduit 
à un tracé plus simple. 

Prenons pour plan horizontal le plan qui contient les 

axes des deux cônes et qui coupe le premier suivant les 
génératrices SA, SB, et le second suivant les génératrices 
se, SD. 
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Décrivons du point S comme centre une circonférence 

de rayon arbitraire cc^yâ. 

Les deux lignes ay, (Si se coupent en un point T qui 
appartient à la trace horizontale d'un couple de plans 
tangents communs. La ligne ST, qui passe par le point 
de rencontre des lignes yfB, âoc est la trace horizontale du 
second couple de plans tangents communs. 

Pour le démontrer, imaginons la sphère inscrite dans 
le cône ASB, qui touche la génératrice SA en a, et la gé-
nératrice SB en ¡3. 

Concevons de même la sphère inscrite dans le cône 
CSD qui touche la génératrice SC en y et la génératrice SD 
en 

Un plan tangent commun aux deux cônes est égale-
ment tangent à chacune de ces sphères, et contient par 
conséquent le sommet d'un cône qui serait circonscrit à 
la fois à ces deux sphères. 

Mais ce sommet est un centre de similitude de ces deux 
sphères, ou bien le centre de similitude de leurs deux 
cercles d'intersection avec le plan horizontal. 

Remarquons maintenant que la circonférence (S) est 
orthogonale aux deux cercles dont nous venons de parler. 
Et l'on sait que si l'on mène un cercle orthogonal à la 
fois à deux cercles, les lignes qui joignent les points d'in-
tersection deux à deux passent par les centres de simili-
tude (*). Donc le point T , centre de similitude interne 
des deux sphères considérées, appartient à un couple de 
plans tangents communs aux deux cônes. Le point T j , 
centre de similitude ext^erne, appartient aux deux autres 
plans tangents communs. 

(*) PoNCELKT, Applications d'Analyse et de Géométrie, t. I 



( 17 ) 

KOTE SUR LE NOMBRE DES CONIQUES m TOUCHENT EN 
CINQ POINTS «NE COURBE DU CINQUIÈME DEGRÉ; 

P A R M . T H É O D O R E B E R N E R , 

Docteur en Philosophie à Berlin. 

J'avais imaginé, il y a quelque temps, une méthode 

inductive pour évaluer le nombre des coniques qui satis-

font à cinq conditions données; et comme je suis par-

venu, sans avoir connaissance des belles recherches de 

M. Chasles, à des résultats conformes à ceux qui sont in-

diqués par ce grand géomètre dans les Comptes rendus, 

je veux exposer en peu de mots les principes de cette 

méthode. 

J'ai montré {*) qu'étant donnée une courbe quelcon-

que A du degré, on peut toujours supposer qu'elle 

soit infiniment voisine à n droites quelconques D , sans 

nuire à sa généralité, c'est-à-dire qu'on peut prendre 

la courbe telle, qu'elle soit infiniment prête à être ré-

duite à n droites D . J'ai montré de plus que cette courbe A 

peut être considérée comme ligne droite dans toute l 'é-

tendue d'une des droites D , excepté les points d'inter-

section avec les autres droites. Mais, dans tous ces points 

que je veux appeler points doubles,, la courbe A se con-

fond avec des hyperboles (réelles ou imaginaires). 

Une courbe quelconque B, touchant une des droites D , 

doit être considérée comme touchant la courbe A . Une 

courbe B, passant par un point double des droites D , re-

(*) De iransformatione secandi ordinis, etc. « Sur la transformation géo-

?yiétrique du second ordre, » § 8. Berlin, Calvary et C". 

Ann. de Maihémat., 2« série, t. V. (Janvier iS66.) 2 
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présente deux courbes touchant la courbe A dans les deux 

branches hyperboliques. Si la courbe B passe par deux 

points doubles, elle représente quatre courbes dont cha-

cune touche deux fois la courbe A, et ainsi de suite. Si la 

courbe B passe par n points doubles, on peut la considé-

rer comme étant composée de courbes coïncidantes qui 

deviendront distinctes en faisant disparaître les points dou-

bles et y substituant les hyperboles infiniment voisines. 

J'ai indiqué dans le Mémoire cité de quelle manière 

on peut employer ces remarques à une grande partie des 

questions traitées récemment par M. Chasles. Dans tous 

jes cas où la conique passe par des points donnés ou 

touche des courbes données une seule fois chacune, ma 

méthode n'offre pas de difficultés et les résultats sont en 

parfaite harmonie avec ceux de M. Chasles. Au contraire, 

si les conditions sont telles, qu'une seule des courbes 

données doit être touchée parla conique dans plusieurs 

points, la méthode de M. Chasles n'est guère appli-

cable et je ne peux trouver par la mienne qu'une li-

mite inférieure du nombre cherché. Aussi, en traitant 

des coniques touchant en cinq points une courbe du cin-

quième ordre, je me propose seulement d'établir que le 

nombre des solutions données autrefois par M. de Jon-

quières dans ce journal (t. I l l , p. ^iii) est trop petit. Je 

n'énumérerai que les coniques dont l'existence n'est pas 

douteuse. 

Supposez la courbe du cinquième degré dissolue en cinq 

droites. Cinq droites forment 12 pentagones simples. On 

peut circonscrire à chacun d'eux une conique qui, passant 

par cinq points doubles, doit être comptée fois. 

( * ) Elle est applicable avec quelques modifications. {Voir, sur les con-

ditions tnultiples, Comptes rendus : C H A S L E S , 2 2 août 1864 ; C R E M O N A , 7 no-

vembre i8()/|, et tout récemment Z E C T H E N , 2 2 janvier 1866.) P . 
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Ainsi l'on a 

1.12.2^ coniques touchant la courbe dans cinq points. 

Otez une des cinq droites : cela se peut de 5 manières 
différentes. Les quatre droites qui vous restent consti-
tuent 3 quadrilatères simples. On peut circonscrire à 
chacun d'eux deux coniques qui touchent la droite sup-
primée. Ces coniques, passant par quatre points doubles, 
doivent être comptées fois. 

On aura donc 
5.3.2.2^ coniques. 

Maintenant ôtez deux droites : cela est possible de lo 
manières différentes. Les trois droites qui restent consti-
tueiil un triangle auquel on peut circonscrire quatre co-
niques touchant les deux droites réservées. Chacune de ces 
coniques, passant par trois points, sera comptée 2'fois. 

Il en résulte 
5 - 4 / 3 . 

c o n i q u e s . 

En ôtant trois ou quatre droites, il ne reste aucun po-
lygone raisonnable; mais à toutes les droites on peut in-
scrire une seule conique. En ajoutant tous les nombres 
trouvés, il vient 

5 A 
i .î2.2^ H - 5 . 3 . 2 . + .4.2^+ I =i:ii85. 

1 . 2 ^ 

Ce nombre étant trouvé d'une manière géométrique^ 
on peut le considérer comme limite inférieure du nombre 
cherché. M. de Jonquières ne trouve que 1135 coniques. 
Aussi la formule dont il déduit ce résultat ne saurait être 
juste (*). 

JSote du RédacLeur. — La méthode qui précède a déjà été employée par 

( * ) Cette formule,obtenue au moyen du procédé indiqué par M.Berner, 

présente effectivement une faute dans le dernier coefficient qui devrait 

être 4- i5 au lieu de 35. Cette faute a été corrijjée danslV/RAZA du der-

nier volume. ' P. 
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plusieurs géomètres pour trouver le nombre des solutions de certains pro-

blèmes. Malheureusement elle ne donne qu'une limite inférieure du 

nombre cherché et n'offre absolument aucun moyen de reconnaître si le 

nombre trouvé est exact ou trop petit. M. Chasles ne procède point ainsi: 

au lieu de demander à un cas très-particulier la solution d'un problème 

très-général, il remplace les conditions géométriques du problème par 

d'autres équivalentes, mais plus simples, et par une suite de réductions 

arrive aux problèmes les plus élémentaires. Tout l'intérêt de son travail 

est dans cette marche rigoureuse, neuve et féconde. Car il importe peu 

au fond qu'il y ait 326/| coniques tangentes à 5 coniques données ou 

qu'il y en ait 7 7 7 6 ; mais il importe beaucoup, comme le dit Leibniz, de 

perfectionner l'art d'inventer et de trouver par raison tout ce qui se peut 

trouver par raison. 

L'admirable méthode de M. Chasles et ses travaux antérieurs lui ont 

valu une distinction très-rare. La Société Royale de Londres lui a décerné 

la médaille de Copley. Nous publierons des extraits du Rapport du gé-

néral Sabine, président de la Société Royale. P. 

GORRESPONMACË. 

M. Y. , de Bruxelles, nous écrit au sujet d'un concours 
qui a eu lieu en Belgique, et dont nous avons parlé dans 
notre dernier volume. Nous n'insérons pas cette commu-
nication, parce que son auteur ne nous fait connaître 
ni son nom, ni son adresse. Quand nous admettons un 
article sans signature, nous en prenons pour ainsi dire 
la responsabilité devant nos lecteurs : il est donc bien 
j uste que nous sachions à qui nous avons affaire. P. 
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CONCOURS D'ADMISSION 

A L'ÉCOLE IMPÉRIALE POLYTECHNIQUE EN 1865. 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE, 

PAR M. PAUL MOËSSARD. 

On donne dans un plan une parabole. On considère 
une circonférence passant par le fojer de cette para-
bole, On propose d'indiquer les régions du plan oii 
doit se trouver le centre de la circonférence pour que 
cette courbe ait successivement avec cette parabole quatre 
points réels communs y quatre points imaginaires com-
muns y deux points réels et deux points imaginaires 
communs. On étudiera la forme et les propriétés de la 
courbe qui sépare les deux premières régions de la troi-
sième. 

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la 
parabole iîxe^ pour axe des x l'axe de celte parabole, et 
pour axe d e s u n e perpendiculaire élevée au foyer. 

Soit ip \e paramètre de la parabole; son équation 
sera 

y^ — 2/? ^^ -f- ^ — o. 

L'équation d'un cercle ayant pour centre le point dont 
les coordonnées sont a et et passant à l'origine, est 

— 2 ax — T.by — o. 

L'équation générale des coniques passant par l'inter-
section des deux courbes est donc 

y^ — lax — i b y — 2/? 



( " ) 
ou bien 

^ j2 X) — 2 (fl A) a: — — = 0. 

Je vais exprimer que celle équation représente un 
système de deux droites qui seront alors les sécantes com-
munes aux deux courbes. Pour cela j'exprime que le 
centre de celle conique est sur la courbe. J'écris les équa-
tions du centre, et ce que devient l'équation de la co-
nique quand on tient compte des équations du centre ; j'ai 
ainsi 

X — a — pi = o, 

jr(î 4-x) — ¿ — o , 

x{a pl) by-h Ip^z^o. 

Il faut éliminer x et j entre ces équations-, en rem^ 
plaçant x etj par leurs valeurs dans la troisième, j'ai 

-f- b ' - ^ l p ^ i 4-X) = 0 , 

équation dont les trois racines me donneront des sys-
tèmes de sécantes communes. 

Cherchons la condition pour que les racines de cette 
équation soient toutes trois réelles. 

Je l'ordonne : 

p^V -{- 7,p{p a)V (p-hayi -+-«2-4-62 = 0. 

Je fais maintenant disparaître le terme en Pour 
cela je diminue toutes les racines de cette équation du 
tiers de la somme de ses racines, c'est-à-dire de la quan-
. ^ • ifp-ha) 

tue toujours reelle ^^^—^ ou — i . 

Je remplace donc X par [jl — — ^ ^ ^̂  • 

Soit/{X) = o la première équation. J'y fais X = jui -f-A, 
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et j'ai 

f"\h) f"'[h\ 
/ ( p ^ h) ^f[h) ^ ^ ^ . 

Je calcule ces différents coefficients : 

et 

L'équation en [jl sera donc 

^ ^ 3 ^ 27/? 

Formons la condition de réalité des racines de cette 
équation 5 c'est 

ou 

-{-af a y — 27/; (a ' 

ou bien encore 

mp^ay- 27/. ( â  b^)] [ - ^'jp {a^ b^)]< o. 

Le second facteur est toujours négatif (*)•, donc la 

(•*) Plusieurs élèves ont remarqué qu'en égalant ce facteur à zéro, on 

obtient le foyer qui peut être considéré comme faisant en quelque sorte 

partie du lieu, en regardant ce point comme un cercle de rayon nul et 

doublement tangent à la parabole. Mais la suppression de ce facteur com-

mun ne peut avoir ici aucune importance. P. 
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condition se réduit à 

( i ) 

Si l'on avait 

4 (/̂  H- ay — 27/; {a' -h b'̂ ) ~ o, 

la parabole et le cercle seraient tangents, puisque, l'équa-
tion en 1 ayant deux racines égales, deux des systèmes de 
sécantes communes se réduiraient à un seul. Si donc nous 
construisons la courbe 

4 {p H- - ^ipi-^-' -+-1') o, 

elle séparera les deux régions du plan où doit se trouver 
le centre pour que les racines de l'équation en / soient 
toutes réelles, ou qu'il n'y en ait qu'une de réelle. 

Je résous l'équation par rapport k y : 

Cherchons à décomposer le numérateur en facteurs du 
premier degré, si faire se peut. 

Si j'égale à zéro la dérivée de ce numérateur, 

•ix̂  — ^px -4- 2/?̂  = o, 

les racines de cette équation sont 'ip et 

Or, 2p annule le numérateur de la valeur dej'̂ -^ donc 
X—ip est facteur double de ce numérateur, et, en effec-
tuant la division, on trouve comme troisième facteur 

Donc 

-^ip 

Cette courbe est symétrique par rapport à Taxe des x. 
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Pour X inférieur à — J* négatif et y imagi-

naire 5 pour x = — ^ 5 j = o, et en ce point (C) la tangente 

est parallèle à l'axe des j . 

j augmente , et, pour x = o , = et comme 

2OA 
O A = p , je poseOB = 

Puis, pour x = 2 p , y = = o , et la courbe a un point 
double \ soit OD =. ^p. 

Les (coefficients angulaires des) tangentes en ce point 
sont 

zh lim — — pour X — 2 w, 
X — ip ^ 

c'est-à-dire 
v/3 

Puis, X devenant i n f i n i , d e v i e n t aussi infini. 

Comme, dans l'équation (de la courbe), les termes du 
plus haut degré se réduisent à les branches infinies 
tendent à devenir parallèles à l'axe des j . Du reste, leurs 
asymptotes sont transportées à l'infini -, ce sont des 
branches paraboliques. 

Voyons maintenant quelles sont les propriétés de celte 
courbe et des régions qu'elle sépare. 

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur 
celle courbe, le cercle sera tangent à la parabole. Pour 
le point C, il est manifeste que le cercle n'aura avec la 
courbe que deux points d'intersection réunis en un 
seul ; donc tous les autres points des branches CD de la 
courbe seront centres de cercles tangents à la parabole et 
ne la coupant pas d'ailleurs. En D le cercle sera bitangent 
à la parabole, et, pour tous les autres points des branches 
infinies partant du point D, les cercles seront tangents 
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à la parabole et la couperont en deux autres points dis-
tincts. 

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon-
gueur d'une normale menée de l'un d'eux à la parabole est 
égale à la distance de ce point au foyer, et en appelant la 
longueur de cette normale la distance du point à la para-
bole, cette courbe est le lieu des points également distants 
d'une parabole et de son foyer. 

Voyons maintenant pour quelles parties du plan les 
racines de l'équation en 1 seront réelles toutes trois. 

Pour le point O, o: = o, y = o, la condition (i) est sa-
tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont 
dans la région hachée, les trois racines de l'équation en 1 

sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans 
cette région, les cercles auront donc quatre points réels 
ou quatre points imaginaires communs avec la courl)e, et 
pour tous les points situés en dehors, les cercles auront 
seulement deux points réels communs avec la parabole. 

Distinguons maintenant les parties de cette région qui 
correspondent à quatre points réels ou à quatre points 
imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques-
tion n'a aucun point réel commun avec la parabole; il en 

est donc de même pour tous les points compris dans la 



( 27 ) 
boucle CD. Au contraire, les points compris entre les 
deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre 
points réels communs avec la parabole. 

Donc, en résumé : 
I® Pour les points compris dans la boucle CD, les 

cercles ne rencontreront pas la parabole. 
Pour les points situés sur la boucle même, les cer-

cles seront tangents et ne la couperont pas autrement. 
Pour tous les points compris dans Fespace laissé 

en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu'en 
deux points. 

Pour les points situés sur les branches de courbe ED, 
DG, les cercles seront tangents à la parabole et la cou-
peront en deux autres points. 

Enfin, pour les points compris entre ces deux bran-
ches, dans l'angle curviligne EDG, les cercles couperont 
les paraboles en quatre points. 

Note du Rédacteur . — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres 
élèves, sans avoir aussi bien fait dans Tensemble, ont noté plusieurs 
choses dignes de remarque. Quelques-uns ont employé les coordonnées 
polaires, qui conduisaient plus immédiatement à une équation simple. 
Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la 
question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. P. 

PROPRIÉTÉS DE LA COURBE PRÉCÉDENTE; 

PAR MM. BARBIER ET LUCAS, 

Astronomes de l'Observatoire de Paris C )̂. 

1. La perpendiculaire NP au milieu du rayon vecteur 
de la parabole touche la courbe au point P 5 en effet. 

(*) Nous supprimons les deux premières parties de ce travail qui font 
double emploi avec l'article précédent. 
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dans le mouvement de l'angle droit FNP, le centre instan-
tané de rotation est le point O, intersection de la per-
pendiculaire F O élevée sur. FM, et de la normale NO au 
lieu du point N ; la similitude évidente des lieux du point 
N et du point M fait voir que NO est parallèle à MF; 

F O est égal à NP, OP est perpendiculaire sur NP, donc 
le point P est le point où NP touche son enveloppe. 

La parabole BN est donc la podaire de la courbe, le 
pôle étant au foyer; la podaire de la parabole est sa tan-
gente au sommet; on peut donc dire que la podaire de la 
podaire de la courbe est une ligne droite. 

2. Le rayon de lumière F P se réfléchirait sur la courbe 
dans la direction MP prolongée, c'est-à-dire dans la di-
rection de la normale à la parabole au point N ; il résulte 
de cette remarque que la caustique par réflexion de la 
courbe est la développée de la parabole. Le point lumi-
neux est au foyer de la parabole. 

3. L'ordonnée NI et la droite NP sont également indi-
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nées sur la normale ]NO à la parabole BN. Il résulte de 
là que la courbe est la caustique par réflexion de la para-
bole BN pour des rayons incidents perpendiculaires à Taxe 
de la parabole. 

Cette courbe est étudiée à ce titre dans Y Analyse des 
infiniment petits du marquis de l'Hôpital. 

4. Le point O est le milieu du rayon de cotirbure delà 
parabole BN au point N. 

Cette proposition n'est qu'tm cas particulier d'une pro-
position connue : Si une courbe réfléchit des rayons pa-
rallèles, la projection du milieu du rayon de courbure de 
cette courbe sur le rayon réfléchi correspondant donne un 
point de la caustique. 

o. Soit L la projection du point P sur l'axe A X et I la 
projection du point N sur le même axe; on a BL = 3 BI. 

Pour démontrer cette proposition, remarquons que si 
l'on prend sur le prolongement NO' de la normale à la 
parabole BN une longueur NO' égale à la moitié du rayon 
de courbure au point N, le point O' est un point de la di-
rectrice AO' de cette parabole. 

De l'égalité de NO et de NO' résulte celle des projec-
tions AI et IS de ces deux longueurs ; on voit donc que FL 
est égal à 3 F I - I - A F ou 3 F I - f - 2 B F ; à ces deux quan-
tités égales il suffit d'ajouter BF pour avoir l'égalité 

BL = 3(FI- i -BF) 

qui devient évidemment celle que nous voulions dé-
montrer. 

6. L'arc de courbe BP a pour longueur le chemin INP 
parcouru par le rayon de lumière entre l'axe de la para-
bole et la caustique. 

Cette proposition revient à la suivante : Si l'on prend. 
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sur le prolongement de PN, Nr:;=NI, le lieu du point I' 
est une développante de la courbe BP. Il suffit de faire 
voir que ce lieu de 1' est normal à PI', 

Cette dernière proposition peut être démontrée ainsi : 
Appelons NT' une position de NI' infiniment voisine 
de NI'. L'élément de parabole N N' a des projections égales 
sur NI et sur NP, on verra facilement d'après cela que la 
projection de F sur NF doit tomber au point I pour que 
N'F puisse être regardé comme égal à sa projection 
sur NI'. Donc le lieu de 1' est normal à PI'. 

7. Les tangentes aux points où l'axe FY rencontre la 
courbe 13P se coupent sous un angle de 6o degrés ; nous 
avons déjà dit que les langenles au point double se 
coupent sous le même angle de 6o degrés. Ces proposi-
tions sont des cas particuliers de la suivante : 

Si Ton mène une droite par le point F , elle coupe la 
courbe en trois points*, les tangentes en ces trois points 
forment un triangle équilatéral. 

Cette élégante proposition est elle-même comprise 
dans le théorème suivant : 

Les tangentes à la courbe BP aux extrémités de deux 
rayons vecteurs font un angle égal aux | de l'angle de ces 
rayons vecteurs. 

Plus généralement, les tangentes aux extrémités de 

deux rayons vecteurs d'une courbe pcos^^ = a se cou-

pent sous un angle égal à la fraction ^ de l'angle de 
ces rayons vec teurs. 

8. La polaire réciproque de la courbe par rapport à 
une circonférence dont le centre est au foyer F est une 
cardioïde. Cela résulte de cette proposition connue : La 
polaire réciproque d'une courbe par rapport a un cercle 
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est la transformée par rayons vecteurs réciproques de la 

podaire de la courbe, le pôle étant le centre du cercle. 

9. Si Ton considère toutes les courbes obtenues en fai-
sant varier le paramètre de la parabole, on obtient une 
série de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des 
courbes égales aux premières. II en est de même pour les 
trajectoires coupant chacune des courbes de la série sous 
un angle constant. 

10. Remarquons enfin que la courbe étudiée rentre dans 
la famille des courbes dont l'équation est p" = a"cos/za). 
Ces courbes se substituent les unes aux autres par la 
transformation = et on sait que cette 
transformation n'altère point les angles, on peut donc 
déduire la plupart des propriétés précédentes des pro-
priétés correspondantes de la droite, du cercle ou de la 
parabole, courbes de la famille considérée. 

REMARQUES 

sur les compositions de Trigonométrie et de Mathématiques faites en 1 8 6 5 
pour l'admission à l'École Polytechnique. 

Trigonométrie. 

On proposait de calculer les angles d'un triangle dont 
on donnait les trois côtés. Sur 320 candidats admissibles, 
121 ont résolu la question sans faute ou avec une seule 
faute légère. La moyenne générale des notes a été 14^86 : 
la moyenne des candidats de Paris, de province, 

1 6 , 0 7 . ^^ somme, le résultat est satisfaisant. Il le serait 
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encore plus si les élèves prenaient certaines précautions 
fort simples sans lesquelles le meilleur calculateur peut 
se tromper. Par exemple, si Ton a fait la somme de plu-
sieurs logarithmes, il faut recommencer immédiatement 
l'opération dans un ordre inverse. De même, quand on 
a pris la moitié d'un nombre, il faut doubler le résultat 
et voir si l'on obtient le nombre proposé. En un mot, 
chaque opération partielle doit être suivie immédiatement 
de sa preuve. Une des erreurs les plus fréquentes, et que la 
preuve ferait connaître et corriger de suite, est celle que 
Ton commet en prenant la moitié d'un logarithme à ca-
ractéristique négative et impaire. Au lieu de prendre la 
moitié de la caractéristique augmentée de i , on prend la 
moitié de cette caractéristique diminuée de i . On trouve 
une dernière vérification en ajoutant les trois angles cal-
culés. Il faut que la somme soit i8o degrés, ou n'en dif-
fère que de quelques centièmes de seconde. Une erreur 
de plusieurs degrés indique que le résultat est fautif: on 
doit alors repasser son calcul pour voir où peut être la 
faute, et si on la trouve, la signaler quand même on 
n'aurait pas le temps de la corriger 5 cela augmentera la 
note d'une ou deux unités. Comme l'année dernière, 
nous répéterons qu il faut se borner aux calculs deman-
dés. Faire plus, c'est montrer peu de jugement, puisqu'on 
emploie à un travail, dont il ne sera tenu aucun compte, 
le temps qui serait beaucoup mieux employé en vérifiant 
les calculs déjà faits. 

Composition de Mathématiques, 

Un examen a pour but de faire connaître si les can-
didats possèdent les théories exigées^ par la composi-
tion, on s'assure qu'ils savent les appliquer et exposer 
d'une manière convenable les résultats d'un travail per-
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sonnel. Comme il ne s'agit pas de mettre en évidence des 
organisations exceptionnelles, un problème donné en 
composition doit être assez simple pour être traité par la 
grande majorité des candidats, et assez difficile pour être 
différemnient traité par des élèves de forces différentes. 
La question de cette année satisfaisait à ces deux condi-
tions : nous aurions désiré pourtant que la recherche du 
lieu géométrique, auquel devait conduire l'énoncé, eût 
été indiquée tout d'abord. 

Voici les résultats du concours : 

Moyenne générale i o , 20 

Moyenne des départements 1 1 , 2 1 

Moyenne de Paris 9,67 

Sur les 320 admissibles : 

44 ont été notés de i5 à 19 

8 0 » 1 0 à t4 

196 » » au-dessous de l o 

On voit qu'il y a du bon et du médiocre, mais le mau-
vais domine. Tous les candidats savaient pourtant com-
ment la question devait être traitée et en ont exposé la 
théorie d'une manière irréprochable, mais ils se sont 
trompés dans l'exécution des calculs : ce qui montre 
combien il y a loin de la théorie à l'application. Une 
chose a surtout frappé le correcteur, c'est que la plupart 
des élèves calculent pour ainsi dire les yeux fermés, 
acceptant aveuglément les résultats de leur calcul. Un 
élève trouvera par son calcul que le lieu est une courbe 
fermée, et il mettra sur sa copie : « Donc le lieu est une 
courbe fermée^ » et cependant il suffit de regarder l'énoncé 
avec un peu d'attention pour voir que la question revient 
à chercher le lieu des points également éloignés d'une 
parabole et de son foyer. Le lieu doit donc être illimité. 

Ann. de Malhémat., 2® Bérie, t . V. (Janvier iS66). 3 
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Mais personne ne f^it de ces vérifications si aisée« et ne 
suppose qu'il puisse se tromper en calculant. 

Nous dirons du calcul algébrique ce que nous avons 
dit du calcul numérique. Il ne peut se bien faire que si 
chaque pas est assuré par quelque vérification. Dans une 
théorie exposée au tableau, il n'y a rien d'imprévu, et s'il 
échappe quelque faute, le résultat connu d'avance sert à 
la découvrir et à la corriger. Il n'en est pas de même dans 
une question d'application. C'est surtout au commence-
ment que Ton doit faire le plus d'attention et ne pas 
craindre de répéter deux ou trois fois le même calcul. 
Plusieurs candidats ont trouvé le moyen de se tromper 
dans Péquation de la parabole rapportée à son foyer. Il 
est clair que tout le reste de la composition devait se res-
sentir de cette première faute, pourtant si facile à éviter. 

Les élèves qui ont trouvé l'équation exacte de la courbe 
n'ont pas toujours su en déduire la forme, tant on est 
peu exercé sur la construction des courbes d'après leurs 
équations. Quelques-uns ont commencé la discussion par 
rechercher si la courbe n'avait pas de points d'inflexion à 
l'infini ; mais le point placé à égale distance du sommet de 
la parabole et de son foyer leur a échappé. 

La composition de Mathématiques étant une épreuve 
sérieuse et qui a une grande importance, il convient que 
les candidats s'y préparent en traitant avec le plus grand 
soin des questions d'application. On ne devrait étudier 
aucune théorie un peu importante, sans traiter une ques-
tion qui s'y rapporte. Malheureusement il n'en est pas 
ainsi : nous avons vu des élèves intelligents ne point faire 
les compositions données par leurs professeurs. Ils aiment 
mieux, disent-ils, repasser leur cours. C'est une mau-
vaise spéculation dont ils s'aperçoivent quand il n'est 
plus temps. (E. P.) 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Questions 4 2 9 et 4 3 0 
(voir t. XVir, p. 139); 

PAR M, BAUQUENNE, 
Candidat à TÉcole Normale. 

Par le centre d^un poljgone sphérique régulier, on 
fait passer une circonférence de grand cercle, et Von 
projette sur cette circonférence tous les arcs menés du 
centre aux divers sommets^ comment varie la somme 
des puissances n des tangentes des projections quand 
varie la direction du grand cercle? Question analogue 
pour un poljgone régulier dans un plan, (VANNSON. ) 

Soient O le centre d'un polygone, A un quelconque de 
ses sommets, A! la projection de ce sommet sur Tare de 
grand cercle considéré. En désignant par rie rayon polaire 
du polygone, le triangle sphérique rectangle AOA' donne 

tangOA' ~ tangrcosAOA'. 

Si N est le nombre des côtés du polygone, ^ est 

l'angle au pôle. Appelons a langle caractéristique du 

grand cercle choisi, et h un nombre entier inférieur à N, 

on aura 

et 

tangOA' = tangrcos ^a -i- k ^^ 

3. 
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En désignant par S„ la somme cherchée, 

S„ — tang^r V cos" ( a ^ 
M ^ / 

A = o 

On a, d'après une formule connue, si n est pair, 

/ , 2 7 : 
2 " - ' COS" ( a - h A' — 

/ , 27r\ n , . l , 27r\ 
COS/î ( ^ ^ " ï ^ I - i - Y COS (/2 — 2 ) l 

COS 2 ( a - f ^ ^ ] - h . . . 

n 
[ . 2 . . . -

2 

- - • —9 2 

et SI 72 est impair, 

2"-' cos" â 4- ^ ^ 

== COS/I ^ 7 ^«S - 2 ) l^a - f - A ^ j 

H — — 4 ) I a - f - — j - h . . . 

— l ) . . . , , 

_, ^ L COS a H - A - - . 

Tout revient donc à former des sommes telles que 

A = N - i 

A = o 
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m étant un nombre en lier quelconque. Les arcs considé-
rés étant en progression arithmétique, il suffît d'appli-
quer une formule connue, et Ton trouve que le numéra-
teur est nul sans que le dénominateur le soit, toutes les 

fois que ^ n'est pas entier, ce qui arrive en particulier 

si m est inférieur à N. La plus grande valeur de m étant 
la somme précédente sera nulle si le degré de la puis-

sance est inférieur au nombre des côtés du polygone. 
Donc, si n est impair, 

et si n est pair et égal à ap, 

1 . 2 . 3 . . . / . 

Cette somme est donc constante. 
Si Ton avait considéré le polygone dans un plan, on 

aurait eu 
OA' ~ rcosAOA', 

et une suite de calculs identiques. 
Dans le cas où p = i , la dernière formule se simplifie 

et donne 

rrr - lang^ r. 

C'est la question 429. 

Question 590 
(voir tome XX, page 141); 

PAR M. A. S . 

Si Von prend les polaires des points milieux des côtés 
d'un triangle, relativement à une conique quelconque 
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inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un 

triangle quia une surface constante, ( F A U R E . ) 

Prenons le premier triangle dont les longueurs des 

côtés sont a , c pour triangle de référence; une co-

nique quelconque inscrite dans ce triangle aura pour 

équation 

Ha* -f- /w'-1-/2*7' — nmn^y — 2/2/7« iimaP — 0, 

La polaire, par rapport à cette conique, d'un point 

quelconque a ' , P', y ' a pour équation 

(/a — /?2p — ny) /a'-h (/»¡j — 717 — /a) /7?p' 

4- ( 727 — /a — p ) /2 7' = o. 

Les coordonnées du premier point milieu sont 

flsinC «sinB 
P = = — — 

celles du second, 

, ¿>sinA , ¿>sinC 

et celles du troisième. 

, csinB <?sinA 

2 

En portant ces différentes valeurs dans l'équation géné-

rale de la polaire, on obtient 

(1 ) {mc-\- nb] la, — [me— nb) m ^ [me— nb) ny := o, 

{ 2 ) [la — na) lot. — [îc 4- na) m^ — [le — na) ny = o, 

(3) {Ib — ma] IcL — [Ib —ma) m^ — [Ib -h ma) ny = o. 

Les distances des trois sommets du triangle de référence 
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à la droite (i) sont (u X X , p. 224) 

me — nh mc-^nh 
l » me r— nb 

à la droite (2), 

.Ib 

et à la droite (3), 

le — na 
l > 

Ih — ma 
— m 1 

le -f- n^ 
— rn , 

Ib ma 

le — na 

S étant l'aire du triangle de référence, S' celle du 
triangle formé par les droites (i), (2) et (3), on a [voir 
endroit cité) 

P2 

en posant, conformément à une notation connue, 

le — na le na le — na ^ 

Ib — ma tb — ma Ib 4 - ma P , 

me — nb 

Imn 
abc 

Imn 
abc 

Imn 

me nb 

Ib —^^ ma Ib — ma 

me n h me — nb 

a 
7 m 

ib -h ma 

— me -f- nb 

Ib 4- ma 

— me nb 

c 
n 

abc 

Imn 
abc 

me 4- nb me — nb — me 4- nb 

le — na le na le — na 

a b c 
l m n 

le — na le 4- na le — na 

Ib —ma Ib — ma Ib 4- ma 

a h c 
l m n 

= p,, 
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Ces quatre déterminants se réduisent facilement à 

on en déduit, en portant dans la formule ci-dessus, 

ce qui démontre le théorème et donne la valeur de la 
constante 

Question 649 
(voir 2* série, t. Jî, p. 189); 

PAR M. CHARLES C A Y L A , 

Maître d'études au collège Roll in. 

On donne une surface conique du second degré sur 
laquelle on peut placer un triedre trirectangle-^ on sait 
quon peut alors en placer une infinité:^ par les trois 
arêtes de Vun de ces tnèdres, on mène des plans nor-
maux à cette surface; ces trois plans se coupent suivant 
une même droite, dont on demande le lieu, lorsqu'on 
déplace le trièdre sur la surface conique. ( MAiîrîHEiM. ) 

J© suppose d'abord la surface conique rapportée à Tun 
des trièdres trirectangles que l'on peut placer sur sa sur-
face. Son équation sera 

B / z ' -h h ' z ' x ' -h B'^^'/ o. 

Le plan tangent à la surface suivant Taxe des x a pour 

équation 

y' z' 

L'équation du plan normal correspondant est 

W y - = o. 
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Par symétrie, on aura pour les équations des deux 

autres plans normaux 

Ces trois plans normaux passent par la droite 

Rapportons maintenant la surface à ses axes. Son 
équation prendra la forme 

S^' 4- s y 4- = o. 

On a pour tous les points de l'espace les relations con-
nues 

B/2' 4- Sx»4- 8 ^ 4 -

x'^ 4 - y"" 4 - z'2 rir 22. 

Or nous pouvons écrire les équations de la droite 

__ __ _ f 4 -

1 ~ _L " _L h I ^ 
B B' B ' Y B ' ^ ' ^ W ' 

V B'B" 

B' B'' 

B'B" B''B BB' 

Elevant au carré les deux derniers rapports et tenant 

compte des relations précédentes, on a l'équation du lieu 

4 - B'^'B'^ 4 - B2B"^ " B B ' B ' ' ( B ^ 4 - B ' ' 4 - B''^)* 

Posant 

B''B'24- B^B'2 ' 
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Téquation devient 

(k - S) ^»-f- (X- - S') (X- - S'') o. 

Celte équation représente un cône du second degré rap-

porté à ses axes. 

BULLETIN. 
(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 

de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 

1 . 

T R A I T É DE G É O M É T R I E ÉLÉMENTAIRE^ par M M . Eugène 

Roucliéy professeur au lycée Charlemagne, répétiteur 

à r É c o l e Polytecl inique, etc. , et Charles de Combe-

rousse, professeur au collège Chaptal , répétiteur à 

rÉcole Centrale, etc. — Première partie : GÉOMÉTRIE 

PLANE. In-8 avec 265 figures dans le texte ; 1 8 6 4 . 

P r i x : 4 francs. — Deuxième partie : GÉOMÉTÉIE DANS 

L'ESPACE ET COURBES USUELLES. I n - 8 avec 3o5 figures 

dans le texte; 1866. P r i x : 6 francs. — Paris , chez 

Gauthier-V i l lars. 

En rendant compte de la première Partie de ce Traité {Nou-

i>elles Annales y janvier i865), nous avons fait connaître le but 

de l'ouvrage : développer avec le plus grand soin la partie 

classique et résumer dans un Appendice les principales mé-

thodes de la Géométrie moderne. Cette seconde Partie montre 

encore mieux que la première le but que les auteurs se sont 

proposé. Les Appendices y tiennent une plus grande place; car 

ce n'est que quand on possède un nombre suffisant de principes 

qu'on peut entreprendre efficacement l'analyse des travaux les 
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plus sérieux. Occupons-nous d'abord de la partie classique de 

Touvrage. 

Le cinquième Livre a subi une heureuse modification rela-

tive à la perpendiculaire au plan. On sait combien cette théo-

rie est minutieuse quand on veut l'établir rigoureusement, et 

combien elle donne de peine à ceux qui Tétudient pour la pre-

mière fois. La démonstration du théorème fondamental offrait 

Tinconvénient de prouver la propriété, en quelque sorte, d'une 

manière aveugle, sans que l'esprit aperçût les motifs qui le 

guidaient dans la série des raisonnements; en outre, la défini-

tion de la perpendiculaire au plan était donnée d'une manière 

trop restreinte; il fallait chaque fois, dans les applications, 

transporter les droites du plan parallèlement à elles-mêmes; 

de là des longueurs, des redites fastidieuses. En commençant 

par déunir d'une manière générale Tangle de deux droites, et 

profitant d'une démonstration très-lucide et très-simple qui 

leur a été suggérée par M. Ossian Bonnet, les auteurs sont 

parvenus à rendre cette théorie à la fois logique, facile, et sur-

tout commode dans les applications; le théorème des trois per-

pendiculaires, la proposition qui consiste en ce que deux 

droites parallèles ont leur plan perpendiculaire commun, et 

beaucoup d'autres, deviennent ainsi évidentes. Notons d'ailleurs 

qu'on obtient tous ces avantages sans renverser Tordre établi, 

car il suffit de déplacer deux théorèmes. Il y a donc là une 

véritable amélioration, et non une de ces innovations inutiles 

que les auteurs ont constamment évitées dans tout le cours de 

Touvrage. 

Ce cinquième Livre renferme toutes les propositions néces-

saires au début de la Géométrie descriptive, et nous appellerons 

encore l'attention sur l'exposition de la théorie des angles triè-

dres et polyèdres. 

Dans le sixième Livre, la mesure du paraliélipipède, celle de la 

pyramide et du prisme tronqués ont été simplifiées, grâce à 

quelques remarques heureuses; nous citerons particulièrement 

une démonstration nouvelle du volume des troncs de pyra-

mide triangulaire, la distinction entre les troncs de première 
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et de seconde espèce qui facilite les applications de TAIgèbre, 

un théorème très-général sur le volume de certains polyèdres 

dû probablement à Steiner, et la théorie de la symétrie, qui a 

été amenée au dernier degré de simplicité à Taide des travaux 

de Bravais, que M. Prouhet avait déjà mis à profit dans son 

édition des Éléments de Lacroix. 

Le septième Livre comprend l'étude des corps ronds et des 

notions générales sur les surfaces. On sait combien la Géométrie 

sphérique a pris d'importance dans les examens pour TÉcoIe 

Polytechnique. Les élèves trouveront dans cet ouvrage tous les 

développements désirables sur ce sujet. Les volumes des-corps 

ronds sont donnés d'une manière rigoureuse et très-simple, en 

profitant de l'amélioration que les auteurs avaient déjà intro-

duite dans la mesure de la circonférence. Nous avons encore 

remarqué la démonstration relative au plan tangent à une sur-

face quelconque, que M. Rouché professe depuis plusieurs an-

nées dans son cours de Géométrie descriptive, et celle du plus 

court chemin entre deux points sur la sphère, qui a été commu-

niquée aux auteurs par M. Bonnet. 

Enfin le huitième Livre, consacré aux courbes usuelles, ren-

ferme d'abord Tétude de l'ellipse, de Tliyperbole et de la para-

bole, d'après leur propriété focale, d'où découlent les pro-

priétés des tangentes dont la démonstration a été améliorée. 

Puis vient un chapitre sur la section du cône et de la surface 

gauche de révolution, où l'on établit d'une manière simple que 

la projection d'une conique sur un plan est encore une conique. 

Ici s'est glissée une faute que les auteurs nous ont prié de si-

gnaler. A la page 669, entre les lignes 27 et 28, il faut insérer 

la phrase suivante qui a été omise dans la composition : « dont 

le diamètre est égal au petit axe de l * ellipse. » Les tracés qui 

dérivent de l'ellipse comme projection du cercle et l'étude de 

l'hélice terminent la partie classique de ce huitième Livre. 

Passons aux Appendices. Nous ne nous arrêterons pas sur 

celui du cinquième Livre où se trouvent réunies les propriétés 

du quadrilatère gauche et du rapport anharmonique de quatre 

plans. Celui du sixième Livre contient déjà des travaux d'une 
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importance capitale: les propriétés des polyèdres convexes qui 

découlent du fameux théorème d'Euler ; Tétude difficile des con-

ditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polyèdre 

convexe, d'après les travaux de Legendre et de Cauchy; la 

théorie géométrique des centres de gravité, son application à la 

détermination du volume du tronc de pyramide à base quel-

conque, etc. 

Mais les deux Appendices les plus importants sont sans con-

tredit les deux derniers, Tun de cinquante pages, l'autre de 

soixante-dix, imprimés en petits caractères, et remplis, non 

de faits isolés, mais de théories fondamentales résumées avec 

beaucoup de précision et de clarté. Il nous serait impossible 

d'en donner ici une analyse complète ; nous appellerons seule-

ment Tattention sur les points principaux. 

Dans le premier, on trouve d'abord la théorie des polyèdres 

réguliers ordinaires et celle des polyèdres d'espèce supérieure : 

u les mémorables découvertes de Poinsot, matière ardue que » 

(suivant les paroles prononcées par M. Chasles, en présentant 

l'ouvrage à l'Académie des Sciences) « les auteurs sont parve-

» nus à exposer avec une grande lucidité, en analysant les tra-

» vaux de Cauchy et de M. Bertrand sur ce sujet. » On a en 

outre rectifié quelques erreurs relatives à Tespèce des nouveaux 

polyèdres et représenté ces corps au moyen de quatre belles 

figures gravées par Dulos. Une autre partie remarquable de cet 

Appendice est celle qui est relative aux compléments de Géo-

métrie sphérique, au problème du contact des sphères, et sur-

tout à l'étude des figures tracées sur la sphère, où l'on a généra-

lisé les propriétés du rapport anharmoniqiie, des axes radicaux, 

des pôles, des polaires, des centres de similitude, etc. On y 

trouve en outre le complément de la méthode des rayons vec-

teurs réciproques, la projection stéréographique, le théorème 

de Guldin et la démonstration, suivant Steiner, de la propriété 

dont jouit la sphère d'être maximum parmi les corps de même 

surface. 

Le deuxième Appendice débute par une exposition succincte, 

mais complète, des divisions homographiques et de Tinvolu-
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tion, en partant de l'équation à quatre termes. On est ainsi 

conduit naturellement et rigoureusement à Tintroduction des 

imaginaires en Géométrie et à la notion féconde des points du 

cercle situés à l'infim, due à M. Poncelet. Cette partie du livre 

a valo à leurs auteurs de justes éloges de la part de M. Chasles, 

dont Tautorité est si grande en pareille matière, et qui en 

a conseillé la lecture aux auditeurs de son cours à la Sor-

bonne. 

Les principes n'offrant d'intérêt que par les applications 

qu'on peut en faire, MM. Rouché et de Comberousse ont tenu 

à montrer toute la fécondité des théories précédentes en les 

appliquant aux coniques considérées comme intersection de 

deux faisceaux homographiques. Leur but a été d'établir par 

la Géométrie pure les propriétés des coniques que l'on expose 

ordinairement par l'analyse dans les cours de Mathématiques 

spéciales. Toutes les démonstrations y sont très-simples, et un 

grand nombre d'entre elles sont dues aux auteurs de ce livre. 

Nous signalerons surtout celle du théorème fondamental, l'in-

troduction des foyers, la recherche des équations des trois 

courbes, etc. Après cette exposition des propriétés fondamen-

tales, on trouve une rapide esquisse des méthodes générales, 

les principes de la méthode des polaires réciproques, la théorie 

des figures homologiques, la méthode par projection conique, 

suivies d'un grand nombre d'applications propres à en bien 

faire comprendre l'esprit et la fécondité, et à inspirer aux 

jeunes gens studieux le désir de lire les savants écrits de 

MM. Chasles et Poncelet. 

Deux Notes terminent cet ouvrage. Dans la première on a 

reproduit la démonstration, convenablement élucidée, de Lam-

bert sur l'incommensurabilité de TT. Dans la seconde, on fait 

connaître sous forme de déterminants quelques relations fon-

damentales dues à FAiler, Lagrange, Carnot, et pour la démons-

tration desquelles on a mis à profit les travaux importants de 

Joachimsthal, Brioschi et Cayley. 

Cette analyse, que le grand nombre de matières renfermées 

dans l'ouvrage ne nous a pas permis de réduire à des propor-
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lions plus courtes, permet de reconnaître que les auteurs ont 

bien atteint le but qu'ils s'étaient proposé : donner à ceux qui 

feront une lecture attentive de ce livre une connaissance exacte 

de toutes les méthodes nouvelles, et les mettre dès lors à même 

de lire avec facilité les ouvrages spéciaux dans lesquels elles se 

trouvent développées. 

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit dans 

notre premier article relativement à la partie matérielle de ce 

Traité. Toujours le même soin et la même élégance dans l'im-

pression; les énoncés des propositions, écrits en lettres ita-

liques, permettent de résumer en un instant toute la marche 

d'une théorie très-étendue; les nombreuses figures intercalées 

sont dessinées très-nettement, et sous tous les rapports cet ou-

vrage occupera une place distinguée parmi les belles éditions 

sorties des presses de M. Gauthier-Villars. 

Nous avons déjà parlé des nombreuses questions proposées 

Comme exercices dans la première Partie; la seconde n'est pas 

moins riche en applications ; le choix des théorèmes et des pro-

blèmes est fait avec la même attention ; leur nombre est de 654, 

ce qui porte à 1157 le nombre total des exercices proposés 

dans ce Traité. 

Nous ne terminerons pas sans signaler au lecteur une Pré-

face intéressante dans laquelle les auteurs ont donné une his-

toire succincte de la Géométrie depuis ses origines jusqu'à nos 

jours. Ce travail était d'autant plus utile, comme introduction 

à l'ouvrage que nous venons d'analyser, que peu de lecteurs 

peuvent se procurer aujourd'hui le magnifique ouvrage de 

M. Chasles sur l'origine et le développement des méthodes en 

Géométrie. 

S . HAUSER, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée 

Charlemagne et au collège Chaptal . 
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QUESTIONS. 

749. M} '̂ NJ:^— i = o étant l'équation d'uue co-
nique; 

a, 6, y représentant les angles faits avec l'axe des x 
par les trois côtés d'un triangle inscrit dans la conique; 

Xo^jo') r représentant les coordonnées du centre et le 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle ; 

On a les relations suivantes : 

sin a sin 6 sin 7 = 

cos a cos 6 cos 7 — 

r(M — N) 
r(M —N) 

Mro 

( J . - J . - A . M A T H I E U . ) 

750. Si on fait la projection gauche (*) d'une figure 
plane sur un tableau plan, et si on fait ensuite tourner 
Tun des deux plans autour de leur intersection com-
mune, les deux figures demeureront toujours les projec-
tions gauches Tune de Fautre. 

( A B E L T R A N S O N . ) 

751. La surface de révolution engendrée par une ellipse 
de Cassini tournant autour de son axe non focal est cou-
pée par un plan bitangent suivant deux cercles. 

En général, si on coupe le tore par un plan parallèle à 
l'axe du tore, la surface engendrée par la révolution de la 
section plane ainsi obtenue autour de son axe (parallèle à 
celui du tore) sera coupée par un plan bitangent suivant 
deux cercles. ( D A R B O D X . ) 

(*) Voir l'article intitulé : De la projection gauche ( Nouvelles Annales, 

septembre i865.) 
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THÉORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN 
(voir 2* série, t. IV, p. 413); 

PAR M . P A I N V I N . 

Définition et propriétés principales des surfaces 

polaires d^un plan, 

\. \Jordre d\ine surface est égal au nombre des points 
en lesquels elle est rencontrée par une droite quelcon-
que -, l'ordre est égal au degré de ïéquation ponctuelle, 

La classe d'une surface est égale au nombre des plans 
tangents qu'on peut lui mener par une droite quelconque ; 
la classe est égale au degré de Véquation tangentielle. 

Soient une suif ace de classe et un plan fixe P \ par 
une droite quelconque D, située dans ce plan, menons 
à la surface ses n plans tangents T , , Tj,.--» T,,;/'a;?-
pellerai polaire [n — du plan P Venveloppe d'un 
plan Q passant par la droite D et tel, que 

r . M r 

(1)1 

y ^ y t a n i j P D Q tang P D T J \tangPDQ tang PDÏ , 

1 ' 

la somme s''étendant à toutes les combinaisons p àp des 

différences correspondant aux n angles dièdres 

L'ordre des lettres indique le sens de rotation de^ 
angles-, on regardera ces angles comme positifs ou néga-
tifs, suivant que la rotation ainsi indiquée a lieu dans 
un sens ou en sens contraire. 

Ann, da Mathêmat.j 2® série, t. V. (Février rSGG.) 4 
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Cette relation peut aussi s'écrire 

sin QDT, sinQDTa sinQDT^ 
( U ) 2 

jy sin PDÏ, sinPDT, sinPDT^ 

2. Pour déterminer les surfaces polaires d'un plan, 
je désignerai par (̂ TQ, J O ^ Zq^ îq) les coordonnées du 
plan P ; par (x, z^ t) celles du plan variable Q ; et 
enfin par [Xi^ji, , /¿) celles du plan tangent T, passant 
par l'intersection D des plans P et Q ; nous aurons, d'a-
près les formules ( i i ) partie), 

-+- ^^ À/e H- Xso H-
9 Xi -- ^ 9 Zi , 

p p p 

Aio + P̂ ^ , sinQDï^ \ 
OU 

^ sin ï , DP ^ 

Soit alors 

( 2 ) 3, 

l'équation tangentielle de la surface; les solutions de 

cette équation donneront les coordonnées des plans tan-

gents à la surface. Si, dans l'équation (2), nous rempla-

çons x, , j i^ Zî  ti par leurs valeurs (i), nous obtien-

drons une équation en dont les racines seront les 

rapports des sinus des angles des plans tangents T, avec 
les plans Q (x, j , t) et P j o , -̂ o, tç̂ )- En égalant 

\ \ 

U r 5 nous expri-à zéro le coefficient de j ou de 

nierons que la relation (II) est satisfaite, car ce coeffi-

cient sera, d'après ce qu'on vient de dire, 

^ sin QOT, sin QOT^ sinQDT^ 

p sin T, DP sin T, DP sinT^DP 
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Nous aurons ainsi une relation entre les coordonnées 
i) du plan Q-, cette équation en représentera 

donc l'enveloppe et sera, d'après notre définition, Véqua-
tion tangentielle de la polaire [n — du plan P. 

L'équation (2) étant homogène, la substitution des va-
leurs (i) donne 

( 3 ) '^Jc 4 -p^r , \to a-¡i.t) O, 

La formule de Taylor 

^ ( d, ^d, d. , 

i. , cl. d. ^ 
l .2. . ./J \ ' dx 

appliquée à l'équation (3), en regardant a, (2, y, cî comme 

respectivement égaux à ^ x , ~ t̂  nous con-
A A A A 

duit à 

(4) 

[ . \ l ( r U = o, 

après avoir adopté les notations symboliques 

(5) 

d. d. d. 

ITv 
-l-z — 

dz 

d. d. d. 

Tx -i-jo-r df 

u [x, r, t)y U 

d'Vrr 

'dFj 

d.\P 

51. 
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Car il est facile de se convaincre que 

(6) 

c'est-a-dire 

d, d. d, dAp^^ 

( d, d. d, 

il su(fit pour cela de développer l'équation (3), en y con-

sidérant a, y, d comme respectivement égaux à ^ 

~ To 1 - Ôî - et d'identifier le résultat oblenu avec le 

premier développement. 
D'après cela, la [n — polaire du plan [x^, y^^ 

ZQ, ÎQ) a pour équation 

(7) 

ou bien la p'^'"" polaire du plan [xq^ fQ^Zo,lo)a pour 
équation 

/ d. d. d. d,\ 
- 2 — -

dz 
Uo 

ou 

4 , - p U = 
/ d. d. d. d.' 

4 , - p U = ) 

d. d. d. 
Tx " 

z — 
dz 'Tt) 

d. 
dx ~ 

d. 
dy 

d. d.\p 
ou 

/ ri ri ri ri \ P 

Nous conclurons de ce calcul que : 

La [n—pY^""" polaire d!un plan est de la classe^ 
ou la p'^"^" polaire est de la [n — classe. 

La [n—i)»^ polaire est un point : je l'appellerai 
point polaire du plan. 
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3. On peut, dans la relation (II), remplacer les rap-

ports des sinus par les rapports des distances correspon-
dantes. Désignons par et X, les distances d'un point du 
plan tangent T. aux plans P et Q ; celte relation de-
viendra 

^ 'yp 

Mais si Ton suppose que le plan P s'éloigne à Tinfini, les 
plans Q , T i , T 2 , . . . , T „ , qui se coupent suivant une même 
droite située dans le plan P, deviendront parallèles; les 
distances pouvant être regardées comme égales, la re-
lation ci-dessus donnera 

( H I ) 

li étant la distance du plan Q au plan parallèle T, et 
cette somme s'étendanl à toutes les combinaisons p à p 

des n distances , )•• 5 /̂i' 

Ceci posé, imaginons quon mène à une surface de 
j^ième QldggQ iQiis ses plans tangents parallèles à un même 
plan quelconque ; soit alors un plan Q parallèle à ces 
plans tangents et tel, que 

quelle que soit la direction considérée; le point Q 

enveloppera une certaine surface que j*appellerai la 

(n — enveloppe diamétrale de la surface primi-

tive. 

On voit, par ce qui a été dit ci-dessus, que les enve-
loppes diamétrales sont les polaires du plan à l'infini. 

Les coordonnées du plan à l'infini sont infinies ; mais 
on voit facilement, par les formules de la première par-
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tie, que ces coordonnées sont entre elles comme les con-

stantes m, p, q ( i " partie, 1 , 3, 4). Donc : 

La [n—pY^'^e enveloppe diamétrale se déduira de 
la [n — polaire du plan (j:o,jo, , t^)^ en y 
remplaçant ces coordonnées respectivement par les con-
stantes m, n, p, q, 

4. Avant de passer à l'étude des principales propriétés 
des polaires, je ferai quelques remarques sur les formes 
symboliques que j'ai employées. Et d'abord je prendrai 
la notation plus générale 

d. d. d. d'Vrr 
df 

d. d. d. 

Tx" ^ y -,—1 dy dz 

(8) 

qui donne, sous deux formes différentes, la p'̂ '"'' polaire 

du plan ^ ¿ { X i . j i , t^). 

Je vais démontrer les deux identités 

( 9 ) A> = 

(10) = 

La première de ces relations rendue explicite donne 

i l •yj ÎL 
d j 

d. 
u 

'Xi 
d. 

' dy 
U 

Or le terme général de la fonction H est 

—f— r^ z^ t^ - • 
ipiylol i i dx"^ d^^^ dz^ dt^ 
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et, par suite, le terme général du premier membre de 

l'égalité (i®) sera 

1 1 1 J l J l X l 

(20) 

en admettant que les nombres entiers positifs a, a , , etc., 

vérifient les relations 

En opérant de la même manière sur le second membre de 
Tégalité (i®), on retrouve la même expression pour le 
terme général. L'identité (9) est donc vraie. On démon-
trera l'identité (10) en introduisant l'hypothèse j-=zi 
dans l'expression (2°), et en ayant égard à l'identité 
[x + a)P [x -4- a^ =:(x-h 

5 . T H É O R È M E L — Si par une droite fixe D on mène 
les plans tangents à une surface donnée par son équa^ 
tion tangentielle y le produit continu des sinus des 
angles d'un plan quelconque Q passant par cette 
droite D avec les plans tangents est proportionnel au 
résultat de la substitution des coordonnées de ce plan 
dans le premier membre de Véquation de la surface. 

Ce théorème n'est que la traduction de l'égalité sui-
vante, qui nous est fournie par l'équation (4), 

sin Ql^i. sin QOT-,.. . sin Q^n _ U {x, y, z, t) 

sin . sin . . . sin 

6 . T H É O R È M E IL — £e point polaire d'un plan est le 
centre harmonique par rapport au plan des points de 
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contact des plans tangents issus d'une droite quelcon-

que située dans ce plan; le centre harmonique reste donc 

invariable lorsque la droite se déplace dans le plan. 

Soient T j , T a , . - ? les points de contact des plans 
tangents T J , T J , . . . , T „ menés à la surface par une 
droite D située dans un plan fixe P5 le point polaire du 
plan P est Tenveloppe des plans Q satisfaisant (I) à la 
relation 

, . n I I î 
(10) — 

tangQDP tangPDT, langPDTj tangPDT„ 

Or, je dis que le plan Q passe par le centre harmo-
nique C, par rapport au plan P , des points T j , T , , . . . , 
T„. Menons en effet, par C un plan perpendiculaire 
à la droite D, et désigtions par ij , i«,. . les points 
d'intersection par ce plan auxiliaire du faisceau (MT,, 
M T j , . . . , MT„), M étant un point quelconque du plan P ; 
et soient (O^I, O/2,. . OI», O/7, Oî/) les intersections 
par ce meme plan auxiliaire des plans (DT,, DTg.. . 
DT„, DP, DQ). D'après la définition du centre harmo-
nique d'un système de points dans l'espace, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport à la droite Op, 
des points (/j, Î2,. . i„) situés dans le plan auxiliaire. 
Menons enfin par le point C une droite perpendiculaire 
à O p , et soient (p', , . les intersections 

de cette perpendiculaire avec les droites (Op, O9, Oi^, 
O / j , . . . , Oi„). D'après la définition du centre harmo-
nique d'un système de points dans un plan, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport au point p' , des 
points (i'j, . , t̂ J situés en ligne droite avec p'; nous 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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aurons par conséquent 

Mais si nous remarquons que 

q'p' F^i 

la relation (i®) nous donne 

n I 
(3' 

De la comparaison des égalités (.2®) et (3®) résulte 
p'Çj — p'q'^ c'est-à-dire que le point C coïncide avec le 
point q\ ou enfin que le plan Q passe par le centre har-
monique C, par rapport au plan P, des points de con-

Or le plan Q est tangent au lieu des centres harmoni-
ques. En effet, le point de contact d'un plan tangent est 
l'intersection de ce plan avec les plans tangents infiniment 
voisins 5 par suite, si nous considérons des faisceaux de 
plans tangents infiniment voisins du précédent, le point C 
restera le même, et les plans Q ' correspondant à ces fais-
ceaux se couperont au point C^ donc le point C est le 
point de contact du plan Q. Ainsi les plans Q envelop-
pent le lieu des centres harmoniques des points de contact 
des plans tangents issus d'une droite quelconque du 
plan P ; or, l'enveloppe des plans Q est un point, point 
polaire des plans P. Donc, etc. 

Lorsqu'on su2:>pose le plan P à l'infini, le centre har-
monique devient le centre des moyennes distances, et 
nous avons ce théorème : 

Si Von mène à une su?face de classe tous 
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ses plans tangents parallèles à un même plan, leurs 
points de contact auront pour centre des moyennes dis-
tances un point fixe, quelle que soit la direction du 
plan considéré, et ce point fixe est le point polaire du 
plan à r infini. 

Je donnerai à ce point le nom de centre des moyennes 

distances de la surface. 

7 . THÉORÈME I I I . — Si deux surfaces de n''""" classe 
sont tangentes aux mêmes points à un même faisceau 
de n plans, le point polaire d'un plan quelconque pas-
sant par Varête du faisceau sera le même pour les deux 
surfaces. 

Car le point polaire coïncide avec le centre harmo-
nique, lequel est évidemment le même pour les deux 
surfaces. 

C O R O L L A I R E I . — Si P est le plan considéré passant 
par Varêle du faisceau^ et si^ par une droite quelcon^ 
que D située dans ce plan^ on mène les plans tangents 
TI, TJ,. . T „ à la première surface, puis les plans 
tangents ij, i,,.. ., t^^àla seconde, on aura la relation 

tangPDT, taiigPDi/ 

Le point polaire du plan P est en effet le même pour 
les deux surfaces-, or, si Q est le plan passant par la 
droite D et le point polaire commun, on a (I) 

= 2 -tangPDQ — tangPDQ tangPDr, 

ce qui démontre la relation énoncée. 

C O R O L L A I R E IL —• Par une droite fixe D, menée dans 
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un plan P, soient menés les n plans tangents Tt, T«,.. . , 
T„ à une surface de classe; maintenant^ par une 
droite quelconque D'située dans le même plan, condui-
sons les n plans tangents ij, ij,. . p u i s ^ par cette 
même droite D^ et les points de contact des plans tan* 
gents TI, TS,. T„, menons les n plans DVi, DVi,,.., 

on aura la relation 

tangPD'f/ tangPDV; 

Nous pouvons en effet regarder les n points de con-
tact des plans tangents primitifs comme une surface de 
ĵ ieme dassc^ et alors les plans tangents menés à cette sur-
face par la droite D' ne sont autres que les plans D'/',, 
D ' rg , . . . , D'r„? le théorème énoncé n'est donc qu'un cas 
particulier du corollaire précédent. 

C O R O L L A I R E III.—Lorsque deux surfaces de n"""^ classe 
sont tangentes aux mêmes points à un même faisceau 
de n plans parallèles.^ ces deux surfaces ont le même 
centre des moyennes distances. 

En effet, le théorème (III) est encore vrai lorsque la 
droite d'intersection des plans est à rînfini; et alors, le 
point polaire d'un plan quelconque P parallèle aux plans 
tangents communs sera le même pour les deux surfaces; 
or, lorsque le plan P est à l'infini, le point polaire est le 
centre des moyennes distances. 

8. T H É O R È M E IV. — L enveloppe des plans dont les 
jyième^ polaires touchent un plan donné Po est la 
{n—pyème polaire de ce plan. 

La p'''''' polaire d'un plan Pj est 
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cette surface devant toucher le plan fixe Po, on aura 

d, d. d. d.X^-P^^ 

ou, en regardant [x^, ŷ ^ Zj, i,) comme des coordonnées 
courantes, 

d. d, d, ' 

c'est précisément la [n — polaire du plan P Q . 

De ce théorème nous concluons les cas particuliers sui-

vants : 

L'enveloppe des plans dont les premières polaires tou-

chent un plan fixe est le point polaire de ce plan-, donc 

ces plans passent par un point fixe. 

L'enveloppe des plans dont les points polaires parcou-

rent un plan fixe est la première polaire de ce plan. 

L'enveloppe des plans dont les polaires touchent 

le plan à Finfini est la (n—pY""^ enveloppe diamétrale 

de la surface. 

9 . THÉORÈME V . — L e s premières polaires de tous les 

plans passant par un point fixe ont (n — i)^ plans tan-

gents communs,, qui sont les [n — i)^ plans ayant pour 

point polaire le point fixe. 

Nous venons de voir, en effet, que l'enveloppe des 

plans dont les points polaires sont sur un plan fixe est la 

première polaire de ce plan -, et réciproquement, tout plan 

tangent à la première polaire d'un plan a son point polaire 

sur ce plan; cette réciproque résulte du même calcul. Or, 

soit un point fixe O ; imaginons un plan P passant par ce 

point; les plans dont le^ points polaires décrivent le 

plan P sont tangents à la première polaire S de ce plan, 

surface de [n — i)'̂ "'̂  classe. On voit de même que les 
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plans ayant pour point polaire le point O doivent aussi 
être tangents aux premières polaires S'' de deux autres 
plans P', P'' passant par le point O. Ainsi tout plan tan-
gent commun aux trois surfaces S', S'', S''' a pour point 
polaire le point O, et réciproquement. Mais ces trois sur-
faces, qui sont toutes trois de (n — ly««« classe, ont 
[n — i)^ plans tangents communs. Donc le point O est le 
point polaire de (zi — i)^ plans, etc. 

1 0 . THÉORÎÏME V I . — Le point polaire d'un plan tan-
gent à la surface est le point de contact de ce plan tan-
gent; et réciproquement^ lorsquhin plan contient son 
point polaire^ ce plan est tangent à la surface au point 
polaire. 

Car le point polaire du plan P^ est 

(d\]\ id\}\ idV 
-f-1 

dl]\ 
-77 dx j, \dj lo \dz Jo \ dt j 

or, si ce plan est tangent à la surface, on a 

ces équations donnent précisément le point de contact 
du plan Po (première partie). Réciproquement, en expri-
mant que le point polaire est sur le plan, on a 

.ro 
d\} d\]\ idV\ id\] T \ 

— t o ) = o; 

c'est-à-dire que le plan Po est tangent. 

1 1 . T H É O R È M E V I I . — Les plans tangents aux points 
ou un plan fixe coupe U7ie surface sont en même temps 
tangents à la première polaire de ce plan. 

Nous avons vu en effet que la première polaire d'un 
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plan P est FenTeloppe des plans dont les points polaires 
décrivent le plan P (8)-, par suite, si le point polaire est 
un des points de l'intersection du plan P avec la surface, 
le plan dont il est le point polaire sera en même temps 
tangent à la surface en ce point (10). Donc les plans tan-
gents à la surface aux points où elle est coupée par le plan P 
sont en même temps tangents à la première polaire de 
ce plan. Réciproquement, tout plan tangent commun à 
la surface et à la première polaire du plan P est tangent 
en un des points d'intersection du plan avec la surface; 
car le point polaire est à la fois sur le plan P (8) et sur le 
plan tangent (10). 

1 2 . THÉORÈME V I I I . — Les plans tangents aux points 
oii une droite rencontre la surface sont tangents en 
même temps à la première polaire dUin plan quelconque 
passant par cette droite. Une surface de classe 

est^ en général^ de Vordre n [n — i)^. 

Soit D la droite donnée, P un plan passant par cette 
droite, et S la première polaire de ce plan ; les plans tan-
gents aux divers points de la courbe d'intersection de-
vront toucher la surfaces (H), 11 en sera de même pour la 
première polaire S' d'un second plan P' passant par la 
droite D. Ainsi tout plan tangent à la surface en un point 
où elle est rencon trée par la droite D devra toucher aussi 
les premières polaires S et S'. La réciproque est visible, 
car le point polaire d'un plan tangent à S cl S' est sur la 
droite D (8); et comme le plan touche la surface primi-
tive, le point polaire est le point de contact (10). Or, les 
trois surfaces considérées étant des classes respectives 72, 
[n—i) et [n—i)5elles auront, en général, n [n—i) 'plans 
tangents communs. Donc la droite D rencontre la surface 
en n [ n — i) ' points. 

[La suite prochainement. ) 
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DE LA PROJECTION GAliCHB (saite) 

(TOir 2* Série, t. IV, p. S85); 

PAR M . ABEL Ï R A N S O N . 

X L Objet de ce second article. — On a vu que, par 
la projection gauche, toule lîgne de l'ordre n est trans-
formée en une lîgne de l'ordre a n ; à moins que la lîgne 
primitive ne passe par certains points, circonstance qui 
en réduisant l'ordre à n'être plus que l'un des nombres 
2/z—I, m — 2, 2 n — 3 , . . p e r m e t d'obtenir des trans-
formées d'ordre impair aussi bien que d'ordre pair. 
J'ajoute que toute ligne, après sa transformation, passe 
par trois points particuliers du tableau, lesquels trois 
points sont pour chacune des transformées des points 
multiples de l'ordre n, si n marque l'ordre de la ligne 
primitive. 

Ces propriétés, qu'on pourrait croire caractéristiques 
de la projection gauche, lui sont communes avec la trans-
formation par rayons vecteurs réciproques telle qu'elle a 
été récemment généralisée par M. Hirst {*). D'après cela, 
et probablement aussi à cause de la très-grande diver-^ 
si té de conditions que comporte cette nouvelle méthode, 
comparativement à la détermination unique des condi-
tions de la projection gauche, plusieurs personnes ont 
présumé que les résultats de M. Hirst devaient com-
prendre, comme des cas particuliers, ceux que j'ai pré-̂  
sentés dans un précédent article. Je me propose de mon-

(*) On the ^uadric inversion of plane curves, by T.-A. HIRST, F. R. S.; 

from the I'roeeedings of the Royal Society, Marsh 3, i865i 
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trer ici qu'une telle opinion serait inexacte. Je rendrai 

raison de ce que les deux méthodes ont en commun cer-

taines propriétés, et cependant je ferai voir qu'elles ne 

sont pas réductibles l'une à l'autre. Je ne crains pas 

d'entrer dans cette discussion, parce que le lecteur y trou-

vera au moins l'avantage de connaître les principes de 

l'intéressante méthode due à M. Hirst. 

XII. T H É O R È M E . — Si, après avoir construit une pro^ 

jection gauche^ on fait tourner le plan du tableau au" 

tour de son intersection avec le plan primitif les deux 

figures ne cessent pas d'être les projections Vune de 

Vautre (*). ' 

Cette propriété, qui, comme on sait, appartient aussi à 
la projection centrale ou perspective, nous permettra de 
rabattre le plan du tableau sur le plan primitif, ou mieux 
encore, de faire la transformation gauche d'une figure 
plane dans son plan ce qui, en supprimant toute considé-
ration des trois dimensions de l'espace, facilitera la com-
paraison de celte sorte de transformation avec la méthode 
des rayons vecteurs réciproques. 

XIII. Transformation gauche dans le plan, — Soient 
A et B les pieds des directrices dans le plan primitif; A' 
et B' leurs pieds sur le tableau, celui-ci étant supposé 
rabattu sur le premier par une rotation autour de Tinter-
section commune IV, 

On verra aisément que pour obtenir le point O'cor-
respondant ou transformé du point O, il faut joindre ce 
dernier aux points A et B; prolonger les lignes OA, OB 

(*) Je laisse aux jeunes lecteurs des Nouvelles Annales le soin de dé-

montrer ce théorème, et aussi la correspondance des pointe du plan p r i -

mitif et du tableau indiqué au n® XI l l . 
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jusqu'à leurs rencontres a et (3 avec puis pousser 

a A' et i3B'jusqu'à leur rencontre qui sera le point O' . 

FIG. I . 

iA 
/ • x \ 

// O N \ / 

/ / / . - A w 

/ X 

Y 

On peut appeler IV Vaxe de transformation \ k^ B, V 

seront les trois points principaux de la figure primitive; 

et, comme il y a une réciprocité parfaite entre les deux 

figures. A', B ' et I seront les trois points principaux de la 

seconde. 

Les plus simples principes de la Géométrie supérieure 

donneront les propriétés de celle transformation plane. 

Supposant, par exemple, que O décrive une ligne droite, 

le lieu de O' est une conique comme étant déterminé par 

les rencontres des rayons homologues de deux faisceaux 

homographiques ayant pour centres A ' e t B'. 

De là, et par un raisonnement employé dans le pre-

mier article, cette conséquence, que toute courbe se trans-

forme en une autre dont Tordre est double. 

A un point déterminé de Tune des figures correspond 

généralement un point unique de l'autre figure; mais il y 

a exception pour les points des droites qui joignent deux 

à deux les points principaux. C'est ainsi que : 

i*̂  A un point quelconque de A B correspond un seul 

point, le point l du tableau ; 

Ann. de Maihémat.^ 2« série, t V. (Février 1866.) 5 
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A un point quelconque de k V correspond le seul 

point B'; 
3® A un point quelconque de B/' correspond le seul 

point A'. 
On peut dire aussi qu'au seul point A correspondent 

indifféremment tous les points de /B'; au point B tous 
ceux de IM\ au point V tous ceux de A'B', et ceci peut se 
voir directement ou bien être conclu, par voie de récipro-
cité, des trois remarques précédentes. 

D'ailleurs, de ces remarques et du fait qu'une droite 
quelconque de la figure primitive rencontre nécessaire-
ment AB, KV et B/', il s'ensuit que la conique dans la-
quelle cette droite se transforme passe néccvssairenient 
par les trois points B' et A'; ce qui motive suffisam-
ment leur dénomination de points principaux du tableau. 

Et plus généralement, comme une courbe l'ordre 72, 
tracée sur le plan primitif, a n rencontres avec les mêmes 
trois droites AB, A/', BẐ , il est manifeste que sa trans-
formée atira un point multiple de l'ordre n en chacun des 
mêmes points /, B' et A'. 

XIV. Transformation par rayons vecteurs récipro-
ques (méthode de M. Hirst). — Au lieu de considérer, 
comme à l'ordinaire, un cercle (de rajon OR) et de 
prendre sur chaque droite issue du centre deux points 
conjugués a et a' , dont les distances à ce même cenire 
constituent les deux rayons réciproques et sont liées par 
la relation 

OûT.O '̂ir:̂  ÔR\ 

M. Hirst prend pour courbe fondamentale, non plus un 
cercle, mais une conique quelconque 5 il donne pour ori-
gine aux rayons, non pas le centre de cette conique, mais 
un point quelconque A de son plan ; puis, sur chaque 
droite AR issue de ce point, il appelle conjugués deux 
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points p et p ' tels, que Tuu d'eux appartienne à la polaire 
de l'autre, condition qui entraîne entre ces deux points 
une parfaite réciprocité. 

La position du point A qui peut être intérieur ou exté-
rieur à la conique ou placé sur son périmètre; le choix 
même de la conique, qui peut être soit Tune des trois 
courbes générales, soit quelqu'une de leurs variétés, 
comme cercle, hyperbole équilatère, couple de droites 
léelles ou imaginaires...; ces circonstances très-diverses 
offrent à l'auteur, indépendamment des lois propres à la 
transformation généralisée, une foule de résultats très-
dignes d'intérêt. 

Sans entrer dans ce détail, je me bornerai à signaler les 
propriétés principales qui rapprochent la transformation 
gauche de la nouvelle méthode des rayons réciproques et 
quelques-unes de celles qui l'en distinguent essentielle-
ment. 

A cet effet, je prends pour exemple de la méthode de 
M. Hirst le cas où le point A, origine commune des rayons 
réciproques, est à l'extérieur de la conique. 

F I G . 2 . 

Ayant mené du point A les deux tangentes AB, AC et 

5. 
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la corde de contact BC, on verra, d'après la définition des 
points conjugués, que si un point quelconque du plan se 
transforme en un point unique, il y a cependant excep-
tion : 

Pour tous les points de la corde de contact, lesquels 
ont pour leur conjugué commun le point A ; 

a® Pour tous les points de AB qui ont leur conjugué 
enB-, 

3® Pour tous ceux de AC qui ont leur conjugué en C. 
D'ailleurs deux points conjugués p elp' sont toujours, 

par définition, sur une même ligne (comme AR) issue 
du point A. 

D'après cela, l'ordre d'une courbe transformée se dé-
duit aisément de l'ordre de la courbe primitive. Celle-ci, 
par exemple, étant de l'ordre n̂  rencontre toute droite 
comme AR en ii points p qui donnent lieu sur cette même 
ligne à n points p' de la transformée; mais de plus, la 
courbe primitive rencontre aussi la corde de contact en 
n points qui donnent lieu pour la transformée à un point 
multiple de Tordre 7i en A. Ainsi, la transformée a 
rencontres avec toute ligne issue du point A , donc elle est 
de l'ordre 2/2, et on verra aisément que les points B et C 
lui sont, comme A, des points multiples dont la multi-
plicité est d'ordre M. 

J'omets les exceptions qui peuvent résulter du passage 
de la courbe primitive par l'un de ces trois points. Il suffit 
de dire qu'ils sont analogues aux trois points principaux 
du tableau de la projection gauche (*). 

Mais outre que la réciprocité ne fait pas naître ici des 
points principaux qui soient particuliers à la figure pri-
mitive, j'observerai que dans la méthode des rayons réci-

(*) On remarquera que, si le point A est intérieur à la conique, les deux 

points B et C sont imaginaires. 



( 6 9 ) 
proques (simple ou généralisée), les points de la conique 
fondamentale sont à eux-mêmes leurs conjugués, et possè-
dent cette propriété à l'exclusion de tous les autres points 
de la figure. Dans la transformation gauche, les points de 
l'axe de transformation sont à eux-mêmes leurs conjugués, 
et, hors de cette ligne, il y a un point, un seul point, doué 
de la même propriété : c'est le point de rencontre de AA' 
avec BB'. 

C'est ici une différence essentielle; car la conique fon-
damentale de l'autre méthode ne saurait donner lieu 
parmi ses variétés à cet ensemble : une droite et un point. 

D'ailleurs, les points conjugués p et p 'de lajfîg^. 2 sont 
toujours en collinéation avec un même point A. Or, on 
trouve bien dans la transformation gauche {Jig- i) que le 
conjugué d'un point de A A ' est sur cette même ligne AA' , 
et que le conjugué d'un point de BB' est aussi sur BB'. 
Il faudrait donc, pour pouvoir affirmer la coïncidence 
des deux méthodes, que les points conjugués O et O^ 
fussent en collinéation avec le point y, rencontre de A A ' 
et BB'. Ainsi, les deux triangles AOB, A ' O ' B ' , auraient 
leurs sommets de même nom en collinéation avec un même 
point; mais alors il faudrait, d'après un théorème bien 
connu, que les points l et Z' fussent confondus en un 
seul, c'est-à-dire que les deux côtés homologues AB et A'B' 
se rencontrasssent sur la droite a]3 qui joint les rencon-
tres (AO, A 'O' ) et (BO, B'O') . Or cela n'est pas admis-
sible, vu l'indépendance essentielle des quatre points A , 
A', B, B', relativement à la droite //'. 

X V . Explication de Vanalogie des deux méthodes,— 
Après avoir établi surabondamment que les deux modes 
de transformation sont bien distincts, je dirai que leur 
propriété commune, de doubler l'ordre des courbes trans-
formées avec apparition constante de trois points mul-
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tiples, tient manifestement à ce que telle est la loi géné-
rale des transformations où un point correspond à un 
point unique, et réciproquement. 

C'est ce que M. Magnus a démontré à l'aide des formules 
générales que j'ai rapportées précédemment. J'ajoute que 
par ces mêmes formules on trouvera sans difficulté que, 
généralement, il y a dans ces sortes de transformation 
quatre points qui sont à eux-mêmes leurs propres trans-
formés, mais que, sous des conditions particulières qui 
sont inconciliables entre elles, ces points peuvent être en 
nombre infini : 

I® Sur une conique quelconque^ ce qui correspond à 
la méthode de M. Hirst; 

2® Sur une droite accompagnée dun pointy ce qui 
correspond à la transformation gauche» 

Nota. — On vient de voir, en réalisant la transfor-
mation gauche dans le plan de la figure primitive, qu'il 
n'existe, en dehors de l'axe de transformation, qti'un seul 
point qui soit à lui-même son transformé. Ce résultat, 
qui s'explique par les formules générales de M. Magnus, 
et qui est décisif pour l'objet du présent article, se voit 
très-facilement par la projection gauche elle-même. En 
effet, si le point O', projection du point O, est tel, qu'après 
le rabattement du tableau sur le plan primitif ces deux 
points coïncident, il est manifeste que la lîgne 0 0 ' d o i t 
être perpendiculaire au plan qui partage en deux égale-
ment l'angle dièdre du plan primitif et du tableau. Ce-
pendant cette même ligne rencontre à la fois les deux 
directrices; elle est donc l'intersection des deux plans qui 
projettent orthogonalement ces mêmes directrices sur ce 
plan bissecteur. Or la détermination d'une telle ligne est 
unique. Donc, etc. 
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M N M LES LIGNES M M M ET D'OMBRE PORTÉE ; 

PAR M . OSSIAN B O N N E T . 

Considérons une surface à courbures opposées E et cir-
conscrivons à cette surface un cylindre dont les généra-
trices soient parallèles à l'une des asymptotes AS de l'iii-
dicatrice relative au point A. On sait que la courbe de 
contact passera par le point A et y sera tangente h la 
ligne A S ; que la courbe d'ombre portée, c'est-à-dire 
rintersection du cylindre circonscrit avec la surface S , 
passera aussi par le point A et y aura môme tangente AS ; 
enfin on peut ajouter que les plans osculateurs en A des 
deux courbes d ombre et d'ombre portée se confondent 
avec le plan tangent en A à la surface 2 . Tous ces ré-
sultats sont bien connus et servent en Géométrie descrip-
tive pour la détermination des points remarquables aux-
quels on a donné le nom de points de passage \ mais on 
n'a point encore déterminé, que je sache, les rayons de 
courbure et de torsion au point A des deux lignes d'ombre 
et d'ombre portée dont il s'agit. Or, si l'on appelle po et 
To les rayons de courbure et de torsion au point A de la 
ligne asymptotique tangente à AS (j'ai déterminé po ^n 
fonction des rayons de courbure principaux et des dérivées 
de ces rayons de courbure dans une Note insérée au 
tomelY, p. 267, de ce journal; quant à /'o, il est égal à 
\l— RR', c'est-à-dire à l'inverse de la courbure de Ganss), 
p et r les rayons de courbure et de torsion de la ligne 
d'ombre, p̂  et rj les rayons de courbut^ et de torsion de 
la ligne d'ombre portée, on trouve, soit par le calcul, soit 
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par des considérations simples de Géométrie infinitési-
male, 

P^^Po» r r . I r , , 

p, — 2po r, " — 

SUR LA P L U S COURTE D ISTANCE DE DEUX P O I N T S 

SUR LA S U R F A C E DE LA S P H È R E ; 

PAR M . J A R R I G E , 

Professeur au lycée de Saint-Étienne. 

Soient A et B deux points situés sur la surface de la 
sphère, AB Tare de grand cercle moindre qu'une demi-
circonférence qui passe par ces deux points, et M un 
point pris sur AB. Du point A comme pôle, avec le 
rayon sphérique AM, je décris un petit cercle ; du point B 
comme pôle, avec le rayon B!VÎ, je décris un autre petit 
cercle. Ces petits cercles se touchent au point M et sont 
extérieurs Fun à l'autre, puisque l'arc AB est moindre 
qu'un demi grand cercle. 

Cela posé, je dis que le plus court chemin de A en B 
passe par le point M. En effet, tout chemin Ap^B ne 
passant pas par le point M coupe les petits cercles en p 
et or le plus court chemin de A en p est égal au plus 
court chemin de A en M (lemme connu), le plus court 
chemin de B en ^ est égal au plus court chemin de B 
en M (même lemme). Donc le chemin Ap^ B surpasse le 
plus court chemin de A en M plus le plus court chemin 
de M en B d'une quantité au moins égale au plus court 
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chemin de p en Donc le plus court chemin de A en B 
passe par le point M 5 donc il se confond avec AB, puis-
que M est un point quelconque de AB. 

E X P R E S S I O N S G É N É R A L E S DU R A Y O N ET DE L A SURFACE 
D E S P O L Y G O N E S C I R C O N S C R I P T I B L E S ; 

PAR M . GEORGES D O S T O R , 

Docteur ès Sciences mathématiques, 

Professeur au lycée impérial de l 'île de la Réunion. 

1. La question que nous nous proposons de résoudre 
est la suivante : 

Un polygone de n côtés est circonscrit à un cercle; 
on connaît les tangentes a, y, ù, z,. , . menées des 
différents sommets du polygone à la circonférence : cal-
culer, en valeur de ces tangentes y le rayon du cercle et 
la surface du polygone. 

2. Désignons par 2A, 2B, 2 C , . . . les angles du poly-

gone respectivement compris sous les tangentes (a, a), 

((3, p), (y, y), . . . , nous avons l'égalité 

On sait que si n est pair, 

^ ci—C3-4-C5 — . . . 

et si n est impair, 

^ 1 — -f- — . . . 

oú Ci désigne la somme des cotangentes, Cg la somme des 
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produits de ces cotangentes deux â d ^ x , et ainsi de suite. 

Or, lorsque n est pair, [n — 2) ^ exprime un nombre 

pair d'angles droits, et Ton a 

cot ( A + B -h C H- . . . ) — ûo , 

ce qui exige que 

î i — ¿̂ a -4- — . , . — o ; 

et lorsque n est impair, [n — 2) ^ représente un nombre 

impair d'angles droits, et il vient 

c o t ( A - + - B - f - C - f - . . . ) -- o , 

ce qui donne la même relation. On a donc, pour les 
angles d\in poljgone fermé quelconque, connexe, à 
angles rentrants ou étodé, la formule générale 

(I) c, — C3 + C5 — C7 -I- . . . —• o . 

3. Rajon du cercle inscrit. — Représentons ce rayon 

par R ; nous avons 

oc 3 7 
COtAur:—, C0tB=-^, C0tC = -¿, 

K R K 

Si nous substituons ces valeurs dans la formule (I), nous 

aurons l'équation 

S( S.*} S5 S7 

où nous désignons par Si la somme des quantités a, (3, 7, 
cî, par S3 la somme de leurs produits trois à trois, etc. 

Deux cas sont à considérer ici : 
§ 

Sin est impair, le dernier terme sera et l'équa-
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l i o n p o u r r a s e c r i r e 

( I I ) S , R » - ' — S 3 R — ^ - I - S , R » - ^ — . . . — o . 

S _ 

2° Si n est pair, le dernier terme sera et Féqua-

tion se réduira à 
( I I I ) S . R " - ^ - S 3 R " - ^ S s R " - « - . . . = o . 

Telles sont les deux premières relations que nous nous 
proposons d'établir. 

4. REMATIQUE. — Lorsqu'on permute entre eux les seg-

ments tangentiels a, (3, 7, (î,. . les coefficients Sj, Sg, 

S 5 , . . . ne changent pas-, les équations (II) et (III) 

donnent donc toujours les mêmes valeurs pour R. Donc : 

Lorsqiiun polygone est circonscriptihle à un cercle, 
quel que soit l'ordre dans lequel on dispose la suite des 
segments tangentiels des côtés, le nous^eau polygone sera 
encore circonscriptihle au même cercle» 

5 . A P P L I C A T I O N S . — 1 ° Triangle : 

(x) T>2— 

2® Quadrilatère : 

a^ygi^S-h pyS 

^ ^ a-f-p-f-v-f-^ 

6. Surface du polygone. — En appelant Q l'aire du 
polygone circonscriptihle, nous avons 

d'où 
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Substituons cette valeur dans les deux équations (II) 
et (III) et elFectuons : nous obtenons les nouvelles équa-
tions 

(IV) Q«-' —S.SsQ^-'-f-SJSsQ"-^^—.. . = o pour // impair, 

(V) — — . . . = o pour n pair, 

qui donnent Faire du polygone en fonction des quantités 

7 . R E M A R Q U E . — L'aire est constante, quel que soit 
r ordre de succession des segments tangenliels a, ¡3, 7, 

8 . A P P L I C A T I O N S . — Triangle : 

( 5 ) 

Quadrilatère: 

(6) Q v/( a + ,3 -f- 7 H- 0 ) (ap7 â o -i- ol-̂ ^ -f- P 7 • 

MÉTHODE DE CAUCHY POUR LE CALCUL DES FONCTIONS 
SYMÉTRIQUES DES RACINES DES ÉQUATIONS ( * ) . 

177. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de 
Mathématiques (4® année, p. io3), une méthode nou-
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d'une fonc-

C*) Kxtrait du Cours d'Algèbre supérieure par M. J.-A. Serret, membre 

de l'Institut, etc.; 3® édition, 1866, t. I, p. 391. L'ouvrage aura deux v o -

lumes. Aussitôt que le second aura paru, nous rendrons compte de cette 

troisième édition qui se distingue des deux précédentes par d ' impor-

tantes améliorations. P. 
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lion symélrique el entière des racines d'une équation. 
Celle méthode consiste à éliminer successivement de l'ex-
pression de la fonction symétrique qu'on veut évaluer 
chacune des racines de l'équation proposée 5 elle repose 
sur la proposition suivante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
a, c, . . . , i, l d'une équation 

a;"' -f- p, -t- p.x""-^ -h. . . --I- O, 

que nous représenterons aussi, pour abréger, par 

X ^ o ; 

et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'un po-
lynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puis-
sances de <2, que l'on ait, par exemple, 

V M- A.iz.'̂ - - ' . . . -f- , « H- A,̂ , 

Ao, A l , etc., étant des quantités composées rationnelle-
ment avec les coefficients de l'équation proposée, je dis 
que si l'on divise celte expression de V par le polynôme 

A a"" -I- p, a'^-' H - - f - . . . + a + p,,, 

obtenu en remplaçant x par a dans X , le reste de la di-
vision ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur 
de la fonction V . 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division de Y par A, on aura V = A Q -h R ? et comme A 
est nul, 

VrrrR. 

D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m — 1 en 
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nous le représenterons par 

- 4 - q , o r " - ' - f - . . . - 4 - q ^ - ^ a - 4 -

et Ton aura 

V = r q ^ a " ^ ' 7 , - 4 - . . . - h q m - 2 a H -

Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres a el b Tune en Fautre, ainsi que a et c, etc.^ et 
comme, par ces changements, q ,̂ q̂ ^ etc., conservent 
leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation 

< 7 ' - 1 - . . - + + ( 7 / « - . — V ) o 

sera satisfaite en remplaçant x par Tune quelconque des 
m racines a^h^, , /Î, ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa-
tion n'est que du degré m — 1 5 on aura donc, en particu-
lier, 

— V = o 

ou 

comme nous l'avions annoncé. 
La démonstration précédente suppose que les m racines 

a, c , . . . , A, / sont inégales 5 mais les conclusions pré-
cédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces 
racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour 
justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un 
fréquent usage en analyse. 

Si l'équation X = o a des racines égales, on considé-
rera d'abord à sa place une équation Xi = o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu'on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X 5 
par exemple, si l'équation X = o a trôis racines égales à 
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a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 

A t r-
[x-af 

Le polynôme Xi ne diffère de X qu'en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées p ^ a h et 
a -^N \ on voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'in-
sister davantage, comment on devrait choisir le poly-
nôme Xi , si, outre les trois racines égales à a, Téquation 
proposée avait plusieurs racines égales à à c, etc. Cela 
posé, substituant Téquation Xi = o à X = o, et conser-
vant d'ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
l'équa lion 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités /z, /z', etc.-, elle aura donc lieu aussi à la limite, 
quand on fera h = o, /¿' o, etc. 

178. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy 
pour calculer la valeur d'une fonction symétrique et 
entière V des racines a, c , . . . , /, Zr, / de l'équation 

X = .r"» -f- p, x""-' + p^x'^-- H- . . . -h — o. 

Divisons X par x — a, et désignons par Xi le quotient; 
divisons de même X j par x — h, et désignons par Xg le 
quotient, puis Xa par x — c, et soit X3 le quotient, et 
continuons ainsi d'enlever d« X tous les facteurs linéaires 
jusqu'à X — fc inclusivement, en sorte que X,„_i ne con-
tiendra plus que le seul facteur x — /. Cela posé, considé-
rons les m équations 

X — o, X , = 0 , X2 = 0 , . . . , 

La première »est autre qtie la proposée, et elle a poor ra-
cines a, D, c , , . . , ft, 15 la seconde a pour racifi«s è, e, . . . , 
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A, /, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coefficients de la proposée -, la troi-
sième a pour racines c^. , k̂  /, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de b et des coef-
ficients de la précédente, c'est-à-dire en fonction de a, h 
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef-
ficients de l'une quelconque de ces équations sont expri-
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n'appartiennent pas à l'équa-
tion que Ton considère. Désignons enfin par A la valeur 
de X pour x ~ a, par B la valeur de Xi pour x^b^ par 
C celle de Xg pour x^ c , et ainsi de suite, en sorte 
c[ue I sera la valeur de X,„_3 pour x ^ K celle de X,„_2 
pour X ~ A, et L celle de X,„_i pour ou aura 

A ~ : : 0 , Bzr-o, C — O , . . - , I - - O , K — O , L ^ O . 

Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l'équation X — o, mais aussi des racines 
de l'une quelconque des équations 

X ~ - 0 , X I R R O , . . . , X , „ _ 3 - = 0 , X „ , _ 2 " 0 , X M _ , = O . 

Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l'aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque ra-
cine de l'expression de V . 

D'abord l'équation L o, où l entre au premier degré, 
permet de chasser immédiatement l de l'expression de V. 
Considérant alors V comme fonction symétrique des deux 
racines k et l de l'équation X,„_2 o, dont l'une 1 est 
déjà éliminée, on l'ordonnera par rapport à Ar, et on la 
divisera par K , conformément à ce qui a été dit plus haut; 
le reste de la division ne contiendra pas k et sera la va-
leur de V débarrassée des racines k et L On considérera 
alors Vcomme fonction symétrique des trois racines/, Ar, l 
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de l'équation = o, dont les deux (Jefnières n'entrent 
plus dans son expression, et l'ayant ordonnée par rap-
port à on la divisera par I à Teffet d'éliminer le reste 
de la division ne contiendra pas i et sera la valeur de V 
débarrassée des trois racines A, /. On continuera delà 
même manière, jusqu'à ce qu'on ait éliminé de chacune 
des racines ¿2, c , . . z, A, on aura alors la valeur 
de cette fonction exprimée par les coefficients de l'équa-
tion proposée. 

Il importe de remarquer que l'expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre-
miers termes des polynômes A, B, C , . . . , I, K , L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité pour 
coefficient: par conséquent, ces divisions n'introduiront 
aucun dénominateur-, en sorte que si l'expression primi-
tive de V est entière, non-seulement par rapport aux 
racines 5, c , . . . , z, A, /, qui y entrent symétriquement, 
mais encore par rapport aux coefficients pi , ps, etc., qui 
peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression définitive de Y 
sera aussi entière par rapport à ces coefiicients ; enfin, si 
ces mêmes coefficients sont des nombres entiers, V sera pa-
reillement un nombre entier. Ce résultat important, que 
nous n'avions pas établi complètement par notre première 
méthode, mais qui réstilte immédiatement de la méthode 
de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la mé-
thode de Cauchy. 

^pph'calion de la méthode de Cauchj à un exemple. 

179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la 
détermination du produit des carrés de toutes les diffé-
rences des racines d'une équation donnée, prises deux à 
deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on 
peut, par des artifices convenables, simplifier dans cer-
tains cas l'emploi de la méthode. 

Ann. de Maihémai., série, t. V. (Février iSGG.) 6 
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Soient toujouï's a, l les m racines de l'équa-

tion 

(i) X -4- . . -f- pm-\X Pm — o; 

soient aussi 

et 
[b - cy{h - dY.. .[h ly-, 

V sera le produit des carrés des différences des racines de 
l'équation (i), prises deux à deux, et V j le produit des 
carrés des différences des racines de l'équation 

X 
- o, 

x — n 

OU 

+ . . -H o, 

-+- Pm-2 a 
(2) X — 

-r- a H- p^ a 

-h a' 
-i-û'"-'. 

Cela posé, on a 

V — V, {a — ôy(a — cY. . .(a — /fY{a — l)\ 

Mais le produit (a — b) [a — c). [a — A) [a — l) est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly-
nôme X pour X = a, c'est-à-dire égal à 

-f- ( W — I ) /?, - { - . . . -f- Pm-i ; 

donc on aura 

V = V, {ma"'-' -f- [m — i) p.a""-^ -f- . . . -h p^-x j» 

D'après cela, si nous admettons qu'on sache former la va-
leur de la fonction V pour une équation du degré m — i , 
on pourra également trouver la valeur de cette fonction 
pour une équation du degré m. Effectivement, par hypo-
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thèse, on sait exprimer la valeur de V j par les coefficients 
de l'équation (2), c'est-à-dire en fonction de a et des coef-
ficients de la proposée; donc la fonction V pourra elle-
même être mise sous la forme d'un polynôme ordonné par 
rapport aux puissances de <2, et, en divisant ce polynôme 
par le premier membre de l'équation proposée, dans le-
quel on aura remplacé x par a, le reste de la division 
donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la 
fonction de V pour une équation du deuxième degré; on 
pourra donc calculer cette fonction pour l'équation du 
troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi 
de suite. 

Cas de réquation du troisième degré, — L'équation 

proposée est 
x^ -f- px"^ -{- qx r~Of 

et l'on a 
V r:::: [a — b^ [ci — c)' (b — cf, 

Y (a-cY; 

Vi étant relatif à l'équation du deuxième degré 

x-h q =0. 

pa 

On a immédiatement 

V , R = A ) - — 4 ( ' / • + P ^ 

d'ailleurs 
(a — b) {a~c)z=z 3 a ' -f- 2pa -+- q. 

par suite. 

- 5 4 7 — 'Jipq - iSp^q 
- 2 7 7 ' 

6. 
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Divisant cette valeur de V par a^ par qa-\- ou 

trouve pour quotient 

— 2 7 l ' j p a - — 27 qa -f- -{-27/'— iSpq), 

et pour reste, 

— 47^— 27 r-H- iSpqr -f- p^q- — ^p r, 

ce qui est précisément la valeur de V que nous cberclions. 
On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus 
expéditive pour résoudre la même question. 

RAPPORT DU GÉNÉRAL SARINE, 

Président de la Société Royale de Londres, 

SUR LA MÉDAILLE DE COPLEY ACCORDÉE A M. CHASLES. 

Note du Rédacteur. — La médaille de Copley est la 
plus haute distinction que la Société de Londres puisse 
accordera un savant, et parmi ceux qui Font obtenue, 
on ne trouve que les hommes du premier mérite. Pois-
son, Sturm et M. Chasles sont, à notre connaissance, 
les seuls géomètres français qui l'aient obtenue. 

Kous croyons être agréables à nos lecteurs en don-
nant le Rapport lu à la Société Ptoyale sur les travaux de 
M. Chasles qui lui ont valu cette récompense exception-
nelle. On y verra combien les œuvres de notre illustre 
compatriote sont justement appréciées en Angleterre. 
L'organe de la Société Royale, devançant la postérité, 
n'hésite pas à placer la nouvelle méthode de M. Chasles 
au rang des plus belles découvertes de notre siècle. Un 
tel hommage honore et l'Académie qui le décerne et le 
savant qui le reçoit. 
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La médaille de Copley, d'un module un peu plus grand 

que notre pièce de cinq francs, est en or. Sur la face se 
trouve une figure personnifiant la Science, entourée des 
attributs des sciences et des arts et offrant une couronne; 
au-dessus : G . C O P L E Y , B A R . , D I G N I S S I M O ; au-dessous: 
M I C H E L C H A S L E S , I 8 6 ' 5 . Le revers porte les armes de la 
Société Royale, avec ces inscriptions : au dessus, Socie-
tatis Reg, Londîni'^ au-dessous, Nullius in verba^ expres-
sion abrégée de la devise de la Société [Nullius in ^verba 
jurare magistri), 

La traduction qu'on va lire est tirée du journal les 
Mondes (*), rédigé par M. l'abbé Moigno. Nous l'avons 
revue sur le texte anglais. P. 

(( Les travaux historiques et les recherches originales 
de M. Chasles ont rempli une période d'environ quarante 
années. Pendant ce long intervalle de temps, il a consacré 
toute son énergie, avec une persévérance rarement égalée, 
à la restauration et à l'extension des méthodes purement 
géométriques que l'antiquité nous avait léguées, dont le 
développement avait été arrêté pendant le moyen âge, et 
dont l'utilité avait été momentanément éclipsée par la 
brillante découverte de la Géométrie des coordonnées due 
à Descartes. Dans son Histoire^ bien connue, de Vori-
gine et du développement des méthodes en Géométrie, 
publiée en 1837 et couronnée par l'Académie de Bruxelles, 
M. Chasles expose comme il suit ce qui de fait est devenu 
l'objet principal des travaux de sa vie : « . . . Nous avons 
)) pensé qu'il ne pouvait être qu'utile de montrer, autant 
» que nos faibles moyens nous le permettaient, que, dans 

(*) Les Mondes, Revue hebdomadaire des sciences et de leurs applica^ 

lions aux arts et à l 'industrie. Paris, J. Rothschild, éditeur. Prix : 20 f r . 

par an. Cette Revue, qui forme trois volumes chaque année, comprend 

déjà neuf volumes. Le dixième commence une nouvelle série. 
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» uoe multitude de questious, les doctrines de la pure 
» Géométrie offrent souvent, et dans une foule de ques-
» lions, cette voie aisée et naturelle qui, pénétrant jus-
» qu'à l'origine des vérités, met à nu la chaîne mysté-
» rieuse qui les unit entre elles, et les fait connaître 
» individuellement de la manière la plus lumineuse et la 
)) plus complète (*). » 

» Le travail achevé que nous venons de citer est unique 
en son genre : il est notre plus haute autorité dans les 
matières qui touchent à l'histoire de la Géométrie, science 
dont il trace avec soin les développements successifs, de-
puis le temps de Thalès et de Pythagore jusqu'aux pre-
mières années de cc siècle. Quoiqu'il ne s'offre à nous que 
comme un simple aperçu, il représente cependant une 
vaste quantité de recherches historiques, et il est en outre 
enrichi de nombreuses notes renfermant les résultats d'in-
vestigations originales importantes. 

» Dans Tannée 1846, la fondation d'une chaire de 
Géométrie moderne au sein de la Faculté des Sciences de 
Paris fut arrêtée en principe, et M. Chasles fut chargé 
de donner lui-même l'enseignement créé, en très-grande 
partie, par ses propres recherches. Il commença ainsi à 
exercer sur les jeunes géomètres de la France celte in-
fluence personnelle qui n'a pas cessé depuis, et dont on 
trouve la preuve dans loutes leurs productions. Un autre 

f̂e xvomwi^ùoTi, géomeVre?) \o\ites 

les nations ont grandement profité, fut la publication, 
en i852, de son Traité de Géométrie supérieure^ ou-
vrage dans lequel les trois principes fondamentaux delà 
Géométrie pure sont pleinement et systématiquement 
exposés pour la première fois. Ces principes embrassent 
les théories modernes des rapports anharmoniques, des 

(*) Aperçu historique J p. 3. 
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divisions et des faisceaux homographiques, et de l'invo-
lution. Le rapport anharmonique est en réalité un 
rapport de deux rapports, qui ont lieu entre deux cou-
ples de segments déterminés par quatre points quelcon-
ques d'une ligne donnée. On peut dire que toule la 
Géométrie moderne est fondée sur une propriété par-
ticulière de ce rapport, la propriété de n'être nullement 
altéré dans sa projection. Les divisions homographiques 
consistent en deux séries de points, situés sur une même 
ligne droite ou sur deux lignes droites différentes, qui se 
correspondent, de telle sorte que le rapport anharmo-
nique de quatre points quelconques d'une série soit égal 
au rapport anharmonique des points correspondants de 
l'autre série. Enfin, deux séries homographiques, sur une 
même ligne droite, sont dites former une involution lors-
que, à un point quelconque de cette ligne, correspond 
un seul et même point, quelle que soit celle des deux 
séries à laquelle le premier point soit censé appartenir. 
Ordinairement il y a dans une semblable involution deux 
points tels, que chacun d'eux coïncide avec le point cor-
respondant; par un pur changement de position, toute-
fois, l'existence actuelle de ces deux points doubles peut 
être détruite, toutes les autres propriétés de l'involution 
restant intactes. Cette contingence a fait naître un mode 
de langage de la plus grande utilité en Géométrie; les 

doubles ôwV réels ÔL̂ ins mi cas, imagi-
naires dans Vanire. î^ous sommes principalement rede-
vables à M. Chasles de l'introduction non déguisée et 
philosophique en Géométrie des points et des lignes ima-
ginaires. 

)) Le terme de rapport anharmonique, aujourd'hui uni-
versellement employé, est du à M. Chasles 5 mais ce 
rapport luirmême paraît avoir été connu de Pappus, l'e-
minent géomètre d'Alexandrie, au iv® siècle. M. Chasles, 
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en effet, a montré que ce rapport formait probablement 
le trait essentiel [essential feature) de ce fameux livre 
des Porismes, quç Ton sait avoir été écrit par Euclide, 
mais qui n'était connu que par des inductions de nature 
très-vague, transmises jusqu'à nous dans les Collections 
mathématiques de Pappus. Robert Simson, de Glasgow, 
le célèbre traducteur des Éléments d'Euclide, est le pre-
mier qui ait résolu d'une manière satisfaisante l'énigme 
relative à la nature réelle des Porismes, et qui ait réussi à 
restaurer en partie les trois livres perdus. M. Chasles est 
le premier qui les ait restaurés complètement-, et il Ta 
fait dans un ouvrage qui, de l'aveu de tous, est à la fois 
une précieuse addition à l'histoire de la Géométrie, et 
le modèle d'une divination aussi ingénieuse que philoso-
phique. 

» M. Chasles a contribué à F avancement de la Géo-
métrie pure, non-seulement par les trois ouvrages com-
plets auxquels nous avons déjà fait allusion, mais encore 
par la publication d'un grand nombre de Mémoires de 
moindre étendue. Les suivants, qui ne sont pas les seuls 
dignes de remarques, méritent d'être signalés. 

)) Le Mémoire sur les projections stéréo graphiques 
convertit une méthode emplovée primitivement à la con-
struction des cartes en un puissant instrument de trans-
formation géométrique. Deux savants Mémoires sur les 
cônes du second ordre et sur les coniques sphériqties, 
grâce à la traduction faite en i84i par M.leD"^ Graves, de 
Trinity College (Dublin), a exercé une influence directe 
sur la Géométrie pure dans notre pays. Le Mémoire sur 
le principe de correspondance entre deux objets va-
riables nous a mis en possession d'un principe de la plus 
grande utilité dans les recherches de Géométrie supé-
rieure. Dans plusieurs autres Mémoires, la méthode d'en-
gendrer les courbes d'ordre supérieur par les faisceaux 
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homographiques des courbes d'ordre inférieur est ame-
née à sa perfection, et conduit à de nouvelles pro-
priétés des courbes planes du troisième et du quatrième 
ordre. La théorie des courbes non planes, spéciale« 
ment de celles des troisième et quatrième ordres, a son 
origine, pour la plus grande partie, dans les Mémoires 
de M. Chasles, et la science moderne de la Cinéma-
tique lui doit deux Mémoires remarquables sur les dé-
placements finis et infiniment petits des corps solides. Le 
problème de l'attraction des ellipsoïdes, devenu célèbre 
par les recherches de New^ton, de Maclaurin, d'Ivory, de 
Legendre, de Lagrange, de Laplace, a reçu de M. Chasles 
la première solution synthétique complète. C'est dans ce 
problème qu'apparut pour la première fois l'idée de sur-
faces confocales du second ordre dont la théorie a été 
depuis si grandement perfectionnée. 

)) Le premier volume d'un quatrième ouvrage de 
M. Chasles, Traité des Sections coniques, a paru cette an-
née (i 865)-, c'est une suite à la Géométrie supérieure, et les 
trois principes que nous avons rappelés y ont trouvé leur 
champ d'application le mieux approprié. On attend avec 
d'autant plus d'intérêt l'apparition du second volume de ce 
Traité, qu'il doit contenir l'exposition complète des admi-
rables recherches sur les sections coniques par lesquelles 
M. Chasles vient de couronner sa carrière. Ces recher-
ches, dont un court aperçu a déjà paru l'année dernière 
dans les Comptes rendus, nous a mis en possession d'une 
méthode entièrement nouvelle, dont la nature et l'utilité 
peuvent être rendues intelligibles, même à ceux qui n'ont 
pas fait une étude spéciale de la Géométrie moderne. 

» Cinq conditions suffisent en général pour la déter-
mination ou la construction des courbes appelées com-
munément sections coniques, et dont l'hyperbole, la pa-
rabole et l'ellipse sont des espèces. La nature de ces cinq 
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conditions peut être telle, cependant, qu'elles puissent 
être satisfaites par plus d'une conique. Par exemple, quoi-
qu'il ne puisse passer qu'une seule conique par cinq points 
donnés, il existe deux conicjues distinctes passant cha-
cune par quatre points donnés, et touchant une ligne don-
née. De là surgit cette question générale importante : 
Combien de coniques satisfont à cinq conditions don-
nées? Par la nouvelle méthode de M. Chasles, nous som-
mes en état de répondre avec une grande facilité à cette 
question, inabordable jusqu'ici. Partant des cas élé-
mentaires où les cinq conditions sont les plus simples 
possible, et consistent seulement à passer par des points 
ou à toucher des droites, il remplace graduellement ces 
conditions par de plus complexes, et arrive enfin à 
la formule simple et symétrique qui répond pleine-
ment à la question posée ci-dessus. En voyant combien 
sont nombreuses les questions sur les coniques, qu'on 
peut ramener à la question unique résolue par M. Chasles, 
nous pouvons affirmer sans exagération que, dans cette 
seule formule, se trouve condensée virtuellement la théo-
rie entière des sections coniques. 

» Cette méthode a reçu de son éminent inventeur le 
nom très-juste de substitution géométrique. Elle com-
prend la considération des propriétés du système de co-
niques (en nombre infini) qui satisfont à quatre condi-
tions communes. Un semblable système est défini, pour 
la première fois, d'une manière strictement analogue à 
celle par laquelle on partage les courbes en ordres et en 
classes. JNous avons seulement à connaître : première-
ment^ combien de coniques du système passent par un 
point pris arbitrairement; secondement^ combien de ces 
coniques touchent une droite donnée. Ces deux nombres 
ou caractéristiques y comme on les appelle, une fois trou-
vés, toutes les propriétés du système de coniques sont 
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immédiatement exprimables. Par exemple, la somme de 
deux fois la première caractéristique et de trois fois la se-
conde, nous donne l'ordre de la courbe sur laquelle sont 
situés les sommets de toutes les coniques du système. 

)) Cette nouvelle méthode des caractéristiques a déjà 
été appliquée à des courbes d'ordres supérieurs, comme 
aussi à des surfaces, et si l'on considère la vaste étendue 
du nouveau champ ouvert ainsi à nos investigations, il 
est très-probable que, considérée comme instrument de 
recherche en Géométrie pure, la méthode de M. Chasles 
peut supporter la comparaison avec toute autre décou-
verte de ce siècle. » 

S'adressant alors à M. le professeur Miller, le Gé-
néral Sabine lui a dit : <( M. Chasles n'ayant pas pu venir 
recevoir en personne la médaille qui lui a été décernée, 
j'ai à vous prier, comme notre secrétaire pour l'étran-
ger, de la recevoir pour lui et de la lui transmettre. As-
surez-le de l'estime très-haute que nous faisons, en cette 
contrée, de ses travaux dans une branche des recherches 
mathématiques peu suivie et peu encouragée depuis plus 
d'un siècle. » 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M, Y,, de Bruxelles. — « A la demande d'un abonné 
de Belgique, la rédaction des Nouvelles Annales s'est 
constituée en tribunal d'appel pour réformer le jugement 
d'une cause perdue en première instance, devant un 
jury scientifique belge. Permettez - moi. Monsieur, de 
venir à mon tour, dans l'intérêt de la vérité, vous expo-
ser exactement et sans réticences les faits de cette cause, 
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présentés par l'appelant sous un point de vue un peu 
trop approprié à sa thèse. 

)) Le susdit abonné vous dénonce deux faits : i® T an-
nulation de la solution mentionnée; 2® les motifs allégués 
à Tappui de cette mesure rigoureuse. Il vous donne ces 
faits comme certains, comme authentiques et officiels; de 
plus, il les donne de telle manière, que l'avis qu'il solli-
cite de vous devait pour ainsi dire forcément concorder 
avec sa propre opinion. 

)) Malheureusement pour les conclusions de votre cor-
respondant, ses prémisses reposent sur une base excessive-
ment fragile. Vous allez en juger, Monsieur le Rédacteur. 
Le concours spécial de Mathématiques en Belgique consiste 
en une double épreuve, l'une écrite, l'autre orale; à cette 
dernière sont appelés seulement les élèves qui ont obtenu 
dans l'épreuve écrite au moins les deux tiers des points 
attachés à un travail parfait. L'épreuve orale est publique; 
au contraire, les délibérations du jury sur le travail écrit 
des élèves sont absolument secrètes, et les intéressés n'en 
connaissent que le résultat, c'est-à-dire les noms des 
élèves désignés pour le concours oral, ainsi que le nombre 
de points obtenus par ces derniers. D'où il suit que les 
assertions de M. X . ou sont de pure invention, ou bien 
ont leur source dans une communication confidentielle 
faite par un membre du jury, et livrée indiscrètement à 
la publicité par M. X. Dans tous les cas, il est impossible 
de contrôler l'exactitude de ces assertions, mais on ne 
peut admettre qu'un membre du jury ait fait une commu-
nication dans le sens de celle que rapporte voire corres-
pondant. Comment croire, en effet, qu'un membre du 
jury a pu s'octroyer à lui-même et donner à ses collègues, 
ainsi qu'au gouvernement, un brevet de ridicule et de 
sottise, en soutenant, comme le prétend M. X . , qu'une 
question a été faite aux élèves pour avoir réponse à une 
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autre question, qui n'est point indiquée, et qui n'a pas 
même, de Faveu de M. X . , un rapport direct et néces-
saire avec la question proposée? Voyez-vous, Monsieur, 
le gouvernement et le jury transformés en une sorte 
d'oracle qui 

Jamais ne se laisse comprendre ; 

On Tentend d'autant moins que plus on croit l'entendre? 

Voyez-vous les inspecteurs de l'enseignement, les savants, 
les professeurs qui préparent les questions ou jugent les 
réponses, s'ingéniant à poser des rébus aux jeunes gens, 
sous prétexte de concours de Mathématiques? 

)) Admettons cependant qu'un concurrent ait donné la 
solution mentionnée par M. X . et que le jury l'ait comptée 
comme nulle : pareille décision peut-elle se justifier? 
C'est ce que je vais examiner brièvement. 

)) Cette solution, dit M. X . , me parait simple et irré-
prochable. Oui, si l'on a égard seulement aux termes de 
l'énoncé, tel quil est indiqué par M. X., et abstraction 
faite de toute autre considération; et même à ce point de 
vue elle contient quelque chose de tout à fait superflu, 
c'est l'équation du lieu, qui n'est pas^du tout demandée 
et dont cet énoncé ne dit mot. Mais il en est tout autre-
ment pour quiconque est au courant de notre enseigne-
ment et connaît les circonstances dans lesquelles la ques-
tion a été posée. Or, en Belgique, nous n'avons pas, 
comme en France, l'étude parla Géométrie des courbes 
usuelles, et le programme prescrit l'emploi exclusif des 
méthodes algébriques dans l'étude des sections coniques 5 
de sorte que la question du concours était uniquement 
une question à'application de V Algèbre à la Géométrie. 
En la proposant aux élèves, on n'avait donc et on ne 
pouvait avoir qu'un seul but : c'était non pas de faire 
déterminer, par n'importe quel procédé, le lieu demandé, 
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mais bien de faire trouver la solution par les procédés de 
l'Algèbre, et de constater ainsi que les élèves étaient fami-
liarisés avec les méthodes d'investigation particulières à 
la Géométrie analytique. Voilà ce que personne ne saurait 
contester, et ce que tout le monde sait ici. Et pour que 
vous-même, Monsieur le Rédacteur, vous n'ayez aucun 
doute à cet égard, il me suffira de vous mettre sous les yeux 
le véritable texte, le texte officiel de la question du con-
cours, texte qui a été quelque peu modifié par votre cor-
respondant et dont voici la copie exacte : Rechercher 
réquation du lieu des foyers des lignes du second ordre 
qui ont une directrice commune et une tangente com-^ 
mune avec le point de contact donné sur la tangente. 
Discuter Véquation du lieu, 

)) En présence de cet énoncé et de ce que je viens de 
dire, il est évident que la solution mentionnée était insuf-
fisante; il est surtout évident qu'elle avait peu de valeur 
à côté d'autres solutions obtenues par un emploi judi-
cieux des méthodes analytiques, et qui dénotaient chez 
leurs' auteurs la connaissance approfondie de ces mé-
thodes en même temps que l'aptitude à en faire avec 
sûreté et promptitude l'application : car c'est là incon-
testablement ce qui constitue la véritable supériorité 
scientifique, et non pas la connaissance plus ou moins 
accidentelle de telle propriété secondaire des figures. » 

Note du Rédacteur. — M. Y. se trompe quand il nous 
accuse de nous être érigé en tribunal. Dieu merci! nous 
ne sommes coupable d'aucune usurpation de pouvoir. On 
nous a consulté sur un cas singulier sans être invraisem-
blable. Nous avons donné notre opinion motivée sur la 
question de principe, admettant le fait comme une pure 
hypothèse et sans mettre les personnes en cause. Nous ne 
pouvons donc avoir eu l'intention d'attaquer ni les sa-
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vanis de la Belgique ni le gouvernement de ce pays. Il est 
possible que M. X . ait exagéré dans un sens : M. Y. a 
peut-être exagéré dans le sens opposé, cela nous est indif-
férent. Malgré Topinion de ce dernier, nous croyons que 
Texclusion du concours est une peine trop forte contre 
un candidat qui, après tout, s'est montré intelligent en 
tirant l'équation du lieu d'une propriété de la courbe. 

QUESTIONS. 

752. On circonscrit à un triangle quelconque une 
courbe du second degré telle, que les normales aux trois 
sommets du triangle passent par un même point. On de-
mande de prouver que le lieu de ce point est une courbe 
à centre du troisième ordre. Déterminer cette courbe. 

Lieu du pied de la quatrième normale. (DARBOUX. ) 

753. Si l'on cherche le lieu des points d'où l'on peut 
mener à une ellipse ou à une hyperbole des tangentes 
faisant un angle donné, on trouve une équation de la 
forme 

= AX2-F B J ' - H C . 

Réciproquement, étant donnée une équation de cette 
forme, peut-on trouver une ellipse ou une hyperbole 
telles, que si d'un point de la courbe donnée on mène des 
tangentes à l'ellipse ou à l'hyperbole, ces tangentes fassent 
un angle donné? Le problème a-t-il plusieurs solutions? 

( G . D A R B O U X . ) 

754. Soient a, (3, y les milieux des côtés d'un triangle 
ABC 5 P le point de rencontre des hauteurs AD, BE, C F ; 
O le centre du cercle circonscrit, dont le rayon = R. 
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Sur les segments PA, PB, PC-, P a , PjS, Py, on prend 

les points p, r\q'^ r*^ de telle sorte que 

V p ^ - ' V k , P y r z r l . p B , P r ~ - . P C , 
n n n 

P/>' izr ^. P Vq' : ^ . P P nr: ^ • P 7 ; 

et enfin on désigne par r'̂  les pieds des perpen-

diculaires abaissées des points p\ q'^ r 'sur les hauteurs 

AD, BE, CF, respectivement. Démontrer que p^ r j 

q'^ r'\ p"^ q"^ r" sont neuf points sur la même circonfé-

rence, dont le rayon = - .R, et dont le centre est un 

point M situé sur la ligne PO, de telle sorte que 

Si on cherche la condition que la circonférence dont il 
s'agit touche la circonférence inscrite, on aura 

f î ! 
~ zr - , ou - —- I H , 
// 2 n [j-

r étant le rayon du cercle inscrit et p le rayon du cercle 
conjugué au triangle. ( G R I F F I T H S . ) 

(*) Si Ton pose n = 2, on a un théorème bien connu. 
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THÉORIE D E S SURFACES P O L A I R E S D ' I IN P L A N ( F in ) 
(TOlr p. 49) ; 

PAR M . P A I N V I N . 

1 3 . T H É O R È M E IX. — La polaire d'un plan P O 

relative à la polaire de ce même plan par rapport à 
la surface primitive est la [p -h qy^""^ polaire de ce plan 
relative à la surface primitive. 

La polaire du plan PQ relative à la surface primi-
tive est en effet 

. TT ! d. d. 

la polaire du même plan par rapport à la surface 
ApUest 

Or, d'après l'identité (lo) du n® 4, 

( d, d, d. d\P-*-9 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Ceci revient à dire que ; 

La polaire de s''""' classr d'un plan est la même, 
<¡11 elle soit prise par rapport à la surface ou par rapport 
à une polaire quelconque du même plan et de classe su-
périeure à s. 

Car la polaire p'"̂ ^ est de la classe (TZ — p ) ; la 
polaire relative à la polaire sera de la classe 
[n—p)—q = n — p — ce qui est la classe de la 

Ann. de Mathémat,, sér ie , l , V . (Mars 1866.) 7 
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[p -^qY^""' polaire relative à la surface primitive. Ainsi 
un plan a le même point polaire par rapport à la surface 
et aux i""®, 2% . . . , [n — polaires, etc. . 

1 4 . T H É O R È M E X . — La polaire (Vun plan P^ 

relative à la p'^'"'' polaire d?un plan P, [cette dernière 
étant prise par rapport à la surface primitii^e) coïncide 
avec la polaire du plan P^ relative à la ijf'^'"'' polaire 
du plan Py [cette dernière étant prise par rapport à la 
surface primitwe). 

Cette propriété est la traduction de Tidentité (9), n" 4, 

savoir : 

1 5 . T H É O R È M E X I . — Si la polaire d'un plan P-
relatis>e à la polaire d'un plan P̂ j touche un plan P,, 
ia polaire q'*'"'"' du plan P, relative à la polaire 
[n —p —qY''"' du plan Pj touchera P^. 

En effet, la q''""' polaire de P, par rapport à la po-
laire de Po est 

OU, d'après Tidcntité (10), n® 4, 

Comme la polaire A'̂ U est de la classe [n — q), il résulte 
de l'identité (6), n'̂  2, que l'équation de la polaire (î )̂ 
peut s'écrire 

(2°) \ I d. d. d d.y-p-i, i , 

Mais la polaire q'̂ '"̂  de P, par rapport à la polaire 
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(« — p — q)''"" de Pi a pour équation 

I = u) 
(3°) / d. d. d. d.y-e-i, . 

les équations (3®) et (2®) mettent en évidence le fait an-
noncé ; car on voit que si la polaire ( 2®) touche le plan P^, 
on aura précisément la condition pour que la polaire (3®) 
touche le plan PQ. 

1 6 . THÉOUÈME X I I . — Lorsqiiun plan enveloppe une 
surface de classe son point polaire par rapport à la 
surface primitive décrit, en général, une surface d'ordre 
n, (n — iy. 

Déterminons le nombre des points en lesquels le lieu 
cherché est rencontré par une droite quelconque D. 
Soient V la surface de classe /ii, et S et S ' les premières 
polaires par rapport à la surface primitive U de deux 
plans P et P' passant par la droite D. Les points polaires 
situés sur la droite D seront ceux dont les plans touchent 
à la fois les surfaces S et S ' (8)-, ces plans doivent en 
outre, d'après la définition du lieu, toucher la surface V. 
Donc le nombre des points polaires situés sur la droite D 
est égal au nombre des plans tangents communs aux 
trois surfaces V , S et S ' , c'est-à-dire à ni[n — I)^. 
D o n c — 

En supposant RZJ = YI, on retrouve le théorème VII, et 
en supposant n^ = 1^ on conclut de là que le lieu des 
points polaires des plans passant par un point fixe est 
une surface d^ordre [n — i)*. 

1 7 . T H É O R È M E X I I I . — L enveloppe des plans dont 
les points polaires décrivent une surface d'ordre m est 
une surface de classe m[n — 1), en général. 
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Le point polaire d'un plan , j o , ^o, ô) a iponv équa-

tion tangentielle 

fd\]\ /d[]\ idV\ /dV\ 

ses coordonnées tétraédriques (X, Y, Z, T) seront don-
nées par les relations partie, n^ 7) 

(lO) 
/dU\ /^UN "" /dV\ fdV 
[ciœ), \dy), [dz) 

/cœ 
\dt 

Si la surface décrite, d'ordre m, a pour équation ponc-
tuelle 

(2°) F{X, Y, Z, T ) ^ o , 

l'enveloppe du plan P^ s'obtiendra en éliminant (X,Y, Z,T) 
entre les équations et (2®), ce qui donne 

(30) F 
dV 

= 

Or celte équation est évidemment du degré m[n — i) 
par rapport aux coordonnées du plan langent (^o^/o' 0̂) i 
d o n c . . . 

1 8 . T H É O R È M E X I V . — Le nombre des plans qui ont 
même point polaire par rapport à deux surfaces de 
classe net n^ est égal à 

U -h n, — 1) [{n — i)^]. 

Soient U et V les deux surfaces, et (Ui, Ug, U3, U4), 
, Vg, V3, V4) les dérivées respectives par rapport 

à X, j)̂ , -z, i de U et V, les plans chercliés sont déterminés 
par les équations 

U. 
V, " V , ~ V , V , • 
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c'est-à-dire que les coordonnées de ces plans doivent 
vérifier les six équations 

A, = U^v., - U^ V̂  = o, A4 U,V3 — U 3 V , o, 

(1°) A, u . V3 - U3 Vt O , As = = u , V4 - U4 V . rrr O , 

A3 U. V4 — U4V, zr: O, Ae = U3V4 - U4 V3 = o. 

Considérons, par exemple, les solutions communes à A, 
et Aa, lesquelles se composent : P de celles qui annulent 
Al et Aa sans annuler Ui et V j 5 I P de celles qui annulent 
U, et Vi à la fois. 

Les solutions communes à A j , Ag et Ag, par exemple, 
sont en nombre 

Or ces solutions se composent : 

De celles qui annulent Ai, A j (sans annuler Uj et Vj) 
et Ag [sans annuler ni (U4, V4), ni (U3, V3)] ; elles satis-
font à la question, car toutes les équations (i®) sont véri-
fiées; 

De celles qui annulent Ai, A^ (sans annuler Uj et Vj) 
et Ag (en annulant U4 et V4; elles satisfont encore à la 
question ; 

3® De celles qui annulent A j , Ag (sans annuler Ui et Vi) 
et Ag (en annulant U3 et V3) -, elles ne satisfont pas à la 
question, car les six équations (1®) ne sont pas vérifiées ; 
ces dernières solutions étant données par 

(A, — o, U3 — o , V, 

leur nombre est 

— 2)(«— l) («i — I ) ; 

4® De celles qui annulent Ui et V j et Ag -, leur nombre 

est 
(/l-f-W, —2) (« — !)(«, — l); 
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elles ne satisfont pas à la question, car il faudrait, pour 
que les équations (i®) fussent vérifiées, satisfaire à plus 
de trois relations distinctes, ce qui ne peut pas avoir lieu 
dans le cas général. Donc le nombre des plans chercliés 
est, en général, 

-4- — — 2 (/z H- //, — 2 ) — l ) (/z, — I ) 

= — 2 )[(/? — !)'-{- («. —l)'] . 

Pour le cas de deux surfaces de deuxième classe, ce nom-
bre est égal à 4- En supposant = 1, on retrouve le théo-
rème V. 

19. Soient les quatre surfaces (U, V, R , S) de classes 
respectives /z, /Zi, 2̂5 l^s points polaires d'un même 
plan PQ par rapport à ces quatre surfaces seront 

cW 

d.x 

il. 

\dy ) 

fdy\ 

idV\ idV\ 

/dV 
t 

d\\ 

Si nous exprimons que ces quatre points sont dans un 
même plan, c'est-à-dire que les équations ci-dessus ont 
une solution commune en x , j , t, nous trouvons, en 
supprimant l'indice o. 

A = 

dw du d\] 
dx dy dz dt 

dy dy dy dy 
dx dy dz dt 

dK dK d^ 
dx dy dz dt 

dS dS dS dS 

d^ dz dt 

= o; 

donc : 

T H É O R È M E X V . — L'enveloppe des plans tels, que leurs 
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points polaires y par rapport à quatre surfaces de classes 
n, Hj, AZg, TZg, soient dans un même plan, est une sur" 

face de classe -+- H- H- 'îs — 4) ^ ̂ ^ son équation 
s'obtient en égalant à zéro le déterminant fonction-
nel A des premiers membres des équations des surfaces 
considérées. 

Si dans les équations (i) on remplace x, y , par 
Xq , ĵ Q, 9 ot inversement, nous retrouvons encore 
l'équation ( 2) en éliminant x^, y c ' e s t - à - d i r e : 

T H É O R È M E X \ T . — La surface A est V enveloppe des 
plans touchés à la fois par les premières polaires d'un 
même plan relatives aux quatre surfaces U, V, R, S. 

20. J'appellerai de r i ' ^ classe le système de 
toutes les surfaces de classe assujetties à 

1 . 2 . 3 ~ 

conditions communes, et telles, qu'a/z plan, donné arbi-
trairement, est touché par une seule d'entre elles ; et 
réseau de classe le système de toutes les surfaces de 
ĵ ihne classe assujetties à 

[n 4 - i) [n -i- i){n -f- 3) ' 

conditions communes et telles, que deux plans, donnés 
arbitrairement, sont touchés par une seule d'entre elles. 

Je ne ferai qu'énoncer les propositions suivantes, car 
la démonstration est facile. • 

T H É O R È M E X \ T I . — Les p'^'"-"' polaires dun plan fixe 
par rapport aux surfaces d'un faisceau forment aussi 
un faisceau^ elles sont inscrites dans la développahle 
circonscrite aux polaires du même plan par rap-
port à deux des surfaces du faisceau. 
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Les plans^ dont le point polaire est fixe^ sont tan -

gents communs à deux surfaces de classe 2 (n — 1). 

T H É O R È M E X V I I I . — Les p'^""^' polaires d'un plan fixe 
par rapport aux surfaces d'un réseau forment un ré-
seau; elles sont constamment tangentes aux [n—pY 
plans tangents communs aux polaires du même 

plan par rapport à trois des surfaces du réseau. 
Les plans dont le point polaire est fixe enveloppent 

une surface de la classe 3 (/z — i). 

21. La démonstration, l'énumération même des pro-
priétés auxquelles conduit la théorie actuelle serait fort 
longue et donnerait une trop grande étendue à ce Mé-
moire. Je ne désirais qu'ajouter une nouvelle preuve à 
cette proposition, déjà'mise en évidence par M. Plûcker, 
que l'analyse peut aussi traduire, expliquer et démon-
trer la dualité géométrique. Les définitions et les prin-
cipes généraux que je viens de poser nous montrent que 
toute propriété des polaires d'un point ou dérivant de la 
théorie des polaires a nécessairement sa corrélative dans 
la théorie des polaires d'un plan; et qu'un seul calcul, 
interprété à ce double point de vue, démontre à la fois la 
double proposition. 

Il me reste néanmoins à ajouter quelques mots sur les 
singularités des surfaces, afin de bien préciser l'interpré-
tation des calculs dans le cas des équations tangentielles ; 
ce sera l'objet d'un second paragraphe. 
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NOTE SIIR L E S CONES DU SECOND O R D R E ; 

PAR M . M I R Z A - N I Z A M . 

I . 
RELATIONS QUI E X P R I M E N T QUE LE CÔJVE A SOIT TROIS 

PLAJSS T A N G E N T S , SOIT TROIS GÉNÉRATRICES R E C T A N G U -

L A I R E S . 

L'équation générale des cônes du second degré dont le 
sommet est z^) peut s'écrire de la manière sui-
vante : 

A ( 0 7 - ^ J ' + A ' ( J - J O ^ + A ' ' ( z + 2 B ( J - - J , ) ( Z - - 2 , ) 

-4- — {z — z . ) + (x — x,) ( j — J i ) = : 0 . 

Les équations d'une génératrice sont de la forme 

X — Xi J — yi z — z , 

oiy^^y étant les cosinus des angles que fait cette droite 
avec les trois axes supposés rectangulaires. Cette droit« 
devant se trouver sur le cône, on doit avoir 

( i ) A a ' - l - A ' P ^ - 4 - A ' ^ v ^ - f - 2 B p 7 - h 2 B ' a 7 - f - 2 B ' ' a p = : o . 

En exprimant que deux autres droites (a, j3, y), (a', (3', y') 
se trouvent sur le cône, on obtient deux autres relations 
qui ne diffèrent de la précédente que parce que a, jS, y 
sont successivement remplacés par a', ŷ* et a '̂, y". 
Ajoutant ensuite ces trois relations, en ayant égard aux 
six relations 

ol^p' OL" — o, 

P^-f- P'2-f- I, av H- a 7' H- = 
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qui expriment que les axes sont rectangulaires^ ainsi 
que les trois génératrices, on obtient pour cette somme 

(a) A - f - = 

Telle est la relation cherchée. 

Remarque. — La relation (a) montre que si le cône 
a un système de trois génératrices rectangulaires, il en a 
une infinité; car pour un pareil système, il faudra ré-
soudre par rapport à (a, (3, y), (a', P', y'), f ) 
les équations (2) et les trois relations analogues à (i). Or 
l'une de ces relations peut être remplacée par la rela-
tion (a) qui ne contient pas les variables. On a donc 
huit équations à neuf inconnues; donc il y a une infinité 
de systèmes de trois génératrices rectangulaires. 

La même remarque s'appliquerait aux trois autres cas 
que nous avons à traiter. 

Cherchons maintenant la relation qui exprime que le 
cône a trois plans tangents rectangulaires. Pour cela, sup-
posons d'abord la surface rapportée à trois axes parallèles 
à ses axes principaux, son équation sera 

Son plan tangent auï'a une équation de la forme 

( 3 ) + -4-

a, |3, y étant les cosinus des angles de Taxe de ce plan 
avec les trois axes de coordonnées et x ' , z' les coor-
données du point de contact. Ces dernières vérifient par 
conséquent l'équation de condition 

(4) — Y ^ k! [ f ~ y — o . 

Or l'équation du plan tangent au point x',y', z' est 

[x'-x,) +A' [y - J.) ( j.) -\-M\z - zO -
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on doit donc avoir 

.r' —o:. y — J , 

(î) 
L'équation de condition (4) devient donc 

a» Ŝ  2 

Telle est la relation qui exprime que le plan (3) est tan-
gent au cône. Prenant maintenant deux autres plans 
(«', y'') et exprimant qu'ils sont tangents 
au cône, on obtiendra deux autres relations analogues ; 
ajoutant ces trois relations en ayant égard à ce que les 
trois plans sont rectangulaires, on obtient 

I I i 

ou bien 
AA' -+-AA''-f-A'A''r=: o. 

On voit donc que si le cône est rapporté à trois axes pa-
rallèles à ses axes principaux, la relation cherchée ex-
prime que la somme des produits deux à deux des coeffi-
cients de x^, r^, ẑ  est nulle. 

Or, dans le cas où les axes sont quelconques, par un 
changement d'axes, on ramènera l'équation à la même 
forme; seulement les coefficients de x^, z^ seront les 
trois racines de l'équation en S 

(A - S) (A' — S) (A'' — S) — (A - S) B̂  ( A' — S) B'̂  

— ( A ' ' — 2 B B ' B ' — o, 

et la somme des produits deux à deux des trois racines de 
cette équation égalée à zéro donnera la relation cherchée 
dans ce cas. La somme des produits deux à deux des ra-



( io8 ) 

cines de cette équation étant 

AA' H- AA" -f- A' k" - B̂  - B'̂  — B'̂ % 

la relation cherchée est 
(p) (AA' - B''') {AA" - B'') -+- [Mk" - B̂ ) o. 

IL 

RELATIONS QUI E X P R I M E N T Q U E L E CONE A TROIS G É N É R A -

T R I C E S , o u TROIS P L A N S T A N G E N T S P A R A L L E L E S A TROIS 

n i A M È T R E S CONJUGUÉS, OU TROIS PLANS O I A M É T R A U X 

CONJUGUÉS D ' U N E L L I P S O Ï D E . 

Prenons les trois axes de rellipsoïde pour axes de 
coordonnées : l'équation de cette surface sera 

^ y-' z" __ 

l'équation du cône sera 

A (o: - A-, y H- A' (/ —x.y H- - -f- 2 B ( j — ) [z—z,} 

-f-2 B'(o: — ) (z — 2, )-4-2 B ' ' — ) (r —r» ) = 

Transformons ces deux surfaces homographiquement en 
prenant pour formules de transformations 

/ = 
a b c 

l'ellipsoïde se change dans la sphère 

et le cône proposé dans le cône 
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Alors, exprimer que le premier cône a trois génératrices 
parallèles à trois diamètres conjugués de Tellipsoíde, 
c'est exprimer que le second cône a trois génératrices 
rectangulaires. 

La condition pour que le cône ait trois génératrices pa- , 
rallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde est 
donc, d'après l'équation (a), 

(7) K'b^^ M'ĉ  — o, 

a, c étant les demi-axes de rellipsoïde. De même, 
d'après la relation ((3), la formule 

( AA' — a ' b ' -h ( AA'' — + (A'A" — B )̂ b̂ ĉ  m o 

ou bien 

A A' — B"^ AA" — A' A" — B̂  

exprime que le cône donné a trois plans tangents paral-
lèles à trois plans diamétraux conjugués de Tellipsoide 
( a , c). 

Remarque, — Les relations (y) et (J) supposent que 
les axes des coordonnées sont les axes de l'ellipsoïde. 

m . 

APPLICATIONS. 

Applications de la relation (a). 

Première application. — Résolvons le problème 
connu : 

Trouver le lieu des sommets des trièdres trirectangles 
dont les arêtes sont tangentes à une surface à centre 
donnée. 

Prenons trois axes rectangulaires passant par le centre 
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de la surface dont l'équation est 

f [ x , y,z)-=: -f- A', A'; z' + 2B,JZ -f- 2B', A'Z 

-h 2B';xj-+-F = O. 

Soit (x i , j i , Zy) un point du lieu. Le cône ayant pour 

sommet ce point et circonscrit à la surface contiendra les 

trois arêtes du trièdre tri rectangle; donc les coefficients 

de l'équation de ce cône vérifieront la relation (a). La 

relation est donc î équation du lieu, puisqu'elle a lieu 

entre Xi, Zj et les quantités connues. 

L'équation de ce cône est 

^ - t - j/ ;^ -f- z / ; -t-1/;^ 

dans laquelle y (j:, t) est le premier membre de 

l'équation de la surface donnée, rendu homogène en rem-

plaçant X, J , z par y? ^ et multipliant par 

On obtient l'équation (c) en cherchant l'équation gé-

nérale des surfaces doublement tangentes à la surface 

f [Xy y J z) = o suivant le plan polaire du point 

(x i , jx̂ i, Zi), et exprimant que cette surface passe par le 

point [x^, y^, z^). 

Les coefficients de l'équation (c) sont, en désignant 

par A , A ' , ' B , B', B'' les coefficients de 

2XZ, 2 . r j , 
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La relation (a) est donc, dans ce cas, 

(A. -f- A', J., z.) - i [fi^- = 0 . 

Telle est l'équation du lieu. C'est une surface du second 
degré. Ordonnant par rapport aux variables et enlevant 
les accents, on a 

-f-2 ( B, A, — B', B'; ) jrs 4-2 (A, B', — B. B'; ) 

-4- 2 (A';B'; — B . B ' j x j -f-F (A, -f- a; -4-A';)=: O. 

C'est une surface concentrique à la surface donnée et 
qui a les mêmes axes, car si on avait pris pour axes de 
coordonnées les axes de la surface donnée, on aurait 
Bi = B', = B'', = o, et l'équation du lieu se réduirait à 

A, (a; + A'; ^ -f- A', ( A, -f- A",) f -4- A", (A. -I- A'J 

+ F(A, -f- A', A';) — o 

qui est l'équation d'une surface rapportée à ses axes. 

Nous n'avons pas pris tout d'abord ce système de coor-
données, parce que nous aurons besoin de l'équation (c) 
dans ce qui va suivre. 

Deuxième application. — Cherchons comme seconde 
application de l'équation (a) le problème suivant : 

Trouver le lieu des sommets des trièdres tnrectangles 
dont les arêtes passent par une conique. 
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Soient 

-H A', = 

P — aj: -4- P j -4- = o, 

les équations de la conique, a, p et 7 ayant la même si-
gnification que précédemment. 

Soit (j^i, / i , ^i) un point du lieu; le cône ayant ce 
point pour sommet et passant par la conique contiendra 
les trois génératrices du trièdre tri rectangle qui a son 
sommet au même point : les coefficients de l'équation du 
cône vérifieront donc la relation (a); cette relation est 
donc l'équation du lieu. 

Or, l'équation du cône ayant son sommet en (xj, n ? ^1) 
et passant par la conique, est 

(.r — (P, — 7.0LX,) -f- E.a^] 

4 - (z - z,y [Â ; P, (P. - 27Z.) -f- E.7^] 

El et Pj étant ce que deviennent E et P lorsqu'on rem-
place x^ J , z par x^, j i , z^. 

L'équation du lieu est donc, d'après la relation (a), en 
ayant égard à la condition -4- (3® -4- = i , 

qui est une surface du second degré passant par la co-

nique donnée. 
Si l'on avait pris le plan de la conique pour plan des x j , 

ses axes pour Taxe des x et celui des j , l'équation du 
lieu s'obtiendrait en faisant dans l'équation précédente 
a = P = o, y = I et A*̂  = o ; le lieu sera, en remplaçant 
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P, pai Z et El par A i X ^ - l - — i , 

A.x^ -f- -f- (A. 

Si nous n'avons pas pris tout d'abord ce système d'axes, 
c'est parce que nous aurons besoin de l'équatiou de ce 
cône sous la forme (c'). 

Remarque. — Nous avons fait remarquer que si le 
cône contenait un système de trois génératrices rectangu-
laires, il en contenait une infinité. Donc chacun des 
points des lieux cherchés est le sommet d'une infinite de 
trièdres trirectangles répondant à la question. 

Cette remarque s'appliquera également aux autres 
problèmes que nous allons traiter. 

Applications de V équation 

P R E M I È R E APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets 
des trièdres trirectangles dont les faces sont tangentes 
à une surface à centre. (Théorème de Monge.) 

Considérons le cône ayant son sommet en un point 
quelconque du lieu et circonscrit à la surface. Ce cône a 
trois plans tangents rectangulaires; ses coefficients véri-
fient donc la relation (j3); cette relation exprime donc 
l'équation du lieu. Dans la pj:'emière application de 
l'équation (a), on a obtenu les coefficients de ce cône; 
alors calculant les trois termes de (|S), on a 

AA" - B'̂  = [ ̂ j i-i-F ( A. A ' ; B V ) ] , ), 

A ' A " - B̂  [kx] + FÍA', A'; - z.), 

en posant 
k = A.A; A'; -i- 2b,B; B'; - A.BJ - A; - A'; 

Ann. de Maihémat., série, t. V. (Mars 1866.) 8 
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L'équation du lieu est donc, èn enlevant les accents, 

C'est donc une sphère concentrique à la surface donnée. 
On voit que cette sphère a pour rayon la diagonale du pa-
raliélipipède construit sur les demi-axes de la surface, 
car la surface rapportée à ses axes aurait pour équation 

SjT^-hS'/^ + S V n - F r r r o , 

et la somme des carrés des demi-axes est 

(S, S', S'' étant les racines de l'équation en S). Or, on a, 
d'après cette équation en S, 

1 1 _ L — A l A^, — B*;^ - I - A . A^; — B ' ^ - f - A^, A ' — B ^ 

S S' S'' " " ~ A ' 

donc 

4- — _ ~ (A,A', — B' A, A'; A\ A'; — B^), 

ce qui prouve ce qu'on a avancé. 

D E U X I È M E APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets 
des trièdœs trirectangles dont les faces roulent sur une 
conique. 

On voit de même que pour avoir l'équation du lieu, il 
faudra appliquer la relation (|3) aux coefficients de l'équa-
tion (c'). Des coefficients de cette équation on tire, en 
représentant par A, A', A'', B, B', B̂ ' ces coefficients, 

AA' PJ [(A', A", 4- A, A", -f- Â  A', f ) ẑ  
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AA" - P|[(A', a : a» 4- A.A* + A, A', 

A'A"— Pf [(A; A'; a' 4- A,A" p + A,A',7')xJ 

L'équatioa du lîeu cherché est donc 

( A ; A'; A» -f- A. A'; P» + A. A; 7̂ ) {.R̂  -^JR'-HZ') 

=A^ (A; + A';) + (A. VMA. H- A;), 

une sphère concentrique à la conique, dont le rayon est 

la diagonale du rectangle construit sur les deux demi-

axes de cette conique 5 car on sait que les axes de la sec-

tion de la surface 

A, A^j'H-A'2» — I — o 
par le plan 

OCX -h P j -h yz z=o 

sont donnés par l'équation en r® 

(A', A'; a' -h A. A' -f- A. A', 7') 

- [a^(A; + A';) -I- (A, A-;) -f- Y'(A. -4- A',)] 1 

d'où l'on tire 
g ^ a ; + A".) + p̂  (A, -f- A".) + 7MA> -H A^) 

A; A'; -f- A. A'; P̂  H- A, A; 7̂  ' 

ce qui démontre ce qu'on a avancé. 

Application de la relation (7). 

PiGEMiÈRE APPLICATI03SÍ. — Trouver lé lieu des sommets 
des trièdres dont les arêtes sont tangentes à une surface 
à centre et parallèles à trois diamètres conjugués d\in 
ellipsoïde^ 

Prenons les trois axes de l'ellipsoïde pour axes de 
8. 
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coordonnées. L'équalioq de la première surface sera 

z) — A.x^ -I- A', J ' -f- A'; + -h 2B'. .rz 

et l'équation de l'ellipsoïde sera 

Le cône ayant pour sommet un point du lieu et cir-
conscrit à la première surface, <îontenant trois généra-
trices parallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde, 
le^ coefficients de son équation doivent vérifier la rela-
tion (y). O r , on a trouvé déjà les coefficients de ce 
cône (c) dans la première application de la relation (a); 
donc, remplaçant dans la relation (i) ces coefficients par 
leurs valeurs, on a pour l'équation du lieu 

[(A. A'. - B';̂ ) (A'. A'; - r^] 

-f- ^'[(A, A'; — BV) -4- (A'. A'; — B;) b'] 

-h 2 (B. A. — B; B'; ) ci'yz -4- 2 (A\ B̂  — B.B",) b'xz 

-h 2 (A;B'; — B,B;)C'^/ + F( A , A ; b̂  + A'; 

qui est une surface du second degré concentrique à la 
surface donnée. 

D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — Trouve?^ le lieu des sommets 
des trièdres dont les arêtes passent par une conique à 
centre donnée et sont parallèles à trois diamètres con--
jugués d^un ellipsoïde, 

On peut transporter l'ellipsoïde parallèlement à lui-
même, jusqu'à ce que son centre coïncide avec celui de la 
conique. Prenant alors pour axes de coordonnées les trois 
axes de l'ellipsoïde, son équation sera 

[_ -i I T 
à^^ b-^^ ' 
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La conique peut être considérée comme l'intersection 
d'un plan passant par le centre et d'une surface à centre 
du second degré, ayant les mêmes axes que rellipsoïde. 
Par conséquent, pour avoir l'équation du lieu, il faudra 
écrire la relation ( i ) entre les coefficients du cône (c') 
qui a son sommet au point (x j , j^,, z, ) du lieu et passant 
par la conique. L'équation du lieu est donc 

- f - E , - h c ^ V ^ ) rir o , 

qui représente une surface du second degré passant par 
la conique donnée et par l'intersection de l'ellipsoïde 
avec le plan représenté par le second facteur du premier 
terme égalé à zéro. 

Applicatîons de la relation (5). 

PREMIÈRE A P P L I C A T I O N . — Trouver le lieu des sommets 

des trièdres trirectangles circonscrits à une surface à 

centre donnée et dont les faces sont parallèles à trois 

plans diamétraux conjugués d'un ellipsoïde, (Généralisa-

tion du théorème de Monge et concours général de i86o. ) 

En prenant pour axes de coordonnées les trois axes de 

l'ellipsoïde, on voit que pour avoir l'équation du lieu il 

faudra exprimer la relation (cî) entre les coefficients du 

cône (c) . L'équation du lieu est donc 

qui représente un ellipsoïde concentrique à la surface 
donnée et homothétique à l'ellipsoïde donné. 

D E U X I È M E APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets 
des trièdres dont les faces sont parallèles à trois plans 
diamétraux conjugués d'un ellipsoïde et qui roulent sur 
line conique à centre donnée. 

^ ^ ^ F A 
b'^ c^'^ k V 
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En prenant encore les axes de l'ellipsoïde donné pour 
axes de coordonnées, l'équation du lieu n'est autre chose 
que la relation (i) entre les coefficients du cène (c'). 
L'équation du lieu est donc 

(A'. A-, + A, A-; P' + A. A'. 7=) + J + j ! ) 

^ A',7' + A":P' A . + A', g' A,p^ + A',a' 
+ ¿i + ^ r — ' 

qui est un ellipsoïde concentrique à la conique donnée et 
homothétîqtie à l'ellipsoïde donné. 

11 résulte de là que toutes les questions sur les trièdres 
se résolvent par une marche analogue de calcul. 

ÉTUDE DE GÉOMÉTRIE COMPARÉE , 
k m applicalioBS m sections coniques et am courbes d'ordre supérieur, 

particBlièremeDt à p e famille de courbes du siiième ordre et de la 

quatrième classe ; 

PAR M. G.-G. DE LONGCHAMPS, 
Élève de l'École Normale supérieure. 

La méthode de Géométrie comparée que j'expose ici 
repose sur le théorème suivant, conséquence évidente du 
théorème relatif à une transversale dans un triangle et de 
la réciproque. 

i® Une transversale étant donnée dans le plan d'un 
triangle, on prend les symétriques, par rapport aux points 
milieux des côtés du triangle, des points où ces côtés sont 
rencontrés par la transversale-, les trois points ainsi 
obtenus sont en ligne droite. 

Ces deux droites, tellement liées l'une à l'autre que la 
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seconde se déduise de la première et invei^ement, peuvent 
être appelées transversales réciproques,^ Si Ton considère 
les segments de .ces transversales compris entre deux, 
mêmes côtés du triangle et qu'on appelle les segments 
correspondants y on énoncera ce théorème : 

La droite qui joint les points milieux de deux seg-
ments correspondants passe par le milieu de la médiane 
correspondant au sommet de l'angle considéré. 

3® La transversale réciproque est parallèle à la droite 
qui joint les points milieux du quadrilatère complet que 
forme la transversale proposée avec le triangle. Ces points 
milieux et les points où la transversale réciproque ren-
contre les côtés du triangle forment deux systèmes de 
points homothétiques ; le centre de gravité du triangle 
est centre d'homothétie. 

4® Étant données trois transversales se coupant deux 
à deux sur les côtés d'un triangle donné, les transversales 
réciproques forment également un triangle dont les som-
mets reposent sur les côtés du triangle donné, et ces deux 
triangles, savoir : celui des transversales et celui des 
transversales réciproques, jouissent de la propriété que la 
droite qui joint leurs centres de gravité passe par le 
centre de gravité du triangle donné et y est partagée eu 
deux parties égales. 

Tous ces théorèmes sont assez élémentaires pour que 
nous puissions nous dispenser de les démontrer ici. Avant 
d'aller plus loin dans cette théorie, je cite dès à présent 
l'application qu'on peut faire des théorèmes précédents à la 
recherche de la loi qui unit les centres de gravité des divers 
triangles qui composent un polygone complet, c'est-à-dire 
un polygone dont les côtés sont indéfiniment prolongés. 

On déduit, en effet, du dernier théorème énoncé ce 
corollaire : 

Si l'on considère les deux systèmes de trois points 
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formés par les eôlés du triangle donné sur la transversale 
et sa réciproque, la droite qui joint les centres de gravité 
de ces deux systèmes de points passe constamment par 
le centre de gravité du triangle donné et y est partagée 
en deux parties égales. 

On déduit de là le théorème suivant : 
Si Ton considère un quadrilatère complet, ce quadri-

latère définit quatre triangles que Ton obtient en faisant 
successivement abstraction d'une des droites données. 
Que l'on considère l'un de ces triangles en particulier et 
que l'on joigne son centre de gravité au centre de gravité 
du système des trois points qui se trouvent sur la qua-
trième droite, les quatre droites que l'on peut ainsi ob-
tenir concourent en un même point et y sont partagées en 
deux parties égales. 

Ce point situé sur la droite qui joint les points milieux 
des diagonales, et qui se trouve être le centre de gravité de 
ces trois points, peut être appelé, en n'attachant à ce 
mot qu'un sens purement géométrique, le centre de gra-
vité du quadrilatère complet. En se laissant guider par 
quelques idées générales semblables à celles qui m'ont 
servi (*) dans une recherche analogue sur les centres des 
cercles circonscrits aux triangles formés par un polygone 
complet, on arrive au théorème général que j'énonce : 

Si Ton considère un polygone complet de n droites défi-
nissant n polygones de [n — i) droites, que l'on joigne 
le centre de gravité d'un de ces polygones (point défini 
par cette même loi que nous énonçons en ce moment) au 
centre de gravité des [n — i) points qui se trouvent sur 
la droite dont on vient de faire abstraction, les 
n droites ainsi obtenues concourent au même point et y 
sont partagées dans le rapport Ae n — 2 à 2. 

(*) Revue des Seciétés swanies, mai 1864. 
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Mais, sans insister davantage sur ce point, j'expose les 

principes qui font de ces théorèmes la base d'une nouvelle 
méthode de déformation des figures. On sait que tout 
théorème de Géométrie élémentaire, dans lequel à un 
point ou à une droite correspond un point ou une droite, 
peut servir de point de départ à une méthode de Géométrie 
comparée, et ces idées ont été exposées dernièrement dans 
les Annales par>M. Mathieu. C'est ici le premier théo-
rème qui servira de point de départ, en faisaut corres-
pondre une droite à une droite, ainsi que nous l'avons 
expliqué en commençant. Si on fait tourner une droite 
autour d'un point et que Ton cherche l'enveloppe des 
transversales réciproques, l'équation homographique du 
point se change en l'équation homographique d'une co-
nique, de telle sorte qu'on peut dire qu'à un point cor-
respond une conique. 

Mais le point ne renfermant que deux paramètres arbi-
traires, la conique, on le comprend bien, doit être assu-
jettie à remplir trois conditions. On reconnaît, en effet, 
qu'elle est tangente aux trois côtés du triangle qui sert à 
la déformation, et que suivant un langage usité nous ap-
pellerons désormais triangle de référence. Les théorèmes 
énoncés plus haut, et le théorème de Newton, font voir 
que le point et la conique corrélative sont liés par une 
loi simple ; 

Un point a pour corrélatif une conique tangente aux 
trois côtés du triangle de référence, et inversement une 
telle conique a pour corrélative un point : ce point, le 
centre de gravité du triangle et le centre de la conique 
sont trois points en ligne droite, et le rapport des distances 
de ces trois points est celui de 2 à i . 

La simplicité de cette loi fait tout le succès de ce mode 
de déformation des figures. On peut dire que les consé-
quences nombreuses, et souvent simples, que l'on en peut 
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déduire sont renfermées dans ce théorème ou dans son 
corollaire que j'énonce : 

Si deux points dans la figure proposée sont situés sur 
une même tangente à une certaine conique tangente aux 
trois côtés du triangle de référence, les centres des co-
niques corrélatives de ces points sont situés sur une 
même tangente à une certaine conique tangente aux 
droites qui joignent les points milieux du triangle de 
référence. 

Je donne quelques exemples. Comme il ne sera consi-
déré dans ce qui va suivre que des coniques toujours tan-
gentes à trois droites, ces trois conditions seront sous-
entendues, et nous dirons par exemple : soitC (OÛJ, Oa^) 
une conique tangente aux droites Oa^^Oas, ou encore 
C(Otf , , Oa,) une conique tangente à Oaf au point O. 

1° Étant donnés un point fixe O, trois droites aux-
quelles seront tangentes les diverses coniques dont nous 
allons parler, et deux droites O a i , Oa^ partant du 
point O, on considère les trois coniques C ( O a j , O^i) , 
C(0û8, O«,) , C ( 0«I, OYZS). La droite qui joint le 
centre de cette dernière au point milieu de la distance 
des centres des deux premières passe par un point fixe 
quand les droites Oa^^ Oa¿ varient de toutes les manières 
possibles. Ce point partage la distance du point fixe au 
centre de gravité du triangle dans le rapport de a à i . 

Étant données trois droites concourantes O a i , 
Oas, Oa^ et trois droites auxquelles seront tangentes les 
diverses coniques dont nous allons parler, on considère 
les deux coniques C ( O a i , OÛS) et C(Oa3, Oas) et la 
droite qui joint leurs centres. Les trois droites qu'on peut 
ainsi obtenir concourent au même point. 

Étant données quatre droites concourantes O a i , 
O a j , Oflg, et trois droites auxquelles seront tan-
gentes les diverses coniques dont nous allons parler, on 
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considère l^s six coniquesSC(Ofli , O^i^j dont les centres, 
situés trois à trois en ligne droite, forment un quadrila-
tère complet. La droite qui joint les points milieux des 
diagonales de ce quadrilatère passe par un point fixe 
quand les droites concourantes tournent autour du point O 
d'une façon quelconque. 

Les propriétés métriques d'une figure donnée se re-
trouvent sans altération dans la figure corrélative^ ainsi, 
le théorème sur la cinquième tangente mobile à une 
conique qui en rencontre quatre autres fixes en quatre 
points dont le rapport anharmonique est constant donne 
pour corrélatif ce théorème : 

Etant données trois droites auxquelles seront tan-
gentes les diverses coniques dont nous allons parler et 
quatre droites Oûfi, O^a, Oag, Oa¡, concourantes, on 
considère une cinquième droite O a mobile autour du 
point O et les quatre coniques 2 C (Oa, Oaj)^ ces quatre 
coniques, on le sait, ont leurs centres en ligne droite, 
comme tangentes à quatre mêmes droites : le rapport an^ 
harmonique de ces quatre points est constant quand varie 
la droite O a. 

On en déduit ce corollaire : 
Etant données quatre droites concourantes O a , , Ô Zg? 

Oas, Oa^, on considère les six coniques Z C (Oa,, Oa^). 
Il y a sur chacune de ces droites trois points de contact; 
si Ton considère deux des systèmes de ces points, les 
droites qui les joignent deux á deux concourent au même 
point. 

Je borne là ces exemples, suflSsants, je crois, pour faire 
apercevoir l'esprit de la méthode, et avant de dire quelques 
mots de l'application de cette méthode aux courbes du 
sixième ordre, je cite quelques théorèmes bien faciles à 
démontrer et dont chacun peut donner lieu^ à une mé-
thode de Géométrie comparée. 
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i® Ëtanl donné un triangle, on en joint les sommets 

aux milieux des segments correspondants formés par les 
côtés de ce triangle sur nne transversale, et Ton prolonge 
ces droites d'une quantité égale : les trois points ainsi ob-
tenus sont en ligne droite. 

2° Étant donné un triangle, on joint les points milieux 
de ses côtés aux points milieux des segments déterminés 
par le triangle sur une transversale-, si Ton prend les 
points milieux de ces droites, les trois points ainsi déter-
minés sont en ligne droite. 

Si d'un point on abaisse des perpendiculaires sur 
les côtés d'un triangle, et qu'on prenne les symétriques 
des pieds de ces perpendiculaires par rapport aux points 
milieux des côtés du triangle, et qu'en ces nouveaux 
points on élève des perpendiculaires aux côtés du 
triangle, ces trois droites concourent au mêm.e point. 

Ce théorème se démontre plus généralement pour trois 
directions choisies de façon que les parallèles à ces direc-
tions menées par les points milieux des côtés du triangle 
concourent au même point. 

4° Si l'on joint les trois sommets d'un triangle à un 
point quelconque de son plan, et qu'on prenne, par rap-
port aux points milieux des côtés du triangle, les symétri-
ques des points où ces droites rencontrent ces côtés; que 
l'on joigne enfin les points ainsi obtenus aux sommets 
du triangle, les trois droites concourent au même point. 

On peut constater que les droites des deux premiers 
théorèmes enveloppent des courbes semblables à celles 
qui sont fournies par la méthode de déformation que 
j'expose en ce moment; le troisième théorème ne fournit 
rien, car la droite qui joint les deux points inverses passe 
constamment par le centre du cercle circonscrit et y est 
partagée en ̂ eux parties égales, de telle sorteque les figures 
sont simplement déplacées et non déformées, comme il 
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i mporte qu'elles le soient. Le dernier de ces th^rèmes, 
qui fait correspondre un point à un point et récipro-
quement, réalise géométriquement la transformation 
analytique que M, Magnus a développée en i83i dans le 
Journal de Crelle. On peut Ivérifîer pour le cas présent 
et par la Géométrie les résultats qu'a démontrés généra-
lement M. Magnus, savoir : que dans une telle transfor-
mation, à une droite correspond une conique passant par 
trois points fixes, et à une courbe de l'ordre « corres-
pond généralement une courbe de Tordre 2 n. On trouve 
en effet qu'à une droite correspond une conique circon-
scrite au triangle de référence; à une conique prise d'une 
façon quelconque, une courbe du quatrième ordre ayant 
généralement pour points multiples d'ordre 2 (réels ou 
imaginaires) les sommets du triangle de référence. Cette 
méthode, pour le dire en passant, peut ajouter une solu-
tion de plus aux nombreuses solutions de la construction 
par points d'une conique donnée par cinq points; mais, à 
part quelques applications de ce genre et un petit nombre 
de théorèmes qu elle |peut fournir, elle ne semble pas fé-
eonde, parce qu'on ne voit pas facilement une loi géomé-
trique bien simple qui unisse deux points inverses à la 
figure de référence. 

Je reviens à la méthode que je développe plus spéciale-
ment et que j'ai annoncée comme conduisant à l'étude 
d'une famille de courbes d'ordre supérieur. Le théorème 
général s'énonce : 

Une courbe du degré M et de la classe TZ a pour^corré-
lative une courbe de la classe 2 71 et du degré Mm -H n 
^yant trois tangentes multiples d'ordre n qui sont les 
côtés du triangle de référence. 

Ce théorème se démontre simplement de la manière 
suivante : . . 

Soit A la courbe proposée, h! la courbe corrélative; 
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soit m! un point. Nous nous proposons dé trouver com-
bien on peut mener de tangentes à la courbe A'̂  par Je 
point m!. Ce point m' a pour corrélative une conique 
tangente aux trois côtés du triangle de référence, c'est-à-
dire une courbe de la classe 2 ayant m tangentes com-
munes avec la courbe A ; il y a donc 2» droites passant 
par le point m' et tangentes à A', c'est-à-dire que la classe 
de A' est égale k m . 

Cherchons Tordre de cette courbe A', c'est-à-dire 
combien de points de cette courbe sont situés sur une 
droite L'; or IJ a pour corrélative une droite L, et il y 
aura sur \J autant de points (réels ou imaginaires) que 
l'on pourra mener de coniques tangentes aux trois côtés 
du triangle de référence, à la droite L et à la courbe A . 
M. Chasles a énoncé ce théorème général dans les Comptes 
rendus de VAcadémie des Sciences de l'année dernière, 
que dans un système dont les caractéristiques sont p. 
et V il existe 4- coniques tangentes à une courbe 
de la classe n et de l'ordre m. Ici en particulier les carac-
téristiques du système de quatre droites étant 2 et i , il y 
a 2W H- w de ces coniques dont nous cherchions le nom^ 
bre, et ceci démontre le théorème. 

On vérifie sans peine, en considérant les n tangentes 
qui partent d'un sommet du triangle de référence à la 
courbe A , qu'il y a TI points de contact de la ctmAmài m r 
le côté opposé. 

Ceci suppose, bien entendu, que la courbe A n'a au-
cune relation avec la figure de référence, et on peut re-
connaître que le degré de la courbe A' s'abaisse d'une, de 
deux ou de trois unités quand la courbe A passe par un^ 
deux ou trois sommets du triangle de référence. En ap-
pliquant ces considérations à la section conique, on ob-
tient donc généralement une courbe du sixième ordre et 
de la quatrième classe, qui peut s'abaisser quant à son 
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ordre, au cinquième, au quatrième çt au troisième ordre. 
En particulier;^ . dans le cas de la courbe du troisième 
ordre, on reconnaît que les côtés du triangle de référence 
sont les tangentes en ses points d'inflexion, et que ces 
trois points sont en ligne droite, ce qui est une propriété 
connue de ces courbes. 

Je donne en finissant quelques propriétés de ces 
courbes du sixième ordre : 

I® Les six points de contact de la courbe avec ses tan-
gentes doubles sont six points d'une même conique. 

Les tangentes doubles rencontrent la courbe cha-
cune en deux autres points (réelç ou imaginaires) 5 ces six 
points sont six points d'une même conique. 

Le lieu des centres des coniques tangentes à la 
courbe et à ses trois tangentes doubles est une conique. 

Cette, conique joue un grand rôle dans les propriétés 
de ces courbes dont elle semble être un élément impor-
tant. 

Les points où cette conique coupe les côtés du 
triangle qui joignent les points milieux des côtés du 
triangle formé par lesi tangentes doubles et les points où 
la courbe coupe ses tangentes doubles sont deux à deux 
en ligne droite avec les sommets du triangle des tangentes 
doubles. 

On peut encore démontrer que ces courbes ont généra-
lement quatre points multiples d'ordre 2 et six asymp-
totes. Les points multiples en particulier jouissent de 
propriétés simples et intéressantes. Tout théorème sur 
les sections coniques donne pour corrélatif un théorème 
sur ces courbes. Les nombreuses propriétés qu'on peut 
ainsi déduire des propriétés connues des coniques peu-
vent être considérées comme des corollaires de cette pro-
position : . 

Si dans la figure proposée deux points sont situés sur 
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une même tangente à une section conique, les centres des 
coniques corrélatives sont situés sur une même tangente 
k la conique donnée par le théorème III. 

Ainsi, en transformant le théorème qui dit que la 
droite qui joint un point au milieu de la corde de contact 
passe par un point fixe, centre de la conique considérée, 
on a : 

I® Si l'on considère deux tangentes O a , O'a ' à cette 
courbe aux points O et O' et les coniques C (Oa, O a ) , 
C (O'a', O'a'), C (Oa, Ô ' a ' ) assujetties en outre à être 
tangentes aux tangentes doubles de la courbe, la droite 
qui joint le centre de la dernière au point milieu de 
la droite qui joint les centres des deux premières passe 
par un point fixe quand O a et O'a ' varient de toutes le» 
manières possibles. 

2° Si Ton considère trois tangentes O a , O'a', O^'a" à 
cette courbe et les coniques C (Oa, O a ) , C (O'a', O'̂ a") 
assujetties en outre à être tangentes aux trois tangentes 
doubles, et que l'on joigne le centre de la dernière au 
centre de la première, les trois droites que Ton peut ainsi 
obtenir par des combinaisons analogues concourent au 
même point. 

Je ne multiplie pas ces exemples, qu'on peut indéfini-
ment poursuivre en leur conservant une simplicité com-
parable à celle du théorème des coniques que l'on emploie 
pour la transformation. On peut se demander si cette fa-
mille de courbes du sixième ordre ne se rencontre pas 
dans la recherche des lieux, géométriques, M. Chasles a 
démontré que dans un système (p, v) le lieu des centres des 
coniques est une courbe de l'ordre v 5 en particulier, le 
lieu des centres des coniques tangentes à trois droites et à 
une conique est une courbe du sixième ordre. Ces courbes 
sont précisément celles que nous venons d'étudier. 
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SUR LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION TRANSCENDANTE 
a' 

(voir 2* série, t. IV, p. 454); 

PAR M . Q A H E R B E Y . 

On a 
^T ¿X _ cX^ 

a b 
j:log ~ = 2logsin9, jclog - = alog coS(|), 

1 
^ e log sin <p 

^""loccos© 
log -- ^ ^ 

Soit 

log^ 

l o g -

nne quantité facile à calculer : 

loc sin © 

log cos^ 

log sin(j) = wlog cos(j), 

sin(p =r cos"'̂ , 

sin'y = coŝ '"(j). 
Il en résulte 

coŝ '" a> - f - COS'cp — ï o. 
Ann, de Hathémat., 2« série, t . V. (Mars i866.) 
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C'est uue équation à trois ternies que Ton résout comme 
on veut, avec la formule de Lagrange^, par exemple. 

Alors 
2 log eos 9 

Note du rédacteur, — Ce calcul suppose « et ¿ moin-

dres que c. Si Ton avait « <C ¿ C, il suffirait de poser 

X = — e t Ton aurait à résoudre l'équation 

' U / v) 

qui rentre dans le cas examiné par M. Qàlier-Bey. 

C O N S T R U C T I O N D 'UN CERCLE 0 S C U L 4 T E U R D ' U N E C O N I O U E , 

PAU M . L K C O C Q , 

Maître répétiteur au lycée Saint-Louis. 

Soient OBAC une conique quelconque-, OX, OY la 
tangente et la normale au point O de cette conique. D'un 
point arbitraire 1 pris sur OY, décrivons avec 10 comme 
rayon une circonférence qui coupe la conique en deux 
points A et B ^ démontrer que : 

1° La corde commune AB a une direction constante^ 
Les bissectrices DR, DS des angles qu'elle forme 

avec la tangente sont parallèles aux axes de la courbe ; 

3° Si l'on mène OC parallèle à AB et qu'on élève MH 
perpendiculaire au milieu de la corde OC, le point H 
sera le centre et OH le rayon de courbure pour le point O. 

Soit 
( I ) A J ' H- B.»RJ - ^ C X ^ - H Y — O 
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réquatioli de la conique donnée par rapport à la tan-
gente OX et à la normale OY, et 

(2) .r'-h 2¿¿7 o 

l'équation du cercle O B A ; on en déduit 

(3) (A — C) Bxy -f- (i — 2 C « ) J = o, 

équation qui représente les deux droites O X et AB. L'é-

quation de cette dernière droite est donc 

( 4 ) (A - C)y -F- BJC (1 — 2C«) — o. 

g 
On voit que son coefficient angulaire est indé-

A —— C» 
pendant du rayon u du cercle, et que sa valeur est celle 

de tang^ aa , a étant l'angle de l 'un des axes de la courbe 

avec O X , ce qui démontre les deux premières parties de 

Ténoncé. 

Il résulte de là que tout cercle qui passera par le 

point O et par les points de rencontre de la conique avec 

une parallèle à AB sera tangente en O à O X . Mais si 

l'on prend pour cette parallèle la droite O C , le cercle, 

n'ayant plus qu'un point de rencontre C avec la conique, 

en a trois autres communs avec elle au point O ; donc il 

sera le cercle osculateur (i). 

(*) Le théorème de M. Lecocq revient à celui que M. Chasles donne 

sous le n® 11 dans son Mémoire sur les lignes conjointes, en indiquant 

qu'il peut servir à construire le cercle osculateur (/our««/ de M. Liomnlle, 

t. m , p. 385). 
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S O L U T I O N DE QUESTIONS 
P R O P O S É E S DANS L E S N O U V E L L E S A N N A L E S . 

Question 490 

(TOir tome XVIII, page 443); 

PAR M . VENCESLAS N I E B Y L O W S K I , 

Elève de spéciales au lycée^ Bonaparte. 

Étant donné un cône du second degré, trouver le lieu 
d'oii ce cône est vu sous un angle donné. 

Je prends le sommet du cône pour origine, et pour 
axes de coordonnées les axes mêmes du cône. Son équa-
tion est alors 

Soit 
( 30—mz, 

I r = nz 

une droite passant par le sommet du cône. 

Exprimons que les deux plans tangents au cône et pas-
sant par cette droite font l'angle donné, et d'abord que 
le plan 

X — mz -h- K (y — nz) — o (K indéterminée) 

ou 
X -h K j — (w -4- K/z) 3 — o 

est tangent au cône. 

On a pour équation de condition 

A ( A ' « ' - f - 2 A A ' / 7 I / 2 K -4- A' (Am^ A'') o. 

Soient K' et K'' les racines de cette équation, on a alors 
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pour équations des plans tangents 

x-hKy — (m K'/?) s o, 

^ -t- — (m -4- K"«) z = o, 
d'où 

cos V 
i-f-K'K'^-h {m -{- K'n) 

v/[i -f- [i R''̂  -f- (m -f- R''«)^] 

coŝ V [i-f- R'̂ -4-(/w -+-R'/2)'] [i-f-R'^« H- (m-4- R"/?)»] 

= [i — R'R^' (m H- R'/z) (w -f-

cos'V [(m^ -4- i) -f 2.mnK' -I- ijR'̂ ĵ 

X [ ( m ' -+-1) H- -f- (/î  -f- I) R'̂ l̂ 

= i)-f- mn (R' -f- R'') + i) R' R'']'; 

or le produit des deux facteurs entre crochets est égal à 

[{m' (R' 4- R") -f- [n' -h i)R'R''p 

donc 

coŝ  V (m' -4- i) ( R' — R"}' 

-h R'') -4- H- i) R'R"]'sin'V; 

mais 

nmnAA' x'^xrn^^^) 
— A (A^n^^A^'. ^ ^ - + 

(rrr _ - 4AA^ Â^ ( A//ẑ  + A ^ + Â Q 

Substituant dans l'équation de la courbe, il vient 
— 4 AÂ  A^m' -f- /ẑ  -h I ) {Am' -h A'n' -+- A'') 

= tang'V 
im^h'AA' 

"A(AV-4-A")"^ A(A'«^-4-A'') 
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Simplifions : on obtient 

4 AA'A''(/// -̂4- -f-1) { A - f - A ' / / ^ A ' ' ) 

or 
X r 

m ~ —i, « — — ; 
z z 

donc I équation du lieu est 

- 4 - z ^ ) -4- A ' J ' - F -

-f- TANĜ  V [A (A'-4- A " ) x ' - f - A ' (A-4-A'') A ' ' ( A - + - A ' ) 

Le lieu est donc un cône du quatrième degré dont le 
sommet est à l'origine. 

Si V = go degrés, le lieu est un cône du second degré, 

, A (A' 4- A'') o;' -f- A' (A -h + A'' (A A') o. 

Ce cône a même sommet que le cône donné et ses axes 
ont la même direction que les axes du cône donné. 

Question 301 
(voir tome XIX, page 44); 

PAR MM. DESQ ET G R A S S A T . 

Par un point fixe M pris sur une conique^ on mène 
une tangente y soit T un point quelconque pris sur cette 
droite^ TN une seconde tangente^ N le point de contact; 
au point T on élève une perpendiculaire sur la tan^ 
gente TN ; elle sera rencontrée en R par la perpendicu-
laire abaissée de N sur la tangente fixe TM. Quel est 
le lieu du point R ? 

Je prends pour axe des Y la tangente M T ; pour axe 
des X la normale au point M^ l'équation de la conique 
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sera 

-h- B.rj H- Cx' -f- Ex — o. 

La tangente au point N (a, ß) aura pour équation 

(2Ap Ba) J -f- (Bß -h 2Ca E).r -f- Ea o. 

Donc Tordonnée du point T est 

— Ea 

par suite, Téquation de TR est 

Y - f - _ 2 A p - f - B a 
2Äß tía ~ Bß -f- 2Ca -f- E ' 

celle de NR est 
r - ß. 

On a de plus 
Aß' -h Baß -h Câ  -h Ea — o, 

et on obtiendra l'équation du lieu en éliminant a et ß 

entre ces trois équations, c'est-à-dire a entre 

Ca^ -f- (By -1- E) a H- A J ' = O 

et 

[2AJ'H- a(Bj-4- E)](2Ca'4' Bj-f- E) = Jr (a A j -t-Ba)^ 

OU 

a'[B'x — 2 c ( B j¡H-E) 1-i-a[4 AB;r/—4 ACj2 - B( J-+-E ] 
-4- 2Aj2(2Aa' —Bj- — E) o. 

Or, lorsqu'on a deux équations du deuxième degré, 

M o t ' = 

le résultat de l'élimination de cc entre ces deux équations 
est 

(MP' - P M ' ( MN' — NM' ) ( NP' - PN'), 
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Dans le cas actuel, 

NP' - PN' r= Aj»} 2 ( B j -h E) [nAx - (B/ -f- E)] - 4 ABa:j 

MN' - NM' C[4 ABorr — (Br -f- E)̂  — 4ACj^] 

— ( B j -f- E)[B'x - 2C ( B j -f- E)] 

B.^j)(B2—4AC)—B2Ea:-4-CE(2Bj+E). 

Donc l'équation du lieu demandé est 

^ACy 

= - Ar'f/MB' — 4 A C ) - 4 A E X - I - E ( 2 B 7 H-E)] 

X [ ( C j ^ - B a : j ) ( B ' - 4 A C ) - B ^ E x + CE(2Bj + E)]; 

il se décompose en j * = o, c'est-à-dire la normale au 
point M, et 

4AC)'-h[r'{B=^—4AC)—4AEa;-f-E(2Bj-t-E)] 

X f ( C j ' - B:r/)(B» — 4 AC) — B^Eo: -f- €£(23/ E)] m o. 

On peut remarquer que cette équation, du quatrième 

degré en général, se décompose dans le cas de la parabole 

en 

2B/ -4- E — 4AJP = o, 

C(2B7 -f- E) — B^xrrro. 

Cette dernière, en tenant compte de B̂  = 4 A C , est iden-

tique à la première; donc, dans ce cas, le lieu se réduit à 

la droite double 

2 B r — 4 A^ E = o, 
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ce qui représenle, comme on le sait, la directrice de la pa-

rabole, résultat très-remarquable (*). 

Question 618 
( Toir 2* série, 1.1, p. 169 ) ; 

PAR M . JACQUES B E L L A C H I . 

La courbe parallèle à la podaire d*ellipse 

a pour équation 

en posant 

__ {a' -f- b^) (x^ -h j ' — ¡f^) — 

_ H-y» — PY fa' -h — a^x' — b^f 

7 -

( S T R E B O R . ) 

Je considère la courbe parallèle, à l'exemple de M. Sal-

mon, comme le lieu des centres (X, Y) des cercles tan-

gents à la courbe donnée et d'un rayon ir; je substitue à 

la podaire de l'ellipse une conique variable avec chaque 

point de cette courbe, et qui touche cette courbe au même 

point. Son équation, comme il est facile de s'en assurer, 

est 
(2Xjc -F 2 Y r — A)2 — a'x' — b'/' = o, 

(*) Dans le cas de l 'ellipse ou de l 'hyperbole, la courbe a deux a s y m p -

totes parallèles à l 'axe des c'est-à-dire à la normale. Dans le cas de 

l 'hyperbole, il y a en outre deux asymptotes perpendiculaires à celles de 

l 'hyperbole. P. 
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en posant 

X̂  -f- Y ' — A' rri: A. 

La condition pour que le cercle 

{x --- xy (y ---Yy - P = o 

soit tangent à la conique s'obtient en égalant à zéro le 

discriminant de la fonction quadratique 

(2X2: H- 2 Y j — A)̂  — — 

ce qui donne 

(2A -4-\y[\(Y' H- X )̂ — a^Y' — b'X'] 

~ (lA -f- A') [V -f- 1 (4X' + 4 Y'̂  — — b') 

— 4^-X' — -f- n-'b'] o, 

ou, en développant et réduisant, 

k'^X^ -\-{A{à' b') — A-^ — fl^Y^— ¿'-^X'IV 

-4- b-") — Aa 'b ' ] ! — a' b'A' — o, 

ou, en remarquant que A = X^ -h Y®— A% et par consé-
quent 

A{a^ -f- b') — Y» — a'X^ -f- b'Y' H- 4-

réquation devient, après réduction, 

A' a ' X ^ b ' Y ' — { a ' b ' ) — A' 
A ' " T " 0 Î;; 7 A " 

, A(a^ -h b^) — a'b' 
3 A . - V ' = 

O U 

yV — 4- 3 A A ~ 1 — o. 

L'égalité de deux racines de cette équation est la con-

dition de tangence qui est donnée en égalant à zéro le 

discriminant de la fonction homogène du troisième de-
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gre. Ou aura 

comme le trouve M. Strebor. En changeant b̂  eu — 
on aurait la courbe parallèle à la podaire de l'hyperbole. 
Un procédé analogue donnera l'équation de la surface 
parallèle à la surface podaire d'un ellipsoïde. 

Question 747 

(voir 2* série, t. IV, p. 428) ; 

PAR M . D U R A N T O N . 

Quelle est Venveloppe du plan mené perpendiculai--
rement à Vextrémité du diamètre d'un ellipsoïde^ 
lorsque cette extrémité décrit une circonférence ? 

( C A T A L A N . ) 

Cette question rentre dans ce problème plus général 
que nous allons résoudre : 

Trouver V enveloppe du plan mené perpendiculai-
rement à Vextrémité du rayon vecteur issu d'un point 

fixe et aboutissant à une circonférence donnée^ 

Nous ferons usage de coordonnées rectangulaires, l'ori-
gine étant au point fixe et le plan de la circonférence pa-
rallèle à celui des xy nous déterminerons d'ailleurs la 
circonférence par l'intersection de son plan avec la sur-
face d'une sphère passant par le point fixe; ses équations 
seront ainsi 

(1) x" -h — 2(«X bj cz) = o. 

(2) z—h — Oy 

rt, c étant les coordonnées du centre de la sphère. 
On aura de même pour équations du rayon vecteur^ 
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X et étant des variables, 

(3) 

Ce rayon rencontre la circonférence au point dont les 
coordonnées sont 

jr = yihf z=zh. 

Comme ce point doit être sur la sphère, on a l'équation 
de condition 

(4) (X̂  -h -h i) A — 2 {al H- ba -h c) — o. 

On trouve d'autre part pour équation du plan mené 
par ce même point à l'extrémité du rayon vecteur 

(5) -4- FXY -+- Z — A ( V ^ _ 

Au moyen de la relation (4) on peut, dans cette expres-
sion, considérer 1 comme fonction de fx -, si l'on égale à 
zéro la dérivée prise à ce point de vue, on obtient 

OU bien 

(6) h[y — 7.b)\'—h[x — 2.a) Il =:: ay ^ bx. 

Pour avoir l'enveloppe cherchée, il ne reste plus qu'à 
éliminer A et fx entre (4)? (5), et (6). Afin de faciliter, 
nous remplacerons l'une des équations (4) ou (5) par 
celle qu'on obtient en éliminant entre elles -f- 5 on 
aura ainsi 

(7) -4- ( j — 2¿)pi — 2c — z. 

Posons, pour abréger, 

X — 2 a Xi y y ~~ 2.b z — 2 6':=:«,, ay — hx^u. 
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Les equations (6) et {7) ainsi modifiées donnent 

_ ^̂ r» — _ — (Aji z, -4- ujr,) 

En substituant ces valeurs dans (4), on a, après trans-
formations et réductions faciles, 

(8) 
4/1 {Â — -h/i'zf-h W 

— — ¿»Ĵ i)« H- 4^ («^tZ, 4- ¿JiSt) o. 

OÙ il ne reste plus qu'à remplacer ARJ, j^I, z^ et u par 
leurs valeurs. Or on peut se dispenser de faire cette sub-
stitution; il suiEt pour cela de transporter les axes paral-
lèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées 
sont 

(9) û : = 2 a , ^ = z z ^ i c ; 

les indices disparaissent alors dans (8) et u reste égal à 
aj—bx. L'équation de l'enveloppe cherchée devient 
ainsi 

Cette équation, homogène par rapport à X , / , est celle 
d'un cône du second degré. 

D I S C U S S I O N . — Les coordonnées (9) du sommet, par 
rapport à l'ancienne origine, étant a a , a è , 2C, et celles 
du centre de la sphère, a, c, il en résulte que le sommet 
du cône enveloppe est diamétralement opposé au point 
fixe, sur la sphère qui passe par ce point et par la cir^ 
conférence donnée. 

Si l'on a a = o et è = o, le point fixe est sur la 
perpendiculaire au plan de la circonférence qui passe par 
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le centre ; Téquation (lo), qui devient 

4 {h — ic) ( x ' - f - j ' ) -f- hz" — o , 

montre que le cône enveloppe est de révolution. Donc il 
est oblique, pour toute autre position du point fixe. 

3® Si le point fixe est dans le plan de la circonférence, 
/2 = o, le sommet s'éloigne à l'infini, de même que le 
centre de la sphère, et l'enveloppe devient un cylindre 
droit dont la section est égale à la circonférence donnée. 
C'est ce qu'on peut d'ailleurs vérifier en traitant directe-
ment la question à ce point de vue. 

REMAUQTTE. — Pour résoudre la question selon Fénoncé 
de M. Catalan, on rapportera l'ellipsoïde à trois axes rec-
tangulaires, dont deux soient situés dans une section cir-
culaire diamétrale; les équations de départ seront alors 

H- rnz^ -4- inxz — b^ O, 

z — // — o, 

et l'on continuera comme ci-dessus. 
Il est évident que, dans cette question, les deux hy-

perboloïdes et le paraboloïde elliptique peuvent être 
substitués à l'ellipsoïde. 

^ote, — MM. Niebylowski, O. Puel, Mercè Busco ont traité ia même 

question. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. AMIGUES, élève de l'École Normale.—« Parmi les 
méthodes de discussion de l'équation en À relative à l'in-
tersection de deux coniques, il en est une dont le succès 
paraît aller croissant et que je me fais un devoir de vous 
signaler, parce qu'elle me semble vicieuse. 
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» Voici en quoi elle consisije. Après avoir établi qu on 

a toujours deux sécantes réelles communes aux deux co-
niques, on suppose que ces deux droites sont prises pour 
axes, et, dans ce système de coordonnées, on forme l'é-
quation/(X) = o , pour laquelle on établit dès lors très-
simplement que toutes les racines sont réelles si les quatre 
points communs aux deux coniques sont tous réels ou 
tous imaginaires, et qu'une seule de ces racines est réelle 
si deux de ces points sont réels et les deux autres imagi-
naires. 

» Ceci est incontestable. Mais ce qu'on se propose 
dans cette discussion, c'est d'établir que cette pro-
priété appartient non-seulement à l'équation particulière 

= o, à laquelle donne lieu le système d'axes choisi, 
mais à toutes les équations F (X) = o qui répondent à un 
système d'axes quelconque. 

» Or les coefficients de F (A) sont des fonctions des 
coefficients des deux coniques, et ces derniers eux-mêmes 
dépendent du choix des axes. Il faudrait donc, pour com-
pléter la démonstration, établir qu'un changement d'axes, 
tout en modifiant les coefficients et les racines de l'équa-
tion F (X) = o, ne peut faire changer le nombre des ra-
cines réelles de cette équation. 

)) A la vérité, si X représentait un élément géométrique, 
pas ne serait besoin de prendre cette peine; car la réalité 
de cet élément ne dépendrait que des données de la figure, 
et l'on pourrait alors, pour simplifier, prendre des axe» 
particuliers. Mais ici ce n'est pas le cas, et c'est ce que 
me paraissent n'avoir pas observé ceux qui accordent 
leur confiance à cette méthode. » 

Note du Rédacteur. — L'observation de M. Amigues 
est fort juste, et d'ailleurs il peut arriver que l'une des 
deux sécantes réelles ou toutes les deux soient à l'infini; 
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et alors, comment prendre ces deux droites pour axes? 

Voici comment on peut lever la difficulté. Soient 

P = 0, Qrzro 

les équations des deux coniques, et 

l'équation de l'ensemble de deux droites réelles ou ima-
ginaires passant par les quatre points communs aux deux 
courbes. Si l'on change d'axes, ces équations deviendront 

P'rrro, Q ' = O, F 4 - V Q ' = R ' S ' = o. 

Or, si RS est réel, il en sera de même de R 'S ' ; et 
si RS est imaginaire, R ' S ' sera imaginaire. D'un autre 
côté, X, X' seront réels ou imaginaires, selon que RS ou 
R ' S ' seront réels ou imaginaires. Donc X et X' seront en 
même temps réels ou imaginaires. Par conséquent, rela-
tivement à la réalité des racines de l'équation en X, peu 
importera le système d'axes auxquels on rapportera la 
courbe. On pourra donc prendre pour axes les deux sé-
cantes communes réelles dont on a démontré l'existence 
quand les quatre points d'intersection sont à des distances 
finies. Le cas des points à l'infini se déduira du cas géné-
ral par des considérations de limites. 

On pourrait encore former les trois équations analogues 
à RS == o, au moyen des coordonnées des quatre points 
d'intersection, et, sans recourir à une transformation, 
examiner successivement les résultats obtenus dans le cas 
de quatre points réels, de deux réels, de quatre imagi-
naires -, on verrait que les trois valeurs de RS sont réelles 
dans les deux premiers cas, et qu'il y en a deux imagi-
naires dans le dernier. P. 
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SUR L A PODAIRE V U N E fiONI^E P A R R A P P O R T 
A m F O Y E R ; 

PAR M . H . P I C Q U E T , 

Élève de l'École Polytechnique. 

On sait que la podaire d'une courbe dû second degré 
par rapport à l'un de ses foyers est le cercle décrit sur 
son grand axe comme diamètre; nous nous proposons 
de faire voir ici comment cette propriété donne lieu en 
quelque sorte à un nouveau mode de transformation géo-
métrique, et comment elle permet souvent de simplifier 
un énoncé ou une démonstration. 

Cherchons, dans quelques cas, les conditions aux-
quelles ce cercle, que nous désignerons par C, est assu-
jetti, lorsque la conique, qui d'ailleurs a un foyer fixe, 
doit satisfaire à une condition donnée. 

I . Supposons que la conique doive varier en demeurant 
tangente à une droite fixe; le cercle C variera en passant 
par un point fixe, pied de la perpendiculaire abaissée du 
foyer sur cette droite. Comme conséquence, si plusieurs 
droites varient en restant tangentes à une conique fixe, 
cela revient à dire que les pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point fixe sur ces droites restent sur un 
même cercle. 

n . Ce cas est le plus simple. Supposons plus générale-
ment que la conique doive rester tangente à une courbe 
fixe Q , alors le cercle C sera tangent à la podaire P de 
cette courbe par rapport au foyer de la conique. En 
effet, si nous considérons la courbe dans une position 
voisine où elle ait avec la conique deux tangentes com-

Ann. de Mathcmat., 2« série, t . V. (Avril 1866.) l O 
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Tnunes très-rapprochées, nous voyons que le cercle C et 
la podaire P auront deux points communs qui seront les 
pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces tan-
gentes, Si la courbe devient tangente à la conique, ces tan-
gentes viendront à coïncider et le cercle C aura avec la po-
daire P deux points communs réunis en un seul, c'est-à-dire 
qu'il lui sera tangent. Ainsi, si la conique doit être tan-
gente à une parabole confocale avec elle, le cercle C sera 
tangent à la tangente au sommet de cette parabole-, si 
au lieu d'une parabole on a une conique quelconque, 
confocale avec la première, le cercle C sera tangent au 
cercle ayant pour diamètre le grand axe de cette conique 
si c'est une ellipse, son axe transverse si c'est une hyper-
bole. Réciproquement, si le cercle C est tangent à une 
droite ou à un cercle, la conique correspondante sera 
tangente à une parabole confocale ayant la droite donnée 
pour tangente au sommet, ou à une conique confocale, 
concentrique avec le cercle et ayant pour grand axe le 
rayon de ce cercle. Dans tout ce que nous venons de 
dire, il est évident que si le point de contact de la coni-
que avec la courbe Q est donné, le point de contact du 
cercle C avec la podaire P sera déterminé; ce sera le pied 
de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la tangente à 
la courbe Q au point donné. 

III. La conique doit passer par un point fixe A. Il en 
résulte, d'après la construction connue de la tangente à 
la podaire d'une courbe, que le cercle C sera tangent au 
cercle décrit sur A F comme diamètre, F étant le foyer de 
la conique. On voit ici qu'à un cercle tangent à deux 
autres correspond une conique passant par deux points ; 
ceci n'implique pas contradiction avec ce qui a été dit 
précédemment; tout à l'heure le point F était quel-
conque, maintenant il doit être pris à l'un des points 
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d'intersection des deux cercles donnés. De même, si le 
cercle est tangent à une droite, et si le point F est pris 
sur cette droite, la conique correspondante aura une di-
rection asymptotique perpendiculaire à cette droite. Ceci 
se voit facilement en considérant ce cas comme une 
limite du précédent; on sait d'ailleurs que si du foyer 
d'une hyperbole on mène des tangentes au cercle ayant 
pour diamètre l'axe transverse, elles sont perpendicu-
laires aux asymptotes. 

Comme application de cette propriété, on pourrait 
démontrer que tout cercle tangent à deux autres coupe 
orthogonalement un de leurs cercles bissecteurs, c'est-à-
dire un des deux cercles qui passent par leurs points 
d'intersection et sont tangents aux bissectrices de l'angle 
sous lequel ils se coupent. Mais ceci est plus évident 
si Ton emploie la transformation par rayons vecteiirs 
réciproques, en prenant pour pôle de transforma-
tion l'un des points communs à deux cercles et à leurs 
cercles bissecteurs. On pourrait ensuite tirer de là la 
construction du cercle tangent à trois cercles donnés, 
mais elle serait aussi compliquée que les constructions 
connues. 

IV. Si la conique doit avoir pour demi grand axe une 
longueur donnée, le cercle C aura cette longueur pour 
rayon. 

V. Si le cercle C doit couper un autre cercle C sous 
un angle donné, alors la conique correspondante au cer-
cle C rencontrera la conique correspondance au cercle C 
de telle façon que les points jde contact d'une tangente 
commune soient vus d'un foyer commun sous l'angle 
donné ou sous un angle supplémentaire. En effet, con-
struisons les deux coniques confocales, une tangente com-
mune M'M' 'e t les cercles correspondants; soient F le 
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foyer commun, F ' et F' ' les autres foyers, O et O, les 

centres ; soit M un point d'intersection des cercles, pied 

F I G . I . 

de la perpendiculaire abaissée du point F sur la tangente 
commune M'M' ' ; joignons M ' F ' et M ' T ' ' ; ces droites se 
rencontrent en I sur MF, car si l'on prend IM = MF et 
si Ton joint IF ' et IF'', ces droites passent respective-
ment par les points de contact d'après la théorie des 
foyers ; donc 

IM=:MF; 

par suite. 

ajoutant. 

M'FM izr M'IM et M'' FM M ' IM ; 

joignons MO, MO, , ces droites sont parallèles à IF', IF", 
donc 

Or OMOi est supplémentaire de l'angle sous lequel les 
cercles se coupent ; donc..., etc. c. Q. F. n. 

La démonstration serait la même si les deux coniques 
n'étaient pas des ellipses. 
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On peut énoncer ce l'ésultat en disant : 
V angle sous lequel on voit y du fojer commun de 

deux coniques confocaleSj les points de contact d^une 
tangente commune est égal à Vangle sous lequel se cou-
pent les cercles décrits sur leurs grands axes respectifs 
comme diamètres. 

Ce qui démontre en même temps la réciproque de ce 
que nous avions avancé. On voit qu'en particulier, si 
Tangle donné est nul, les coniques seront tangentes, 
ce que nous savons déjà. 

Comme application, supposons qu'une série de coni-
ques confocales soient disposées de telle sorte que les 
points de contact d'une tangente commune à chacune 
d'elles et à une autre conique fixe confocale avec elles 
soient vus du foyer commun sous un angle droit, alors 
les cercles correspondants à toutes ces coniques coupe-
ront orthogonalement le cercle correspondant à la coni-
que fixe, c'est-à-dire qu'ils auront tous même cenire ra-
dical, le centre de la conique fixe. 

VI. Si la conique doit avoir pour centre un point 
donné, le cercle C aura pour centre le même point. Cette 
propriété permet de trouver un grand nombre de lieux 
de centres de coniques confocales, assujetties à deux au-
tres conditions, le foyer commun étant donné. Nous sa-
vons, par exemple^ que le lieu des centres des cercles 
tangents à deux droites se compose des deux bissectrices 
de leur angle ; le lieu des centres des coniques correspon-
dantes sera le même; les cercles étant tangents à deux 
droites, les coniques correspondantes seront tangentes à 
deux paraboles dont les droites données seront les tan-
gentes aux sommets ; donc : 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com-
mun et tangentes h deux paraboles confocales avec 
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elles se compose des deux bissectrices des tangentes aux 
sommets de ces paraboles. 

On peut ainsi trouver un grand nombre d'énoncés : 
nous en citerons quelques-uns. 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com-
muny tangentes à une conique confocale et ayant un 
grand axe donnée se compose de deux cercles concen-
triques à la conique et ayant pour rayon le grand axe 
de cette conique augmenté ou diminué du grand axe 
donné. 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com-
mun F et qui passent par deux points A et B se compose 
de deux coniques homofocales ayant pour foyers les mi-
lieux de FA et de FB, savoir : une ellipse ayant pour 

grand axe - (FA -f-FB), et une hyperbole ayant pour 

axe transverse ~ (FA — FB). 

Nous aurions ainsi presque tous les lieux de centres de 
coniques confocales assujetties à deux autres conditions. 

VII. Les principes précédents peuvent s'appliquer à la 
transformation par la méthode des polaires réciproques. 
Supposons en effet que Ton ait à transformer un énoncé 
dans lequel entrent plusieurs cercles; la transformation 
ordinaire par rapport à un cercle donnera des coniques 
confocales jouissant de certaines propriétés qui seront 
les transformées de celles des cercles donnés. Au lieu 
d'introduire ces coniques dans le nouvel énoncé, il sera 
en général plus élégant d'introduire les cercles décrits 
sur leurs grands axes comme diamètres, lesquels satisfe-
ront à certaines conditions résultant de celles qui sont 
imposées aux coniques correspondantes et qu'on pourra 
ftouvent déduire de ce qui précède. Prenons un exemple : 
on sait (^Nouvelles Annales,^ t. X I X , p. 234) t̂i«̂  
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cercle circonscrit à un triangle conjugué à une conique 
a pour puissance par rapport au centre de la conique la 
somme des carrés de ses demi-axes, c'est-à-dire que tous 
les cercles analogues ont pour centre radical commun le 
centre de la conique. Transformons cet énoncé par rap-
port à un pôle de transformation quelconque : nous au-
rons une conique, ses triangles conjugués et la série des 
coniques inscrites dans ces triangles et ayant le pôle 
de transformation pour foyer; ces coniques seront telles, 
ijue les points de contact de leurs tangentes communes 
avec une conique fixe confocale (polaire du cercle coupé 
orthogonalement par tous les autres) seront vus du foyer 
commun sous un angle droit, donc leurs cercles corres-
pondants auront même centre radical (V). En outre, les 
cercles correspondants sont parfaitement définis : ce sont 
les cercles passant par les trois pieds des perpendicu-
laires abaissées du foyer commun sur les côtés de chaque 
triangle conjugué. On a donc cet énoncé : 

On donne sur un plan une conique et un point fixe; 
on abaisse de ce point des perpendiculaires sur les trois 
côtés d'un triangle conjugué à la conique, et par les 
pieds de ces perpendiculaires on fait passer une circon-
férence. Pour chaque triangle conjugué à la conique on 
décrit ainsi une circonférence ; toutes ces circonférences 
ont le même centre radical. ( M A N N H E I M . ) 

Ainsi se trouve résolue la question 744 (t. IV, p. 43o). 
Pour donner un autre exemple^ nous savons que le lieu 

des points d'où Ton voit une conique sous un angle droit 
est un cercle; ensuite nous avons démontré (i;o/r le jour-
nal VInstitut du 20 décembre i865) qu'il existe deux 
points dans le plan de tout quadrilatère, d'où l'on voit 
sous un angle droit chacune des coniques qui lui sont 
inscrites; en d'autres termes, les cercles analogues pour 
toutes ces coniques ont même axe radical. Transformant 
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ces énoncés d'après ce qui précède, nous aurons les sui-
vants : 

Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d\in 
point sur les droites qui interceptent dans une conique 
des cordes vues de ce point sous un angle droit est un 
cercle. Si la conique varie en passant par quatre points 

fixes y touf' les cercles ainsi obtenus ont même axe 
radical. 

L'idée fondamentale est donc de remplacer dans un 
énoncé une conique, polaire réciproque d'un cercle, par 
son cercle correspondant. Ainsi le cercle A, lieu des 
points d'où l'on voit une conique sous un angle droit, se 
transforme en un autre défini par l'énoncé précédent, 
et comme c'est lui qui coupe orthogonalement tout cercle 
circonscrit à un triangle conjugué à la conique, il en 
résulte que dans la question 744 le centre radical dont 
nous avons démontré l'existence est le centre du cercle 
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point 
di>nné sur toutes les droites interceptant dans la conique 
donnée des cordes vues de cé point sous un angle droit. 
Il est assez curieux de voir par cette méthode des cercles 
qui ont même centre radical se transformer en des cercles 
jouissant de la même propriété : c'est ce qui explique 
l'utilité du § V. Si l'axe radical était commun, la même 
chose aurait lieu, la propriété se conserverait. D'ailleurs 
cette nouvelle espèce de transformation est réciproque; 
car, si après avoir transformé un cercle en un autre, on 
vqut transformer à son tour ce dernier, on retombe 
sur le premier. 

V n i . Il est aisé de voir que les considérations précé-
dentes peuvent s'étendre au cas de l'espace. Il suffit de 
^•emplacer les coniques confocales par des surfaces du 
spcond degré dç révolution ayant un foyer commun, çt 
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les cercles par des sphères. Ainsi obtient-on les énoncés 
suivants : 

Le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution ayant un foyer commun et tangentes à deux 
paraboloides de révolution confocaux avec elles se com-
pose des plans bissecteurs des plans tangents aux som-
mets de ces paraboloides. 

Le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution ayarit un foyer commun, tangentes à une 
autre confocale avec elles, et ayant un grand axe donnée 
se compose de deux sphères concentriques à la surface 
donnée et ayant pour rayon le grand axe de cette sur-

face augmenté ou diminué du grand axe donné. 

Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d^un 
point sur les plans qui coupent une surface du second 
degré suivant des courbes bases de cônes équilatères 
( A - h A ' - f - o ) ayant pour sommet ce point^ est 
une sphère. Si la surface varie en passant par huit points 

fixes^ toutes les sphères ainsi obtenues ont même plan 
radical; si la surface varie en passant par sept points 

fixes, elles ont même axe radical. 

On dontve une surface du second degré et un point, 
on abaisse de ce point des perpendiculaires sur les quatre 
faces d'un tétraèdre conjugué à la surface, et par les 
pieds de ces perpendiculaires on fait passer une sphère. 
Toutes les sphères analogues ont même centre radical, 
qui est le centre du cercle lieu des pieds des perpen-
diculaires abaissées du point donné sur les plans qui 
coupent la surface donnée suivant une courbe base d'un 
cône équilatère ayant pour sommet le point donné, 

IX. Les mêmes considérations permettent de résoudre 
les questions 737 et 738. Soient en effet un cercle et un 
point H fixe : nous allons démontrer que tous les triangles 
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qui sont inscrits dans le cercle et qui ont ce point pour 
point de rencontre des hauteurs enveloppent ufle même 
ellipse ayant un foyer en H et l'autre foyer au centre du 
cercle, si le point H est à l'intérieur du cercle. Il suffit 
de faire voir que le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du point H sur les trois côtés du triangle est un 

F I G . 2 . 

cercle; en etfet, soit ABC un de ces triangles : ces trois 
pieds A', B', C seront les pieds des hauteurs, et le cercle 
qu'ils définissent sera évidemment le même pour tous les 
triangles, car le point A' est le milieu de HE et le lieu de 
ces milieux est un cercle dont le centre est au milieu I de 
HO. L'enveloppe des côtés du triangle est donc une 
ellipse ayant uu foyer en H, son centre en I et l'autre 
foyer en O : par conséquent, le cercle O est le cercle direc-
teur de cette ellipse, puisque chacun de ses points s'obtient 
en abaissant du foyer H des perpendiculaires sur les tan-
gentes à l'ellipse et les prolongeant d'une quantité égale 
à elles-mêmes. Nous avons donc le centre, les foyers et 
le grand axe de l'ellipse. Nous voyons en outre que si un 
triangle est à la fois circonscrit à cette ellipse et inscrit 
dans son cercle directeur, il aura nécessairement le point 
H pour point de rencontre des hauteurs ; soit en effet A'̂  
un des points de contact, joignons OA" et abaissons EA' 
perpendiculaire sur C B ; cette droite passera par l'autre 
foyer qui sera symétrique de E par rapport à C B ; comme 
il en est de même pour les autres côtés du triangle, ce 



( »Sa ) 
foyer se confond avec son point de rencontre des hauteurs. 
Ces deux questions ont une autre signification géomé-
trique. Nous savons en eifet : 

Que lorsqu on peut placer sur un cône du second 
degré un trièdre trirectanglcy on peut en placer une 
infinité. 

En transformant cet énoncé par la théorie des polaires 
réciproques, on arrive au suivant : 

Lorsquon peut circonscrire à un cône du second 
degré un trièdre trirectangle, on peut lui en circonscrire 
une infinité. 

On a souvent attribué indistinctement à ces deux es-
pèces de cônes la dénomination de cônes équilatères, 
parce que pour les premiers la somme des coefficients 
des carrés des variables est nulle, et pour les seconds la 
somme des carrés des axes. Il nous semble qu'on peut les 
distinguer en appelant les uns cônes équilatères de pre-
mière espèce, les autres cônes équilatères de seconde espèce 
{voir VInstitut du 20 décembre 1865).Cela posé, considé-
rons un cône appartenant à la première espèce, dont S soit 
le sommet, et coupons-le suivant un cercle; si l'on prend 
sur ce cercle trois points A, B, C correspondant aux arêtes 
d'un trièdre trirectangle, le triangle ABC variera en res-
tant inscrit dans le cercle, et il est facile de voir qu'il con-
servera toujours le même point de rencontre des hau-
teurs H, projection du point S sur le plan du cercle; donc 
ses côtés envelopperont une ellipse ayant pour foyer le 
point H, et le cône ayant cette ellipse pour base et le 
point S pour sommet appartiendra à la seconde espèce 
(dont l'existence serait démontrée par là même si nous 
ne la connaissions pas déjà), et aura la ligne SH pour 
ligne focale, puisqu'une section perpendiculaire à SHa un 
foyer en son point d'intersection avec cette ligne. Donc 
ces deux cônes, qui ont même sommet, sont tels, que les 
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plans cycliques du premier sont perpendiculaires aux 
lignes focales de l'autre, et cette propriété est réciproque 
parce qu'alors les cônes sont supplémentaires, ce qui est 
d'ailleurs évident sur la figure, car l'arête S A''de l'un 
est évidemment perpendiculaire à l'arête S A de l'autre. 

Donc : 
Lorsqu'un trièdre trirectangle se meut de façon que 

ses arêtes engendrent un cône du second degré, ses 
faces enveloppent un autre cône supplémentaire du 
premier. 

Ces deux cônes sont équilatères l'un d'une espèce, 
l'autre de l'autre. Puisque les plans cycliques de l'un 
sont perpendiculaires aux lignes focales de l'autre, en 
transportant l'un d'eux parallèlement d'une façon con-
venable, on pourra toujours s'arranger de manière qu'une 
section convenable de l'un d'eux soit la courbe polaire 
réciproque de l'autre par rapport à une sphère qui aurait 
son centre au sommet du premier [voir les Recherches 
de Géométrie pure de M. Chasles, Mémoire publié à 
Bruxelles, en 1829). C'est ce qui explique encore pour-
quoi la théorie des polaires réciproques permet de tirer 
les propriétés de l'un de ces cônes des propriétés de 
l'autre. 



( ) 

P R O P R I É T É S . FOCALES 
des c o n i q o e s p a s s a n t p a r q u a t r e points et d e s s i r l a c e s de réfoIntioD 

dn second d e g r é p a s s a n t par c i n q p o i n t s ; 

P A R M . R E C O Q ( * ) . 

1. — Des coniques passant par quatre points, 

1 . T H É O R È M É I . — L o r s q u ' u n e conique passe par quatre 
points donnés A j , Ag, Ag, A4, il y a une relation linéaire 
et homogène entre les distances (îj, îg^ ^s, d'un foyer 
à ces quatre points. Cette relation est, en appelant 
81,85,83,84 les surfaces des quatre triangles A« A3 A4, 
A j A3A4, eic., 

En exprimant que l'équation 

_ a)^ (7 P)^ = (mœ^ ny + pf 

est vérifiée par les quatre points donnés (x j , j , ) , (xg,/^), 
(^4, J4), on a 

mx, -t- «J, -\-p = 

mx-i -+- ny^ -

mxs + nXi H hp = 

mXi -f- nyi -

(*) Ce travail est le dernier d'un jeune homme qui donnait de belles 

espérances. M. Recoq, lauréat du concours général des collèges des dé-

partements, reçu à l'École Polytechnique et à l 'École Normale, ayant opté 

pour cette dernière, est mort le 21 février 1866 à Montpellier. 
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d'où, éliminant m, 

i 

- R O , 

OU 
I J j 

: I ŷ  

I J4 
l X, J , 

I X̂  J, i 

Les quatre déterminants qui î 
sentent au signe près 281, 282, 2 

(0 izSa^ar 

ï J» 

I r* 

I .r, J, 

I -^t Xi 
I Y , 

I J3 

Remarque. — Celle relation représente le lieu des 
foyers des coniques passant par quatre points, en prenant 
pour coordonnées les distances d'un point quelconque du 
lieu à ces points. Ce lieu a pour équation en coordonnées 
rectilignes 

S, v V — Y dz S, -̂ 2) -+- iJ 

±S3 - Ŝ  o. 

Il est du sixième degré (*), car une droite à l'infini 
renferme six foyers, puisqu'il passe deux paraboles par 
quatre points et que chacune d'elles a trois foyers à l'in-
fini. (Fo/r C R E M O N A , 2® série, t. III, p. 23.) 

(*) Cependant, quand on chasse les radicaux, on a une équation du 
quatrième degré. P. 
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Les axes des deux paraboles qui passent par les quatre 

points sont deux directions asymptotiques. Les quatre 
points donnés sont quatre foyers (*) de la courbe. La 
transformation par rayons vecteurs réciproques n'altère 
pas la forme de l'équation (i). 

2. Cas particuliers, — Si les quatre points sont les 
sommets d'un parallélogramme, on a 

S, S2 ~ S3 — S4, 

et il vient, dans le cas de l'ellipse, 

dans le cas de l'hyperbole, 

(3) ^ i - f - ^ u — = 0 , 

en supposant que A^, A3 sont deux sommets opposés. On 
le voyait à priori. 

En supposant que l'un des points soit le point de 
concours des hauteurs du triangle formé par les trois 
autres, la conique devient une hyperbole équilatère; 
dans ce cas l'énoncé précédent se modifie ainsi : 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un 
triangle, il y a une relation linéaire et homogène entre 
les distances d'un foyer aux trois sommets et au point de 
concours des hauteurs. 

Cette relation est, en appelant T la surface du triangle 
et D la distance du foyer considéré au point d'intersection 
des hauteurs, Sj^ Sg, S3 les surfaces des triangles ayant 
pour sommet ce même point et pour bases les côtés du 
triangle, 

( 4 ) = 

(*) J'appelle foyer dans une courbe le centre d'un cercle bitangent de 
rayon nul. 



( »6« ) 

Elle représente le Heu des foyers des hyperboles équila-
tères circonscrites à un triangle. 

Si le triangle est équilatéral, on a 

Donc : Lorsqu'une hyperbole équilatère est circon-
scrite à un triangle équilatéral^, la distance d'un foyer 
au centre est une moyenne algébrique entre ses distances 
aux trois sommets. 

3° On peut se demander ce que devient la relation 
générale quand l'un des points, A4 par exemple, s'éloigne 
à l'infini suivant une direction donnée. Celle relation 
devient, en appelant a j , <23 les côtés du triangle fixe, 
lesquels servent de base à trois triangles ayant pour som-
met commun A;, et dont nous appellerons les hauteurs 

a, h, èy ii= fh ± «3 ±: S4 = o, 

ou 

O4 à^ 04 

Or il est facile de voir que les rapports ^ tendent 

04 04 64 
vers sin«!, sinag, sinas, ai,aj,a3étant les angles des côtés 
du triangle Ai A^ As avec la direction fixe, et par suite, 
en appelant Ai , As, A3 les projections des côtés de ce 
triangle sur une perpendiculaire à la direction fixe, et 
posant S4 = S, on a 

dzA, (î.db A,^,ihA3 = 

4° Si deux des points A3, A4 vont à l'infini suivant deux 

directions déterminées, on a 

- - const., 
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la constante étant affectée de deux valeurs qdi sont Tune 

réelle, l'autre imaginaire, quand les points Ai , À« sont 

réels. Ainsi : le lieu des foyers des coniques semblables 

semblablement placées à une conique donnée et passant 

par deux points fixes (réels) se compose de deux coniques 

(l'une réelle, l'autre imaginaire) ayant pour foyers ces 

deux points. 

3. J'appelle distance d'un point à un cercle la longueur 

de la tangente issue de ce point, et je considère non plus 

un cercle bitangent de rayon nul, mais un cercle bitan-

gent de rayon r. En partant de l'équation 

(a: ~ -h (7 — p — rrr (///̂  H- ny -f-

on arrive, comme précédemment, à la relation 

où (îi, Í21 sont les distances des points donnés au 

cercle bitangent-, mais si l'on imagine quatre cercles de 
rayon ayant pour centres les quatre points, on voit 
que les distances du centre du cercle bitangent à ces qua-
tre cercles ne sont autres que les distances 
Donc : 

T H É O R È M E II. — Étant donnés une conique passant 
par quatre points et un cercle bitangent de rayon r, il 
J a une relation linéaire et homogène entre les distances 
du centre de ce cercle à quatre cercles fixes de rayon r 
ayant pour centre les quatre points donnés. Cette rela-
tion est 

JE lie représente le lieu du centre du cercle bitangent de 
rayon r quand la conique varie. Ce lieu est tangent 
à chacun des quatre cercles fixes au moins en deux 
points. 

Aftn. de Mathémat.^ série, t. V. (A.Tril 1866.) Il 
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4. La relation (i), qui existe entre les rayons vecteurs 

d'un point quelconque du lieu des foyers des coniques 
circonscrites à un quadrilatère, est aussi la relation entre 
les cosinus des angles de la tangente en ce point avec les 
mêmes rayons vecteurs. Ainsi Ton a 

S, COSÔilfcSa COS 02 ± S3 COSÔ3 i t S4 008 04 = O, 

et, plus généralement, si une courbe a pour équation 

w, -h Wj i , -i- - . . -f- = R, 

on a 
/TI.COSÔ, -h /Wj cos ôj -4- . . . -4- w„cos6„ == o. 

En effet, si Ton rapporte la courbe à deux axes rectan-

gulaires, et si Ton appelle a l'angle de la tangente avec 

Taxe des x , on a, puisque 

tanga 

X 
• m^ — 

0, 
' m ., -

'S. 

.r — .r„ 
rn. —r—^ -4- nio - — — - f - . . . H- w,, — 

rrin —^ 

OU, en désignant par jû a,. . . les angles que font avec 

l'axe des x les distances cìj, ( i» , . . . , 

sin a m, cosa,-4-WJCOSLIJ-f-. . H-w„cosa„ 
tanca —~ ~ — r—-—^ ^ 

^ cosa /n, smfx,-t-/Wjsm|X2-i-. . .-f-WnSin 

ou 

i»,COs(a — fx,) -h OTjCOS (a — fxj) - } - . . . -f- w„C0S (a — fi„) == O, 

c'est-à-dire 

/WiCOSÔ, -h /WjCOSÔ,-+- . . . 4- W„C0s9„=: O. 

Cette formule fournit une construction de la tangente 
en un point quelconque de la courbe. Je me bornerai au 
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cas d^s équations 

qui représentent le lieu des foyers des ellipses et des hyper-
boles circonscrites à un parallélogramme. (La composi-
tion du concours de TÉcole Normale en i864 consistait 
en partie à trouver ce lieu.) On a dans ce cas 

cosò, — COsBi H- COsGa — COs9i — o, 
COS Ô, -4- COS 02 — COS ©3 — COS Ô4 r- O , 

d'où l'on déduit la construction suivanle : 

Pour construire la tangente en un point quelconque M 
de la courbe lieu des foyers des coniques circonscrites à 
un parallélogramme, décrivez avec un rayon arbitraire 
Un cercle ayant M pour centre, cherchez le centre des 
moyennes distances du quadrilatère qui a pour sommets 
les points d'intersection du cercle avec les rayons vecteurs 
du point M directs pour deux sommets opposés, ou adja-
cents inverses pour les deux autres, et la droite qui join-
dra le point M à ce point sera la normale. 

Cette construction n'est d'ailleurs qu'un cas particulier 
d'une construction beaucoup plus générale dpnnée par le 
marquis de L'Hôpital, lorsque la courbe considérée a une 
équation quelconque 

La simplification qui se présente ici provient de ce que 
les coefficients de l'équation différentielle ont des valeurs 
constantes qui sont précisément mj, Wg,. /??„. {Foir 
P A U L S E R R E T , Méth, en Géom,, p. 64 ) 

II. — Des surfaces de révolution du second degré 
passant par cinq points. 

1 . T H É O R È M E I . — Lorsqu'une surface de révolution 
passe par cinq points ^o/iî^eV Ai, A?, A3, A4, Ag, il y a une 
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relation linéaire et homogène entre les distances d'un 

foyer à ces cinq points. Cette relation est, en appelant 

V,, V3, V4, Vg les volumes des cinq tétraèdres 

Â-f A i A j A g A ^ A s , A j A j A4 A n , . . . , 

V. I. ± V, ± : V3 ± : V, ± VS = O. 

On a, en considérant Téquation 

{x — a)'-h (r — (2 — yY = [rnx -f- ny -+- pz -h q)\ 

-y)-

«iJTî-h ny-i-^pZi-^-

m T̂j-i- «/3-f- pz^-\-q— 

mx^ -H /?j4 -h -h <7= 

mx^ -4- /zjîi -4- />Z5 -4- 7 " 

d'où, éliminant w. n, p, q, 

d=c l I r . s. 

± c h I J, 

±: I /3 -3 0, 

ih I x^ 

rs 

c'est-à-dire 

I jr, 2b I •̂ 3 J3 1 1 I r* 2,5 
I .r 3 J3 S3 î Xi 24 

i ±^3 
I 25 

I. X, .r4 Z4 I Z5 i I j i 

« Zs I ^t r . Zi I 

I ' r . 2! 
I r . I 23 
I Zj 

— 

1 23 
i ï I •̂ 4 24 

= 0, 
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OU 

Remarque, — Celte équation représente le lieu des 
foyers des surfaces de révolution passant par cinq points. 

2. Quatre points suffisent pour établir une relation 
entre les distances lorsqu'ils sont dans un même plan, 
car en prenant ce plan pour plan des xy on ^ 

f /w.r,-f-«J,-4-r/ 

} mx^-r- ny^-^ q^ 
(2) ^ 

I mXi-h ny^-h q — 
\ mx^ -f- ny^ -f- ^ — (î̂ . 

Le nombre des relations se réduit à quatre et le nombre 
des paramètres à trois. En éliminant m, /i, <7, il vient 

( 3 ) = 

Il y a plus : examinons le cas où la surface de révolu-
lion représente un cône, les deux foyers se réunissent au 
sommet et les deux plans directeurs se confondent en un 
plan unique mené par le sommet ; on a 

(4) m a n p p y q = 0 , 

En joignant cette relation aux relations ( 2), on aurait, 
si on éliminait m, <7, le lieu des sommets des cônes de 
révolution passant par les quatre points ; mais comme les 
équations (2) ne contiennent pas l'élimination est in-
dépendante de la relation (4), en sorte que le lieu des 
sommets se trouve représenté par l'équation (3). Donc : 

Le lieu des sommets des cônes de révolution, passant 
par quatre points situés dans un même plan, est iden-
tique au lieu des foyers de toutes les surfaces de révolu-
tion satisfaisant aux mêmes conditions ; il y a une relation 
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linéaire et homogène entre les longueurs des généralrices 
aboutissant aux quatre points. 

La surface (3) admet les sections circulaires 

Si il dz = o, 

rr: o, 

3. Considérons cinq points dans un même plan, au-
quel cas la surface devra passer par une conique fixe; il 
faut, si Ton prend le plan des cinq points pour plan 
des X, joindre aux relations ( 2) la relation 

mxi —- dr «Î5, 

et, si la surface doit représenter un cône, y joindre aussi 

Mais, comme tout à Theure, cette dernière relation 
reste étrangère à l'élimination, en sorte que le lieu des 
foyers do toutes les surfaces de révolution, passant par 
une même conique, est identique au lieu des sommets des 
cônes de révolution menés par la même conique, et Ton 
sait que ce dernier lieu est formé de« deux coniques 
(réelles ou imaginaires) lieu des foyers dans l'espace de 
la conique donnée (*). 

En mtème temps se trouve démontré ce théorème de 
M. Ch. Dupiu : Le cône qui a pour sommet un foyer 
d'une surface de révolution, ot pour base une section 
plane quelconque, est de révolution. 

On voit aussi qu'une conique et le lieu de ses foyers 
dans l'espace jouissent de cette propriété réciproque, 
qu'il y a une relalion linéaire et homogène entre les dis-

(*) Ces deux coniques sont l 'une réelle, l'autre imaginaire, quand la co-

nique proposée est réelle. 



( ) 
tances de quatre points (pris sur la même courbe 
de Vun à un point quelconque de Vautre, 

4. La circonstance précédente se présentera toutes les 
fois qu'tme surface de révolution, passant par trois points 
fixes, aura Tun de ses foyers fixe, c'est-à-dire que cette 
surface sera assujettie à passer par une conique fixe. En 
effet, le plan des trois points coupe la surface suivant une 
conique satisfaisant à cinq conditions, puisqu'elle passe 
par trois points fixes et qu'elle est bitangente à un cercle 
fixe, qui est un petit cercle de la sphère focale fixe. Ces 
conditions déterminent, comme il serait facile de le voir, 
quatre coniques ; et, par suite, toutes les surfacesde révo-
lution passant par trois points et ayant un foyer fixe peu-
vent être classées en quatre séries correspondant aux 
quatre coniques. En rapprochant ce résultat de ce qui 
précède, on voit que : 

Lorsqu'une surface de révolution passe par trois points 
fixes et a un foyerfixe., le lieu de Vautre foy er se com-
pose de huit coniques situées dans des plans perpendi-
culaires au plan des trois points, 

5. Tous ces résultats peuvent se généraliser en consi-
dérant dans une surface de révolution, non plus un foyer, 
mais une sphère inscrite de rayon r ; la distance du foyer 
à Tun des points fixes sera remplacée par la distance du 
centre de la sphère tangente à des sphères de même rayon 
décrites des points fixes comme centres. 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
P R O P O S É E S DANS L E S N O U V E L L E S A N N A L E S . 

Question 736; 

PAR M . H . V I O L L A N D , 

Élève de l 'École Normale. 

Soient M un point d'une courhe et MI le point cor-
respondant de sa transformée par rayons vecteurs réci-
proques par rapport à un point O5 n^ n^ les longueurs 
des normales à ces deux courbes comprises entre les 
points M et M, et une perpendiculaire à OM menée par 
le point O-, enfin p et p^ les rayons de courbure aux 
points M EI ML. On a 

n 
- H — 2 . 

p p' 

( N I C O L A Ï D È S . ) 

Soient r, r̂  les rayons vecteurs des deux points; la 
longueur n de la normale au premier point est 

Le rayon de courbure p au même point est donné par la 
formule 

2 

(du y d^r 
r* -t 



( »«9 
donc 

idr ' 
rfe 

(dr dr y 

\dB) 

Pour trouver —5 remarquons que les deux points 

étant transformés par rayons vecteurs réciproques, 

' r 

Différentiant deux fois 

dr, _ 

dQ~ dQ' 

/dry d'r 
(dQj "SF' 

remplaçant les quantités r,, ^ ^ par leurs valeurs 

dans l'expression de la normale et du rayon de courbure 
au point Ml, on trouve, toutes réductions faites^ 

d'r 
r" -f- r—--

donc 

n 

P 

' , {àr 

2. 

C Q. F . D. 

iVoie. — Solutions analogues par MM. Bauquenne, candidat à 1 École 

Normale; Cornu, Richard, élèves de l'Ecole Normale; Mirza-Nizani; F . 

Richard, Lerosey et Chambard, élèves du collège Chaptal ; Ribaucourt, 
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Grassat, élèves de l'École Polytechnique; Mercé Busco j M. Joseph Sacchi, 

professeur à Milan. M. Albert Parel remarque qu'il suffit de démontrer 

la question pour deux cercles. Démonstration géométrique, par les li-

mites, par M. Niewenglowski, élève de l 'École Normale. M. Fouret, élève 

de l'Ecole Polytechnique, démontre la proposition en s'appuyant sur ce 

que si C et Cl sont les centres des deux cercles, N et N, les extrémités des 

normales et 1 le point de rencontre des normales, le rapport anharmo-

nique des points N, M, C, I est égal au rapport anharmonique des points 

N , , M,, Cl I , et, qu'en outre, les normales sont également inclinées sur 

les rayons vecteurs. Par une autre démonstration, il trouve que si g et 

sont les angles de contingence en M et M», on a 

£-\-e^z= idO. 

Pour le cas d'un point double d'une anallagmatique, on a 

I 1 2 

P /î. 

A l'occasion de la même question, M. Chemin, aussi élève de l'École Poly-

technique, cherche les relations qui existent entre les arcs et les rayons 

de courbure de deux courbes dont l 'une est la podaire de l'autre. 11 

trouve ainsi, en deux points correspondants, 

F P '' 

les lettres accentuées se rapportent à la podaire. i \ 

Questions 737 et 7 3 8 
(voir 2' série, t. H I , p. 418); 

PAR M M . D E L A U N A Y ET D E V I A R I S , 

Élèves du lycée Saint-Louis. 

737. On peut inscrire à un cercle donné une infinité 
de triangles dont les hauteurs se croisent en un point 
donné. Trouver, par la Géométrie.^ la commune enve-
loppe des côtés de ces triangles. 

L E M M E . — Si du point de rencontre des hauteurs d'un 
triangle on abaisse des perpendiculaires sur les côtés et 
/juon prolonge chacune d'elles d'une quantité égale à 
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elle-même ^ les points ainsi obtenus sont sur le cercle 
circonscrit au triangle. 

Démonstration facile. 
Soit G le centre du cercle et H le point donné. Me-

nons du point H une sécante quelconque, rencontrant la 
circonférence aux points A et P. Au milieu de HP, éle-
vons une perpendiculaire à celte ligne qui rencontre la 
circonférence aux points B et C : d'après le théorèirie 
précédent, le triangle ABC répond à la question. Il y en 
a donc une infinité. 

Joignons OP, soit M le point d'intersection avec le 
côté BC; si nous menons HM, le lemme précédent nous 
donne OM -f- MH = OiM -f- MP R. De plus, BC fait 
des angles égaux avec les droites MO, MH^ donc BC en-
veloppe l'ellipse qui a pour foyer les points O et H et le 
cercle donné pour cercle directeur. 

738. Une ellipse et Vun de ses cercles directeurs étant 
tracés y il existe une infinité de triangles simultanément 
inscrite au cercle et circonscrits à Vellipse-^ le point de ren-
contre des hauteurs est te même pour tous ces triangles. 

Cette question est une réciproque de la précédente. 
Soit O le centre du cercle directeur, H Fautrc foyer de 
l'ellipse. Menons une tangente quelconque à l'ellipse; 
soient B et C les points où elle rencontre la circonfé-
rence. Du foyer H abaissons une circonférence sur BC et 
prolongeons-la d'une quantité égale à elle-même. D'après 
une propriété connue du cercle directeur, le point P ainsi 
obtenu est sur ce cercle , soit A Faulre point où elle ren-
contre la circonférence. Dans le triangle ABC, AHP est 
une hauteur d'après le lemme précédent, et le point 
de rencontre des hauteurs de ce triangle est le point H. 
Les côtés AB et A C sont donc tangents (théorème pré-
cédent) à l'ellipse qui a pour foyer les points O et H cl 
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pour cercle directeur le cercle donné. Ceci démontre les 
propositions indiquées. 

Note.—Les questions 737 et 738 ont été résolues par MM. Hatté, Niéby-

lowski, Viant, Tannery, Braga, Calabre, Muzeau, Elliot, Emperauger, La-

b a i l l e e t P . Cagny, Grimaldi, Laisant, Nievenglowski, Lacauchie, Dastarac. 

Mêmes questions y 

PAR. M M A R I È S ET M A R M I E H , 

Élèves de l'École Sainte-Geneviève (classe du P. Joubert). 

L E M M E . — A tout triangle correspond une ellipse 
ayant pourfoyers le point de concours des hauteurs et le 
centre du cercle circonscrit, et tangente aux trois côtés 
du triangle ainsi qu'à ceux du triangle conjugué (*). 

Soient ABC le triangle considéré, (O) le centre du 
cercle circonscrit, (O') le point de rencontre des hauteurs, 
a, [3, y les pieds des médianes, p, r les pieds des hau-
teurs. 

Je considère Tellipse ayant pour foyer le point de 
concours (CK) des hauteurs et tangente aux trois côtés 
du triangle. Le lieu des projections du foyer (O') sur ses 
tangentes est le cercle passant par ses trois projections 
p, ç , r : donc c'est le cercle des neuf points du triangle. 
Si, par les deuxièmes points de rencontre de ce cercle 
avec les côtés, on élève des perpendiculaires, ces perpen-
diculaires vont concourir en un même point (O), qui est 
le centre du cercle circonscrit au triangle. C'est donc fe 
deuxième foyer de l'ellipse. 

Le grand axe de cette ellipse est égal au rayon du 
cercle circonscrit au triangle. 

(*) Le triangle conjugué au triangle ABC s'obtient en abaissant du 

point O des perpendiculaires sur les côtés du triangle et prolongeant ces 

perpendiculaires de longueurs égales {voir 2® série, t. II, p. i33). P. 
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De même au triangle conjugué A'B'Ccorrespond une 

ellipse ayant pour foyers le point de concours (O) des 
hauteurs et le point (CV) centre du cercle circonscrit à ce 
triangle qui touche les trois côtés A 'B ' , A ' C , B ' C et 
la longueur de son grand axe est égale au rayon du 
cercle circonscrit au triangle A'B'C. ' Mais les triangles 
conjugués ABC, A ' B ' C sont égaux; donc les rayons des 
cercles circonscrits sont égaux; donc le grand axe de 
cette deuxième ellipse est le même que le grand axe de 
la première. 

Les deux ellipses étant homofocales et ayant leurs 
grands axes égaux coïncident ; on a donc le lemme 
énoncé. 

Remarque. — Ce qui précède suppose que le point de 
concours des hauteurs et le centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC soient intérieurs à ce triangle, c'est-à-
dire que tous les angles du triangle soient aigus. 

Dans le cas où le triangle est rectangle, Tellipse se ré-
duit à son axe, qui est la médiane du triangle rectangle 
correspondant à l'hypoténuse. 

Quand le triangle a un angle obtus, il existe une hy-
perbole tangente aux trois côtés du triangle, et ayant 
pour foyers le point de concours des hauteurs et le centre 
du cercle circonscrit au triangle. 

Il existe une infinité de triangles incrits dans un cercle 
donné, ayant pour centre le point (O') et pour point de 
concours des hauteurs un point donné (O). 

Je mène un rayon quelconque O'A du cercle donné, 
je joins le point A au point O, par le milieu M de la ligne 
0 0 ' je mène une parallèle au rayon O'A, et soit p' son 
point de rencontre avec la droite OA. Les deux triangles 
OAO', Op'O' sont toujours semblables. Le point A, ex-
trémité de la droiteOA, décrit un cercle ; donc le point p'̂  
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milieu de cette droite, décrira aussi un cercle qui aura 
pour centre le point M et dont le rayon sera la moitié dû 
rayon du cercle donné. 

Je prolonge la droite OA jusqu'à son deuxième point 
de rencontre avec la circonférence; par ce point, j'élève 
une perpendiculaire à la droite Ap, et soient B et C 
les points de rencontre de cette perpendiculaire avec la 
circonférence donnée. J'achève le triangle ABC. Le cercle 
des neuf points de ce triangle passe par le point p, il 
passe par le point a, milieu du côté BC , ce point appar-
tient au cercle décrit du point M, car M a Mp' à cause 
de l'égalité des triangles O ' a M , OpM-, son rayon est la 
moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle-, donc 
il se confond avec le cercle précédemment décrit du 
point M comme centre. 

Il est évident, d'ailleurs , que ce triangle a pour point 
de concours des hauteurs le point O, puisque O p ' ^ p ' A . 

On peut donc construire une infinité de triangles cor-
respondants aux données. Les ellipses correspondant à 
tous ces triangles coïncident comme étant toutes homo-
focales et ayant même grand axe, ce qui donne le premier 
théorème de M. Serret. 

Soit une ellipse donnée : d'un point A de son cercle 
directeur, je lui mène deux tangentes, qui rencontrent 
aux points B et C ce cercle directeur. Je dis que la 
droite BC est aussi tangente à Fellipse. En effet, au triangle 
ABC correspond une ellipse tangente aux trois côtés du 
triangle, ayant pour foyer le centre (O') du cercle direc-
teur et pour longueur du grand axe la longueur du rayon 
de ce même cercle. Cette ellipse et l'ellipse donnée ont 
le même foyer, grand axe de même longueur et deux tan-
gentes communes. Si du foyer commun (O') j'abaisse des 
perpendiculaires sur les deux tangentes communes, les 
pieds q et r de ces perpendiculaires appartiennent au 
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cercle lieu des projections des foyers sur les langentei^ 
correspondant à chaque ellipse. Les deux cercles relatifs 
aux deux ellipses ont donc deux points communs et même 
rayon; donc ils coïncident, donc les deux ellipses coïn-
cident, et par suite le côté BC est tangent à l'ellipse 
donnée. On a donc le deuxième théorème de M. Serret. 

Généralisation de ces théorèmes, 

A tout tétraèdre donné dont les hauteurs concourent 
en un même point (O'), correspond un ellipsoïde de révo-
lution ayant pour foyers le point (O') et le point de con-
cours (O) des normales menées à chaque face par son 
centre de gravité : cet ellipsoïde est tangent aux quatre 
faces du tétraèdre et a celles du tétraèdre conjugué (*) : la 
longueur de son demi grand axe est le tiers du rayon de 
la sphère circonscrite. 

Je considère un ellipsoïde de révolution tangent aux 
quatre faces du tétraèdre et ayant pour foyer le point de 
concours O' des hauteurs. J'abaisse de ce point des per-
pendiculaires sur les quatre faces. Les pieds de ces per-
pendiculaires déterminent une sphère qui est la sphère 
des douze points du tétraèdre. On sait que le centre M de 
cette sphère est au milieu de la ligne O O et que son 
rayon égale le tiers du rayon de la sphère circonscrite au 
tétraèdre. 

Cette sphère se confond évidemment avec la sphère 
lieu des projections des foyers sur les plans tangents à 
r ellipsoïde, comme ayant quatre points communs. Son 
centre M est donc le centre de l'ellipsoïde. Le deuxième 
foyer de l'ellipsoïde s'obtient en prolongeant la droite O'M 
d'une longueur MO = O M . Le point O , que Ion ob-
tient ainsi, est précisément le point de rencontre des nor-

(•) loir t. U, p. 135. 
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maies élevées à chaque face par son centre de gravité. 

Les points O et O étant réciproques Tun de l'autre 
dans les deux tétraèdres conjugués, il s'ensuit que l'el-
lipsoïde correspondant au tétraèdre conjugué se confondra 
avec le premier ellipsoïde, comme ayant les mêmes foyers 
et le même grand axe. 

Remarque, — Si l'un des dièdres du tétraèdre dont 
les hauteurs concourent en un même point était obtus, 
il existerait un hyperboloïde de révolution à une nappe 
ayant pour foyers le point de concours des hauteurs et 
le point de concours des normales élevées à chaque face 
par son centre de gravité, tangent aux quatre faces du 
tétraèdre donné et à celles de son conjugué. 

11 existe une infinité de tétraèdres inscrits dans une 
sphère donnée dont les hauteurs concourent en un même 
point donné (CV) : l'enveloppe des faces de ce tétraèdre est 
un ellipsoïde de révolution, ayant pour foyers le point (O') 
et un deuxième point fixe (O), et pour demi grand axe le 
tiers du rayon de la sphère donnée. 

Ce point fixe est obtenu en joignant le point de con-
cours des hauteurs au centre K de la sphère circonscrite 

K O ' 
et prenant sur cette droite une longueur K O = • 

Je mène un rayon quelconque K A de la sphère donnée, 
je joins le point A au point (O'). Du point M, milieu de 
OO', je mène une parallèle à la droite Kx\, et soit p le 
point où elle rencontre la droite AO'. Les deux triangles 
KO'A, MO'p sont toujours semblables. Le point A dé-
crit la sphère donnée ; le point p' décrit une autre sphère 
dont le centre est M et le rayon le tiers du rayon de la 
sphère donnée. 

Je prolonge la droite O'A jusqu'à son deuxième point 
de rencontre p avec la sphère; j'élève en ce point un plan 
perpendiculai re à la droi te O'p. Ce plan coupe la sphère (K) 
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suivant un cercle. Le triangle de base du tétraèdre doit 
être inscrit dans ce cercle, et de plus le point de concours 
des hauteurs de ce triangle est le point p \ car on sait 
que dans un tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent, 
la projection d'un sommet sur la face oppos^ est le 
point de concours des hauteurs de cette face. 

Remarquons que si du point (O) nous abaissons uneper-
O'A pendiculaire Oa sur ce plan, la distance0« = O'/?' = j 

d'après un théorème connu. Donc la sphère (M) passe 
par le point a . 

La sphère des douze points d'un des tétraèdres dont 
les hauteurs se coupent au point O, doit donc passer par 
les points a, p , p' et avoir un rayon égal au tiers de celui 
de la sphère (K) ; donc la sphère des douze points se con-
fond avec la sphère (M). Donc tous les tétraèdres inscrits 
dans la sphère (K) et ayant pour sphère des douze points 
la sphère (M), sont tels, que leurs hauteurs concourent 
au point O. Donc il y en a une infinité. Si nous consi-
dérons un de ces tétraèdres, à ce tétraèdre correspond un 
ellipsoïde de révolution tangent aux quatre faces, et ayant 
pour foyers les points (O) et (O'), le demi grand axe de 
cet ellipsoïde étant égal au tiers du rayon de la sphère (K) ; 
or les ellipsoïdes correspondant à tous ces tétraèdres se 
confondent, comme étant de révolution homofocale et 
ayant même grand axe. 

Ann. de Mathêmal., série, t. V. (Avril 1866.) 1 2 
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Question 7 3 9 
(TOir 8* série, t. m, p. 4»); 

PAR M . N I É B Y L O W S K I , 

Élève de Mathématiques spéciales au lycée Bonaparte. 

Équation d'une surface du second degré passant par 
trois droites. On peut mettre les équations des trois 
droites données sous la forme suivante : 

I ^droîle . . . . ! 

B = o ; 

C = o , 

D = z o ; 

A a -f- B P H- C 7 -f- DS = : O , 

Aa ' H - B P ' - L - C V ' - L - D§'=o. 

L'équation de la surface du second degré est 

Aa + Bp __ Aa^-f-Bp^ ^ 

A , B, C, D désignent des fonctions du premier degré 
en x^ y et z^ et OL^ ^^ 7, a', |3', y', à' sont des con-
stantes, ( E . BARBIER.) 

L'équation d'une surface du second degré passant par 
la deuxième et la troisième droite est 

)iC(Aa-+.Bp + C7-f-D5) 

^ • v D ( A a - H B P 4 - C 7 - I - D ( Î ) 

D ( A a ' -f- B P ' 4 - C 7 ' 4 - D 5 ' ) = O ; 

fx, V étant des indéterminées, on peut encore écrire 

(> C 4 - V D ) ( A A - + - B P - 4 - C 7 H - D I ) 
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Exprimons que cette surface contient la droite 

A ^ o, 

B = o, 
il vient 

(XC 7 D ) (Cv D i ) ((mC -h D ) ( C y H- Dâ') = o 
ou 

(\y fit/jC^ -h (v̂  -h -f. vy 7')€D 

d'où 

U -i-vy -h fxâ' -j-y' = o; 
d'où 

7 7' 

Substituons dans Téq^ation (2), il vient 

(C7'-h D^') (Aa + B p - f - C 7 - f - D i ) 

- (C7-4-D5) ( A a ' B 4 - C y 4 - r r z o. 

L'équation peut encore s'écrire 

AC (ay' — ya' ) -+- AD ( a ^ ~ i«') 

-f- BC — ) BD ( p r — ^p') = o. 

Or précisément, si Ton chasse les dénominateurs de l'é-
quation 

Aa-4-Bp 

C7H-Da~"Cy -hDÎ ' ' 

on arrive aux mêmes résultats 5 donc l'équation de la sur-
face du second degré passant par les trois droites don-
nées est 

Aa + Bp _ 

c. Q . F . D . 

Noie, — Solutwns analogues de M. Armand Lévy, élève du lycée de 

Metz, et de M. Hatté, élève du lycée Charlemagne. 

12. 
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Question 7 4 0 
(Tolr i ' férié, tome rv, page 4Í9); 

PAR M . G . D E V I G N E R A L . 

Deux cercles étant donnés^ on inscrit dans Vun d'yeux 

un quadrilatère dont les côtés coupent la corde com-

mune en quatre points. Il est possible d'inscrire dans 

l'autre cercle une infinité de quadrilatères dont les côtés 

passent par les mêmes points de la corde commune. 

( E . B A R B I E R . ) 

e et / d é s i g n a n t les points communs aux deux cercles 

O et O' et ûf, c , d\es points où les côtés d 'un quadri-

latère inscrit dans le cercle O coupent la corde com-

m u n e , les six points a , ft, c , d, e,f sont en involution. 

O r on peut mener d'une manière quelconque dans le 

second cercle O' trois côtés d'un quadrilatère inscrit, ces 

côtés étant assujettis à passer par les points fe, c ; soit 

d ' l e point où le quatrième côté coupe la corde commune, 

les six points a^ i , c , J ' , e , / s o n t en iavolut ion, mais les 

six points, abyC, d, e,f y sont aussi, ce qui exige que d 

et à ' soient confondus. 

Note. ~ Autres solutions de MM. Rousset et Arnoye, élèves du lycée 

Charlemagne (classe de M. Berger); Marquez Braga, du lycée Saint-Louis; 

Armand Lévy, du lycée de Metz; Albert Dastarac, élève de l'École Cen-

trale; Niébylowski, du lycée Bonaparte. M. Marmier, de l'École Sainte-

Goneviève, remarque que le théorème est vrai pour de^x coniques quel-

conques. 



{ 18« ) 

BULLETIN. 
(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairi« 

de Gauthier-VillaiSf quai des Augustins, 55.) 

II. 

ERINEST L A M A R L E , Ingénieur en chef des Ponts et Chaus-
sées, Professeur à l'Université de Gand. — S u r la sta-
hilité des systèmes liquides en lames minces. In-4 de 
io4 pages. [Mémoires de VAcadémie de Belgique^ 
t. X X X V ; i865.) 

Lorsqti^on plonge dans un liquide visqueux un polyèdre dont 

les arêtes sont solidifiées et existent seules, par exemple un po-

lyèdre dont les arêtes sont formées par des fils de fer, il arrive que 

des lames de liquide s'attachent à chaque arête solide et se joi-

gnent les unes aux autres dans Tintérieur du corps en donnant 

lieu à des compartiments terminés par des faces planes ou courbes. 

M. J. Plateau, le célèbre physicien belge, qui a le premier 

étudié ce genre de phénomène, a trouvé qu'il obéit aux lois 

suivantes : dans tout système de lames minces en équilibre 

stable, la somme des aires est un minimum; l'aire de chaque 

lame est un minimum entre les limites qui la circonscrivent ; 3® la 

courbure est constante en chaque point d *une même lame et 

proportionnelle à la différence des pressions qui agissent de part 

et d'autre; lames issues d'une même arête liquide sont 

au nombre de trois; 5" les arêtes issues d*un même sommet li-

quide sont au nombre de quatre; 6° les lames issues d'une même 

arete liquide forment deux h deux des angles égaux : de même, 

les arêtes issues d'un même sommet liquide forment deux a deux 

des angles égaux. Ces lois sont toutes susceptibles de dé-

monstrations rigoureuses ; mais si les trois premières sont en 

partie déjà démontrées, les autres, exclusivement fondées sur 
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rexpériencc, laissent subsister, au point de vue théoiique, une 

énorme lacune. M. Lamarle s'est proposé de combler cette la-

cune, en montrant que les limitations numériques observées 

résultent nécessairement de la loi du minimum des aires. 

Le Mémoire de M. Lamarle se partage en deux parties dis-

tinctes : Tune purement mathématique, l'autre à la fois théo-

rique et expérimentale. Dans la première, la seule dont nous 

BOUS occuperons, l'auteur est amené à résoudre ce problème : 

De combien de manières peut-vn découper la surface d'une 

sphère en polygones convexes dont les angles soient tous de 

110 degrés arrive à une équation très-simple du premier 

degré à trois inconnues, et trouve d'abord que parmi toutes 

les solutions en nombre infini, dix-neuf seulenient peuvent être 

admises. Mais ces dix-neuf solutions, examinées de plus près, se 

réduisent à sept combinaisons géométriquement possibles et que 

l'auteur apprend à construire, et, après divers développements 

trigonométriques, il arrive à démontrer les trois dernières lois. 

Le problème que M. Lamarle s'était posé offrait de grandes 

difficultés et appelait naturellement le calcul des variations. 

M. Lamarle a évité ce calcul avec beaucoup de bonheur et n'a 

eu besoin que des principes de la Géométrie élémentaire et des 

premières notions de l'Analyse différentielle. On ne peut rien 

lire de plus élégant que ce Mémoire, où la Géométrie et le calcul 

sont tour à tour employés et conduisent au but par la voie la 

plus rapide. 

IIL 

P L A T E A U ( J . ) — Recherx^hes expétimentales et théo^ 
riqiies sur les fibres d'équilibre d'une masse liquide 
sans pesanteur, 6 Mémoires in-4 1842-61. (Mé-
moires de V Académie de Belgique., t. X\'I à XXXIIL) 

Ces ingénitux Mémoires, quoique très-célèbres, sont peu 

connus. Ils font partie d'une collection qui ne se trouve que 

dans les grandes Bibliothèques, et les exemplaires tirés à part, 

en petit nombre, sont dtfliriles à réunir. Nos lecteurs appren-
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4ront av€c p)ai»r que M« Plateau se propose de rassembler toutes 
ses recherches en un iseul ouyrage^ qui ne pourra manquer 
d'intéresser et les physiciens et les géomètres. 

I V . 

P L A T E A U ( J . ) . — S u r un problème curieux de magné-
tisme, 58 pages; 1864. {Mémoires de VAcadémie de 
Belgique, ulLlLXiy.) 

M. Plateau ŝ est posé ce problème : Pie serait-il pas pos^ 
sible de soutenir en Tair une aiguille aimantée, sans aucun point 
d'appui et dans un état d'équilibre stable, par des actions éma-
nées d'autres aimants convenablement disposés? Quelques essais 
sur des combinaisons de barreaux aimantés, qui semblaient de-
voir produire, au moins sur l'un des pôles, l'effet attendu, 
ayant échoué, M. Plateau a été porté à soupçonner que le pro-
blème général était impossible, et il a cherché à démontrer cette 
impossibilité pai* le calcul. La difficulté du problème semblait 
inextricable, car il fallait supposer absolument quelconques le 
nombre des centres magnétiques agissait sur Taiguille, leur 
distribution, enfin l'espèce et l'intensité de leurs magnétismes; 
mais M. Plateau, qui naanie le calcul aussi bien que l'expé-
rience, et ce n'est pas peu dire, est venu à bout de toutes les 
difficultés. En exposant cette démonstration d'un fait négiUif, 
M. Plateau évite à d'autres personnes des tentatives inutiles et 
une perte de temps ; d'ailleurs l'impossibiUté même de l'équi-
libre stable désiré, la manière dont elle se manifeste dans le 
calcul, et enfin la cause qui la détermine, constituent des faits 
très-curieux. 

V . 

P A U L DE S A I N T - R O B E R T . — Principes de Thermodyna-
mique. In-8 de viii-a 10pages; i865. 

Pour Aristote, le feu est un être à part, un élément; pour 

Descartes, c'est un mouvement des dernières parties des corps. 
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* C W une telle agitation des petites parties des corp^ terrestreà 

qu'on nomme encore la chaleur, soit qu'elle air été excitée par 

la lumière du Soleil, soit par quelque autre cause* > (Prin-^ 

cipeSylVj 29.) « On doit remarquer que cette agitation des petites 

parties des corps terrestres est ordinairement cause qu'elles oc-

cupent plus de place que lorsqu'elles sont en repos, ou bien 

qu'elles sont moins agitées. » [Principes^ 31.) En 1738, l'Académie 

des Sciences proposa, comme sujet de prix, la question de la 

nature et de la propagation du feu. La plupart des concurrents, 

et entre autres le grand Euler, s'arrêtèrent à l'hypothèse du 

mouvement : « Ad phenomena explicanda^ » dit ce dernier, 

« motus quicumque vehemens minimarum particularum^ proquo 

innumerabites hypothèses excogitan possunt^ est sufficiens, » 

Deux concurrents, M"̂ ® la Marquise du Châtelet et Voltaire, 

soutinrent l'existence corporelle et substantielle de la chaleur. 

La première formula de la manière la plus netle les lois d'une 

théorie longtemps adoptée : la chaleur est pour elle une sub-

stance étendue, divisible, non pondérable, dont les molécules 

se repoussent; c'est un être d'une nature mitoyenne, ni esprit, 

ni matière, ni espace. Voltaire, au contraire, attribue un poids 

au feu ou â la chaleur. Voici la raison qu'il en donne r « Ayant 

fait peser des masses énormes de fer froides et incandescentes ̂  

et leur ayant trouvé le même poids, f'^n conclus que le feu qui 

les pénétroit leur donnoit autant de poids que leur dilatation leur 

en faisoit perdre^ et que par conséquent le feu est réellement pe-

sant* » Toutefois, la théorie du fluide calorifique eut peu de succès 

jusqu'aux brillantes découvertes de Lavoisier, époque où elle de-

vint dominante. Aujourd'hui elle croule de toutes parts, et l'on 

revient à l'hypothèse plus satisfaisante du nwuvement des der-

nières particules des corps. Sous le nom de Thermodynamique^ 

M. de Saint-Robert expose en peu de pages la théorie des effets 

mécaniques de la chaleur et celle de la chaleur produite par les 

agents mécaniques, d'après les principaux fondateurs de cette 

science nouvelle, Sadi-Carnot, Mayer, Joule, Thomson, etc. Le 

chapitre VII > dû entièrement à l'auteur et que cçlui-ci présente 

comme un essai, est consacré au inouveuient des projectiles 
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dans Íes armes à feu. TNous signalons Touvrage de M» de ^ B t -

Robert aux personnes compétentes. 

V I . 

EDOUARD V I L L I É , Ingénieur des Mines. -^ Thèses presen-

' tees à la Faculté des Sciences de Paris, Vreimère 

Thèse : Sur la détermination d'un corps ayant un po-

tentiel donné pour les points qui lui sont extérieurs. 

Deuxième Thèse : Sur V équilibre d'une masse fluide 

homogène animée d^un mouvement de rotation uni-

forme autour d'un axe fixe. In-4 de i v - g o pages-, 

I 8 6 5 . 

La première Thèse est divisée en quatre parties. Le premier 

chapitre contient les théorèmes sur l'attraction dus à George 

Green, à M. Chasles et à Gauss. L'auteur y ajoute quelques re-

marques et termine en cherchant, avec M. Lamé, la condition 

pour qu'une fonction de trois variables puisse, égalée à une con-

stante, représenter des surfaces d'égal potentiel dues à l'attrac-

tion d'un corps inconnu. Le second chapitre est consacré à la 

recherche d'une série de solutions du problème qui fait le prin-

cipal objet de ce travail. Les corps obtenus sont tous limités 

par des surfaces de niveau. Tous ceux qui répondent à la ques-

tion ont même masse, même centre de gravité et mêmes axes 

principaux d'inertie (en direction). L'auteur démontre qu'une 

surface quelconque étant donnée, on peut toujours la consi-

dérer comme une des surfaces extérieures de niveau, dues à l'at-

traction d'un corps dont le potentiel est, à un facteur constant 

près, déterminé pour les points extérieurs au corps. Le cha-

pitre III donne une infinité'd'autres solutions déduites des 

premières à l'aide de la transformation par rayons vecteurs ré-

ciproques, méthode qui semble ici employée pour la première 

fois dans une question de physique mathématique. Le chapitre IV 

résume queUfues théorèmes de calcul intégral, conséquences de 

ce qui précède. 
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La seconde Thèse se rapporle k un sujet traité par Mac-

Laurin, Jacobi, Meyeret M. Liouvilte, dont fauteur résume les 

travaux. Il termine par une recherche qui lui est personnelle, 

celle de Téqualion aux différentieHes partielles qui lie la pression 

à la densité dans une masse fluide en équilibre. L'équilibre ne 

peut avoir lieu si la vitesse de rotation dû système n est pas 

constante. Si le mouvement de rotation de la Terre^n^élait pas 

uniforme, comme on cherche à le démontrer, la masse des mers 

serait donc exposée à des perturbations d'équilibre et nous me-

nacerait sans doute de grandes catastrophes, mais dans un temps 

fort éloigné. 

En résumé, ces Thèses font honneur à M. Villié. On voit qu'il 

connaît les œuvres des maîtres et qu'il sait y ajouter. 

VIL 

Mémoires de la Société des Sciences physiques et natu-
relles de Bordeaux, t. III, 2® cahier. In-8 de Q3I à 
498 pages-, i865. 

V.-A. LE BESGUE (p. 23I à 274)« Tables donnant pour la 

moindre racine primitive d'un nombre premier oa puissance 

d*un nombre premier : 1® les nombres qui correspondent aux. 

indices; 2° les indices des nombres premiers et inférieurs an 

module, — Ces Tables ne diffèrent de celles de Jacobi ( Canon 

arithmeticus) que par le choix des racines primitives qui ont 

servi à leur formation. C'est toujours là plus petite racine qui a 

été employée pour chaque module. Les trois Tables de Jacobi 

ont été réunies en une seule, qui contient, rangés par ordre de 

grandeur, les modules des nombres premiers et puissances de 

nombres premiers. La disposition est la même que celle du 

Canon, Pour les modules on a évité l'emploi des complé-

ments, et l'usage de la Table devient par là un peu plus simple. 

Les Tables de Jacobi vont de 1 à 1000, celles-ci s'arrêtent à 200. 

Si elles venaient à être continuées, on les réduirait de moitié. 

Les Tables ont été construites par M. Hoiiel. Elles occupent les 
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pages 269 à 2*74 (*)• «royons savo«vque M. Le Besgue se 
propose d'en ealcoler de pitts étjendoies. 

A. BAUDRIMONT (p. 4I8 ¿444)- DémonMratiùns élémentaires 
rel€ttii*es à ia théorie des nombres premiers, — L'auteur se plaint 
que nos Traités d' Arithmétique se b(»*neiit à enseigner les calculs 
nécessaires aux besoins vie^ et il espère qu'un jour viendra 
où on y trouvera la théorie générale des nombres. Cela nmi$ 
piiraît difficile, car la théorie générale des nombres est loin 
d'être faite, et le {>eu que nous en savons exige ia connaissance 
des parties les plus relevées de l'analyse. Après ce début, 
M. Baudrimont énonce des propositions qu'il croit neuves et 
intéressantes, comme ^ar exemple querotw les nombres premiers 
sont de Vune des formes 6 « d t i , que la formale mx -h r, où 
m et r sont premiers entre eux^ ne donne pas toujours des nom-
bres premiers, etc. M. Baudrimont conclut de là que la formule 
mx -4- r, qui a été l'objet de tant de travaux, méritait à peine 
l'attention qu'ion lui a donnée, — ZV. B, Les gens qui ont ainsi 
perdu leur peine s'appelaient TiCgendre, Dirichlet, Gauss, etc. 

Tout le monde sait que mx rne donne pas toujours des 
nombres premiers, mais démontrer que cette formule en donne 
un nombre infini est une chose un peu moins à la portée du 
vulgaire. 

A. BAUDRIMONT (p. 4 4 ^ ^ 447)* ^^ tétraèdre quelconque 
est inscriptible dans une sphère. — M. Baudrimont prétend que 
ce théorème important n'est donné dans aucune Géométrie; 
il fallait ajouter : connue de M. Baudrimont. Cette proposition 
est de celles qu'on p^ut laisser trouver à la sagacité du lecteur, 
parce qu'elles ont leurs analogues pour l'énoncé et pour la dé-
monstration dans la Géométrie plane. Voici un court extrait 
qui mettra le lecteur à même de juger en connaissance de cause 
du mérite de M. Baudrimont cortirae géoraètre : . 

« Soit un lriangle donné : un des côtés pourra être consi-

(*) M. Hoùel vient de reproduire ces Tables avec, une introduction de 

8 pages dans un opuscule intitulé : Tables arithmétiques pour seri'ir d'ap-

pcnàices a Vintroduction a fa Théorie des nombres de M. Le Besf*ue. Paris, 

Ganthier'Villars; in-8. 
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iléré coinnie la corde d'un cercle, et pourra, par conséquent, 
toucher une circonférence par ses deux extrémités, pourvu qu'il 
puisse y être contenu. 

» Si le troisième angle du triangle donné ne touche pas la 
circonférence, il est ÉVIDENT qu'on pourra Ty amener en faisant 
varier la grandeur du cercle, sans que pour cela les deux autres 
points cessent d'être en contact avec la circonférence. 

»» On peut donc démontrer ainsi qu'un triangle est inscrip-
tible dans un cercle. » 

On regrette de trouver de pareilles élucubrations dans les 
Mémoires d'une Académie qui compte parmi ses membres 
MM. Abria, Hoùel, Lespiault, Le Besgue, pour ne parler que 
des géomètres, 

V I I L 

LOÎÎCHAMPT ( A . ) — Recueil de problèmes posés dans les 

examens d'admission à VÉcole Polytechnique et à 

VÉcole Centrale^ ainsi que dans les conférences des 

principales Écoles préparatoires (Exercices et solu-

tions). Vol. grand in-8 lithographié de viii-480 pages. 

Librairie Gauthier-Vil lars. — Prix : 8 francs. 

Cet ouvrage renferme 870 problèmes ou théorèmes. C'est 
donc une mine très-riche d'exercices, qui ne peuvent qu'in-
téresser les candidats à nos Écoles. 

I X . 

GERONO et CASSANAC. — Éléments de Géométrie descrip-

tive à r usage des aspirants aux Écoles du Gouver-

nement. 2 vol. in-8; texte, iv-244 pages, et atlas; 

1866. 

Cette nouvelle édition, revue et augmentée, contient dans un 

Appendice des notions relatives au changement des plans de 

projection et aux plans cotés. 
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X . 

A R I S T I D E Q U I N T I L I K N . — Passage du Traité de la M u -

sique, relatif au nombre nuptial de Platon, traduit 

par M . Vincent et par M . H. Martin, etc. In~4 àe 

i 4 pages; i865 . 

A On ne s'imagine, dit Pascal, Platon et Aristote qu'avec de 
grandes robes de pédants. C'étaient des gens honnêtes et, comme 
les autres, riant avec leurs amis; et quand ils se sont divertis à 
faire leurs Lois et leur Politique, ils l'ont fait en se jouant. > 
Un savant géomètre, qui a fait une étude approfondie de Platon, 
et qui n'est pas éloigné de penser comme Pascal, nous apprend 
que le fameux nombre nuptial désigne l'âge le plus propre à 
contracter mariage. Platon le cache sous une énigme qu'il pro-
pose moitié sérieusement, moitié en riant. Si cela est, le nombre 
d'Aristide Quintilien n'a aucun rapport avec le nombre nuptial. 
Il faut croire, toutefois, que ce passage a de l'importance, 
puisque deux hellénistes distingués se sont donné la peine de le 
traduire. Cette double traduction est suivie de deux IN otes de 
M. Martin, l'une sur l'époque de l'astronome Ptolémée, l'autre 
sur répoque d'Aristide Quintilien. Le premier a vécu sous les 
règnes d'Adrien, d'Antonin et de Marc-Aurèle, au second siècle 
de notre ère. Aristide Quintilien paraît être un peu antérieur à 
Ptolémée. P. 

CORRESPONDANCE. 

Dans notre dernier numéro, nous avons répondu à une 

difficulté au sujet de l 'équation en i . M . G . Salmon veut 

bien nous avertir que notre réponse ne contient pas 

toute la vérité, La vérité tout entière c'est que le chan^ 
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gement d^axes ne change pas les racines de l*équation 
en X; car si, dans un système d'axes, on a 

on aura, dans un nouveau système^ 

et la même valeur de 1 donne une nouvelle équation qui 
représente encore deux droites. 

Au surplus, M. Salmon observe que les coefficients 
de l'équation en X sont des invariants (ce qui résulte 
évidemment de la démonstration précédente). Cette der-
nière remarque nous a aussi été adressée par M. Painvin. 

P. 

QUESTIONS. 

755. Soient F , F ' les foyers d'une ellipse de Cassini, 
C son centre, et P un point quelconque sur la courbe. 
Alors la normale en P fera avec FP un angle égal à celui 
que fait la droite CP avec F T . ( S T R E B O R . ) 

756. Soient F , F ' deux points fixes sur une surface 
sphérique, et considérons la courbe, lieu d'un point P, 

tel, quetang- F P tang ^ F ' P = const. Le grand cercle 

normal en P à cette courbe fera avec F P un angle égal à 
celui que fait avec F ' P le grand cercle passant par P et le 
milieu de l'arc FF ' . ( S T R E B O R . ) 

757. On donne une courbe de troisième classe ayant une 
tangente double : les points de contact de cette tangente 
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et de la courbe sont A^ B, D'un poittt quelc0uqiia pris 
dans le plan de la qourbe donnée , à Cfit^-c^ 
trois tangentes qui coupent la tangeerte AB amx points 
M , N , P. 

On a toujours 

AM X AN X AP _ Pa 
B M X B N X B P " ^ ' 

/D̂  et pg étant les rayons de courbure de la courbe donnée 

e n A et B . [MANJVHEIM ( * ) . ] 

758. Le nombre a n'étant pas divisible par p, nombre 

premier impair, on sait que a ^ z=z pA± i : le reste 

I est représenté par notation de Legendre. Cela 

posé, on a 

A, c sont des entiers non divisibles par A, B, C 
sont entiers : les sommes sont prises en donnant à J: et 
à J les valeurs o, I , 2 , . . . , P — I . (LE BESGUE.) 

759. Les nombres a^, ÛJ, , . . , a,„, sont des entiers 

(*) M. Mannheim BOUS fait remarquer que la solution de la ques-

tion 605, insérée à la page 17^ da tome III de la deuxième série, laisse à 

désirer. 

On fait usage de Téquation 

y - H / A / a - H = o, 

qui n'est pas l'équation la plus générale des courbes du troisième degré à 

la fois inscrites et circonscrites au triangle dont les côtés ont pour équa-

tions 
A = o, 5 = 0 , y = O. 
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et non divisibles par p. On représente par S^, S^ le 

nombre des solutîens des équations indéterminées 

-f- . 

.-ha^ xlz=pjr, 

-pr, 

en prenant x , , x , , . . . , parmi les nombres 

o, 1 , 2 , 3 , . . . I . 

On demande la démonstration des formules : 

(') 

(6) 

(4) 

(3) 

(7) 

(8) 

(5) 

(9) 

(.o) 

s : - p"-'=p - ( n f ^ ) , 

s, - I = 

P 
— a, <7, 

P 

— = — 

— 

S,„-H. == 

Les numéros indiquent Tordre à suivre dans les dé-
monstrations, qui sont fort simples. ( L E B E S G U E . ) 

Note du Rédacteur. — M. Camille Jordan a donné ces formules et en 

a indiqué la vérification dans les Comptes rendus du 19 mars 1866. Dans 

les Comptes rendus àu avril , M. Le Besgue â  montré que ces formules 

revenaient à celles qu'il a données dans le tome II (1837) du Journal de 

M. Liouvillc. P. 
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SUR LE NOMBRE DES CONIQUES QUI SATISFONT 

A CINQ CONDITIONS DONNÉES; 

D'après M. CHASLES. 

Nous avons déjà parlé de la méthode de M. Chasles 
pour résoudre certains problèmes relatifs aux courbes 
planes, et que son illustre auteur a étendue successive-
ment aux coniques dans l'espace et aux surfaces du second 
ordre. En attendant le second volume du Traité des co^ 
niques, qui doit faire connaître tous les détails de cette 
admirable méthode, nos lecteurs seront sans doute bien 
aises d'en avoir une idée. C'est pourquoi nous allons ex-
poser plus spécialement et appliquer aux seules coniques 
le procédé de substitution géométrique d'un caractère si 
original et d'une si grande portée. Une suite d'énoncés, 
empruntés textuellement à un Mémoire de M. Chasles, 
donnera les principales propriétés des systèmes de co-
niques dont la connaissance est indispensable pour l'ap-
plication de la méthode. 

I. 

Les propriétés d'un système de coniques assujetties à 
quatre conditions dépendent essentiellement de deux 
nombres, que M. Chasles appelle les caractéiistiques du 
système, et qui sont : le nombre [x de ces coniques 
qui passent par un point donné; le nombre v de ces 
coniques qui touchent une droite donnée. Le symbole 
(/i, v) représentera un pareil système, et tous les systèmes 
qui ont les mêmes caractéristiques, quoique satisfaisant à 
des conditions bieu différentes, auront en commun une 

Ann. de Maihémat., 2« série, t. V. (Mai 1866.) l 3 
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foule de propriétés ayant leur source dans cette commu-
nauté de caractéristiques. En général, nous désignerons 
par Z,Z'9 etc. 5 diverses conditions auxquelles sont assujet-
ties diverses coniques. Si la condition Z est de passer par un 
point donné, nous poserons Z = i p., si par deux points, 
Z = 2 p., etc. De même Z = 2 d., 3 d., etc., exprimeront 
la condition de toucher deux droites, trois droites, etc. 

Pour exprimer qu'un système de coniques assujetties 
aux quatre conditions Z, Z', Z", Z'" a pour caractéris-
tiques ^ et V, nous écrirons 

(Z, TJ, TJ\ 

Par exemple, comme parmi les coniques qui passent 
par quatre points il n'y en a qu'tme qui passe par un 
point donné, et deux qui touchent une droite donnée, 
nous écrirons 

(4p.) = (i,2); 

nous aurons de même 

(2 p., 2d.) = (4,4). 

II. 

Dans un système de coniques assujetties à quatre con-
ditions, il existe toujours un certain nombre de coniques 
qui forment des cas particuliers, soit des coniques repré-
sentées par deux droites, soit des coniques réduites à une 
droite limitée à deux points ou coniques infiniment apla-
ties. Ces coniques exceptionnelles interviennent dans un 
grand nombre de questions, et elles ont créé jusqu'ici des 
difficultés, parce que, n'en connaissant pas le nombre 
dans chaque question, on n'en pouvait pas tenir compte. 
Or ce nombre est lié très-simplement aux caractéristiques 

et V, mais il nous faut démontrer d'abord deux théo-

rèmes d'une importance capitale dans la théorie actuelle, 

et qui sont une extension naturelle du principe de cor-
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respondance exposé par Fauteur il y a une dizaine d'an-

nées [Comptes rendusy décembre i855.) 

THÉORÈME I . — Lorsquon a sur une droite L deux 

séries de points x et u tels y quà un point x correspon-

dent oL points u, et, à un point u^ ê points x, le nombre 

des points X qui coïncident avec deS points correspon-

dants u est ùL 

En effet, représentons par les lettres x el u les dis-
tances des points des deux séries à une origine fixe prise 
sur L : on a, entre ces distances, une relation telle que 

et les points x qui coïncident avec des points correspon-
dants u sont donnés par l'équation 

(B 4- A') . o. 

Il suffit donc de prouver que le coefficient A n'est pas 
nul. Or, si le point u est à l'infini, Téquation entre x el M, 
mise sous la forme 

se réduit à 

et comme il doit toujours y avoir ê points x correspon-

dants au point z/, le terme Kx^ existe nécessairement 

dans cette équation et A ne peut pas être nul. 

T H É O R È M E II. — Lorsque deux séries de droites IL et U 

passent par un même point, si à une droite X corres-
pondent OL droites U, et, à une droite U, 6 droites X , il 
existera a -f- 6 droites X qui coïncideront a\^ec les droites 
cori^spondantes U. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du précé-
l'i. 

x^ 
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denl^ car on peut supposer que les droites X et U soient 
déterminées par deux séries de points x et u situés sur 
une même droite L. 

m. 
Revenons maintenant aux coniques exceptionnelles^ 

leur nombre est donné par le théorème suivant : 

Dans tout système de coniques (p, v), le nombre des 
coniques infiniment aplaties est ['xp — v), et le nombre 
des coniques représentées par deux droites est 2V — 

Soit X un point pris sur une droite L. Par ce point il 
passe fx coniques du système. Chacune d'elles rencontre la 
droite en un point w. Il y a donc p points u qui corres-
pondent au point X, et réciproquement à chaque point u 
correspondent ¡JL points x. Donc, d'après le lemme I, il y 
aura 2fjL points x qui coïncident avec le point u corres-
pondant, ce qui semble indiquer qu'il j â coniques 
tangentes à la droite L. Mais on sait que le nombre de ces 
coniques est v. La différence — v doit donc tenir au 
nombre des coniques infiniment aplaties qui rencontrent 
la droite en deux points coïncidents, sans être tangentes à 
la droite. Le nombre de ces coniques est donc 2fjt — v. 

La seconde partie de Ténoncé se démontre d'une ma-
nière analogue. Par un point S menons une tangente X à 
une conique du système. On pourra par le point S mener 
une seconde tangente U; comme, par hypothèse, il y a v co-
niques qui touchent la droite X , il y aura donc v droites U 
correspondant à la droite X , et réciproquement, à chaque 
droite U correspondront v droites X . Donc (lemme II) le 
faisceau (X, U) aura av droites doubles qui correspon-
dront à autant de coniques qui passeront par le point S, 
à moins qu'il ne s'agisse des coniques réduites à deux 
droites, pour lesquelles X coïncide avec U sans que la 
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conique passe par le point S. Or ¡x est le nombre des co-
niques qui passent par le point S. Donc av — ¡x sera le 
nombre des coniques réduites à deux droites. 

IV. 

En général, les deux nombres nfjL— v et 2v — dont 
la somme fi H- v indique le nombre total des coniques ex-
ceptionnelles, peuvent être obtenus d'une foule de ma-
nières. Il suffit de comparer des théorèmes démontrés de 
deux façons différentes. Dans Tune, les coniques excep-
tionnelles n'interviennent pas ; dans l'autre, elles influent 
sur le résultat. La différence des deux résultats fait con-
naître le nombre de ces coniques. En voici un exemple : 

Soient P et P ' deux points du plan. Sur une droite D 
prenons un point x-, comme l'enveloppe des polaires du 
point P, par rapport aux diverses coniques du système, 
est de l'ordre jtx (voir l'article suivant, n° XII), il passera, 
par le point x, ¡x polaires du point P. Les polaires du 
point P', relatives aux mêmes coniques, couperont la 
droite D en /Jt points w. Ainsi à un point x correspon-
d r o n t p o i n t s u sur la droite D, et réciproquement. Donc,̂  
en vertu de théorème I (p. igS), il y aura 2ix couples de 
points u etx, coïncidant sur la droite D. Mais les polaires 
des points P et P ' se coupant sur la droite D, le point d'in-
tersection sera la polaire de la droite PP'. DonCp sur la 
droite D, il y aurait pôles de la droite PP' . Mais le 
lien des pôles d'une droite, relativement aux diverses co-
niques du système, est une courbe de l'ordre v (article 
suivant, n® I). Donc il ne peut y avoir que v pôles sur 
celte droite. La différence 2[x— v ne doit provenir que 
des coniques exceptionnelles infiniment aplaties, qui ne 
donnent qu'une solution apparente. Donc 2yi. — v est le 
nombre des coniques infiniment aplaties. 

Observons qu'ôn doit avoir 2fx — v>>o, 2V — 
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en sorte <jue chaque caractéristique doit être comprise 
entre la moitié et le double de l'autre caractéristique. 

V. 

Occupons-nous maintenant de trouver les caractéris-
tiques d'un système v) de coniques assujetties à quatre 
conditions. L'observation démontre que le nombre des 
coniques de ce système, assujetties à une cinquième con-
dition Z , est toujours de la forme ap-f^ j3v, a et (3 étant 
des entiers positifs ou nuls. L'article suivant (p. 204) en 
donne de nombreux exemples. Si quelque condition, ce 
qu'on n'a pas encore rencontré, échappait à celte loi, 
les problèmes où entre cette condition échapperaient par 
le fait même aux formules que nous allons démontrer. 

a et (3 seront dits les paramètres de la condition Z, et de 
même a', jS' ceux de la condition Z', etc. 

Il faut d'abord avoir sous les yeux les caractéristiques 
des systèmes élémentaires, c'est-à-dire de ceux dont les con-
ditions consistent à passer par des points ou à toucher des 
droites. Ces caractéristiques sont réunies dans le tableau 
suivant, qui est l'expression de théorèmes bien connus ; 

(3p., ld .)^-(2,4) , 

(4 

Introduction de la condition Z . — On a, en dési-
gnant par N (Z, Vy V , TI\ Z'") le nombre des coniques 
qid satisfont à cinq conditions, 

(3p . ,Z) = [ N ( 3 p . , Z , ip.), N ( 3 p . , Z , i d ^ ] , 

= [N (4p. ,Z) , N(3p. , i d . , Z ) ] . 

Or les caractéristiques du système (4 P») étant i et 2, et 
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celles dé {3 p., i d.) éunt nous aurons par les nota-
tions aKioptées 

N ( 4 p . , Z ) = : a - h 2 p , N{3p., I d,, Z) 2a-f- 4p. 

Donc 

on a ensuite 

( 2 p . , Z , i d . ) = [ N ( 3 p . , i d . , Z ) , N(2p.,2d.,Z)J, 

3« (i p., 2 d., Z ) ^ [N (2 p., 2 d., Z), N (i p., 3 d., Z)], 

4« ( 3 d . , Z ) = [ N ( i p . , 3 d . , Z ) , N(4d.,Z)], 
= (4« -4- 2p, 2a -f- p). 

Nous avons donc ainsi les caractéristiques de tous les 
systèmes où la condition Z entre avec trois conditions 
élémentaires. 

Introduction de la condition TJ.— On a trois couples 

de caractéristiques à calculer : 

( 2 p . , Z , Z ' ) = [ N ( 3 p . , Z , Z ' ) . N(2p. , ï d . , Z , Z')J, 

en posant, pour abréger, 2a j3 '= a(5'-i- (3a'; 

2'̂  ( ip. , i d . , Z , Z') = [N(2p., i d . , Z , Z ' ) , 

N(i p., 2d., .Z,Z')], 

=-(2 «a f̂- 42ap'-f-4ôp', 
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3«> ( 2 d . , Z , Z ' ) = [ N { i p . , 2 d . , Z , Z ' ) , N(3d.,Z,Z'j] , 

Introduction de la condition Z". — On à : 

(i p. ,Z,Z' ,Z")~[N(2p.,Z,Z',Z'0, N(ip.,id.,Z,Z',Z")], 

(2aa'-4-42ap'-f-4pP')a" 

_ -aaV'-f- 2 2aa'P''-f- 4 2ap'p"-|-4pp'p", 

2° ( id . ,Z,Z ' ,Z ' ' )=[N(ip. , id . ,Z,Z ' ,Z '0, N(2d.,Z,Z',Z'')], 

r-2 a«' a'' -f- 4 2 aa' p'' H- 4 2 ap' p'' 
+ 2PP'P-, 

(4aa'-4-42ap'-f-2pp')a'' 
4- ( 4 aa' -f- 2.2 ap' -h pp' ) 

_ "2aaV-f-42aa'P"-4-42ap'P"-|-2pp'p", 

Introduction de la condition 7J". — On a 

(Z, Z', Z", 

= [N (i p., Z, Z^ Z", Z''̂ ), N (i d., Z, Z', Z", Z''')], 

= (a ,b); 

a == {aa'a"-h 2 2aa'p''-4- 42ap'p''-f- 4pp'p") a''̂  

— aa'a"a'"-H 22aa'a"p"^-h 42aa'p''p''^-f- 42ap' 

b = (2aa'a''4- 42aa'P''-4- 42a^'p''-h 2pp'p") a!" 
-f- (4aa'a"-f- 42aa'p''-+- 22ap'p"4- PP'P") P'' 

zmiaa'd''a'"-h 42aa'a"P"'4- 42aa'p"p"' 
2pp'p"p^ 
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VI. 

Si maintenant on veut le nombre des coniques satis-
faisant à cinq conditions Z, Z ' ,Z" , TJ", on aura, â " 
et jS*"̂  étant les paramètres de la nouvelle condition, 

N (Z, Z', Z'^ Z"\ H- p'M), 

OU, tout calcul fait, 

-f- 2 PP'p''p''' 

Telle est la formule que nous voulions établir. Elle 
contient dix paramètres; mais il n'entre jamais dans un 
terme deux paramètres relatifs à la même condition. Les 
coefficients sont les nombres de solutions des systèmes 
élémentaires. 

VIL 

APPLICATION. — Trouver le nombre des coniques qui 
passent par un point, touchent deux droites données et 
une conique donnée. 

Nous avons ici 

azrr l , p r = 0 (déf.), 

= p ' p ' ' z z z f (déf.), 

a" = a»̂  nr 2, P"'=r P'^rrz 2 (art. Suiv., XI , COrolL); 

il en résulte 

aa'a'^a^'a»' O, Saa' == o , 
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On a donc 

I 6 -f- 32 H-8 = 5 6 . 

Ainsi il y a cinquante-six coniques qui passent par un 
point donné, touchent deux droites données et une co-
nique donnée. 

vm. 
On peut arriver plus rapidement à la formule du n® VI, 

en remarquant que par la manière même dont chaque 
condition est introduite, ses paramètres n'entrent dans la 
formule définitive que sous forme linéaire. Le nombre 
des solutions est donc représenté par les divers termes du 
produit 

(a -f- P) (a'4- P') f ) (a'"-^ f ' ) (a-4- p-) , 

dont chacun doit être multiplié par un coefficient qui ne 

dépend que du nombre des a et des (3 entrant comme fac-

teurs dans ce terme. Pour abréger, désignons par (lam[i) 

la somme des termes qui renferment /facteurs a et m ou 

5 — l facteurs |3, et par AL le coefficient de cette somme. 

On aura 

N (Z, Z', Z ^ Z - ) = 

Pour trouver AL supposons, par exemple, que les cinq 
conditions soient de passer par trois points et de toucher 
deux droites; alors on aura 

I , p — p" I=r o , 

et le second membre se réduira au seul terme 

On aura donc 
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et, en général. 

Or, N (/p.,md,) est égal, par définition, à la première 
caractéristique du système [(/—i) p.? md.] ; on aura donc 

N(2p., 3d.) ==4» N(p., 3d.)==2, N(5d.)z=zi. 

La formule générale peut donc s'écrire 

N ( Z , r , Z", 11\ Z - ) rr-- 2N (/ p. , md,) (/a mp) C). 

IX. 

La méthode des caractéristiques, que nous venons d^ex-
poser, ne s'applique pas aux seules coniques; on conçoit 
qu'elle doive aussi convenir aux systèmes de courbes ou 
de surfaces d'ordre quelconque, et même qu'il existe pour 
chaque ordre une formule générale analogue à celle qui 
résume la méthode des coniques (§ VI). Les principes de 
cette méthode pourront même, il est permis de l'espérer, 
trouver des applications dans certaines questions d'ana-
lyse. Par sa généralité, par sa fécondité, on peut placer 
la méthode actuelle à côté de cet art analytique dont Viète, 
son auteur, disait fièrement : Fastuosum problema pro-
hlematum ars analytjce,,, jure sibi adrogat, quod est, 
N U L L U M NON PROBLEMA SOLVERE. [lu Artem analjticeti 
Isagoge J chap. VIII, p. 29.) P. 

(*) Dans les surfaces du second ordre assujetties à huit conditions, il y a 

trois caractéristiques qui sont le nombre /x de surfaces qui passent par un 

point, le nombre y de celles qiri touchent une droite, et le nombre p de 

celles qui touchent up plan. Le nombre des suriaces dn second ordre qui 

satisfont à neuf conditions est représenté par 

2 N ( / p . , md., n P ) {lumjSny), l-i-m-hn=z g; 

a, fi, y sont les paramètres d'une condition (communication académique 

du 26 février 1866). 
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PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME DE CONIQUES (¡jl, V). 

E X T R A I T D'UN MÉMOIRE DE M. CHASLES 

L I E U X G É O M É T R I Q U E S . 

I. Le lieu des pôles d^une droite est une courbe 
d'ordre v. 

C O R O L L A I R E . — Si la droite est à Tinfini, le théorème 
prend cet énoncé : 

Le lieu des centres des coniques est une courbe 
d'ordre v. 

IL Dans le cas où les coniques du système (¡JL, V) pas-
sent toutes par deux points, en satisfaisant à deux autres 
conditions, le lieu des pôles de la droite qui joint ces 

points est d'ordre^' 

C O R O L L A I R E . — Et si les deux points sont à Tinfini, le 
lieu des centres des coniques du système (fJt, v) est une 

courbe d^ordre - • 

III. Si de deux points Q , Q ' on mène des tangentes 
à chaque conique d'un système (fx, v), les points d'inter-
section de ces tangentes sont sur une courbe d'ordre 3 v, 
qid a deux points multiples d'ordre en et Q' . 

a® Si les coniques du système v) sont toutes tan-
gentes à la droite Q Q ' , la courbe^ lieu des points de 

(*) Voir Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^ séance 

du i5 lévrier 1864. 
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rencontre des deux tangentes menées de Q ei Q' à 

chaque conique y est d'ordre ^^ ^ deux points 

multiples d'ordre ~ en Q ei Q' . 

COROLLAIRES. — Si Q et Q ' sont imaginaires, à L'infini, 
sur un cercle, les points d'intersection des tangentes sont 
les foyers des coniques. Donc : 

Le lieu des foyers des coniques d'un système (fi, v) 
est une courhe d'ordre 3v, qui a deux points multiples 
d'ordre v, à V infini, sur un cercle. 

Le lieu des foyers d'un système (fx, v) de paraboles 

est une courbe d'ordre ^ deux points mul-

tiples d'ordre ^ imaginaires, à l'infini, sur un cercle, 

IV. Le lieu des points de concours des tangentes com-

munes à une conique donnée M et à chaque conique d'un 

système (fjt, v) est une courbe d'ordre 3v. 

V. Le lieu des points de contact des tangentes me-

nées d'un point P à toutes les coniques d'un système 

est une courbe de V ordre [p. -+- v), qui a un point mul-

tiple d'ordre en V, 

VI. Le lieu des points dont chacun a la niême polaire 

dans une conique donnée U et dans une conique quel-

conque du système (/ix, v) est une courbe de Vordre 

C O R O L L A I R E . — Le nombre des coniques {[t.,v) qui 
touchent une conique quelconque Ü est 2 (fx -h v). 

VU. Les tangentes communes à une conique donnée U 
et aux coniques d'un système (fi, v) ont leurs points 
de contact avec ces dernières sur une courbe d''ordre 
1 (u -h v), qui a 2 (fjL-hv) points de contact avec U. 
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Ces 2 (fx -h v) points sont les points de contact des co-

niques du système et de U conique U. 

VIII. Le lieu des pieds des normales abaissées d^un 
point P sur les coniques du système (f^, v) est une courbe 
d^ordre (2/x-hv), qui a un point multiple d'ordre p. 
enV. 

IX. Le lieu des sommets des coniques du système [p, v) 
est une courbe de Vordre ( 2|ui 3 v). 

X . Le lieu des points de rencontre des coniques du 
système (p, v) et de leurs diamètres qui aboutissent à un 
point fixe est une courbe de V ordre (fx -}- 2v). 

XI. Le lieu dhin point dont Vaxe harmonique, relatif 
à une courbe d'ordre m, coïncide avec la polaire de ce 
point relative à une quelconque des coniques d'un sys-
tème (py v), est une courbe de l'ordre [p(m—i) -h- v] (*). 

CoROLULiaE. — Cette courbe rencontre la courbe 
d'ordre m en m[p (m — i) -f- v] points, en chacun des-
quels une conique du système touche la courbe. Donc : 

(*) Ce théorème n'est point particulier aux. coniques; il s'applique à 

des courbes d'ordre quelconque, c'est-à-dire que : Lorstju'on a un ^s-

tème de courbes d'ordre quelconque r déterminées toutes par * 

conditions communes et dont les caractéristiques sont fx et v, te lieu d'un 

point dont l'axe harmonique relatif à une courbe d'ordre m coïncide avec 

Vaxe harmonique de ce point^ relatif à une courbe quelconque du système, 

est une courbe de l'ordre [/a ( m — i) -f- v]• 

On en conclut que le nombre des courbes du système^ qui touchent une 

courbe d'ordre m, est m[ja(m— i)-}-v]. 

Plusieurs autres propriétés d'un système de coniques s'appliquent p a -

reillement à un système (/x, v) de courbes d'ordre quelconque; et sou-

vent la fonction des caractéristiques reste la même, comme dans le cas 

actuel et dans les théorèmes I, V , VllI , X V I , XXII. C'est pour cela que 

j'ai annoncé que ces recherches, concernant les coniques, seraient un 

point de départ utile dans la théorie générale des courbes d'ordre supé-
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Il existe, dans un système de coniques \^ky y), 

m[fx(m — i) 4-v] coniques tangentes à une courbe 
donnée d'ordre m. 

COURBES E N V E L O P P E S . 

XU. Les polaires d'^un point enveloppent une courbe 
de la classe 

X n i . Lorsque toutes les coniques du système (p, v) 
sont tangentes à deux droites el satisfont à deux autres 
conditions, la courbe enveloppe des polaires du point 

de concours des deux droites est de Vordre 
1 

XIV. Les cordes que deux droites fixes interceptent 
dans toutes les coniques d^un système (fJt, v) enveloppent 
une courbe de la classe 3|JL, qui a deux tangentes mul-
tiples d'ordre fi coïncidant a^ec les deux droites. 

XV. Les cordes communes à une conique et à 
chaque conique d'un système (/x, v) enveloppent une 
courbe de la classe 3p. 

XVI. Les tangentes menées aux coniques v), par 
les points ou elles coupent une droite donnée D, enve-
loppent une courhe de la classe (fx-h v), qui a la droite D 
pour tangente multiple d'ordre v. 

C O R O L L A I R E I. — La courbe de la classe ( L ^ - H v) ad-
met (|[x 4- v) tangentes passant par un point quelconque. 
Prenant ce point à l'infini, sur une perpendiculaire à la 
droite D, on en conclut que : 

Le nombre des coniques d'un système (p, v), qui cou-
pent à angle droit une droite donnée, est (jx v). 

C O R O L L A I R E IL — Si la droite D est à l'infini, le théo-

rème prend cet énoncé : 
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Les asymptotes des coniques d'un système (fx, v) enve-
loppent une courbe de la classe -h v), quia une tan-
gente multiple d^ ordre v à V infini, 

Conséquemment la courbe a v branches paraboliques. 

XVn. L'enveloppe des droites dont chacune a le 
même pôle dans une conique donnée U et dans une co-
nique quelconque du système (fx, v) est une courbe de la 
classe (fx-+-v). 

Celle courbe a 2(|[x-h v) langenles communes avec U ; 
elles 2(|txH-v) poinls de conlacl sur U sont les points 
oit 2 (/X -i- v) coniques du système touchent la conique U. 

XVIII. Si par les points ou une conique U rencontre 
chaque conique d'un système (fx, v) on mène les tan-
gentes de celles-ci, ces tangentes enveloppent une courbe 
de la classe 2 (fx -f- v) quia 2 (|tx -i- v) points de contact 
avec U. 

Ces 2(fx--|-v) points déterminent 2(fx4-v) coniques 
du système tangentes à U en ces poinls. 

XIX. Les axes des coniques d'un système (fx, v) enve-
loppent une courbe de la classe (|ji-f-v), qui a une 
tangente multiple d'ordre v, à l'infini, 

X X . Lorsqu'un axe de chaque conique d'un système 
(fx, v), qui satisfait à trois autres conditions, passe par 
un point fixe, la courbe enveloppe des autres axes est 
de la classe 

XXI. Les diamètres d'un système de coniques (fx, v), 
qui rencontrent ces courbes sur une droite donnée, en-
veloppent une courbe de la classe -h quia cette 
droite pour tangente multiple d'ordre 2V. 

XXII. Les normales des coniques d'un système (pj v) 
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aux points de ces courbes situés sur une droite donnée, 

enveloppent une courbe dé la classe (ajx -f- v), qùi a 

cette droite pour tangente multiple d'ordre -f- v ) . 

X X i n , Si dans chaque conique d^un système (w, v) 
on mène deux diamètres rectangulaires y dont Vun passe 
par un point fixe. Vautre diamètre enveloppe une courbe 
de la classe 2V, quia une tangente multiple d'ordre v, 
à Vinfini. 

XXIV. Les diamètres dont les conjugués passent par 
un point donné enveloppent une courhe de la classe 

v), qui a une tangente multiple d'ordre v, à l'in-
fini. 

X X V . Les directrices d'un système de coniques [p^^) 
enveloppent une courbe de la classe (a/ji -4- v), quia une 
tangente multiple d'ordre à l'infini. 

X X V I . Dans un système de coniques (fx, v), dont une 
directrice passe par un point donné, et qui satisfont a 
trois conditions communes y les autres directrices enve-
loppent une courbe de la classe {p v), quia une tan-
gente multiple d'ordre v, à Vinfini. 

XXVII. Lorsqu'on a une courbe géométrique de la 
classse n, et une droite D, si de chaque point de la droite 
on mène les n tangentes de la courbe, et Taxe harmonique 
de la droite D relatif à ce faisceau de tangentes, cet axe 
passe toujours par un même point I que nous appellerons 
le pôle harmonique de la droite D (*). 

Cela posé : 

Lorsquon a un système de coniques v) et une 
courbe U' de la classe n, Venveloppe d'une droite va-

("*) Voir Aperçu historique, p. 623. — Traite de Géométrie supérieure y 

art. 496. 

Ann, de Mathcmat., 2« série, t. V. (Mai 1866.) 
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riable^tjmaun même pôle harmonique dans la courhe U' 
et dans chaque conique du système, est une courbe de 
la classe [fx -f- (n — i) v]r 

CoROLLAïuE. — Cette courbe a + [n — i ) v ] tan-
gentes communes avec la courbe U', en chacune des-
quelles une conique du système touche la courbe U'. 
Conséquemment : 

Il existe 4- (n — i) v] coniques tangentes à une 

courbe de la classe n. 

Cette formule n'est pas différente au fond de celle du 

théorème (XI). 

P R O P R I É T É S D I V E R S E S D ' U N S Y S T È M E (FX, v ) . 

XXVIII. Dans un système de coniques (j^^v), le 
nombre de ces courbes qui divisent un segment donné, 
en rapport harmonique, est p. 

C O R O L L A I R E I. — Dans un système de coniques (u, v), 
il existe p hyperboles équilatères. 

C O R O L L A I R E II. — Un faisceau de coniques étant 
donné, ainsi quun système de coniques (p, v), il existe 
dans ce système p coniques homothétiques, respective-
ment, à p coniques du faisceau. 

Le nombre des coniques par rapport auxquelles 
deux droites données sont conjuguées, est v. 

X X I X . 1° Dans un système de coniques (p^v)^ le 
nombre des coniques semblables à une conique donnée 
[autre que le cercle et Vhyperbole équilatère), est 2p. 

Le nombre des coniques dont les tangentes menées 
par un point fixe donné font entre elles un angle 
donné, est 2V. 

Et ce nombre est y quand Vangle est droit. 
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X X X . I® Dans un système de coniques, la condition 

que les courbes coupent un segment donné en rapport 
harmonique, équivaut à la condition de passer par un 
point. 

C'est-à-dire que, si, dans un systètoe^ on change la 
condition de passer par un point, en celle de diviser un 
segment donné harnkoniquement, les caractéristiques du 
système restent les mêmes. 

La condition que^ dans les coniques d^un système^ 
deux droites données soient conjuguées par rapport à 
toutes les coniques d'un système, équivaut à celle que 
les coniques sóient toutes tangentes à une droite. 

C'est-à-dire que, si l'on remplace la condition de tou-
cher une droite, par la condition que deux droites don-
nées soient conjuguées relativement à toutes les coniques 
d'un système, les caractéristiques du système ne changent 
pas. 

X X X I . La condition d'avoir un foyer en un point 
donné équivaut à celle de toucher deux droites, 

N O T E DU R É D A C T E U R . 

Toutes ces propositions se démonttêtit en s'appuyant 
sur les théorèmes I ou II (p. igS). Comiue exemple nous 
allons démontrer la première proposition, savoir : 

Le lieu des pôles d'une droite est de Vordre v. 

Soit D la droite donnée. Cherchons combien il y aura 
de pôles de cette droite situés sur une droite quelconque L 
qui rencontre D au point S. Si le pôle de la droite D par 
rapport à une conique du système se trouve sur la 
droite L, les droites D et L et les deux tangentes menées 
par le point S formeront un faisceau harmonique. La 
question revient donc à celle-ci : 

,4. 
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Étant données deux droites SE et SF, combien existe-

t-il de coniques telles, que les tangentes menées du 
point S soient conjuguées harmoniques par rapport àSEj 
etàSF? 

Soit S X une droite partant du point S. Elle tou-
chera y coniques, soit SX' la seconde tangente menée 
de S à une de ces v coniques et SU la conjuguée harmo-
nique de SX' par rapport à SE et SF. A chaque droite SX 
correspondent v droites SU et réciproquement à chaque 
droite SU correspondent v droites SX. Donc il y aura 2 v 
droites SU coïncidant avec la droite correspondante SX. 
Mais comme les tangentes SX' et S X menées à la même 
conique correspondent à la même solution, il n'y a donc 
que V solutions. La droite L rencontre donc en v points 
le lieu des pôles qui est ainsi de l'ordre v. 

c. Q. F . n. 

Il importe de remarquer que dans toutes les parties de 
la méthode, les conditions Z, Z ' , . . . de chaque système 
doivent avoir entre elles une entière indépendance. Si 
par exemple les coniques doivent toucher une courbe 
donnée U, cette courbe ne doit avoir aucune relation 
avec les autres données de la question : de sorte que si 
parmi celles-ci se trouve la condition que toutes les co-
niques passent par un même point, la courbe U est sup-
posée ne pas passer par ce point. De même le lieu des 
centres ne serait pas du degré v, si l'une des conditions 
du système [p, v) était que ce centre se trouve sur une 
courbe donnée. 

Lorsqu'il existe entre les conditions données Z, Z', Z"... 
certaines dépendances ou des conditions subsidiaires (*), 

(*) Par exemple, le nombre des coniques qui sont tangentes à 

une conique quelconque U, est 2 (/x-{- v) : mais si U est une conique du 

système, ce nombre n'est plus que 3 ( /x + v — 3 
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les résultats sont différents et ne peuvent pas se conclure 
immédiatement des formules primitives. Il faut traiter 
directement ces cas particuliers, mais par la méthode gé-
nérale. La formule générale, qui comprend la solution 
de toutes les questions, s'applique aussi à tous les cas 
particuliers, puisqu'il suffit de mettre dans cette formule 
les paramètres a, 6, qui conviennent à ces cas particu-
liers. P. 

SUR LA TRANSFORMATION QUADRIQUE {*)•, 

PAR M. T.-A. HIRST. 

M. Transon, dans le numéro de février dernier des Nou-
velles Annales y a très-justement observé que la méthode 
de Tinversion quadrique et celle de la projection gauche 
sont essentiellement distinctes. Cependant, les deux mé-
thodes sont des cas particuliers de la transformation 
qui a été d'abord étudiée analytiquement par Magnus, 
dans le VHP volume du Journal de Crelle, et géomé-
triquement, par moi-même, dans un Mémoire inédit 
communiqué en septembre dernier à VAssociation Bri--
tannique. D'abord Magnus a supposé à tort que sa mé-
thode de transformation était la plus générale de celles 
dans lesquelles à un point de l'un des systèmes corres-
pond un seul point de l'autre. Les recherches subsé-
quentes de Cremona, de Jonquières, Clebsch et Cayley ont 
montré que cela n'a pas lieu : la transformation de 
Magnus est seulement la plus générale de celles mention-
nées plus haut, pour lesquelles à chaque ligne droite cor-

{*) On the quadnc iraiisfonnution. 
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respand un^ çonique. Toutes les cpniqueç qui, dans la 
méthode de l|i trmsfarvruition qi^adrique^ correspondent 
aux lignes droites de l'un ou de l'autre système, passent 
néqeasairemept par trois points nQnim,és par Magnus 
points principaux de la transformation. Je me propose, 

p̂irèsi fivQir d o n ^ la plus si^pie définition de la trans-
formation quadrique, de montrer comment, en plaçant 
d'une manière convenable les points principaux, elle 
devient identique, d'une part, avec la méthode de la prp-
jection inverse proposée et développée, il y a quaraçite-
quatre ans, par Steiner, dans son célèbre ouvrage Sjste-
matische Entwiçielungj etc., et récemnient reproduite 
par M. Transon qui, sans aucun doute, y était conduit 
par ses propres recherches; et, d'autre part, avec la mé-
thode de l'inversion quadrique qui, comme je l'ai observé 
aiUeurs, a été suggérée par Bellavitis. 

1 . Pour établir une correspondance entre les divers 
points d'un plan, prenons deux couples de points B,B' et 
C, C^ et cônsidérons-les comme les sommets de deux 
couples de faisceaux homographiques [ B ] , [B'] et [ C ] , 
[ C ] . Alors à chaque point P, considéré comme Tînter-
section de deux rayons BP, CP des deux faisceaux 
[B] , [ C ] correspondra un point unique déterminé par 
l'intersection des deux rayons correspondants B'P', C ' F 
des faisceaux [ B'], [ C ] , respectivement homographiques 
à [ B ] e t [ C ] . 

% Si à la ligne BC, considérée comme rayon commun 
des f a i ^ a u x [ B ] et [ Ç ] , correspond dans les fais-
ceaux [B'] et [ C ] la ligne B 'C, la correspondance entre 
les points P et P ' sera simplement l'homographique, 
telle que l'a définie M. Chasles dans la Géométrie su-
périeure. Mais si à BC correspondent les rayons B'A' 
et C'A' dans les faisceaux [B'] et [ C ] , et que sembla-
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blement à B ' C correspondent BA et CA dans [BJ et [ C ] , 
le mode de correspondance entre les points P et P sera 
identique à celui considéré par Magnus. J'appellerai A, A'; 

C j C les trois couples de points homologues princi-
paux. 

3. Ces points sont exceptionnels en ce que chacun a 
un nombre infini de points correspondants. Au point A, 
par exemple, correspond un point quelconque de B 'C, 
et au point A' un point quelconque de BC. En outre, à 
chaque point de BA correspond, comme on peut le voir 
facilement, le point C , et ainsi de suite. Bref, à chaque 
point situé sur une ligne principale correspond Vlio-
mologue du point principal opposé, et vice versâ. 

4. Réciproquement, à une droite de chaque système 
correspond^ en général^ une conique qui passe par les 
points principaux de Vautre système. Car nous pouvons 
regarder toute ligne droite L comme le lieu de l'inter-
section des rayons correspondants de deux faisceaux 
hoEOLOgraphiques [ B ] et [ C ] , qui ont un couple de rayons 
correspondants qui coïncident avec BC. Les faisceau* 
correspondants [B'] et [ C ] seront alors aussi homogra-
phiques, et B'A', C'A' seront un couple de rayons cor-
respondants, qui, par conséquent, engendrent une co-
nique [ S ' j , passant par les points A', B̂ , C . Sembla-
blement, à chaque droite L'correspondra une conique [S] 
passant par A , B , C , et réciproquement à chaque conique 
passant par les trois points principaux de Tun des sys-
tèmes (îorreispondra une ligne droite dans l'antre système. 

Plus généralement, si n et n! désignent l'ordre de 
deux courbes correspondantes, a et a', b et b\ c et c', 
respectivement, les nombres de fois qu'elles passent 
par A et A', B et B , C et C , on pourra facilement établir 
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les relations symétriques suivantes . 

a' — b — r, az=. n' — b' — c' ̂  

h' z=zTi — c — fl, b z=z: n' — c' — (ï, 

c' ~ n — a — b, c n' — a' — b\ 

n' in ~ [a b c)\ n ZZZ. — {a' -A- b' c^). 

6. En général, il y a seulement quatre points du plan 

tels, que chacun d'eux coïncide avec son correspondant. 

On peut démontrer comme il suit l'existence de ces 

points doubles. Je prends un point P comme centre 

d'un faisceau de rayons [ P ] : ce dernier sera manifeste-

ment homographique au faisceau des coniques corres-

pondantes [A' ,B' , C,P^] (4), et le lieu des intersections 

des éléments correspondants des deux faisceaux sera une 

cubique [ C ] passant par A', B', C , F , P, qui peut être 

définie le lieu des points du second système qui sont 

situésy avec leurs correspondants^ sur des lignes qui 

convergent au point P . A tout point de convergence Pi 

sera de même associée une autre cubique [Ci] qui cou-

pera [ C ] aux trois poinls principaux A', B', C et aux 

deux points du second système situés, avec leurs cor-

respondants, sur la ligne PPj . Les quatre intersections 

qui restent seront les quatre poinls doubles demandés, 

autrement chacun serait situé avec son correspondant 

sur une ligne qui passe par P aussi bien que par Pi , ce 

qui est impossible. 

7. Il doit être observé que les trois couples de points 

homologues principaux étant donnés, la transformation 

est parfaitement déterminée dès que l'on connaît un seul 

couple de points correspondants. Je signalerai briève-

ment quelques cas spéciaux. 

Chacun des points principaux A , A' est situé sur la 

ligne principale opposée à son homologue A', A : alors. 
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puisque chacun des points A et A'coïncide avec un de 
ses points correspondants (3), il est manifeste que s'il 
en est de même d'un autre point de AA' {et la suppo-
sition est permise), chaque point de A A' coïncidera avec 
son point correspondant. De plus, chacune des lignes BB' 
et C C , regardée comme une des lignes de l'un ou de l'autre 
système, coïncidera avec la ligne correspondante, en sorte 
que leur point d'intersection D coïncidera avec son corres-
pondant. En fait, la cubique (C)^ lieu de tous les points 
du second système situés, avec leurs correspondants, sur 
des droites qui convergent vers un point P (6), se décom-
pose dans la ligne droite A A ' et la conique ( B ' C P F ) . De 
même, la cubique (Cj) , associée à un autre point Pi , se 
compose de la droite A A j et de la conique (B 'CPiP 'J , 
et, ces coniques se coupant en B', C et eu un point 
de PPi, elles passent par D. Ce cas de la transforma-
tion quadrique coïncide évidemment avec la projection 
gauche de Steiner, pourvu que, ainsi que M. Transon l'a 
observé, on fasse coïncider le plan de projection avec le 
plan de la figure priniitive. 

8. D'autres cas spéciaux dignes de remarque naissent 
de l'hypothèse de la coïncidence des deux triangles prin-
cipaux-, cette coïncidence peut arriver de plusieurs ma-
nières. 

I® En chaque sommet de deux triangles principaux 
deux points homologues principaux coïncident. 

C'est-à-dire que A coïncide avec A', B avec B', et C 
avec C . Il est manifeste que les quatre points doubles Dj, 
Da, D35 D4 forment alors un quadrilatère dont les côtés 
opposés se rencontrent aux sommets du triangle prin-
cipal-, car ces points doubles sont sur les rayons doubles 
de chacun des trois couples de faisceaux concentriques 
et homographiques [ A ] , [ A ' ] ; [ B ] , [ B ' ] ; [ C ] , [ C ] . De 
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plus, on voit facilement que les polaires d'un point P 
relativement aux diverses coniques du faisceau [Dj, D,, 
Dg, D4] passent par le point correspondant P» Ce cas spé-
cial de la transformation quadrique est connu depuis 
longtemps. Salmon, Beltrami, Bdlavitis, le professeur 
Newton (de l'Amérique) et d'autres l'ont étudié. 

2® En un seul sommet du triangle principal coïn-

cident deux points homologues principaux. 

Que A coïncide avec A', B avec C e t C avec B', (B'C) 
et ( B C ) sont maintenant des points doubles, et AB, AC 
sont les rayons doubles des faisceaux homographiques 
[ A ] , [ A ' ] ; si nous supposons qu'un autre rayon du fais-
ceau [ A ] coïncide avec son correspondant dans [A'] , tous 
les faisceaux correspondants coïncident, et nous aurons le 
cas de Tinversion quadrique. Sur chaque rayon mené par 
le point ( AA'), les points correspondants P, F formeront 
une involution, et les points doubles de ces diverses in-
volutions seront sur une conique qui touche les droites 
AB, AC en B et C. C est la conique fondamentale F de 
l'inversion quadrique, et P, P' sont relativement à elle 
des points conjugués. Les cubiques (C) et (C^), associées 
à deux points P , Pj , se décomposent dans la conique F 
et les lignes droites PA, P^ A. Les points de la conique F 
sont donc les seuls points doubles. 

En aucun sommet du triangle principal ne coïn-
cident deux points homologues principaux. 

Cette méthode, où, par exemple, A et C , B et A', C et 
B' coïncident, n'a pas, que je sache, été étudiée jusqu'à 
présent. Je n'ai point l'intention de Tétudier ici j je remar-
querai simplement que des quatre points doubles troiŝ ^ 
coïncident avec les sommets du triangle principal. 
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SlIR U CYCUDE , 

P A R M . A . ( J O P A R T , 

On nomme cyclide la surface enveloppe des sphères 
tangentes à trois sphères fixes. 

La cyçlide a quatre nappes, de même qu'il y a quatre 
séries de cercles tangents à trois cercles fixes. Dans ce 
qui va suivre, nous considérerons une nappe isolée, que 
nous pouvons définir de la manière suivante : Nous 
avons dans un plan deux cercles fixes (o) et (o'), et nous 
imaginons tous les cercles tels que [a) tangents extérieu-
rement à (p') et intérieurement à (o). Les sphères qui 
ont les cercles (a) pour grands cercles enveloppent nue 
nappe de la cyclide. 

Si nous considérons deux sphères (a) suffisamment 
rapprochées pour qu'elles se coupent, nous voyons que 
leur cercle commun prendra une position limite quand 
l'une des sphères viendra se confondre avec l'autre -, cette 
position limite du cercle sera précisément la ligne de 
contact de la sphère (<Ï) avec la cyclide. 

Les plans de tous ces cercles de contact sont évidem-
ment perpendiculaires au plan des cercles (o) et (o') 5 et de 
plus ils passent tous par une même droite. Nous savons 
en effet que si l'on mène un cercle tangent à deux cercles 
fixes, la droite qui passe par les points de contact con-
tient toujours un des centres de similitude des cercles 
fixes. Ainsi, le cercle [a) touche les deux circonférences 
(o) et (o') aux points A et /, et la ligne kl va passer par le 
centre de similitude inverse C, de (o) et (o'). Et par 
conséquent la sphère (a) touche la cyclide suivant un 
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cercle projeté sur hl, dont le plan contient la ligne me-
née par Ci perpendiculairement au plan de (o) et (o'). 

M. Dupin, dans ses Applications de Géométrie, p. 200, 
étudie la surface dont toutes les lignes de courbure sont 
circulaires. Il démontre que cette surface est nécessaire-
ment l'enveloppe des sphères tangentes à trois sphères 
fixes. Il lui donne le nom de cyclide et en expose les 
principales propriétés. 

M. Mannheim, au moyen de la méthode de transfor-
mation par rayons vecteurs réciproques, ramène l'étude 
de la cyclide à l'étude du tore. Il démontre avec beau-
coup d'élégance les propriétés déjà connues de cette sur-
face et en indique plusieurs tout à fait nouvelles. Ainsi, 
M. Mannheim fait voir que toute sphère bitangente 
rencontre la cyclide suivant deux circonférences. D'où 
il conclut que tout plan bitangent contient également 
deux cercles de la surface [Nouvelles Annales,, t. XIX, 
p. 67). 

Nous nous proposons de démontrer que les plans bi-
tangents à la cyclide enveloppent^n cône, que ce cône 
est du second degré, et qu'il touche la surface suivant une 
ligne sphérique. 

Commençons par chercher l'intersection de la cyclide 
avec une sphère bitangente qui ait son centre dans le 
plan des cercles (o) et (o'). Nous savons, d'après le 
théorème de M. Mannheim, que cette intersection se 
compose de deux cercles. Nous allons donner de ce fait 
une nouvelle démonstration qui nous indiquera la posi-
tion du plan bitangent. 

Le plan qui contient les cercles (o) et [o) et aussi le 
centre de la sphère bitangente considérée coupe cette 
demit-re suivant un cercle qui touche à la fois (o) et (o'). 
Les deux points de contact seront sur une droite qui 
passe par le centre de similitude C j . 
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Et réciproquement, si par C j nous menons une droite 

quelconque CdS (*), elle coupera les cercles (o) et (o') 
en quatre points a, |S, a', (3', et l'on pourra toujours 
construire une circonférence qui touche (o) en a et (o') 
en a'. De même on pourra toujours construire une cir-^ 
conférence tangente en j3 au cercle (o') et en au 
cercle (o). 

Si l'on joint o et a , o' et a', les deux lignes ainsi obte-
nues se rencontrent en / qui est le centre du cercle qui 
touche (o) en a et (o') en a'. 

Si l'on joint de même o à ]3' et o' à j3, on obtiendra un 
second cercle (y) tangent à (o') en |3 et à (o) en (S'. 

Considérons en particulier la sphère qui a (/) pour 
grand cercle et qui est bitangente à la cyclide aux points a 
et a'. La sphère (y') coupe Tune des sphères généra-
trices [a) suivant un cercle projeté sur hf. Mais la 
sphère génératrice (a) touche la cyclide suivant un cercle 
projeté sur W, de sorte que le point p, intersection de hf 
et de A/, est la projection de deux poinls communs à la 
cyclide et à la sphère (7'). 

Quand la sphère (a) engendre la cyclide, le point /x 
engendre une courbe dont nous allons déterminer la na-
ture, et qui est la projection de l'intersection de la 
sphère ()/) avec la cyclide. 

A/est la tangente en p au lieu décrit par le point 
Car deux lignes infiniment voisines telles que hf se 
rencontrent sur la corde commune aux deux circonfé-
rences ( a ) correspondantes. Or, cette corde commune 
qui passe constamment par C» a précisément pour 
limite kL 

Si nous menons la tangente en / à la circonférence (o ), 
elle coupera hf en I. Ce point est sur la tangente menée 

C') Le point S est situé sur l'axe radical de (o) et de (o'). 
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en a à la circonférence (o). Le point I est en effet le 
point de concours des trois cordes communes aux circon-
férences [a), (o) et (/ ) . 

A un point fx correspond donc sur le cercle (o) un 
point Z, ces deux points étant situés sur une droite qui 
passe toujours par le point fixe C/ pendant que les tan-
gentes à leurs courbes respectives se rencontrent en ï sur 
la droite fixe l a . 

Nous concluons de là que lorsque la sphère (a) en-
gendre la cyclide, le point [x décrit une courbe homolo-
gique de (o), C» étant le centre et a l Taxe d'homologie. 

Or, la courbe homologique d'un cercle est une coni-
que (*). Donc le lieu des points [x est une conique. 

h j se confond en a avec la tangente au cercle (o) et en 
a! avec la tangente au cercle (o'). Ainsi la conique dé-
crite par ft est tangente en a ei ai au cercle (/) . 

Le cylindre droit qui a pour base la courbe fi ren-
contre la sphère (7') suivant l'iptersection cherchée. Le 
cylindre et la sphère ont un double contact en a et a'. Il 
résulte d'un théorème de Monge que ces deux sur-
faces ont en commun deux courbes planes et par consé-
quent deux cercles qui se coupent en a et a'. 

La sphère (y) rencontre de même la cyclide suivant 
deux autres cercles qui se coupent en jS et /3'. J'ajoute 
que ces quatre cercles sont deux à deux dans le même 
plan. 

En effets le plan qui, passant par a et a', contient l'un 

(*) PoNCELET, Traité des Propriétés projectives àes figures, t. I. 

(**) Deux surfaces du second degré qui ont un double contact se rencontrent 

suivant deux courbes planes : théorème énoneé par Monge, démontré par 

M. Chasles dans la Correspondance dé l'École Polytechnique, t . Ill, p. 335. 

Voir, dans le si remarquable Supplément au Traité des Propriétés projec-

iivesy l'élégante démonstration que le général Poncelet donne de ce théo-

rème. 
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<les cercles communs à la sphère (/) et à la cyclide, ren-
contre en deux points le cercle suivant lequel se coupent 
(y) et {/). Ces deux points sont évidemment communs 
à la sphère (y) et à la cyclide. Ils appartiennent à Tun 
des deux cercles de (y). Et comme ce cercle passe déjà 
par [3 et j3', il se trouve bien placé dans le plan précé-
demment considéré. Ce plan est bitangent à la surface 
aux deux points communs aux cercles qu'il renferme (*). 

Mais a|3' passe par le point fixe Cj , d'où nous concluons 
que les plans bitangents enveloppent un cône. 

Nous allons voir de plus que ce cône est du second 
ordre. 

Nous savons que lorsque deux cercles sont tangents à 
deux autres, leur corde commune passe par un centre de 
similitude des deux derniers. Ainsi la corde commune 
MM' à (y) et (y') passe par C^, centre de similitude di-
recte de (o) et (o'). 

Nous avons déjà précédemment remarqué que les deux 
points de contact du plan bitangent sont sur le cercle 
commun aux sphères (y) et (/) , qui se projette sur MM'. 
Si maintenant nous considérons le cône enveloppe, nous 
voyons que, C^a étant la trace d'un plan tangent à ce 
cône, C^M sera la projection delà génératrice de contact. 

C^a et C j M sont, comme nous allons le démontrer, 
parallèles à un système de diamètres conjugués d'une co-
nique qui aurait pour axe C^ a (**). Or c'est là la condition 
nécessaire et suffisante pour que le cône soit du second 
degré. 

Remarquons que C^a rencontre yy' en un point S 
précisément situé sur la corde commune SCT à (o) et (o'). 

(*) La cyclide offre un cas particulier des surfaces anallagmatiques du 

quatrième ordre étudiées par M. Moutard. 

(**) Le point 7 est sur Vaxe radical de (o) et de (o'). 
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En effet, les deux cercles (o) et (o') étant tangents à la 
fois à (y) et à (7'), leur corde commune contient l'un des 
centres de similitude de (7) et (7'). D'ailleurs, la droite a|3' 
qui joint les points de contact passe également par ce 
centre de similitude, qui est encore nécessairement situé 
sur la ligne des centres 77'. Ainsi les trois lignes 77', 
C^a, CTS se coupent bien au même point. Ceci posé, dé-
signons par 6 et t ' les angles que font avec 00', les deux 
lignes Cd« et C^M, et observons que MM', corde com-
mune à (7) et (7'), est perpendiculaire sur la ligne des 
centres 77'. 

Le triangle rectangle SĈ Ĵ donne 

Sa 

Le triangle rectangle wScr donne 

S(T 
tang s = » 

wa-
d'où 

Wff 
tang S X tange' z=z — — ~ const., 

ce qui caractérise les deux directions de deux diamètres 
conjugués d'une conique. 

On peut donc circonscrire à la cyclide un cône bitan-
gent du second degré (*). 

Nous déterminerons la ligne de contact en remarquant 

que les points tels que M sont disposés sur une circonfé-

rence décrite de w comme centre. En effet, 

CdM X CdW = Q a X Crfa'. 

(*) Dans ranaUagmatique générale du quatrième ordre, les plans dou-

blement tangents se répartissei^t suivant les plans tangents à cinq cônes 

du second degré (voir dans les Nouvelles Annales, 2® série, t. III, p. 206, la 

note de M. Moutard). 

(**) Le point w est au milieu de la ligne 00'. 
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Ce dernier produit est constant, parce q u e C j est le centre 
de similitude de (o) et (o'). De plus, MM'corde com-
mune à (y) et (y') est perpendiculaire en son milieu D 
à la ligne des centres yy'. Le point D décrit donc une cir-
conférence dont wCd est le diamètre 5 et il est ainsi prouvé 
que M et M' sont sur une même circonférence dont w est 
le centre. La sphère qui a pour grand cercle la circonfé-
rence décrite par M passe évidemment par l'intersection 
des sphères (7) et (7'). Elle contient donc les points de 
contact du cône avec la cyclide. 

Ainsi la ligne de contact du cône est la ligne com-
mune à la sphère et à la cyclide. 

Au surplus, il serait facile de construire par points la 
projection de cette courbe sur le plan oo^ Décrivons 
de S comme centre une circonférence qui passe par M. 
Elle sera orthogonale à (o) et à (o'), parce que S est le 
centre de similitude de (7) et (7'). Par conséquent, les 
deux points d'intersection p el q sont sur une droite qui 
passe par le centre de similitude directe C/de (o) et (o'). 
La ligne pq est, d'après une remarque faite au commen-
cement de cet article, la projection d'un cercle de la 
cyclide. Ce cercle coupe le cercle commun aux sphères (7) 
et (7'), projeté sur MM'-, car le cercle pq gi le cercle MM' 
sont tous deux sur la sphère S. Or le cercle MM' contient, 
comme nous le savons, les points de contact relatifs au 
plan bitangent. Donc ces points se projettent sur m on se 
coupent les deux droites pq et MM'. 

Ann do ^lathrmat., Q® série, t, V. (Mai iSGG.} l5 
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SOLUTION DE QUESTIONS 

PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 656 

(voir 2' série, tome III, page 274); 

Démontrer géométriquement que la division de la 

circonférence en sept parties égales se ramène à la tri-

section de Vangle dont la tangente est égale à 3 V^. 

( M A T T H E W C O L L I N S . ) 

On sait que T inscription de Theplagone se ramène à 
la résolution de deux équations, Fune du deuxième degré, 
r autre du troisième. Or, la résolution d'une équation du 
troisième degré (qui a ses trois racines réelles) peut 
toujours se ramener à la trisection d'un angle. Ce sont là 
sans doute les considérations qui ont conduit M. M. Col-
lins à la construcûon suivante, qu'il nous a communi-
quée, et dont la vérification n'offre aucune difficulté. 

Soient AOA' et BOB' deux diamètres perpendiculaires 

l'un à l'autre 5 prenez du côté du point A', 0 0 ' = g OA'5 

soit AE le sixième de la circonférence ; menez EC paral-
lèle à AA' et qui rencontre BB' en t -, du point O' comme 
centre décrivez l'arc b¥V (le point b' est sur BB'). 
Soit 6D le tiers de cet arc. En prolongeant jusqu'à la ren-
contre du premier cercle en Z une perpendiculaire abais-
sée du point D sur AA', l'arc AZ sera le septième de la 
circonférence proposée. P. 
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Question 742 

(yolr 1-aérte, t. p. 419) ; 

PAR M. L. LACAUCHIE. 

Le lieu des foyers des paraboles conjuguées à un 
triangle donné est la circonférence des neuf points de 
ce triangle. (J. G R I F F I T H S . ) 

Soit ABC le triangle5 a, |3, y les milieux de ses côtés; 
les droites j3y, ya, a|3 toucheront les paraboles conjuguées 
an triangle ABC. Le lieu des foyers est donc le cercle 
circonscrit au triangle aj3y, c'est-à-dire le cercle des neuf 
points du triangle proposé. 

I^ote. — Autres démonstrations par MM. Bauquenne, F. Richard, EUiot, 

Hatté, Niébylowski, Muzeau, Delaunay et de Viaris, Marmier, Viant, 

Rondot. 

Question 743 

(voir 2" série, t. IV, p. 429); 

PAR M. L. LACAUCHIE. 

Soient a', b\ c' Its points auxquels lès côtés d'un 
triangle ABC sont touchés par le cercle inscrit^ par cha-
cun des sommets A, B, C on mène une droite parallèle à 
l'axe d'homologie des triangles ABC,a'£'c' , et on dé-
signe par x, y, z les points de lèur intersection avec les 
côtés BC, C A , AB, et par p le pied de la perpendicu-
laire abaissée du centre du cerclé inscrit [a'b^c^) sur 
l'axe d^homologie des triangles ARC, xyz : démontrer 
que la circonférence des neuf points du triangle ABC 
touche la circonférence inscrite [a'b^c') au point p, 

( J . G R I F F I T H S . ) 

Il est aisé de ramener cette construction à celle qui 
I 5 . 
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fait Tobjet de la Note insérée par M. Gerono,p. 22i(i865). 

Les droites AH, BG, C M ne sont autres que les droites 
A x , B j , C z de Ténoncé précédent. En effet, soient a, 

/3, y les trois points qui déterminent l'axe d'bomologie des 
triangles ABC et a'b'c'\ on sait que a est le conjugué 
harmonique de a' par rapport à C et B, donc les droites 
ya, ycéj yC, yB forment un faisceau harmonique. Or M 
est le milieu de CN, donc CM est parallèle à a(3y. Il en 
est de même des droites AH et BG. 

Le point N n'est autre chose que le point 5 or H, G, M 
sont respectivement les milieux des droites A a:, B y , C z , 
donc x j coupe AB au point F par où passe la droite HG; 
de même yz coupe BC en E, et zx coupe CA en D, donc 
F P est l'axe d'bomologie des triangles ABC et ocyz, La 
Note démontre que cette droite est la tangente commune 
au cercle inscrit et au cercle des neuf points 5 la proposi-
tion est donc démontrée. 

Une construction analogue s'applique aux cercles ex-
inscrits. 
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Question 746 
( yoir «érle, U HI, p. WO>Î 

PAR M . MERGE B U S G O . 

Démontrer la relation 

. TT . TT 
sm — • siD sin 

m ini m 
. 3 . . ( 7 - ' ) ' 
m sin ^ 

m m 
it . STT . 577 . [m — l)7r 

sin sin siû sin ^̂  — 
1 m im 1 m 1 m 

dans laquelle m est un nombre entier pair. 

( E . C A T A L A N . ) 

En posant sin a = on a [voir, par exemple, la Tri-
gonométrie de M. Serret), pour des valeurs paires de 
l'entier positif m, 

m ,m 
cos ma — I -H . . . 

1.2 

C) 

msmacosâi 

[im — 2 ) ( 2 / 7 Î — , . rn. , . 2 

1.1. . .m 

(/y i -4-2)(/yf — 2 ) 
I — 

(2/71 — — ê^) ...[m i)[m — 7.)...-?. 
\ 1,1...m 

et, pour des valeurs impaires de m, 

I cosma ^ {m-h i) (m — 1) ̂ ^ ^ 

(2) 

cosa 

Sin/77/Z 

sma 

1 . 2 

. ( 2 m — 2 ) ( 2 m — 4 ) . . . 2 

1.2...(m-i) 

_ -f- i) 

1 . 2 . 3 

( 2 m — 2)(2m — 4) - • • ̂  
1.2.3...m 
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Le rapport des coefficients de et de dans les 

deux polynômes (i), c^est-à-dire m, représente le rapport 
renversé des produits i^espectifs des racines de ces poly-
nômes ; et comme ces racines sont respectivement 

t. . îf • . T̂T 
±:sm — ) ±:sjn — 5 - . . , 

im im 
, . 27r , . 

z c s m — y dbsm — 
2 m 2m 

on en conclut la relation de M. Catalan qu'on obtient 
encore, dans^ le cas de m impair, au moyen des for-
mules (2). 

En ayant égard aux relations ordinaires entre les coei-
fiçients et les racines d'une équation, on peut trouver 
d'autres formules, par exemple : 

m^ 
-— — r r r- . • . -T ; —̂ i 
2 • . , 7r . ^ ÔTZ (m— l)^ 

sm' • — sin̂  • — sm̂  — 
2 m 2 m 2 m 

pour m pair 5 

m^ — I I I I 

TT . STT ' • ' (W — 2)7r 
sin'. — sin̂  • — sin 

2 m 2 m 2 m 

pour m impair. 

Hôte. — M. de Virieu a démontré la paême formule. 

Question 750 
(TOir page 48) ; 

PAR M. m a r q u e s BRAGA, 
Élève du lycée Saint-Loui» (classe de M. Vacquant). 

Si l'on fait la projection gauche d'une figure plane 
sur un tableau plan et si ensuite on fait tourner Vun 
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des deux plans autour de leur intersection commune, 

les deux figures demeureront toujours les projections 

gauches Vune de Vautre, ( A B E L T R I N S O N . ) 

Il suffit de démontrer le théorènie pour une droite et 

une conique, projections gauches Tune de l'autre. La 

conique donnée passe par les points A', B', y et par 

l'intersection de la droite donnée avec L . (Nous adop-

tons les notations de M. Transon; voir t. IV, p. 385.) 

Or, si on fait la projection gauche après avoir fait tourner 

le tableau d'un certain angle, aucun de ces cinq points ne 

changera; la conique ne changera donc pas. 

Autre démonstration par M, Viant. — G étant un point du plan primitif 

et a , /3 les points où OA et OB rencontrent la droite L, le point O' se trouve 

à la rencontre dé a A' avec /3B'. Or quand le plan du tableau tourne a u -

tour de L, ces droites ont chacune deux points fixes dans le plan mobile, 

savoir a et A', /3 et B'. Le point 0 ' reste donc toujours la projection 

ganche du point O. 

BliLLETIN. 
(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la l ibraki« 

de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 

X L 

S P E Z I . — Memorie,,, Notice sur un manuscrit grec du 
Vatican, In-8 de i 6 pages; i865. 

Ce manuscrit, déjà signalé dans les Comptes rendus de VA-
cadémie de Berlin par M. Parthey, est un in-folio du xiii® siècle 
et d'une très-belle écriture. Après avoir, dans une introduction 
de cinq pages, montré combien il est beau et louable de répandre 
les monuments de l'antique savoir, ce qui assurément ne sera 
contesté par personne, M. Spezi donne le catalogue des ou-
vrages, au nombre de quarante-neuf, contenus dans le manu-
scrit 191. On y trouve les noms de Euclide, Marin, Ptolémée, 
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Aristarque, Eutocius, Proclus, Aratus, Hipparqne, Ëratosthène, 
Aristoxène, Diophante (les six premiers livres), etc. Quelques 
explications seraient à désirer sur le contenu de certains opus-
cules. Qu'ést-ce qu'un Valens d'Antioche, qui a fait une An-
thologie astronomique en huit livres [OuûtXiyroç A vrtûxiotç a-j-
èoXûyim^ p. 89 à io4)? Plusieurs Traités paraissent n'avoir 
jamais été imprimés et appartenir à des auteurs dont on ne 
connaissait que le nom. Que renferment-ils d'intéressant? 

xn. 
T O R T O L I N I ( B À R N A B A ) . — Elenco,,. Liste des Travaux 

scientifiques de Barnaba Tortol ini , Professeur de C a l -

cul supérieur à TUniversité de Rome, l 'un des quarante 

de la Société Italienne. In-8 de 10 pages. 

Le mérite scientifique de M. Tortolini est connu de tous les 
géomètres. La présente liste constate la publication d'un ou-
vrage séparé, les Éléments de Calcul infinitésimal, et de quatre-
vingt-dix-sept JNotes ou Mémoires insérés dans les recueils sui-
vants : Journal académique de Rome, Recueil de lettres et autres 
écrits relatifs à la Physique et aux Mathématiques, Journal de 
CrellCf Actes de l * Académie pontificale. Mémoires de la Société 
Italienne, Annales des Sciences mathématiques et physiques. 
Annales de Mathématiques pures et appliquées. M. Tortolini 
est né à Rome le 19 novembre 1808. 

xm. 
L A M A R L E ( E R N E S T ) , Associé de l 'Académie royale de Bel-

gique. — Note sur les héliçoïdes gauches susceptibles 

de s'appliquer et de se développer les uns sur les 

autres^ détermination géométrique de la série des 

surfaces de révolution sur lesquelles peut s'appliquer 

un héliçoïde. In-8 de 16 pages. (Extrait des Bulle-

tins de VAcadémie royale de Belgique, série, 

t . X I X , n M O 
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XIV. 

C A T A L Á N ( E U G È N E ) , Associé de l'Académie royale de Bel-

gique, Professeur à l'Universilé de Liège. — Note sur 

Vintégration d'un système d'équations homogènes, 

In-8 de 8 pages. (Extrait des Bulletins de VAcadé-

mie royale de Belgique, t. X X L n® i . ) 

Soient les équations 

d.T dy dz 
ax -A- hy cz a'x -f b'y -h c'z a"x 4- t'y -f- c"z ' 

chacun de ces rapports est égal à 

\dx-[- Vdy rdz 

Posons 

(3) 

. A __ A' 
\ a\a^ V -4- ~ b\b'V b''Y 

— -^c" Y " s' 

on tire des trois équations homogènes ( 3 ) Téquation 

« _ ^ 
b h' - .i b" 

c c' c" — s 

qui étant du troisième degré donnera trois "valeurs Î,, S^ 
pour 5, et il en résultera des valeurs correspondantes X3, 
A',, etc., pour y , Y . Chacun des rapports (i) étant égal au 
rapport (2), ou 

•V 
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quelle que soit la valeur de s, on aura donc 

- / (>. X -+- ^ -f- X'; 2) — i - éf. -f- x ;^ 4- A'; z) 
Si S2 

équations faciles à intégrer. 
Cet élégant procédé dispensera de recourir à la méthode 

générale qui consiste, comme pn sait, à éliminer toutes les va-
riables moins deux à Taide d'un certain nombre de diiféren-
tiations. 

X V . 

V A M DER METÎSBRUGGHE ( G . ) . — Sur les propriétés de 

deux droites faisant avec un axe fixe des angles 

complémentaires. In-8 de i 4 pages. (Extrait des Bul-

letins de VAcadémie rojale de Belgique.) 

L'auteur appelle réciproques deux rayons vecteurs qui font 
avec Taxe des angles complémentaires, mauvaise dénomination, 
le mot réciproque ayant déjà un sens universellement admis. 
En prenant sur le rayon vecteur d'une courbe une longueur qui 
soit quelque fonction simple du rayon vecteur réciproque, on 
trouve une autre courbe qui a certaines relations avec la pre-
mière. On arrive ainsi à quelques générations de courbes et à 
des énoncés nouveaux de théorèmes connus. Ainsi le théorème III 
de la page 13 revient à dire que la somme des carrés de deux 
diamètres perpendiculaires dans l'ellipse est égale à la somme 
des carrés des axes. Car la réciproque d'un diamètre n'est autre 
que la droite symétrique, par rapport à un axe, du diamètre 
perpendiculaire au premier. 

X V I . 

BEYISAC, Professeur de Mathématiques. — Traité d'A-

rithmétique. In-B de xvi-256 pages ; i865. 

« Les vérités mathématiques, dit fauteur, se soutiennent et 

se succèdent dans un ordre logique que l ^analyse fait décou-

vrir, Comme l'étude des Mathématiques ne peut être utilement 
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abordée que par des «sprits droils ét sérieux, la méthode ana-
lytique convient mieux que toute autre. Cette nnéthode a le 
double privilège de ne pas nous retenir dans des limites étroites 
et de fadiiter le développeioeot des aptitudes scientifiques de 
ceux qni rappliquent. Pour ces motife, nous avons cherché à 
établir, dans la première étude des scie^ices, une marche aya»t 
pour objet d'initier aux ressources »de Vanaiy»e, métiiode 
dont k caractère est de donner aux principes le degré de géné-
ralité qui leur est propre. Dès lors les règles du calcul liront 
plus rien d'arbitraire^ » Comme M. Beynac ne nous dit pas cé 
qu'il entend par analyse (le iwot est susceptible de trois ou 
quatre sens différents), il est bien difficile de jugiîr si la mé^ 
thode dont il parie mérite tant d'éloges. En fait, les avantages 
signalés appartiennent à toute bonne méthode quelle qu'elle soit. 
Mais nous ne voulons pas chicaner l'auteur sur une chose aussi 
peu importante qu'une préface. L'important e^ qtté l'ouvrage 
soit clair, méthodique, complet. Or il po^ède toutes ces quali-
tés. Il se distingue en outre par un grand nombre d'exercices 
empruntés à l'arithmologie. 

X V I L 

F O R T I ( A N G E L O ) , professeur d'Algèbre et de Mécanique 
au lycée royal de Pise. — Lezioni elementari di Mec-
canica, ad uso dei RR. Licei [Leçons élémentaires 
de Mécanique), Volume în-12 de 337 pages^ i865. 

Cet ouvrage est conçu sur un plan qui nous paraît excellent. 
Ti'auteur a su se tenir également loin de deux excès que nous 
avons vus régner tour à tour dans la direction des études méca* 
niques. II ne prétend nullement réduire cette science à une 
abstraction pure, où les formules remplaceraient les expé-
riences. Partout, au contraire, il invoque l'observation, soit 
pour préparer les développements théoriques, soit pour leur 
servir de vérification et en rehausser l'intérét par des exemples 
pratiques. Mais il profite de l'occasion pour donner aux élèves 
un recueil d'excellents exercices de ealcol algébrique, qui ne 
laissent pas pour cela d'eclairdr les théories de la scieoije des 
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forces. Cela vaut inBniment mieux, pour rèuseiguemeut élé-

meutaire, que les recueils de formules abstraites ou de pro-

blêmes en Tair. 

Le seul reproche que nous ferons à Tauteur, c'est de n'avoir 

peut-être pas assez nettement séparé l'étude du mouvement en 

lui-même, ou la Cinématique, de l'étude du mouvement rap-

porté à ses causes, ou de la Dynamique. Cette séparation, au-

jourd'hui universellement adoptée en France, peut être consi-

dérée comme une des causes les plus importantes des progrès 

récents de l'enseignement de la Mécanique. Du reste, il suffi-

rait, pour parer à l'inconvénient que nous signalons, de faire 

quelques transpositions dans l'ordre des matières, ce qui ne 

peut offrir aucune difficulté à un professeur intelligent. 

Nous signalerons particulièrement à l'attention des lecteurs 

les démonstrations de Texpression du travail des machines et 

de risochronisme du pendule, où l'auteur a suppléé d'une 

manière simple aux connaissances du calcul infinitésimal qui 

manquent aux élèves. J. H. 

CORRESPONDANCE. 

M. Picarty à Paris. — u Vous me demandez une rec-

tification au théorème sur les lignes géodésiques des 

surfaces ganches, que j 'a i énoncé dans le Bulletin de la 

Société Philomathique, et que vous avez reproduit dans 

le numéro de décembre des Nou\felles Annales. 

» Je m'empresse de vous fournir quelques explications 

sur ce sujet. 

» A y a n t appris de M . O . Bonnet qu' i l venait de dé-

montrer que lorsque deux surjaces gauches sont appli-

cables Vune sur Vautre, les génératrices rectilignes de 

ces surfaces sont nécessairement des lignes homologues, 

je jcherchai de mon côté une démonstration de ce théo-
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rème remarquable qui comblait une lacime dans la théo-
rie de la déformation des surfaces gauches. Voici la mé-
thode que je suivis. Comme, dans la déformation d'une 
surface quelconque, la courbure géodésique des lignes 
tracées sur cette surface et la courbure de la surface 
elle-même en chacun de ses points ne sont pas altérées, 
je me proposai de voir s'il existe sur une surface 
gauche des systèmes de lignes géodésiques le long des-
quelles la courbure de la surface suive la même loi que 
le long des génératrices rectilignes. J'arrivai à une équa-
tion qui m^ donnait, en chaque point, deux directions 
de lignes géodésiques satisfaisant à cette condition. Par-
Unt alors de ce fait, que sur les surfaces gauches du 
deuxième degré il y a bien deux systèmes de lignes 
géodésiques semblables, savoir les deux systèmes de gé-
nératrices rectilignes, et poussé par un besoin trop 
prompt de généralisation, je me hasardai à conclure 
(sous toutes réserves) que ces deux systèmes de lignes 
géodésiques existaient sur une surface gauche quelcon-
que. Je fis part de ma méthode en même temps que de 
mes doutes à la Société Philomathique en février 1864. 
M. O. Bonnet était présent. Au sortir de la séance, il 
me fit la remarque que l'analyse devait, en effet, indi-
quer généralement deux directions de lignes géodésiques 
remplissant la condition ci-dessus énoncée, puisque ces 
deux directions existent sur les surfaces gauches prove-
nant de la déformation des surfaces du second degré; 
mais que l'une de ces directions, pour être acceptable, 
était soumise à des équations de condition qui précisé-
ment imposent à la surface gauche la nécessité d'être 
applicable sur une surface du deuxième degré. Je recon-
nus bien vite la justesse de l'observation de M. Bonnet, 
et, pour la confirmer, je me mis à chercher les relations 
qui doivent exister entre les paramètres différentieh 
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d'une surface gauche pour que cette surface soit double-
ment réglée. Je trouvai ainsi trois équations encore iné^ 
dites qui me permirent de faire la vérification désirée. 

» Ne pouvant assister à la séance suivante de la Société 
Philomathique, je priai M. Bonnet de vouloir bien pré-
senter lui-même la rectification du théorème général 
que j'avais communiqué sous toutes réserves. Depuis 
lors, je ne m'en suis plus occupé, et grande fut ma 
surprise d'apprendre par vous, Monsieur, que l'énoncé 
de ce théorème avait été inséré dans votre estimable 
journal. Veuillez croire que si je m'en étais aperçu plus 
tôt, je me serais empressé d'aller au-devant de votre dé-
marche, et de vous fournir spontanément les explications 
rectificatives que vous m'avez demandées. 

» P . — Permettez-moi, Monsieur, à cette occasion, 
de vous communiquer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une surface gauche soit doublement réglée. 

» Si l'on désigne par dp la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines et par dià leur angle, 
par dp' et rfco' les éléments analogues de la surface 
gauche conjuguée (c'est-à-dire de la surface formée par 
les perpendiculaires communes aux génératrices succes-
sives), ces conditions sont exprimées par les équations 
suivantes : 

. „ , (du,yd'p' idp'd«, 

{*) hes quantités — ^ ^ sont ce que j appelle les paramètres dif-
dp dp dp 

Jémtiiels de 1« surface {fauche. 
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OU, en posant 

, dp' 

et intégrant, 

_i_ r du 

2 J «3-f-a«> ¿a _ 
: i 

m' 

( 3 ' ) , 

a el b étant deux constantes. 

)) Si l'on remarque que est la cotangente de langle i 

sous lequel la ligne de striction coupe la génératrice, cette 

dernière équation peut s'écrire 

( 3 " ) 

^ ' m 

» De là on déduit la définition générale des surfaces 

réglées applicables sur les surfaces gauches du second 

degré. Elle est fournie par les équations (a'), (3') dans 

lesquelles u est remplacé par et qui deviennent ainsi 

J \ rn) 

( 5 ) 

ksjmk 

» Dans le cas OÙ la constante m est nulle, c'est-à-dire 

où la surface est un paraboloide, ces deux formules doi-
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vent être remplacées par 

(6.) k = 

(7) c p - ^ c v ^ — n ^ - ^ d , 

n, c et ¿étant trois nouvelles constantes. 
» On peut déduire de ces formules diverses consé-

quences géométriques intéressantes. » 

QUESTIONS. 

760. Étant donnée une surface du second ordre dont 
le centre est O, il y aura une infinité de tétraèdres con-
jugués par rapport à cette surface et en même temps cir-
conscrits à une sphère dont le centre est un point arbi-
trairement choisi, C ; si r est le rayon de la sphère inscrite, 
si I est le point d'intersection du rayon vecteur OC avec le 
plan polaire du point C, par rapport à la surface, on a la 
relation 

h ' c ' ) ~ OV 

'2a, afe, 2C représentant les valeurs algébriques des 
axes de la surface du second ordre. ( P A I N V I N . ) 

761. Si la surface donnée est un paraboloïde, et I le 
centre de la section de la surface par le plan polaire du 
point C, on a la relation 

2/9 et 2^ étant les paramètres des sections principales. 
( P A I N V I N . ) 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 

LES C4R4GTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES C ' ) ; 

P A R M . H . - G . Z E U T H E N (DE C O P E N H A G U E ) . 

1. — Exposé de la méthode. 

1. Nous adopterons dans ce travail les notations de 
M. Chasles, et nous supposerons connus les principes de 
sa méthode, tels qu'ils ont été exposés ici même dans le 
numéro de mai (p. i p î ) . 

Nous désignerons par X le nombre des coniques d'un 
système (p^ v) qui se réduisent à une droite double limitée 
à deux points, et par n le nombre des coniques de ce 
système qui ont un point double ou qui se composent de 
l'ensemble de deux droites. On aura donc {votrp, 196) 

"X — 2.11 — V , 

cr — 2v — p, 

d'où Ton déduit pour les caractéristiques d'un système 
les expressions suivantes : 

(1) (aX-i-o), 

(2) 

(*) Ce Mémoire est extrait d'une thèse écrite en danois et inttiulée : iVou-

velles contributions à la théorie des systèmes de coniques. In-8 de 98 pages. 

Copenhague, i865. L'auteur a bien voulu, à notre demande, traduire la 

partie de cette thèse qui contient ses recherches personnelles. 

Ann. de Mathémat.y Q« série, t, Y . (Juin 1866. ) 1 6 
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La délerminalion des caractérisliques d'un système dé-
pend donc de celle des nombres X et cy des coniques sin-
gulières qu'il contient. 

2. Pour déterminer les nombres i et il s'agit de 
trouver : sur quelles droites sont situées les coniques 
infiniment aplaties, et quels points sont doubles dans les 
autres coniques exceptionnelles ^ 2° quelles coniques sin-
gulières de la première espèce sont situées sur chacune 
des droites trouvées^ et quelles coniques singulières de 
la seconde espèce ont à chacun des points trouvés un 
point double-, combien de fois chacune des coniques 
singulières quon a trouvées est comptée dans les nom-
bres X et u. 

Les deux premières questions demandent la détermi-
nation d'une droite et de deux points situés sur cette 
droite, ou d'un point et de deux droites passant par ce 
point. Les quatre conditions du système suffisent pour y 
répondre. 

La dernière question, où l'on cherche à déterminer le 
coefficient avec lequel chaque conique singulière entre 
dans 1 ou cj, offre de plus grandes difficultés. Nous com-
mencerons par les systèmes simples dont les caractéris-
tiques sont bien connues, pour nous préparer à vaincre 
les difficultés auxquelles donnent lieu les systèmes plus 
compliqués. 

IL — Détermination des caractéristiques des cinq sys-
tèmes élémentaires » 

3. On peut déterminer ces caractéristiques par notre 
méthode, en sachant seulement qu'il n'y a qu'une seule 
conique qui passe par cinq points donnés. 

Nous désignerons par p la condition de passer par un 
point donné, et par / celle de toucher une droite-, les 
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systèmes élémentaires seront donc 

{¡h y Pl. Pz, v') 

iPi, P2y Pz, l) v-') 

A, v'") 

[p, /., /,, h) V-) 

(/,, /3, A) V-) 

o', X'', etc., désigneront respectivement les valeurs 
de X et de cr relatives à ces divers systèmes. 

4. Le système [p^, p̂ ^ P̂ ^ P'̂ ) ^^ contient, en général, 
aucune conique infiniment aplatie; X'sera donc égala o. 
On peut faire passer trois couples de droites par quatre 
points donnés, et le système contient, par conséquent, 
trois coniques à point double. On aura donc u'=z 

X étant un nombre entier et positif. Les formules (i) 
et (2) du n® 1 donnent 

p.' — ( 2 V CI' ) —: .r, V = -hV) czzix. 
>J o 

Or on sait que p' ==: puisque p' est le nombre des co-
niques qui passent par cinq points donnés. Donc aussi 
X et v' — 2, et 

(p^y Pn Pz, p,) = {\y 2 ) . 

5. Le système (/?!, p̂ y p^, l) ne contient aucune co-
nique infiniment aplatie ; donc X'' = o. 

Si la droite pi p^ rencontre la droite l au point o, les 
deux droites p̂  p^ et op^ composeront une conique à point 
double qui satisfait aux conditions du système. Il y en a 
deux autres qui résultent d'une permutation des points 
donnés. Par conséquent 

Y étant un coefficient encore inconnu. 
16. 
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La substitution des valeurs trouvées de V et ts" dans 
les formules (i) et (2) donne 

Or est le nombre des coniques qui passent par quatre 
points donnés, et touchent une droite donnée, soit 
N (piy Pi, /̂ s, /). Mais nous avons exprimé par v' ce 
dernier nombre. Donc p̂^ == v̂  = 2, et, par conséquent, 

et 

6. Au système (pi, p j , /j, It) appartient une conique 
infiniment aplatie, savoir la droite qui joint les deux 
points donnés, et limitée aux points où elle rencontre les 
droites données, et une conique à point double composée 
des droites qui joignent aux points donnés le point de ren-
contre des droites données. Donc 

z et u étant les coefficients qui indiquent combien de fois 
les coniques singulières entrent respectivement dans F ' 

En transformant le système actuel au moyen du prin-
cipe de dualité, on revient à un système de même espèce. 
On aura donc et par conséquent z = 

Les formules (1) et (2) donnent maintenant 

Or 

Donc 

(*) Les équations X"'=. s et is"'=u n'apprennent rien sur X'" et zs'". 
Nous ne les écrivons ici que parce que nous aurons besoin des coefficients 

« et u indépendamment de cette question. 
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7. Au système /g, /j) apparlienl la conique in-

finiment aplatie située sur la droite qui joint le point p 
au point de rencontre des droites li et /j, et limitée à ce 
dernier point et au point où elle rencontre la droite Zj. Il 
y aura dans le système encore deux coniques aplaties 
analogues, mais aucune conique à point double. Donc 

Au moyen des formules (i) et (2) on trouve donc 

Or 

par conséquent 
V = 2, v^' r-- 2, 

et 

/,, /,, /3) = (4, 

8. Au système (/,, /g, 4 , Ẑ ) appartiennent trois co-
niques infiniment aplaties qui joignent deux des points 
où les quatre droites données se rencontrent deux à deux 5 
mais ce système ne contient aucune conique a point 
double. Donc 

A"* ^ 3 . CT* o, 

et, par conséquent. 

Or 

donc 
F— I, et ( / , , / , , 4 , /4) = (2, L). 

Les caractéristiques des deux premiers systèmes élé-
mentaires étant trouvées, celles des deux derniers au-
raient pu être obtenues au moyen du principe de dualité. 
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9. Nous avons trouvé pour les coefficients .r, y , s , w, 
s les valeurs 

a:r=::.ç = i, y — V =z 2, z — u -—^, 

ce qui donne lîeu aux propositions suivantes dont nous 
allons bientôt faire usage. 

On doit compter : 
Dans les nombres i qui correspondent aux systèmes 

élémentaires : une fois, toute conique infiniment apla-
tie, joignant deux points où quatre droites données se 
rencontrent deux à deux, et limitée à ces points; deux 

fois, toute conique infiniment aplatie passant par un 
point donné et par le point de rencontre de deux droites 
données, et limitée à celui-ci et au point où elle rencontre 
nne troisième droite donnée ; quatre fois^ toute conique 
infiniment aplatie passant par deux points donnés, et 
limitée aux points où elle rencontre deux droites don-
nées; 

Et dans les nombres tj qui correspondent aux mêmes 
systèmes : une fois, toute conique singulière composée de 
deux droites qui joignent deux à deux quatre points don-
nés ; deux fois, toute conique ayant un point double au 
point d'intersection d'une droite donnée et de la droite 
qui joint deux points donnés, et composée de celle-ci et 
de la droite qui joint le point double à un troisième 
point donné; quatre fois^ toule conique ayant un point 
double au point d'intersection de deux droites données^ 
et composée des droites qui joignent ce point d'intersec-
tion à deux points donnés. 

III. — Détermination des caractéristiques d'un système 
de conique qui touchent quatre courbes données. 

iO. On peut regarder le mouvement d'une conique 
\siriable qui touche continuellement une courbe donnée 
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à volonté^ comme composé d'une suite de rotations au-

tour des points successifs de contact, ou comme une suite 

de glissements, sur les tangentes en ces points. On voit 

par là que les coefficients des coniques singulières du 

système actuel, qui ne dépendent que de la variation 

instantanée d'une conique qui satisfait sans cesse aux 

conditions données, sont les mêmes que ceux des coniques 

singulières des systèmes élémentaires. Les théorèmes du 

n® 9 donnent donc lieu aux suivants : 

On doit compter : 
Dans '/e nombre X relatif à un système de coni-

<jues qui touchent quatre courbes données : une seule 
fois, toute conique infiniment aplatie joignant deux 
points ou les quatre courbes se rencontrent deux à deux 
et limitée à ces points; deux fois, toute conique infiniment 
aplatie touchant une courbe donnée, passant par un 
point de rencontre de deux autres des courbes données 
et limitée à ce point et à la quatrième courbe {*) j quatre 
fois, toute conique infiniment aplatie touchant deux 
courbes données et limitée par les deux autres ; 

Et dans le nombre u relatif au même système : une 
fois, toute conique singulière composée d*un couple de 
droites dont Vune touche les deux courbes données. 
Vautre les deux autres; deux fois, toute conique ayant 
un point double à t un des points ou une courbe don-
née rencontre une tangente commune à deux autres^ 
et composée de cette droite et d'une tangente par le 
point double à la quatrième courbe; quatre fois, toute 
conique ayant un point double à un point de rencontre 
de deux courbes données, et composée de deux tangentes 
menées par ce point aux deux autres courbes. 

{*) C'esl-h-dire à ruti «les poinls où elle rencontre une quatrième courbe. 
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H . Dans ce qui suit, nous désignons par la condi-

tion de toucher une courbe de Tordre m et de la classe n 
ayant points doubles, d'points de rebroussement, t tan-
gentes doubles, et t'tangentes d'inflexion (*).]Nous appel-
lerons aussi la courbe elle-même Les différentes 
courbes seront distinguées par des indices. Le système qui 
nous occupe sera donc représenté par 

Pour trouver les nombres de coniques singulières qui 

appartiennent aux différentes classes nommées dans le 

(*) Ces nombres qui sont entiers et positifs satisfont encore à trois 

équations indépendantes l 'une de l'autre qu'on peut écrire de la manière 

suivante : 

(I) n — m(m — i) — '2d—'^d'j 

(II) „ ( „ _ i ) _ 2 i — 3 i ' , 

(III) £) = (m—n)(mH-n —9). 

On peut remplacer une de ces trois équations par la suivante qui en r é -

sulte 

(IV) d'-t' = Z{m-n). 

Au lieu des équations (III ) et {IV), on emploie souvent 

i ' = 3 m (m — 2) — 6ii — 8 d' 

ou 

d'=zZn{n — i)— 6 i — 8 i ' , 

qui, avec (I) et (II) fournit le système d'équations qui portent le nom de 

M. Plûcker ( tij^ii^m der analytischen Geometrieyp, 241-270; Berlin, i835). 

Les équations ( n i ) et (IV), dont l'usage nous sera plus commode que c e -

lui des deux dernières équations de M. Plûcker sont déduites de son sys-

tème d'équations. 

Dans ces équations, un point multiple de l'ordre r compte pour 

' ^̂  "" points doubles, une tangente multiple de l'ordre r pour — ^ 

tangentes doubles. 

Dans la discussion actuelle, il ne sera question que du degré m et de 

la clause n des courbes. C'est pour les discussions suivantes que nous 

avons introduit les autres nombres. 
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n® 10, il faut se rappeler que deux courbes des ordres m^ 

et m, ont m^.m, points de rencontre, et que deux courbes 

des classes n^ et n, ont n^.n, tangentes communes. 

Le nombre des coniques infiniment aplaties de la pre-

mière espèce (nommée dans le n® 10) sera donc 

w, /Wj. W3 m4 H- w, ma. w, m, . /Wj — 3. /Wt m̂  m̂  m ,̂ 

Celui des coniques infiniment aplaties de la deuxième 
espèce, sera 

m, rrii.n^ m^ -f- w, m^.n^.m^ -f- Wi m^.ni.m^ H- w, m^.n^, m, 

-f- /Wj /7Î4 . «2. /W3 /Wj /W4 . 7̂3 . trii H- /Wj /Wj . W4 

-4- miTn .̂n .̂inx -4- m-i m̂  

-t- -4-m3 /774 .«2 /w, 

rrz 3 2 /7î I //Î3 /7Ï3 /I4. 

Celui des coniques infiniment aplaties de la troisième 

espèce sera 

n^ n^.m^.m^ -f- ris, n^.nii.mi, -f- rh,. Wj.Wg 

Par conséquent, 

X rrz 3m, /Wj W3 /W4 -4- 62m, Wj W3 «4 -h 42 W, Wj «3 W4. 

De même on trouve, au moyen des théorèmes du n"̂  10 
sur les coniques à point double, 

ZJ =Z 3/î, 722 723/24 -f- 62/WI 722 «3 fi* ^2 723 724. 

La valeur de u résulte de celle de X par une permuta-
tion des lettres m ex n y ce qui est aussi une conséquence 
du principe de la dualité. Car en transformant par ce 
principe le système actuel, on trouve un nouveau système 
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de coniques qui touchent les quatre courbes homologues 
aux courbes données. 

En substituant les valeurs trouvées de X et de nr dans 
les formules (i) et (2) du n® 1, on trouve 

( 3 « ) 

fjl 2/72,/w2/w3/w4-f- 4 2/w,/wj w3 «4 

-f- 4 H- 2.1 nii «2̂ 3 «4 -f- /?! /Zj /?3 

V — m, 7723/723/̂ 4 -f- ilfTixirii m̂  n̂  

H-4 2/72, m̂ Tiĵ n,, -f- 42/7Ï, 725/23/Î« H- 2/2, n̂ rt̂ n̂ . 

Ces valeurs de et v satisfont donc à la relation (*) 

(3̂ ») = v). 

Les formules (3a) sont encore vraies lorsque l'une des 
courbes données se réduit à une droite ou à un point, 
m et n prenant respectivement les valeurs de i et de o 
ou de o et de i. 

Lorsque est une courbe générale de Vordre m, 
e'est-à-dire une courbe de cet ordre dépourvue de points 
doubles et de points de rebroussement, n prend, selon la 
formule I de M. Plûcker (**), la valeur m [m — i). 

Ces substitutions donnent lieu à beaucoup de corol-
laires. 

IV. — Détermination des caractéristiques d'un système 
de coniques qui ont un contact double avec une 
courbe donnée et des contacts simples avec deux 
autres. 

12. Désignons par la condition d'un contact 

Les formules (3) résultent de la formule générale et du corollaire 
du théorème LXXV, donnés par M. Chasles dans les Comptes rendus de 
i Académie des Sciences, du août 1864. 

C**) Voir ravant'dernièrc note. 
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doubJe avec alors le système sera représenté par 

Les théorèmes du n® 10 ont encore lieu dans ce cas-
ci, où deux des quatre courbes coïncident. Seulement il 
faut regarder les points et les tangentes doubles de 
comme des points communs et des tangentes communes 
aux deux courbes qui y coïncident, et l'on doit se rappe-
ler qu'une tangente de rencontre encore la même 
courbe en m — 2 points, et qu'on peut, par un point de 
la courbe, y mener n — 2 tangentes, outre celle qui la 
louche en ce point. 

Cependant le système actuel contient encore d'autres 
coniques singulières. Lorsqu'une conique infiniment 
aplatie est tangente à la courbe quatre points 
d'intersection coïncident au point de contact, dont deux 
appartiennent à chacune des deux branches coïncidentes 
de cette conique singulière; mais les deux points d'inter-
section de l'une des branches sont séparés de ceux de 
l'autre, et la courbe n'est en général touchée que par 
l'une. Un seul cas fait une exception, celui où la tangente 

qui renferme la conique infiniment aplatie est 
une tangente d'inflexion. Alors la conique singulière peut 
être regardée comme la limite d'une conique dont les 
deux branches qui tendent à coïncider, ont chacune avec 
Qn,n un contact et une intersection qui tendent à coïnci-
der au point d'inflexion (*). On voit donc que toute co-
nique infiniment aplatie située sur une tangente d'in-
flexion de et limitée par les deux autres courbes 
données appartient au système. Nous supposerons que le 
nombre de ces coniques singulières dans l'expression de X 

(*) Si la conique est réelle, avant l'inflexion, coupe Tune des 
branches de cette conique et touche l'autre; puis, après l'inflexion, elle 
louche la première et coupe la seconde. 
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est multiplié par le coefficient x que nous déterminerons 
plus tard (* ). 

Il n'est pas nécessaire de chercher séparément les co-
niques à point double du système, puisque le principe de 
dualité peut servir à déterminer çr, si l'expression de X 
est connue ; car le système qu'on trouve en transformant 
par ce principe le système actuel sera de la même espèce. 
Seulement les courbes que doivent toucher les coniques 
seront remplacées par leurs réciproques. On trouve donc 
cj qui est le X du nouveau système, par une permutation 
dans l'expression de X des lettres m ein, d et t, d'et t', 

Pour plus de clarté, nous écrirons séparément les dif-
férentes parties de X avec leurs coefficients respectifs : 

- I [dm\ m2 -!- //?//?,. mm^ ) 

H- 2.[i//2, /Wj -h dn-̂ nix H- mniy\n — ĵ///̂  

-J- m n i y ( m — i) -f- mm-i (w — 3 ) /w, 

-1- mm-^.ri^ [m — i) -h /w, — 2)] 

4 /m, //Î2 -4- nni (m — 2 ) m, 

m {ni — i) 
-4- /?«2 [m — 2 ) /w, H- /I, «J 

4- x.t' w, Wj. 

( * ) On doit chercher avec soin s'il n'y aurait pas, dans les systèmes dont 
on s'occupe, plusieurs coniques singulières autres que celles qui se présen-
tent par elles-mêmes. Dans le système actuel, on pourrait croire en trou-
ver renfermées dans les tangentes aux points de rebroussement de „ 
et limitées par Ĉ ^ mais alors, selon le principe de dualité, 
les coniques ayant des poinls doubles aux points d'inflexion de Ĉ  „ au-
raient avec elles un contact double, ce qui n'a pas lieu évidemment. 

Du reste, quand on ne sait pas décider si une certaine espèce de co-
niques singulières appartient à un certain système, on doit introduire 
dans l'expression de Ji ou de tjr leur nombre multiplié par un coefficient 
indéterminé qui doit être entier et positif. 
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En faisant la permutation indiquée, on trouve 

13 Z=Z H- /î/î, ./î/îj) 

-f- 2.[î/7?,/22 -f- i///, -f- 72«,(m — 2) /lï-h nnim.i{n —1) 

-h nrii(m — 2) ti, -f- nn^ w, (/z — 1 ) -I- w, /w ( — 2)] 

4- drii rii -f- mm, (w — 1) n^ 

n(n—i) 
4- mm-i (« — 2) w, -f- m, m̂  

n^ /îi. 

Les trois premiers termes de rs représentent les coni-
ques à point double mentionnées dans le n° 10. Le der-
nier terme représente les coniques qui ont des points 
doubles aux points de rebroussement de et qui sont 
composées chacune d'une tangente à et d'une tan-
gente k . Cette nouvelle espèce de coniques à point 
double, correspond h la nouvelle espèce de coniques apla-
ties que le système actuel contient. En réduisant les ex-
pressions trouvées, on aura 

>v — m, m, {m' -f- 6mn — 8m — ^n d -h ^t -h Jc.t') 

-f- 2 (m, «2 m^nt) (m, -h imn — m — ^n -h d) 

-f- 2w, ni,m{m — i), 

cj — -4- 6mn — 8« — ^m -h t -i- ^d -h x.d^) 

-j-2 (mi 722-I-ma«, ) («2-4-2m72 — n — ^m-^t) 

-f- 2m, mzn [n — i). 

En substituant ces expressions dans les formules (i) et 
(2) du n® 1, on trouve 

— p"'m,m2-h nj H- mj/i,) 72,, 

V v'" m, m2 -h v" (m, n̂  H- 7722/2,) -f- v'/2,725, 



ou 

r 

( ) 

(4/ŵ  f- ^mn n^— Sm — 8/2 -f- r -f- 4 ^ ), 

[im^ -h Gmn -h n-— 6m — ^/z ^ / H - , 

Gmn n'~ S m — 5n ^t -h -{- d), 

(m^-f- Gmn ^ ^d-hJrd'), 

[m^ -f- Gmn -f- 2n^— 9m — 6/? -f- 2t ^ d), 

(m^-hGmn -f- 4«'—8m — Sn -f- /^t -h jrt' -{-d}. 

13. Pour avoir la signification de ¡j!', ¡î!"̂  v" 
et v'", remplaçons successivement et par 
deux points, par un point et une droite et par deux 
droites. 

Qn,,n, et se réduisant à deux points, on a 

m,— W2~0 et «,— 722=:: 1, 

et, par conséquent, 

se réduisant à un point, à une droite, on a 

et 72,— —I, 

et, par conséquent, 

Qn,,«, se réduisant à deux droites, on a 

77/, — 7722 — I e t / 2 , = r / ? 2 = : 0 

et, par conséquent. 
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fx', etc. sont donc les caractéristiques des systèmes 
de coniques qui, satisfaisant à la condition d'un double 
contact, satisfont en outre aux conditions élémentaires de 
passer par des points et de toucher des droites. M. Chasles 
appelle aussi ces systèmes élémentaires. 

Celte circonstance sert k la détermination du coeffi-
cient x , car 

= A, 

La première de ces équations s'écrit 

-t- Gmn -h /ï' — 5/w — 8/i-f- / -4- -+-

— iin^ -{-^mn -{- n^— 6m — ^n t Tid 
ou 

.xd' z=z m {m — i) — n — 2î/. 

Or, selon l'équation (I) de M. Plùcker (p. 248), 

3d' = m (m — i) — n — id. 

Par conséquent, 
^ = 3. 

L'équation -J' = donnerait le même résultat. 

14. En substituant x — 3 dans les expressions trou-
vées dans le n® 12 pour fjt', ̂ ¿̂  etc., et réduisant au moyen 
des formules de M. Plûcker, on trouve 

~ n m [m n — 3) H- . 

pt." — v' 2 /W ( -f- 2 « — 5 ) -h- 2 

p'"~ v" — in[ im n — S) id, 

v'" in[m n — 3 ) -h <i. 

Pour donner à ces expressions la forme la plus simple, 
nous y avons gardé les quatre nombres w, d et t dont 
chacun dépend des trois autres. 



n 
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Les valeurs (4«) satisfont aux relations suivantes : 

(2C«,„, C«, ,„,)=[( / W 3 - I - / 2 , - f - « , ) - f - f i ' / î , , 

n t i - h v"(/Wt r i i - h m^nt) -4- v' /?, / i , ) ] , 

Dans le cas où est une courbe générale de Tordre m, 
d =z d' = o, et, selon les formules de M. Plûcker, 

n~m(m—i), t — -m[m—2)(m'—9), i'—3/w(w—2), 

les formules (4«) seront remplacées par 

fx' :rr: ^ m[m — 3m — Ĝ , 

/ m (m — 3m — 8), (4 0 
i p ' " — v " — ^ / » ( m — — 5 ) , 

( - i ) 3 ) . 

m = : i donne u^ = = = y^ = v'^ = y'^ = o ; 

m = 2 donne ¡j! = = ¡j.''= y'^ y" ^ y^'= 4. 

15. Dans le n^ 13 nous avons trouvé pour le coeffi-
cient X la valeur 3 -, ce qui donne lieu aux théorèmes 
suivants : 

On doit compter dans le nombre 1 relatif à un sjs-
tème de coniques y qui ont un double contact avec une 

(*) M. Cremona a résolu le même problème. Le savant géomètre y em-
ploie, à côté d'autres moyens, le nombre X du système (aĈ »̂, Pyt La 
différence de ses résultats et des miens n'est qn'apparente, les uns pou-
vant se déduire des autres au moyen des équations de M. Plûcker {voir 

les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, du 7 novembre i864). 
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courbe et des contacts simples avec les deux autres 
courbes et 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie située sur 
une tangente d'infiexion de et limitée parles deux 
autres courbes 

Et dans le nombre xs relatif au même système • 
Trois fois, toute conique ayant un point double con-

fondu avec un point de rebroussement de , et com-
posée de deux tangentes menées parce point aux deux 
autres courbes, 

V. — Détermination des caractéristiques des autres sys-
tèmes de coniques qui ont avec deux courbes données 
des contacts du premier ordre^ simples, doubles ou 
multiples. 

16. Nous aurons h trouver les caractéristiques des 

systèmes suivants : 
[iC^^n^ iCin^.n^) dont Ics coniqucs ont des doubles 

contacts avec les courbes etC,n^^n^ (*) \ 

( 3 C^^n^ ,fij dont les coniques ont un contact triple 
avec ^t un contact simple avec ; 

dont les coniques ont avec un contact 
quadruple. 

Ces systèmes ne contiennent de coniques irrégulières 
que celles qui sont nommées dans les n®* 10 et 15, avec la 
seule différence qu'à présent plusieurs courbes ont coïn-
cidé. Pour déterminer les nombres X et /x, nous n'aurons 
donc qu'à employer les théorèmes contenus dans ces nu-
méros. 

(*) MM. Chasles et Gremona ont donné le moyen d'exprimer les carac-
téristiques de ce système au moyen de celles des systèmes élémentaires de 
coniques qui ont avec Ĉ  „ et séparément un double contact {Comptes 

rendus f 22 août et 7 novembre 1864 )> 
Ànn. de Maihémat., 2« série, t. V. (Juin 1866.) I7 
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17. On trouve pour le système ( 2 a C m , , , , . ) 

— i) ' 

2 f w , — 2) -f- din{m — 2) (/î — 2) {//?,— i) 

-f- WW, — 2)(/w — 1)] 

— 2) m{m—i) 
+ 4 

-f 3 

-f-i.-2 2 
4-/2/2, (//2 — 2)(/?2, — 2) 

tt, 
nrii { 72/2, — 1 ) 

2 [i/72, (/2i —2) H-Î,/72 (72 —2)-f-72/2, {/72 —2) (/2,— l) 

-4-/2/2, (/77,— 2) (/2 — l)] 

ci ^ — 

En substituant ces expressions dans les formules (i) 
et {2), on trouve après une réduction assez longue (*) : 

(5«) 

/ I 
~7Z (/2 l) /2, (/2, l) 

_ , ) — ( o t — 1 )] [7i,(/Z, — /7i,(772, — I )] 

(/72 4-2 72 — 5 ) H-f] [772i(/72, H-272, —5)-f-ft] , 

V—-772 (m — l) 772, (771, — 1) 
2 

— 772 (/72 — 1 )—72 (/2 — I )][ 172. ( / 7 2 I )—72, ( / 2 i ) ] 

4-[72(72 + 2772 — 5)-+-] [/2i (/2,27W, — 5 )H-i/,] . 

(*) Cette réduction et d'autres qui suivent se font au moyen d«s évas-
ions de M. Pliicker (page 248) et ont pour but donner »«x exprès-
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La signification de ces valeurs de et de y s'exprime 

par le symbole suivant, 

Si et sont des courbes générales des ordres m 
et mi, on sait que 

n=m(m — î), = f i/w (m — 2) (//z* — 9), 

i), diz^zzi, i. — l m i f m , — — 9 ) ; 

les formules (5«) seront donc remplacées par les sui-
vantes : 

X [m (w -4- 3)7w,(w, -f- 3) — 2772{3/w -h i3) 

. 1 -2772,{3/77,-f-l3)-4- 58], 

V riz -777 (/W— I ) 772, (m» — l) 

X [(^^-+-3771 8){772Î H- 3777,- 8) 

— 2(2772 — 3) (2/72, — 3)-i- 1]. 

Pour m = i ou = I, on trouve ^ = v = o. 
Pour 77z= 772j = 2, on trouve ^ = v = 6 (*), 

18. Pour déterminer les nombres X et cy du système 
on doit se rappeler qu'une tangente dou-

ble rencontre encore la courbe en TTZ — 4 points, une 

sions trouvées la forme qui me semble la plus simple et la plus com-
mode. Comme elles ne contiennent rien de nouveau, je me borne à indi-
quer leurs résultats. On peut voir la justesse de ces résultats en substi-
tuant les expressiotis trouvées dan6 les équations 

2 [X—v = X et 2.V — /x = ty. 

(*) Dans ce cas particulier, le système se divise en trois système* par-
tiels dont chacun a ses caractéristiques égales à 2. (PONCELET, Traité des 

Propriétés projectives^ n̂ '̂ tH etsuiv., dans la nouvelle édition; voir aussi 
CHASLES, Traité des Se€if6ns conii^ues, n» 497). 

17' 
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tangente d'inflexion en m — 3 points, et qu'on peut, par un 

point double de faire passer n — 4 tangentes, et par 

un point de rebroussement n — 3 tangentes, outre celles 

qui ont ces points pour points de contact. On trouve donc 

\ — I ,dmmx 

-4- Q..[d{n — dn^ {m — 2)-+- w/w,(/i — 2) (m — 3)J 

4)m, H- nnr 
2 

- 4 - 3 . I ' ( / N — 3 ) M „ 

0=1. tnn¡ 

+ 2.[í(m — 4)«i + tm,{n — •2) +/ira, {m — 2)(n — 3) ] 

• 4 -

•4. d(n — 4) + 

-4-

En substituant ces expressions dans les formules (i) 

et (2), on trouve, après réduction, 

rr: /w,- f - jx ' . /2 , , 

V RR: v" ./w, 4- v' ./2,, 

ou 

. 1 

- [2/w®-+- — n^— ïSmn 

4-(6m4-3/2 —26)r], 

4 - / 2 ) [ — 7 (m -F-/2)4-48] 

4- imn[3{m -+-n)—i3] 

4- 2 (^4-Î ) [3(/?Î4-/2) — 20]} , 

2/234- I3/7I'— i8mn 

— 3o/i' — 
4 - ( 3 / » 4 - 6 / ? — 2 6 ) Î / ] . 
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En posant d'abord m i = o, Wj = i , et ensuite /Wj = i , 

Wj = a, on remplace la courbe successivement par un 
point et par une droite. Dans le premier cas, les carac-
téristiques du système deviennent p.' et v', dans le second 
jtx'̂  et y". On aura donc 

/ = v'/l.) 

v'), 

( ( 3 C . , „ , 

Si est une courbe générale de Tordre m, les for-
formules (6a) se réduiront, par la substitution de 

n^m{in — i), o, t = ^m[m — i) (m*— 9), aux 

suivantes : 

— 2) (m*-h 17/71̂ — ̂ ^m 108), 

— 23/w'—25m H-go), 
o 

^ m ( 7/2 — 2 ) ( 2 m*-f- 4 28 m' — i l m -f- 63 ). <j 

Pour /n = 2 on aura ul = ^̂  = y = o. 
Pour 771 = 3 on aura 12, 24, (*). 

19. On trouve pour le système (4Cm,n)î 

2 

. . K i ^ ) + - 4) (« _ 4 ) 4 ( ^ z i i ^ l z i i ) 

(*) Dans ce cas, le système se divise en trois autres où 4, 8 
et = (voir un Mémoire de M. Hesse dans le Journal de Creile, 

t. XXXVI, p. 143 et suiv,). 
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( 202 ) 
(l'où 

+ (// — 3) {/i~/^){m'—m — n) 

+ /lt{m-— iim 28) 28) 

y — 3){m — m — n) 

-h 1 {n — 3)(/2 — {m^ — m ~ n] 

\ inf — lin 28) 

2t){/^{n — 4) —4) — I 

et 

( 7 b ) 

Si est une courbe générale de Tordre m, 

— 225/w2-f-i4ow -h I o 5 o ) , 

r 
V — —/72(w 2)(/W 

— 1̂ 0m 546). 

Pour m = 2. ou mz= on aura jx = v = o. 
Pour m = 4̂  on aura [ x = 126, v = 252 (*). 

(*) Dans ce cas, le système se divise en soixante-trois autres (voir un 

Mémoire de M. Hesse dans le Jonrnal de Creth, t. XLIX, p. 2 7 9 ) . Lescô  
niques d'un système partiel, dont les caractéristiques sont 2 et 4, appar-
tiennent à un même réseau du premier ordre, ce qui donne lieu à plu-
sieurs analogies avec les droites tangentes à une conique (ce que j'ai 
montré dans le Journal de Mathématiques de Copenhague^ p. i54 ; i863). 

[La suite prochainemeat,) 
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NOTE m LES FONCTIONS DE STURM; 

PAR M . P H . G I L B E R T , 

Professeur à TUniversité de Louvain. 

Soit 

X — x'^-hpi jc«-» , . . -f- = o 

une équation de degré n-, soient a, / ses racines, et 

/ Ro == ao o?"-' + po 7o H- Ao, 

R, m a, J:"-' h- p, -+- 7, -h • • . H- À„ 

R„_, = -h h- .r«-̂  -f-. . . -4-

n fonctions de degré n— i se déduisant toutes de la pre-
mière Ro, laquelle n'est autre chose que la dérivée X, 
de X, par la suite d'équations 

R, JfRo — aoX, 

Ra = J:Ri — a,X, 

R„_i — xl^n—i — â ï̂ aX. 

Toutes ces fonctions R, se calculeront donc avec une 
grande rapidité, et l'on a d'ailleurs 

^x — a 
Cela posé : 

On aura en général 

En d'autres termes, les coejfficienLs «q, sont 
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les sommes des puissances semblables des degrés o, i 

n — I des racines de Véquation proposée. 

tP En appelant X , Xi , X j , . . . , X„ les fonctions de 
Sturm, ou plutôt celles de M. Sylvester, qui n'en diffè-
rent que par des facteurs constants positifs, nou% aurons 

X, = R. aox"-' -h Po^"-' H -f-

«0» p o • • • + 
a , , .r«-^ 4 - . . . 

po, + . . .-h >.0 
a , , p, , 

a,, p2, -h. . 

et enfin 

X 

Ofo, Pc Ao 

^n—1 î P«—1 > 7"—' > • * * ? Û—I 

Ces formules fournissent un moyen facile à retenir, et 
très-rapide dès que l'on a un peu l'habitude du calcul 
numérique des déterminants, pour obtenir les fonctions 
sturmiennes par de simples multiplications. Elles per-
mettent même, aussitôt que les fonctions R, sont calcu-
lées, d'écrire immédiatement le terme affecté d'une puis-
sance quelconque de x , dans l'une quelconque des 
fonctions X,, indépendamment de tous les autres termes. 
Les formes diverses données par MM. Sylvester, Cayley, 
Brioschi, Hermite se déduisent sans peine des formules 
précédentes, ainsi que les expressions des facteurs par 
lesquels il faut multiplier les fonctions X, pour passer 
aux fonctions de Sturm. 

3® Le dernier terme H de V équation aux carrés des 
différences des racines de Véquation X = o, ou le pro-
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duit de ces carrés, se déduit aussi du calcul des fonc-
tions Ri, puisque Ton sait [Journal de Liouville, t. Vi l , 
p. 368) que ce dernier terme ne diffère pas de la der-
nière fonction X„ de M. Sylvester. On a donc 

H 

«0 » Po J • . • > 

«1, p , , . . . , 

I > Pn—t , . . . , ^n—i 

Appliquons cette méthode à l'équation du troisième 
degré 

4- px^ -H ^^ -H r = o ; 

il vient immédiatement 

Ro =r 4- T.px 4- gr, 

R, = — px' — iqx — Zr^ 

R2 [p^ — 2q)x^ 4- [pq — 3r) X ~h pr, 

3 , P , I Q 

Q , 3 / - , ipr 

d'où 

H = 2/?, — p q — 3r 

q, — 3 / - , pr 

z=z iSpqr— 27/̂  4- p'^q'' 4- — 

De même, l'équation du quatrième degré 

¿ĉ  4- px̂  4- qx̂  4- ro: 4- i = o 

nous donnera 

R o " ^^^-{'Zpx^ 4- 2ça:4- r, 

R, = — — 2 > q x ^ — - 3 r x — 

— ^q) x^ 4- {pq — 3 R ) ^ ^ {pr — I^s) x-h ps, 

4 - [ p i — /•(/>' —29)] X - — 2^). 
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£a formant le déterminant H et opérant les réductions 
bien connues, il vient de suite 

4, p, 3r 

3/7, pq-^Zr, i p r ^ ^ 

iqy 3r, 2/7/»-4-4^» Zps-{-qr 

il reste donc simplement à développer ce déterminant. 
Ce procédé pour calculer le dernier terme de réqua-

tion aux carrés des différences semble offrir sur les autres 
( S E R R E T , Algèbre supérieure, 2® édit., p. 3o et 4 5 2 ) l'a-
vantage d'être facile à retenir, de s'appliquer directement 
aux équations numériques, et de ne point exiger que Ton 
forme d'abord ce terme, pour toutes les équations de 
degré inférieur à TZ, avant d'arriver à l'équation de 
degré n, 

{Comptes rendus de l'Académie des Scicnccs, 12 février 1866.) 

QUESTION D'EXAMEN; 

P A R M. A. P . , 

Elève de l'École Polytechnique. 

Les six normales menées par un point à une surjaee 
du second degré se trouvent sur un cône du second 
degré. 

Cet énoncé constitue un théorème, car cinq droites 
suffisent pour déterminer un cône du second degré. 

Remarque, — Le diamètre passant par le pied d'une 
normale à la surface est le conjugué du plan tangent en 
ce point. On en déduit cet énoncé nouveau : 

Les six normales a une surface du second degré, 
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menées poi' un pointy, se trouvent sur le cône des droites 
issues de ce point et telles quelles rencontrent le dia-
mètre conjugué aux plans qui sont perpendiculaires à 
ces droites. 

Le cône est du second degré, car il coupe un plan prin-
cipal de la surface suivant une courbe du second degré. 

Les constructions employées en Géométrie descriptive 
pour trouver les traces d'une droite nous fournissent les 
éléments de la démonstration qui s'appuie du reste sur 
les principes généraux de l'homographie et sur les deux 
lemmes suivants: 

L E M M E L — La projection d'un diamètre sur un plan 
principal et la trace du plan diamétral conjugué sont 
deux diamètres conjugués de la section principale. 

L E M M E I L — Dans le plan dune conique^ le lieu des 
intersections d'un diamètre avec la droite perpendicu-
laire à son conjugué^ issue d'un point fixe., est une hy-
perbole équilatère passant par le centre de la conique et 
par le point fixe et dont les asymptotes sont parallèles 
aux axes de la conique proposée. 

Je prends pour plans de projection deux plans princi-
paux de la surface; soient A, l'axe situé sur la ligne de 
terre5 B, le second axe horizontal^ C , l'axe vertical; M, 
m, m'le point fixe et ses projections; L, l et V une droite 
et ses projections. Cette droite passe parle point M ; elle 
rencontre le diamètre conjugué du plan P, qui lui est 
perpendiculaire. Soient p et p' les traces de ce plan, qui 
sont respectivement perpendiculaires à / et à Z'. D, D 
représentent le diamètre conjugué de P et ses projections. 
D'après le lemme I, d est conjugué de p dan» le plan 
horizontal» et ¿/'conjugué de dans le plan vertical. Les 
droites D et L se rencontrent par hypothèse en N, qui se 
projette en n et n* intersections de [leld) et de [Véid). 
D'après le lemme II, le point n décrit dans le plan 
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horizontal, une hyperbole équilatère S passant par le 
point m et par le centre de la surface, ayant ses asymp-
totes parallèles à la ligne de terre A et au second axe B, 
Le lieu du point n' est une hyperbole analogue S', si-
tuée dans le plan vertical. La ligne nn* coupe la ligne 
de terre en v et lui est perpendiculaire en ce point. Les 
deux faisceaux / et nv, issus tous deux de deux points de 
l'hyperbole S (ces points sont m et le point à l'infini dans 
la direction B), se coupant en N sur cette hyperbole, 
sont homographiques. De même, V et n'v sont homogra-
phiques, vn et vn' le sont entre eux ; donc les faisceaux 
l et V sont homographiques. La trace a de la ligne L sur 
le plan horizontal s'obtient en prolongeant V jusqu'à la 
ligne de terre en «'et élevant la perpendiculairea'a jusqu'à 
sa rencontre avec V. Les faisceaux V eta'a sont homogra-
phiques. Donc aod et V forment deux faisceaux homogra-
phiques. Leur point de rencontre décrit donc une conique. 
Le cône auquel appartient la droite L est donc du second 
degré-, il contient les six normales, ce qui démontre le 
théorème. 

THÉORÈMES SUR L E S TÉTRAÈDRES^ 

PAR M . M A R M I E R , 

Élève de l'École Sainte-Geneviève (classe du P. Joubert). 

T H É O R È M E I . — A tout tétraèdre correspond un ellip-
soïde tangent aux six arêtes du tétraèdre en leurs 
points milieux. 

Je rappellerai d'abord une proposition bien connue : 

L E M M E . — A tout triangle correspond une ellipse 
tangente aux côtés en leurs points milieux. 
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Soit un triangle ABC : je considère l'ellipse tangente 
aux deux côtés aelb àu triangle, en leurs points milieixx 
a et (2, et passant par le point milieu du troisième côté c. 

La droite a/3 est la polaire du point p par rapport à la 
conique. La droite qui passe par le point c et par le mi-
lieu de cette droite a|3 est le diamètre des cordes parallèles 

D'ailleurs, ce diamètre passant par le point milieu de 
la droite aj3 passe par le point milieu y du côté c. C'est 
donc son extrémité ^ la tangente en ce point est donc pa-
rallèle à la direction de la corde ajS : donc c'est le côté c. 

Je considère maintenant un ellipsoïde passant par les 
six points milieux des arêtes du tétraèdre, et tangente à 
trois arêtes issues d'un même sommet. 

Chacune des faces adjacentes à ce sommet A dé-
terminera dans l'ellipsoïde une section elliptique tan-
gente à deux côtés du triangle de la face considérée 
et passant par les points milieux des côtés de ce triangle ; 
donc cette ellipse sera tangente au troisième côté de ce 
triangle. 

Il en est de même pour les deux autres faces adjacentes 
au sommet A. 

Donc les trois arêtes de la face opposée à ce sommet 
sont tangentes à l'ellipsoïde. 

Les lignes joignant les points milieux des arêtes du 
tétraèdre se coupent, d'après un théorème connu, mu-
tuellement en deux parties égales, et leur point de ren-
contre est le centre de gravité du tétraèdre ; donc ce point 
est aussi le centre de l'ellipsoïde. 

T H É O R È M E II. — Dans un tétraèdre A B C D , dont les 
hauteurs concourent en un même pointU, les normales 
élevées à chaque face par son centre de gravité se ren-
contrent en un même point Hi {voir série, t. II, p. i35). 
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Soient a, y, i les centres de gravité des faces oppo-

sées aux sommets A, B, C, D ; p, q, r , s les pieds des 
hauteurs correspondantes; aN, ¡SN', yN'', âN"' les nor-
males élevées à chaque face par son centre de gravité. 

La ligne a/3 est parallèle au côté AB. Le plan a(3Nest 
parallèle au plan des deux droites AB et AH, puisque «(3 
est parallèle à AB et aN à A p. 

Le plan des deux droites AB, a|3 est donc parallèle à 
la droite Bq contenue dans le plan des deux droites ABH; 
donc, si par le point j3 du plan (AB, aj3) je mène une 
parallèle à la droite B^, cette droite sera tout entière 
contenue dans le plan. Mais la droite B^ est perpendi-
culaire à la face ACD opposée au sommet B ; donc la 
parallèle qui lui est menée par le point j3 sera aussi per« 
pendiculaire à cette même face. Ce sera donc la normale 
(3N'; donc les deux normales aN, (3N'sont situées dans 
un même plan. Soit Hj leur point de rencontre. Les 
deux triangles semblables ABH, ajSHi donnent 

^ ^ A B A H ~ 3 

Par la même raison, les normales a N etyN'^ sont si-
tuées dans un même plan ; elles se rencontrent en un 
point Hj. Je dis que ce point se confond avec le point H,. 
En effet, les deux triangles semblables ayH«, ACH don-
nent la proportion 

A C ~ A H " 3 

De la comparaison des égalités ( i ) et (2) on lire 

G H , _ G HA 

A H A H • 

le point Ht se confond donc avec le point Hi . 
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Trois quelconques des normales élevées aux faces par 

leur centre de gravité concourent en un même point; 
elles y concourent donc toutes. c. Q. r. n. 

CONSTRUCTION 
DE LA TANGENTE A LA COURBE D'OMBRE DE LA VIS; 

PAR M . C H E M I N , 

Élève de l'École Polytechnique. 

La méthode de Roberval, qui permet d'obtenir les tan-
gentes à un assez grand nombre de courbes, a conduit 
M. Poncelet à une construction de la tangente à la courbe 
d'ombre de la surface de la vis à filet triangulaire. 

On peut aussi arriver à une construction fort simple 
de la même tangente, en faisant usage des principes don-
nés par M. Chasles dans son Traité de Géométrie supé-
rieure, 

La courbe d'ombre est ainsi définie : un cercle et un 
point dans son plan étant donnés,par le point H on mène 

une transversale qui rencontre le cercle au point B. On 
joint le point B au centre O du cercle, et en menant la 
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ligne OM perpendiculaire à OB,le point M d'intersection 
de cette ligne avec HB est un point de la courbe d'ombre. 
Le lieu des points M obtenus ainsi en faisant varier HB 
est la courbe dont il faut déterminer la tangente en un 
point quelconque, M par exemple. 

Supposons que le point B, au lieu de se déplacer sur 
le cercle, se déplace sur la tangente en B à ce cercle : les 
deux droites BHet OB, et par suite BH et OM, forment 
deux faisceaux homograpliiques, et le lieu des points 
d'intersection des rayons correspondants est une conique. 
D'après la manière dont elle est engendrée, cette conique 
a au point M un élément commun avec la courbe d'om-
bre, et par suite la même tangente en ce point. Donc 
il suffit de chercher la tangente à la conique au point M. 

Pour cela, cherchons dans chacun des faisceaux le 
rayon correspondant à OH, considéré comme appartenant 
à l'autre. Ces deux rayons sont OR, perpendiculaire à 
OH, et HR joignant le point H avec le point R d'inter-
section de la tangente en B avec OR. Pour obtenir la 
tangente, il faut, d'après les principes connus, joindre MR 
et prolonger cette droite jusqu'à sa rencontre en Q avec OH, 
et prendre le conjugué harmonique de ce point par rap-
port à O et H. Soit S ce point, MS est la tangente cherchée. 

Soient P et T les points d'intersection de MP et MS 
avec OP. 

Nous avons l'égalité des deux faisceaux harmoniques 

j M - Q . O . S. H | r = j M ~ P . O . T . B . 

Donc on aura 

PO _ T O 
PB "" TB ' 

Mais les triangles semblables MOP, RBP nous donnent 

PO MO MC 
PB BK GB 
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conséquence de la similitude des triangles MOC, KCB ] 
donc 

T B ~ C B ' 

Dotic le point T se trouve sur la parallèle à MO, ou KB, 
menée par le point C d'intersection de BH avec O K . On 
a donc enfin la construction suivante : par le point C 
mener la parallèle à BK jusqu'à rencontre de OB en T j 
la droite MT est la tangente cherchée. 

Une construction du même genre donnerait la tangente 
en un point quelconque de la cissoïde. 

SOLUTION DE QUESTIONS 

P R O P O S É E S DANS L E S NOUVELLES ANNALES. 

Question 556 
(voir tome XIX, page 464 ); 

PAR M . MERCK B U S C O , 

Ci^ Cj, Cg sont trois cônes de même degré ayant 
leurs trois sommets sur la même droite; si Cj coupe Cs 
suivant une courbe plane, et que Cj coupe C3 suivant 
une courbe plane^ Ci et se couperont aussi suivant 
une courbe plane et les trois plans passeront par la 
même droite. ( STEIWER . ) 

On peut prendre pour plans des zx et des zy le plan 
de la base commune de Ci et C3 et celui de la base de C, 
et C3. Quant au plan des xy ce sera un plan quelconque 
mené par la ligne des sommets SI, SI, S,. Ce plan coupe 
C j suivant un système de m droites dont les coordonnées 

Ann, de Maihémat., 2* série, t. V. (Juin 1866.) l8 
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à rorigine sepont désignées par «i, ¿1 ; «t, ¿ j ; . . . ; any 
Soient en outre «j, «j, (3j; «s, (Bj les coordonnées 
X des trois sommets, et A , , A j , . . . , A„, Bj, Bs,..., les 
points où les droites dont on vient de parler coupent res-
pectivement Taxe OX et Taxe OY. Les droites S j A j , 
S, Ai, SiBi auront pour équations 

ai Hi 

a, —a, 

Si entre les deux dernières on élimine le terme indépen-
dant de .r, y et que Ton tienne compte de ce que les 
points Al , S3, Bj sont en ligne droite, ainsi que S,, Sj, 
S3, on trouve 

ce qui montre que les m points obtenus d'une manière 
analogue en cherchant Tintersection des couples de droites 
S, AJ, Si Bj -, S2 A3, Si B3, etc., sont sur une même droite 
OD représentée par Téquation précédente. Si Ton cherche 
rintersection I de cette droite avec la ligne des sommets, 
on trouve 

«I PS «3 PJ 

d'où résulte 

«1 Ps — «3 Pi 

Maintenant il est facile de voir que si l'on fait tourner 
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le plan des xy d'un angle quelconque autour de la ligne 
des sommets, les x des points situés sur cette ligne se 
trouvent multipliés par un même facteur et les par un 
autre facteur commun. D'après cela, les m points en 
ligne droite de l'intersection de Ci et C, qu'on trouve-
rait comme tout à l'heure seraient sur une droite O'D' 
qui rencontrerait la ligne des sommets exactement au 
point I où la Îigne OD la rencontrait. (Ceci résulte de la 
remarque précédente et de ce que ISg contient haut et 
bas les a et les ¡3 au même degré séparément dans son 
expression où 8483 ne change pas.) Donc, quand le plan 
des xy tournera d'une manière continue autour de la 
ligne des sommets, chacun des m points situés sur OD 
décrira une branche de courbe qui ne sortira jamais du 
plan fixe ZOI. L'ensemble de ces branches constituera 
la section plane commune aux deux cônes Ci, C2. L'in-
tersection complète de ces surfaces s'obtiendrait en com-
binant chacune des droites, telles que S3A1, avec cha-
cune des autres S3B1, S3R2, SgB,«. Mais il est visible 
qu'à l'exception des droites où A et B ont le même in-
dice, on n'obtiendrait pas généralement des points don-
nant lieu comme ci-dessus à des branches planes. 

Ce procédé ne diffère pas de celui qu'on emploie 
dans la Géométrie descriptive pour trouver Tintersec-
tioii de deux surfaces coniques quelconques^ et il est 
clair que ce qu'on vient de dire peut leur être appliqué 
littéralement. On peut donc énoncer le théorème sui-
vant, dont celui de Steiner doit être considéré comme un 
cas particulier : 

Si trois surfaces coniques ont leurs sommets en ligne 
droite^ et que Vune d'elles rencontre chacune des 
autres suivant une courbe plane, ces deux dernières ad-
mettent aussi une courbe plane commune. 

18 
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Même question^ 

PAR M . V I A N T . 

Cl, Ci, C3 sont trois cônes du même degré, ayant leurs 
troTs sommets sur la même droite Ai A j A3 ; C, coupe C, 
suivant une courbe plane B3 -, C j et C3 se coupent suivant 
la courbe plane Bj; C3 et C j se couperont aussi suivant 
une courbe plane Bj, et les trois plans passeront par la 
même droite. 

Je supposerai la figure engendrée de la manière sui-
vante. Je décris sur B» comme base les deux cônes C, 
et C3. Je considère une section plane Bg de Cj comme 
directrice du cône C3. Je dis que la courbe de rencontre 
des deux cônes C j et C3 est plane, et que son plan passe 
par l'intersection des plans Bj et B3. 

Supposons d'abord B3 réduit à une ligne droite; B̂  et 
Bi seront dès lors des droites ; B,, Bg, B3 sont deux à deux 
dans le même plan, par suite se coupent en un même 
point O. Ceci suppose que ces trois lignes ne sont pas 
toutes les trois dans le même plan, auquel cas on pour-
rait considérer la figure, alors complètement plane, 
comme projection d'une figure dont les éléments ne se-
raient plus dans le même plan. 

Si les cônes avaient pour bases des couples de droites, 
on obtiendrait deux points tels que O, et, en les joignant, 
on aurait une droite suivant laquelle se couperaient les 
trois figures planes considérées. 

Cela posé, prenons le cas général. Traçons dans B3 les 
droites M3, N3 et prenons le point P3 sur la courbe; à ces 
éléments correspondront dans B, les droites Mj, Ng et 
le point P , ; dans Bj les éléments Mj, Nj , Pj . P, , qui est 
un point de la courbe Bi, appartient au plan (Mi N,) ; 
car si l'on mène par P3 une droite qui coupe Ma et N5, 



( 277 ) 
la figure correspondante de B, sera une droite coupant M, 
etNi. Donc lout point P^ de la courbe Bj appartient au 
plan (Ml Ni) ; et d'ailleurs on sait que les trois plans 
(Ml Ni), (MjNj), (M3N3) se coupent suivant la même 
droite. 

On a vu que trois droites correspondantes se coupaient 
au même point ; le même théorème devra avoir lieu pour 
les tangentes en trois points correspondants; et ceci 
n'exige pas que les courbes de rencontre soient planes. 

Si les courbes sont planes, ce point décrit l'arête com.-
mune des trois plans. 

Question 613 
(ToIr 2* série, t. I, p. 125); 

P A R M . B A U Q U E N N E , 

Candidat à l'École Normale. 

On donne une conique et un point fixe F dans son 
plan. Du point F on mène deux droites perpendicu-
laires entre elles qui coupent la conique en deux points. 
On joint ces points par la droite V et l'on mène en cha^ 
cun d^eux les tangentes à la conique ; on projette 
le point F sur les trois côtés du triangle S E S ' , par les 
trois points ainsi obtenus on fait passer une circonjé-
rence. Pour chacune des positions de V angle droit, on 
obtient ainsi une circonférence. Démontrer que toutes 
ces circonférences sont tangentes à une même circon-

férence. ( M A K N H E I M . ) 

Le lieu du sommet y d'un angle droit aya' circonscrit à 
une conique s est un cercle c. 

Le cercle c et la conique s étant concentriques et la 
droite qui va du centre commun au point y passant par le 
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milieu de aa', le cercle décrit sur co"' comme diamètre 
passera par y et sera tangent en ce point au cercle c. 

Je transforme la figure par polaires réciproques par 
rapport à un point F . 

La conique s devient une conique S, a et a' deviennent 
deux tangentes 2 et S ' à S, et y devient leur corde des con-
tacts r . L'angle ay^j' étant droit, les droites qui vont du 
point F aux poinls (2, F), (S', F) sont rectangulaires. 

Le cercle c, lieu du point y, devient une conique dont le 
foyer eslF, enveloppe de F , dont le centre co est déterminé. 

Le cercle qui passe par les trois poinls c, y, a' devient 
une conique ayant pour foyer F et tangente aux trois 
droites S , F , 2 ' , et comme ce cercle a même tangente en y 
que le cercle c, les deux coniques transformées des deux 
cercles sont tangentes en un même point 0 à la droite F . 

Je projette F sur les trois tangentes à la transformée 
de crycr'; soit p le point qu'on trouve ainsi sur F. 

Le cercle qui passe par ces trois points a, d'après un 
théorème connu, pour centre le centre de la conique 
transformée du cercle variable, que j'appellerai oo'. 

Le cercle analogue pour la transformée de c passe aussi 
par p et a pour centre oo. 

Si donc les trois points w, w' sont en ligne droite, 
les cercles variables seront tous tangents à ce cercle fixe. 

Soit a? le point symétrique de F par rapport à F, et 
Fco se croisent au second foyer/'de la conique fixe trans-
formée de c, ctô et Fw' se croisent au second foyer f 
de la conique variable transformée de oya', 

Les milieux w, oo' des droites F y , F f ^ Y f sont donc 
sur une parallèle à c'est-à-dire en ligne droite, ce 
qu'il fallait démontrer. 

Remarque. — On sait que dans une transformation 
telle que la précédente, c'est la polaire du point F par 
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rapport au cercle à transformer qui fournit le centre de 
la conique transformée de ce cercle. 

Quand trois points sont en ligne droite, leurs polaires 
passent par un même point. 

La polaire de w est la polaire de F par rapport à c. 
La polaire de w' est la polaire de F par rapport à aya'. 
La polaire de p est la perpendiculaire en y à la 

droite Fy. 
Donc, dans la figure primitive, ces trois droites pas-

sent par un même point. 

Question 725 
(TOir 2* série, t. IV, p. Ul) ; 

PAR M . L E B A S T E U R , 

Elève ingénieur de la Marine. 

Résoudre algébriquement Véquation 

[{x' -^^y-h x'Y = (JR -4- 2)». 
( L E B A S T E U R . ) 

Posons 

( 1 ) r , 

alors on a 

(2) 

qui s'écrit 

(3) 

Je pose 

Divisée aux deux membres par j i , l'équation (3) de-

I 

y 
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vient 

Observant que 

on a 

ou 

d'où 

Or ou a 

et 

on a donc 

-h — = z' — 2, 
j-

* 

Z^ -h Z — 2 = o, 

^ - r -4- v̂ S 

__ I ~ o.^ 

2 Y A 

Il faut ajouler à ceci la racine — i , que nous ne trou-̂  
vons pas parce que nous avons divisé par qui, daps 
l'hypothèse J ' o , donne ar = - r - i . 
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IjCs racines, au nombre de cinq, sont donc 

- - I v/5 -t- Vy/̂  (s/5 4- I ) « T ^ y v ^ ^ \ yJ \\ ^ -T" I / , = V — I - ' , 

^ / - l - , , 

_ - i - v / 5 + v V 5 ( v / 5 - i ) = ^ S / - . - . , 

On voit que la seule racine — i est réelle, les quatre 
autres sont imaginaires-, mais il est fort remarquable que 
cette équation du cinquième degré soit entièrement réso-
luble par des équations du deuxième. 

Question 728 
( TOir 2* série, t. IV, p. 142 ) ; 

PAR M . VENCESLAS N I E B Y L O V ^ S K I , 

Élève de spéciales au lycée Bonaparte. 

Soient a, |3, y, J, e les racines de V équation 

-F- PX^ -H Q̂ X̂  H- TVR' -H I X -K I — O. 

Si Von a la relation 

(I) 

démontrer que la racine e est une fonction rationnelle 
des coefficients de l'équation. ( M I C H A E L R O B E R T S . ) 
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Outre la relation donnée, on a, entre le& racines et les 

coefficients de l'équation, les relations suivantes : 

a p 4 - a y - f- a(î - h a? - h py - h p i 4 - 8s H- y i - f - y« -4- i e — ry, 

a P 7 -t- a p i - h apg -f- ci'^S - f - (/.yg 

-f- a i e - h P v i 4 - Pys 4 - p i e 4 - y i s — — r , 

a p 7 i 4 - a P v s 4 - a p i s 4 - a y i e 4 - P y i c .v, 

apyie =i — t. 

Ces relations peuvent s'écrire 

( 1 ) a 4 - p 4 - 7 4 - i = — ( / ? 4 - £ ) > 

( 2 ) a p 4 - a y 4 - a i 4 - p7 4 - p i + v i = ^ -H 6 (Z' - f - 0 > 

( 3 ) a p 7 4 - a p i 4 - a y i 4 - p y i = — i / + s 4 - 6 ( / ? - h e ) ] 

( 4 ) .V 4 - s j r 4 - e [ 7 4 - e 4 - i )] j , 

( 5 ) 
& 

En développant l'équation de condition et divisant 
p a r 2 , on a 

(â P'̂  4 - OL'f 4 - a^i-^ 4 - 4 - P^i^ -t- y'S') 4 - 6 a p 7 i 

— [ a 2 ( P 7 4 - p i 4 - 7 i ) -+- a i 4 - 7 ^ ) 

4-7MaB4-ai4- pi) 4-(î^ap «7 + Pv)! " <>» • 

O U , p o u r s i m p l i f i e r l ' é c r i t u r e , 

(6) 2 + 

Si l'on élève (a) au carré, il vient 

(7) + 

Donc, en vertu de l'équation (6), 

(8) 3 + 
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-Mais si l'on multiplie (3) successivement par a, y, î 
et que l'on fasse la somme des deux membres, on obtient 

+ 4ap7i - - (Z' s) I s [ç + £ + e)] j, 

d'où 

3 3 + 

— — 126 I r + 6 [qr -f- ! (y» -i- c)] j, 

(9) 3 (/, - 36) I r-i- + i{p -+- 0] j - 12.; 

donc, en vertu de l'équation (8), 

(I o) [y + 6 (/> + 6)]' = 3(7. - 3e) {r-R-e [ i + . N-e)] • - I AI, 

OU, en développant, 

loe* -f- Spe^ -K- (i 19 — 2/?') 

( v- (qr ~ pq)zq^ — ôpr-T^ l i s o -, 

or (4) et (5) nous donnent 

(12) ê  -r- qz^ -t- rz^ -i- se -- t o, 

ce qui d'ailleurs est évident, puisque e est racine de l'é-
quation donnée. 

Ainsi, en éliminant a, j3, y, d entre l'équation de con-
dition et (1), (2), (3), (4), on arrive à une équation du 
quatrième degré; on a donc, grâce à la relation donnée, 
abaissé d'une unité le degré de l'équation en e. 

Les équations (i), (2), (3), (4)? (6) n'étant pas 
toutes symétriques par rapport à a, (3, y, i , e, il est évi-
dent que, dans les équations (i i) et (12), e désigne 
seulement la cinquième racine, de sorte que ces équations 
ayant en commun seulement (d'après l'élimination de a, 
|3, y, i ) la racine s, il doit exister entre leurs premiers 
membres un plus grand commun diviseur du premier 
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degré; donc la racine e est fonction rationnelle des coeffi-
cients de l'équation. 

D'ailleurs, en exprimant que les premiers membres 
des équations (ii) et (12) ont un plus grand commun 
diviseur du premier degré, on trouvera la condition qui 
doit exister entre les coefficients pour que la relation (I) 
ait lieu entre les quatre racines. 

Note du Rédacteur. — Il résulte de la démonstration précédente que 
rénoncé de M. Michael Roberts doit être complété par l'addition suivante: 
• S'il n'existe qu'un seul groupe de quatre racines qui satisfasse à l'é-
quation (I) ». Car ce n'est qu'à cette condition que les deux équa-
tions (i i) et (12) ont un seul facteur commun du premier degré et par 
conséquent rationnel par rapport aux coefiicients. L'équation qui a pour 
racines les nombres i, 2, 3, 2-+- ^ y'— 3, 2 — ^ \J— 3 est propre à démon-
trer l'utilité de cette addition à i'énoncé, caries trois premières racines 
satisfont à la relation (1) avec l'une ou l'autre des deux dernières; e a 
donc deux valeurs imaginaires dont aucune n'est une fonction rationnelle 
des coefficients, parce que ceux-ci sont rationnels. 

M. Merce Busco a résolu la question 728 à peu près de la même ma-
nière. P. 

BULLETIN. 
(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 

de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 

X V I I I . 

F U E N E T (F.), ancien Élève de TÉcole Normale, Profes-
seur à la Faculté des Sciences de Lyon. — Recueil 
iVexercices sur le Calcul infinitésimal. 2® édition. 
In-8^ de xiv-394 pages et 2 planches. Paris, Gauthier-
Villars, 1866.— Prix : 7 fr. 5o c. 

LA première édition de cet ouvrage (i856) ne contenait 
que 220 pages, tandis que la nouvelle en a 394. L'augmentation 
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irès-considirable, comme on le voit̂  porte principalement sur 
la première Partie, qui se rattache au Calcul différentiel et peut 
être aisément comprise des Élèves de Mathématiques spéciales, 
mis au fait de la notation différentielle. Cette notation est d'ail-
leurs exposée en tête du livre. 

Dans les Exercices nouveaux ajoutés à Tancienne édition, 
et qui la complètent heureusement, M. Frenet continue à mériter 
les éloges que nous lui avions donnés en 1857 Bulletin 
de Bibliographie, d Histoire, etc.^ p. 26. Les questions sont bien 
choisies, les réponses exposées d'une manière succincte, mais 
très-claire, avec des renseignements historiques et des renvois 
aux sources toutes les fois que la question en vaut la peine. 
L'ouvrage s'adresse aux Candidats à TÉcole Polytechnique et 
à rÉcole Normale, aux Élèves de ces Écoles et à toute personne 
qui veut approfondir le Calcul infinitésimal. 

X I X . 

S E R R E T ( J . - A . ) , Membre de Tlnstitut. — Cours d"*Al-
gèbre supérieure, 3® édition-, 2 vol. in-8® de xv-644 
et XIV-664 pages. Paris, Gauthier-Villars, 1866. — 
Prix ; 24 francs. 

Cette troisième édition est en quelque sorte un ouvrage nou-
veau. Non-seulement Tauteur a refondu dans le texte les 
nombreuses Notes qui accompagnaient la seconde édition, mais 
il y a fait des additions nombreuses dont les principales se 
rapportent à la théorie des substitutions et à la résolution 
algébrique des équations. La division en Leçons, très-conve-
nable dans l'ouvrage primitif, a été remplacée par la division 
en cinq Sections. La première Section renferme la théorie 
générale des équations et les principes sur lesquels repose leur 
résolution numérique ; on y trouve en particulier une théorie 
très-développée des fractions continues. La deuxième Section 
comprend la théorie des fonctions symétriques^ celle des fonc-

tiens alternées et des déterminants, avec des applications impor-
tantes à la théorie générale des équations. La troisième a pour 
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objet ^ensemble des propriétés des nombres entiers, étfHiiées en 
vue de la résolution algébrique des équations, et, en particulier, 
une étude complète et nouvelle des fonctions entières d'une va-
riable pri$€S relativement à un module premier, La quatrième 
Section renferme la théorie des substitutions, et la cinquième 
tour ce qui se rapporte à la résolution algébrique des équations. 

En présentant son ouvrage à l'Académie des Sciences, M. Serret 
a exposé lui-même le but qu'il s'était proposé, et nous ne pou-
vons mieux faire que de lui emprunter ses propres paroles. 

«I On jugera peut-être que je n*ai pas donné le même déve-
loppement aux diverses questions qui se rapportent à ces grandes 
théories ; mais le plan que je me suis tracé comporte de telles 
inégalités, et je reconnais volontiers que j'ai pu accorder quelque 
préférence aux problèmes qui ont été plus spécialement l'objet 
de mes propres travaux. 

» C'est ainsi que j'ai présenté avec des détails étendus la 
théorie si ardue des substitutions, sur laquelle j'avais publié an-
térieurement plusieurs Mémoires. Mais, en reproduisant, dans 
VAlgèbre supérieure, les résultats que j'avais obtenus, j'ai pu les 
compléter et en même temps les établir par des démonstrations 
plus simples et plus élégantes. 

»» J'ai cru utile de reproduire aussi intégralement cette partie 
importante de la théorie des congruences qui a été de ma part 
l'objet d'un travail présenté à l'Académie au mois de décembre 
dernier, et imprimé dans le tome XXXV du recueil de nos Mé-
moires 

»> Mais le désir de développer mes recherches sur l'analyse 
algébrique ne m'a pas fait perdre de vue l'obligation que je m'é-
tais imposée de présenter un ensemble complet des résultats ac-
quis à la science dans les limites que je m'étais fixées; j'ai l'es-
poir d'y avoir réussi. 

» Les recherches qui ont été entreprises dans ces dernières 
années sur la résolution algébrique des équations ont pour fon-

(*) Mémoire sur la théorie des congruences suivant un module premier fl 

suivant une fonction modulaire irréductible. In-4 de iv-72 pages. Paris, i86G. 
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dements les travaux d'Abel et de Galois. Dans la précédente 
édition de mon ouvrage, je m'étais borné à faire connaître une 
démonstration de l'un des théorèmes de Galois, due à 110M il* 
lustre confrère, M, Hermite; on trouvera dans le volemt qo« je 
présente aujourd'hui un exposé complet de W fCtturquabk mé--
thode de Galois, avec les conséquenee^j^lliidpales que ce grand 
géomètre en a tirées. 

» L'ouvrage que je viens êétmniner est le résultat d'un long 
travail. J'espère qu'il ne sera pas sans quelque utilité pour la 
science, et je le soi^ets avec confiance au jugement des géo-
mètres (*). » 

Nous pourrions ajouter bien d'autres indications et signaler, 
en particulier, un beau théorème sur l'ordre de multiplicité 
d'un système de solutions communes à plusieurs équations, 
mais le lecteur saura bien trouver tout cela lui-même. Louons, 
en terminant, l'ordre et la clarté des démonstrations, ainsi 
que la pureté et la correction du style ; on sent que M. Ser-
ret est de la bonne école, qu'il a le respect de lui-même et du 
public, tandis que certains auteurs en prennent là-dessus bien 
à leur aise. Les exemples ne manqueraient pas.... 

Mais ne confondons point, par trop approfondir, 
Leurs affaires avec les nôtres» 

XX. 

S E R R E T ( J . - A . ) . — Mémoire sur la méthode de la varia-
tion des arbitraires dans la théorie des mouvements 
de rotation, — Paris ^ 1866. In-4^ de iv-Sa pages. 
(Extrait du tome XXXV de l'Académie des Sciences.) 

(") 11 est juste de louer l'exécution typographique, qui fait vraiment 
honneur à M. Gauthier-Villars, ainsi qu'à l'intelligent directeur de son 
imprimerie, M. P. Drosne. 
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XXI . 

ScHRÔN (L.), Directeur de l'Observatoire et Professeui^ 
à léna, — Tables des Logarithmes à sept décimales, 
pour les nombres depuis i jusqu'à 108000, et pour les 
fonctions trigonométriques de dix secondes en dix se-
condes -, précédées d'une Introduction par M, J. Hoiiel, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 

édition stéréotypée; un beau volume grand in-8° 
Jésus de 12-474 P^ges, 1866. — Prix : 7 francs. 

Table d'interpolation, avec Introduction par 
M, Hoïiel, même format, de iv-4-72 pages. Paris, 
Gauthier-Villars. — Prix : 3 francs. 

Dans ces Tables, un trait placé au-dessous du dernier chiffre 
d'un logarithme avertit que ce chiffre a été forcé, indication 
utile, par laquelle on peut juger si le logarithme est approché 
en plus ou en moins d'une demi-unité du dernier ordre. Les 
parties proportionnelles des différences tabulaires sont données 
pour les lignes trigonométriques comme pour les nombres avec 
une décimale. La Table d'interpolation sert d'ailleurs à abréger 
le calcul des parties proportionnelles. 

Une introduction de M. Houel fait ressortir les avantages des 
Tables et en explique très-clairement l'usage. 

Ces Tables, d'une belle exécution typographique, d'un format 
commode, d'un caractère très-lisible, ont déjà eu six éditions en 
Allemagne. Les avantages incontestables qu'elles présentent nous 
font espérer qu'elles n'auront pas moins de succès en France. 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 

LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 
(voir page 241); 

P A R M . H . - G . Z E U T H E N ( D E C O P E N H A G U E ) . 

VI. Cas patticuliers systèmes de coniques qui ont des 
contacts du premier ordre avec des courbes particu-
lières, 

22. Les formules que nous avons trouvées compren-
nent, comme toute formule générale, tous les cas parti-
culiers 5 mais elles ne donnent pas toujours les résultats 
qu'on désire. Dans un cas particulier un système peut se 
diviser en plusieurs systèmes partiels, dont on souhaite 
connaître séparément les caractéristiques. Une conique 
appartenant à un des systèmes partiels, appartient aussi 
au système général; elle y sera comprise plusieurs fois 
si elle résulte de la coïncidence de plusieurs coniques qui 
sont séparées ordinairement. On voit donc que la carac-
téristique p ou V d^un système général est égale à la 
somme des caractéristiques p ou v des systèmes par-
tiels, qui résultent d^un cas particulier de la div^ision 
du grand système, respectivement multipliées par des 
coefficients entiers et positifs. 

Les parties précédentes de cet article en donnent déjà 
des exemples. Nous avons trouvé des formules, marquées 
partout par la lettre c ajoutée aux numéros des formules, 
où les courbes sont supposées générales d'un certain or-
dre, sans aucun point double ni de rebroussement, et 
d'autres, marquées par un a, qui sont applicables lorsque 

Àrm. de Mathémat., série, t. V. (Jiiinet i866.) 19 



( 290 ) 
Íes courbes sont douées de points singuliers. Si Ton em-
ploie dans ce dernier cas une formule (c), la caractéris-
tique trouvée comprendra, outre la caractéristique qui 
donnerait la formule correspondante («), le double, le 
triple ou un multiple de la caractéristique de chacun des 
systèmes de coniques, dont un ou plusieurs contacts se 
réduisent à passer par des points singuliers. 

Ordinairement les deux caractéristiques fz et v d'un 
système partiel ont le même coefficient dans les formules 
du système général. Alors, comme les nombres 1 et m 
s'expriment linéairement au moyen des caractéristiques, 
ceux qui appartiennent au système partiel entreront dans 
ceux du grand système avec le même coefficient. Si nous 
appelons r ce coefficient, et si nous désignons par q le 
nombre de coniques singulières du grand système qui 
coïncident dans une certaine conique singulière du sys-
tème partiel, celle-ci a dans le nombre 1 ou u de ce 
dernier système un coefficient qu'on trouve en multi-
pliant par ^ celui qui appartient dans le nombre 1 on u 

du grand système à chacune des coniques singulières qui 
y coïncident (*). 

Nous ferons usage de cette règle, applicable à beau-
coup de questions, dans les cas où deux courbes données 
se touchent elles-mêmes. 

23. Si nous désignons comme à Toidinairo par 
et conditions de toucher dt'ux courbes, 

N z,, Z2, Z.I) 

ISous avons supposé que les q coniques singulières du grand sys-
tème sont d'une même espère on qu'elles ont au moins le même coeffi-
cient. Si cela n'a pas lieu, on doit prendre séparément celles qni ont un 
même coeiTi« ient. 
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sera le nombre des coniques qui satisfont à ces deux con-
ditions et à trois autres Zj , Zg et Z3. Dans le cas où les 
courbes et se touchent en un, point 0, deux 
coniques coïncident, dans chacune de celles qui touchent 

au point Q et satisfont en outre aux conditions Zi , 
Zj , Zs. Donc, si nous désignons par la condition 
de toucher la courbe en un point donné, et par 
C,n,n— Crn'.nf ccUcs dc touchcr cu des points diflerents 
les courbes et C , , , / q u i se touchent elles-mêmes, 
nous aurons 

Z„ Z., Z,) 

^ M — S>.N Z,, Z„ Z,) N (C.,,, - Z., Z., Z,). 

En particulier, peut se réduire à un point p Alors 
l'équation (I) sera remplacée par 

' ^ \ z= z„ z,, Z3) -f- N z., z„ z,) 

où — p représente les conditions de couper en 
un point donné et de toucher cette courbe en un point 
non donné. Dans le ras où se réduira à une 
droite on aura 

/, Z., Z., Z.) 

^ ^ \ Z,, Z „ Z,) -4- N (C„,„ - - /, Z., Z„ Z3). 

Dans le cas où et 5î? touchent^ le système de 
coniques Zj, Zg) se divise en deux autres : 

Zi, Z^)et (Cn.,n— Zi, Zs). En remplaçant 
dans réquation (I) la condition Z3 successivement par 
celle de passer par un point et par celle de toucher une 
droite, on voit que chacune des deux caractéristiques du 
système général est la somme de la caractéristique ho-
mologue du premier système partiel multipliée par 1 et de 
celle du second système. Le coefficient/ dont nous avons 
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parlé dans le n^ 22, aura donc pour le premier système 
la valeur 2, pour le second la valeur i . 

Lorsque les caractéristiques du système général sont 
connues, il suffit de s'occuper de Fun des systèmes par-
tiels; nous choisirons le dernier. 

24. Les coniques singulières du système Zi, Zg) 
sont des limites vers lesquelles tendent certaines coniques 
singulières du système général Zj , Zg), lors-
que approche d'être tangente à Les coniques 
infiniment aplaties du système général dont les limites ap-
partiennent au s y s t è m e Z j , Z^), doivent, engénéral. 

Ou passer par et être limitéesàTundes deux pointsd'in-
terseclion de et qui tendent à coïncider avec 

le point de contact. 
Ou être contenues sur une des tangentes communes do 

et qui tendent à coïncider avec la tangente 
menée par le point de contact donné. 

Dans le premier cas elles coïncident deux à deux avec 
des coniques infiniment aplaties passant par 9 et limitées 
à 0, qui appartiennent toutes au système 0, Zj , Z2). 
Chacunede ces coniques singulières représentera donc deux 
coniques infinimentaplatiesdusystème général, et le nom-
bre du n° 22 sera égal à 2. Or, selon le n^23,]e nombre r 
est aussi égal à 2. Il faut donc compter dans le nombre X 
du système partiel une de ces coniques infiniment apla-
ties autant defois que l'on compte chacune des deux qui y 
coïncident, dans le nombre du système général. Les pro-
positions du n® 12 donneront donc les suivantes : 

Dans le nombre Idu sjslème il 
faut compter : 

Une fois, toute conique infiniment aplatie joignant le 
point de contact donné 9 à un point d'intersection de 
Q«,,«, ^^ limitée à ces points; 
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Deux fois, toute conique infiniment aplatie passant 

par 9 et limitée à 0, tangente à Tune et limitée par Vautre 
des courbes et 

Les coniques infiniment aplaties du système 

C , Z , , Z.) 

renfermées dans une des deux tangentes communes à 

coïncident avec la tangente de contact, ne 

donneront pas seulement des coniques singulières du sys-

tème Z j , Zg), mais aussi des coniques singulières 

du système — C,,,',»'̂  Z^, Za) ; car une conique infi-

niment aplatie renfermée dans la tangente de contact 

de et peut être regardée ou comme la limite 

d'une conique ordinaire dont Tune des deux branches 

louche les deux courbes, ou comme la limite d'une co-

nique ordinaire dont les deux branches touchent res-

pectivement les deux courbes. Dans le premier cas elle 

appartient au système Zi , Zg), dans le second au 

système — Z j , Zg). On ne pourra donc con-

clure combien de fois il faut compter ces coniques singu-

lières dans le X de chacun des systèmes. 

On pourrait de la même manière discuter les co-

niques à point double-, mais lorsque X est trouvé, le 

principe de dualité donnera l'expression de CÎ dans les cas 

qui nous occuperont. Appliqué aux propositions que 

nous avons trouvées, relatives à deux espèces de coniques 

infiniment aplaties du système ce 

principe donne : 

Dans le nombre cy du système il 

faut compter : 

Une fois, toute conique à point double composée de la 

tangente à au point donné ô et d'aune tangente com-

mune à et 
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Deux fois, toute conique ayant un point double à un 

des points ou la tangente à au point Q rencontre 
Vune des courbes et , et composée de cette 
tangente et d^une tangente menée par le point double à 
Vautre des deux courbes. 

25. Maintenant, pour le système 

^m^.nj, 
on trouve 

>. — 1 . ///, -f- 2 ( //, //.'̂  -h n-i tn̂ ) -i- jc ///, m̂  

O Ù X e s l u n c o e l f i c i e n t e n c o r e i n c o n n u , e t 

CT = i . n-i H - (//?, n^ - h /z, ) -T- n^ fi:,, 

ou en réduisant 

A X ] ///, nii H - (///, -f- ///-i/^i), 

cj 2 (///, //2 -f- m.^n^} H- (ï -f- x) //, //•>. 

En substituant ces expressions dans les formules (i) 
et (2) du I (p. 241), on aura 

^ ẑ -: p.''' ftit rn.̂  -f- p." [m n̂ .-{- m̂  //, j H- Wj» 

V 1-: -J" m̂  IHi -+- -y (w, -h Wj«.) -h v' /Z, 
ou 

y!" - ^ ( » ] ' y-" - y' 

w' et v', et [i!" el v'̂ ' sont les caractéristiques des trois 
systèmes, lorsque et sont remplacées par des 
points et par des droites. Par conséquent, 

d'où 
1 -f- .r = 3, 

C) On pourrait trouver x par la remarque que cc nombre doit être 
iîntier, ^o et (no 24), et que = | (i -f x) doit être entier. 
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On trouve, en substituant cette valeur, 

= flytii, 

(8) { (CM.NO, />,, = 

26. Comme jc = 2, nous aurons à ajouter aux théo-
rèmes donnés dans le n" 25 : 

Pour le sjslème C,«,,»^ f^^^ comp-
ter : 

Dans le. nombre X̂  deux fois toute conique infiniment 
aplatie; tangente à la courbe au point Q et limitée 
par les deux autres courbes; 

Et dans le nombre cj, deux fois toute conique ayant 
un point double en Q et composée de tangentes menées 
par ce point aux deux autres courbes. 

Ces théorèmes et ceux du n" 24 sont encore vrais lors-
que deux des trois courbes ou toutes les trois coïncident; 
ils sont donc applicables à la discussion des systèmes sui-
vants : 

dont les coniques ont avec Çj^^^ deux 
contacts J Vun en un point donné, et avec un con-
tact simple; 

dont les coniques ont avec un 
contact en un point donnée et avec deux contacts; 

(iCm,nô) dont les coniques ont avec trois con-
tacts^ Vun en un point donné. 

Nous ne traiterons que le premier et le dernier de ces 
trois systèmes, parce que les caractéristiques du deuxième 
se trouvent sans difficulté au moyen des formules (4). 
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27. On trouve pour le système 

> =: I -h 2 [«, (/w — i) — -i- 2 (w — 2) w,, 
or — I . 2 [/w, (TZ — i) -4- (m — 2) /z,] 2 (/z — 2) 

Par conséquent, 

p — - h p.'A/i, V ~ - h v'/Zj 

où 
I =r2/72 -4- /Z — 4, 

( v'' = m -h 2« — 4-

La signification de [)!' et v', v" s'exprime par les re-
lations 

Lorsque est une courbe générale de l'ordre m, on 
doit remplacer n par m [m — i), conséquemment les for-
mules (9«) par 

/ = w^-i- //z — 4? 

(9c) ' 

[ v" = 2 m- — m — 4. 

28. On trouve pour le système 

X 3 ) + 2 , 

- 3 ) + , l ^ ^ l l l i ^ ) . 

Puis les formules (1) et (2) donnent, après ime réduc-
tion au moyen des équations de M. Pliicker, 

[10 a) { ^ , 

j ^ — — 

{10 b) • = v). 
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Lorsque est une courbe générale de Tordre m, 

on peut remplacer n par m [m — i), d par o et i par 

— 2) [m^— 9), conséquemment (10 a) par 

\ L i — - (/w — 2) -h I i/w — 18), 
(10c) ^ ^ 2 ^ ^ ^ ^ 

[ V = (m — 2) (w -4- i) (m^-h m — 9). 

Pour on trouve 

pour m = 3, fi = 6, v = 12 (*). 

(La suite prochainement,) 

SUR LE RAYON DE COURBURE DES COURBES GAUCHES; 

PAR M. HERMITE. 

On donne dans l'enseignement un calcul un peu long 
pour déduire de la formule 

I dts^ 
p ds 

l'expression du carré de l'inverse du rayon de courbure 
au moyen des coordonnées x^ y, z et de l'arc Î, savoir : 

= ^^[{dxd^y — dxd'xY -4- [dyd'z — d z d y y 

-f- {dzd'x— dxdHY], 

la variable indépendante étant quelconque. On peut 
l'abréger comme il suit. 

(*) (3G3 se divise en trois systèmes dont les caractéristiques sont 2 
et 4 {voir la note du n® 20). 
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Soit pour uu iastaiil 

dx - dy dz 
a:=z—-, hzzz—^ 

ds ds ds 
et faisons 

a!z=za-\'da, b'z=zb-^db^ c'z=zc^dcy 

l'angle de contingence rfcf, sera donné par la formule re-
lative au sinus, savoir : 

sin^^^ =:{ab' — ba' Y -4- {ac' — ca'Y [bc' — cb')'; 

de sorte que l'on aura immédiatement r/cf̂  en calculant 
les expressions ab' — ha!̂  etc. Or on trouve : 

ab' — ba' a [b db) ~ b [a da), 

z=z a db — bda, 

^ dx ^dy ^ ^^ 

ds ds ds ds ' 

et celle dernière expression donne lieu à la réduction 
suivante : 

dx d 'y ds — dyd 's dy d 'xds — dxd 's 

~ds ~ds 

dxd'^y — dy d^x 

On a donc par un calcul bien facile 

dxd'^r — drd'x 
ab' - ba' = - t t - !» 

et semblablement 
dxd^z — dzd^x 

ac' — ca' , 
ds^ 

ds^ 

d'où suit comme on voit la formule annoncée. 
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THÉORÈMES RELATIFS 
AUX COURBES ET AUX SURFACES DU SECOND ORDRE -, 

PAR M. H. FAURE. 

1. Considérons la fonction 

(1) ..-f-Mpi^ 

des carrés des n variables a, (3, y , . . . , p., et posons 

(2) Aa,a -h BPr? €7,7 -f- . . 

En donnant à ries n valeurs 1 , 2 , 3, . . . , r?, on aura n re-
lations semblables. Désignons par le résultat que Ton 
obtient en remplaçant dans V,. les variables a, |3, y , . . . 
respectivement par . . . , et supposons que 

lorsque les indices r et s sont diiïérents entre eux. 

Écrivons l'équation 

( 3 ) = 

les coefficients â s étant des constantes quelconques, nulles 
lorsque les indices r et s sont égaux. Ces indices prenant 
les valeurs de la suite i , 2, 3 , . . . , w, si Ton représente 
par A', B', C , . . . , M' les coefficients des variables a®, 
/3%.. . , (JL̂  dans l'équation (3), on trouve 

A' Â  ^ B̂  ^ fi^ii,. . . , 
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d'où 

en ayant égard à l'hypothèse V..̂  = o. 

2. Désignons par V,.,. le résultat que Ton obtient eu 
remplaçant dans V^ les variables a, p par 

. . . , et supposons V,,. = o. 
Écrivons l'équation 

( 4 ) = 

les coefficients â ^ étant des constantes. 

Si l'on représente par A' , B' , . • • ? 'es carrés des 
coefiicients des variables a, j3,. . . , p. dans l'équation (4), 
on trouve 

B'=: B ' " " ' ' M ' = M̂  f̂ '̂ 

d'où 

en ayant égard à l'hypothèse V,.,. = o. 

3. Applications géométriques, — Soit 

/ 2 = : 3 et ç Aa^-h Bp^«-i-Cv'. 

L'équation cf = o représente une conique conjuguée à 

un triangle abc pris pour triangle de référence, a, (3, y 

étant les distances d'un point de la conique aux côtés de 

ce triangle. 
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L'équation V,. = o représente la polaire du point qui a 

pour coordonnées En donnant à r les valeurs 
I, 3, nous avons trois droites déterminant un triangle 
a b ' el les conditions V̂ ^ = o montrent que la conique cf 
esl également conjuguée à ce triangle. 

Comme d'ailleurs l'équation (3) est celle d'une co-
nique circonscrite au triangle a'b'c\ nous avons ce théo-
rème : 

T H É O R È M E L — Lorsqu une conique Ç est conjuguée à 
deux triangles abc y a!b' c' ̂  si Von conçoit une conique (¡¡' 
circonscrite au triangle a! U c'^ la somme des rapports 
que Von obtient en divisant les coefficients des carrés des 
variables dans (p' par les coefficients de ces mêmes va-
riables dans (jp est nulle. 

D'après le 2, on voit que V^ = o est une tangente à 
la conique conjuguée (f, parce que V̂ ^ = o. 

En donnant à r les valeurs i , 2, 3, nous avons trois 
tangentes à la conique cf déterminant un triangle a'Vd, 

La conique (4) étant conjuguée à ce triangle, nous 
avons ce théorème : 

T H É O R È M E IL — Lorsqu'une conique Ç est conjuguée 
à un triangle abc et inscrite dans un triangle a'b'c', si 
Von conçoit une conique a/ conjuguée au triangle dV 
la somme des rapports que Von obtient en divisant les 
coefficients des carrés des variables dans y' par les coej-

ficients des carrés des mêmes variables dans ç est nulle. 

Si l'on a égard à la définition que nous avons donnée 
de la caractéristique d'un point (p- 9) p̂ r̂ rapport à une 
conique, on pourra énoncer ces deux théorèmes comme 
il suit : 

T H É O R È M E L — Lorsqu'une conique (f est conjuguée 
à deux triangles abc^ a'b'c, si Von conçoit une conique cf' 
circonscrite au triangle dU c\ la somme des rapports 
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qiÊ^ Von obtient en divisant les caractéristiques des 
points a, b, c par rapport à ff'y par les caractéristiques 
de ces mêmes points par rappK>rt à est nulle. 

T H É O R È M E IL — Lorsqu'une conique Ç est conjuguée 
à un triangle abc et inscrite dans un triangle a! U d, si 
Von conçoit une conique conjuguée au triangle d 
la somme des rapports que Von obtient^ en divisant les 
caractéristiques des points a^ b^ c par rapport à O/', par 
les caractéristiques de ces mêmes points par rapport 
à (p, est nulle. 

Corollaires. — En désignant par n,. la caractéristique 

du point r par rapport à la conique (p, par TT̂ ', la carac-

téristique de ce même point par rapport à la conique 

nos devix théorèmes donnent 

tt ' 7:'/ tt' 

(A) + 
TTa Tb Ttc 

Ce qui suit est le développement de cette relation. 

1® Le théorème I nous montre que si la conique cir-

conscrite au triangle d U c' passe par deux des sommets 

du triangle abc.^ par a. et b par exemple (auquel cas 

= o).̂  elle passera aussi par le sommet c, puisque 

d'après le théorème on a TT'̂  = o. ( C H A S L E S . ) 

La même considération appliquée au théorème II 
montre que 

Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle 
db^d et conjuguée à un triangle abc^ on peut circon-
scrire au triangle abc une conique conjuguée à db'c'. 

Les polaires réciproques donnent cet autre théorème. 
Lorsqu'une conique est circonscrite à un triangle d U c ' 

et conjuguée à un triangle abc.^ on peut inscrire dans ce 
triangle une conique conjuguée à db'c'. 

On sait qu'une hyperbole équilatère est conjuguée au 
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triangle qui a pour sommets les points à Tinfîni sur un 
cercle et le centre de Thyperbole. Les théorèmes ci-dessus 
donnent alors les suivants : 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est inscrite dans un 
triangle, le cercle conjugué à ce triangle passe par le 
centre de Thyperbole. 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un 
triangle, la conique conjuguée k ce triangle qui a pour 
foyer le centre de l'hyperbole est une parabole. 

Dans les théorèmes généraux exprimés par l'équa-
tion (A), la conique ç' peut représenter deux droites 
conjuguées à la conique Dans ce cas la caractéris-
tique doit être remplacée par le produit des distances 
du point a aux deux droites. On a par conséquent ce 
théorème : 

3® Une conique (f étant conjuguée à un triangle abc^ 
si l'on désigne par d̂ ^ d'̂ ^ les distances d'un point r à deux 
droites conjuguées à la conique on a 

dad'^ di,d\ d^d' 
H 1 — o. 

TTo TXb 7fc 

Si les deux droites conjuguées coïncident, elles se con-
fondent avec une tangente à la conique, donc 

Une conique cf étant conjuguée à U7i triangle abc^ 
si Ton désigne par d̂ ^ di,̂  d̂  les distances de ses sommets 
a une tangente de cp, on a 

TTa TCg 

Par les sommets du triangle menons une co-
nique touchant les deux côtés ab^ ac du triangle «Je, et 
désignons par ¿j, Ci les points de contact sur ces côtés 
respectivement; la relation (A) devient 

I I hb, I ccs ^ 
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Cette condition, d'après le théorème précédent, signifie 
que la droite ¿iCj louche la conique cf, donc, d'après le 
théorème I, 

5° Une conique tp étant conjuguée à un triangle a'b'c\ 
si par les sommets de ce triangle on mène une conique 
touchant deux droites conjuguées à (p, la corde de contact 
touchera la conique. 

Comme cas particuliers, il résulte que 
Si par le centre d'une hyperbole équilatère on mène 

un cercle touchant deux droites conjuguées à l'hyperbole, 
la corde de contact touchera l'hyperbole. 

Une hyperbole équilatère étant conjuguée à un triangle, 
si par des sommets on mène une conique ayant pour foyer 
le centre de l'hyperbole, la directrice correspondante tou-
chera l'hyperbole. 

La théorie des polaires réciproques donne ce théorème : 
6° Une conique (p étant conjuguée à un triangle a'b'c'^ 

si l'on inscrit dans ce triangle une conique d passant par 
deux points b conjugués à la conique cp, les tangentes 
à la conique a/ menées par les poinls a et & se couperont 
sur la conique (p. 

Si les points a, b sont à l'infini sur un cercle, on voit 
que 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est conjuguée à un 
triangle, les centres des cercles inscrits à ce triangle sont 
sur l'hyperbole. 

D'après le théorème II on arrive, par des considéra-
lions analogues, aux suivants : 

7® Une conique <p étant inscrite dans un triangle a'b'c\ 
si l'on mène une conique conjuguée db'c' et touchant 
deux droites conjuguées à (p, la corde de contact touchera 
la conique y. 

8® Une conique 9 étant circonscrite à un triangle a'b'c'^ 
si l'on mène une conique cf' conjuguée à a'b'c' par deux 
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points a, b conjugués à la conique cf, les tangentes à la 
conique menées par les points a et t se couperont 
sur çp. 

Si les points c' sont à Tinfini sur un cercle, nous 
trouvons que 

Lorsqu'une parabole ç a pour foyer le cenire d'une 
hyperbole équilatère, si l'on mène à l'hyperbole deux 
tangentes qui soient conjuguées à la parabole, la corde 
de contact touchera la parabole. 

Lorsqu'un cercle passe par le centre d'une hyperbole 
équilatère, les tangentes menées d'un point du cercle à 
l'hyperbole rencontrent celle courbe en deux points con-
jugués par rapport au cercle. 

Lorsqu'une conique cf est conjuguée à un triangle abc^ 

la caractéristique de l'un des sommets a est égal au rap-

port en désignant par o le centre de la conique. 

Deux coniques o et o sont conjuguées à un même 
triangle abc déterminé par les poiîUs d'intersection des 
(ôiés opposés et des diagonales du quadrilatère inscrit 
dans les deux coniques ; donc, en ayant égard à l observa-
lion précédente et au théorème I, 

9° Deux coniques ayant pour centres les points o et o', 
si Ton peut inscrire dans la conique o' un triangle conju-
gué à la conique o, on aura la relation 

obc oca nab 

o'bc o'ca o'ab 

dans laquelle a^b,^ c sont les points qui ont la même po-
laire dans les deux coniques. 

D'après le théorème II, on voit que cette même rela-
tion existera si l'on peut circonscrire à la conique o un 
triangle conjugué à la conique o'. 

Si l'on désigne par oc, ̂ ^ y les dislances du centre o aux 
Ann. de Mathêmat,, I*' série, U V ( J u i l l e t 18G6. ) 2 0 
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côtés du triangle ahc par a , jS', y'les distances du centre o 
aux côtés du même triangle, ce théorème donne 

a 8 7 

Supposons que les coniques o et o' se touchent au point a, 
les points a et h venant coïncider, la relation ci-dessus 
devient 

2 a 7 
-T + -T == O. 
a' 7 

Or, en général, si P représente le produit des carrés des 
demi-axes principaux d'une conique conjuguée à un 
triangle, R le rayon du cercle circonscrit à ce triangle, 
on a 

P = 2RaP7 

pour la conique o (question 560), et 

dans le cas où les coniques se touchent 

P _ «̂ 7 

D'autre part, si p est le rayon de courbure de la co-
nique o au point de contact a, p' le rayon de courbure de 
la conique o' au même point, on a 

P ^ K , = et 1 = 

P 

L'égalité des rapports ~ donne 

7 _ p « 

donc, en vertu du théorème précédent, 

2p' -f- p = o. 
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Lorsque deux coniques o el o' se touchent, si l'on peut 

inscrire dans la conique o' un triangle conjugué à o (ou 
circonscrire à o un triangle conjugué à o'), le rayon de 
courbure de la conique o au point de contact sera le 
double de celui de la conique o' au même point et dirigé 
en sens contraire. 

Désignons par «j, a®, ¿25 l^s points d'inter-
section de la conique (f avec les côtés du triangle res-
pectivement opposés aux sommets a, c, soient A, B, C 
les demi-diamètres de (p parallèles à ces mêmes côtés. 
Ajoutant un accent à ce qui esl relatif à la conique cf', la 
relation (A) devient 

€ib\ . ah\ B2 ba\ . bd^ k' TT',. 

ab, .ab^ B'2 ba, . ba-, A'^ TTC 
O 

en laissant subsister le dernier terme tel qu'il est. 
Supposons que le triangle abc ait son côté ab à l'in-

fini, de sorte que c devienne le centre de la conique (p, 
ca, ch deux de ses diamètres conjugués. La relalion pré-
cédente se réduit à 

A 2 R2 

(B) = 

en remarquant que tt̂  = — i . 
Les théorèmes I et II donnent cet énoncé. 
10® Etant données deux coniques ç el (f', cette dernière 

étant circonscrite à un triangle conjugué à o (ou con-
juguée à un triangle circonscrit à y), si l'on désigne 
par A, B deux demi-diamètres conjugués de cf, par A', B' 
les demi-diamètres de y' parallèles aux premiers, on a 
la relation précédente dans laquelle t:^ est la caractéris-
tique du centre de cf par rapport à y'. 

Si (p est un cercle on a ces théorèmes : 
II® La somme des carrés des inverses des demi-axes 
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principaux d'une conique circonscrite à un triangle 

(ou conjuguée à un triangle) est égale à la caractéris-

tique du centre du cercle conjugué au triangle (ou du 

centre d'un cercle inscrit au triangle), par rapport à cf' 

divisé par le carré du rayon du cercle. 

Si au contraire jp' est un cercle, on a ces théorèmes : 

12" l.a somme des carrés des demi-axes principaux 

d'une conique conjuguée à un triangle (ou inscrite dans 

un triangle) est égale h la puissance de son centre par 

rapport au cercht circonscrit (ou conjugué) au triangle. 

Rem(irqu(u — Ces deux théorèmes ont été proposés 

en questions dans les Nouvelles Annales, 524 el 562. 

Le numéro de juin 1864 (p. contient une solution 

de la question 562, mais quelques inexactitudes de l'au-

teur l'amènent à une erreur dans un coeiFicicnt numérique. 

Je ferai la même observation à l'égard de la question 564 . 

dont l'énoncé modifié (1864, p. ^53) est inexact. L'é-

noncé qui figure tome X X , série, page 56, est exact. 

Dans la relation (B) remplaçons TT'̂  par sa valeur, on 

aura 

A^ B^ _ cfl, .ca^ ^ W _ cb\ ,cb\ 
gr̂  " " i ^ r ' Â̂ ^ " B'̂  

Si l'on élimine A' et B' de ces deux relations, on a ces 

théorèmes : 

i3" Étant donnés une conique ayant pour centre le 

point c el deux de ses demi-diamètres conjugués A, B, 

si une conique circonscrite à un triangle conjugué à cf 

(ou conjuguée à un triangle circonscrit n y), rencontre ces 

deux diamètres respectivement aux points a , , 

on aura la relation 

( C ) r + T T — I . 
^ ^ ca,.ca^ CD,.CD^ 
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Si la conique ç est un cercle, on voit que : si par un 

point fixe c on trace deux droites rectangulaires rencon-
trant une conique, l'une aux points â ^ l'autre aux 
points ¿1, ¿2, on a la relation 

= c o n s t . 

La valeur de la constante résulte du précédent théo-
rème. Si c est le cenire de la conique, on retrouve un 
théorème connu. 

Lorsque dans la relation (B) ou suppose que la co-
nique d passe par le centre de cf, nous dirons que : 

Lorsqu'une conique cp' passe par trois points conjugués 
à une conique cp (ou bien esl conjuguée à un triangle cir-
circonscrit à ( j p ) et par son centre, si Ton désigne par A, B 
deux diamètres conjugués de ^ el par A', B' les diamètres 
qui leur sont parallèles dans on a la relation 

Cette relation montre que si Tune des coniques est un 
cercle, l'autre est une hyperbole équilatère, ce qui donne 
quatre théorèmes plus ou moins connus. 

La même relalion (B) donne le théorème suivant : 
Lorsqu'une conique (p' concentrique à une conique ç 

passe par trois points conjugués de celle-ci (ou est con-
juguée à un triangle circonscrit à cf), si l'on désigne 
par A, B deux diamètres conjugués de y, par A', B' les 
diamètres de (p' de même direction que les premiers, on 
a la relation 

La relation (C) donne : 

Lorsqu'une conique passe par les exlrémirés d'un 
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diamèlte de la conique cf et trois points conjugués de 
celle-ci (ou est conjuguée à un triangle circonscrit à (j?), 
elle rencontre le diamètre A conjugué au premier en 
deux points a j , a^ tels que 

c étant le centre de A la longueur du demi-diamètre. 

4'. Pour n = 4? on a deux théorèmes généraux ana-

logues à ceux démontrés plus haut (p. 3oi) : 

T H É O R È M E S I I I E T I V . — Lorsqu'une surface Ç du se-
cond ordre conjuguée à un tétraèdre abcdest conjuguée 
à un second tétraèdre a'b'c'd' (oa inscrite dans ce té-
traèdre)^ si Von conçoit une surface y' du même ordre 
circonscrite au tétraèdre a'b'c'd* [ou conjuguée à ce té-
traèdre) , la somme des quotients que Von obtient, en divi-
sant les caractéristiques des points a, c, d par rapport 
à d)', par les caractéristiques de ces mêmes points par 
rapport à (p, est nulle. 

En désignant par les caractéristiques du som-

met a, par rapport aux surfaces et nous écrirons 

donc 

Nous nous bornons à énoncer les théorèmes déduits 
de cette relation, en suivant le même ordre que pour les 
coniques. 

I® Toule surface du second ordre qui passe par sept 
des sommets de deux tétraèdres conjugués, passe par le 
huitième. 

Toute surface du second ordre conjuguée à un 
tétraèdre a'h'c'd'^ circonscrit à une surface (p du second 
ordre, et qui passe par trois des sommets d'un tétraèdre 
conjugué à passe par le quatrième sommet. 
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La théorie des polaires réciproques donne deux autres 

théorèmes : 

Une surface du second ordre o étant conjuguée à un 

tétraèdre abcd,^ si Ton désigne par p«, les distances du 

sommet a k deux plans conjugués par rapport à on a 

Une surface du second ordre cf étant conjuguée à un 

tétraèdre ahcd^ si l'on désigne par p̂ . la distance du som-

met a à un plan tangent à cy, on a 

5® Une surface du second ordre cf étant conjuguée à un 

tétraèdre, si par les sommets de ce tétraèdre on conçoit 

une surface du second ordre touchant les arêtes d'un 

trièdre conjugué à y, le plan passant par les points de 

contact louchera la surface y. 

6° Une surface du second ordre ip étant conjuguée à un 

tétraèdre, si Ton inscrit dans ce tétraèdre une surface du 

second ordre (p̂  tangente aux trois côtés d'un triangle 

conjugué à (p, les plans tangents à la surface cf' menée par 

les trois points de contact se couperont sur cp. (Réci-

proque du précédent.) 

17® Une surface du second ordre (p étant inscrite dans 

un tétraèdre, si l'on conçoit une surface du second 

ordre conjuguée à ce tétraèdre el touchant les arêtes 

d'un trièdre conjugué à (p, le plan passant par les poinls 

de contact touchera la surface f . 

Une surface du second ordre (p étant circonscrite à 

un tétraèdre, si Ton conçoit une surface du second 

ordre (p'conjuguée à ce tétraèdre et louchant les côtés 

d'un triangle conjugué à (p, les plans tangents aux points 

de contact menés à la surface cf' se couperont sur f . 
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Deux surfaces du secoud ordre étant données, si 

Ton désigne par a, /3, y, d les distances du centre de l'une 
d'elles ç aux faces du tétraèdre conjugué à la fois aux deux 
surfaces, par a', (3', d'les distances du centre de la se-
conde qp' à ces mêmes plans, on pourra inscrire dans la 
surface un tétraèdre conjugué à y, si l'on a la relation 

a p 7 ^ 
a p 7 (î 

Cette même relalion aura lieu si l'on peut circonscrire 
à (f un tétraèdre conjugué à q)'. 

to'̂  Etant données deux surfaces du second ordre ç 
et (p', celle dernière étant circonscrite à un tétraèdre con-
jugué à (p (ou conjugué à un tétraèdre circonscrit à ç), si 
l'on désigne par A, B, C trois demi-diamètres conjugués 
de f , par A', B', C les demi-diamètres de (p' parallèles aux 
premiers, on a la relation 

^ B̂  O _ , 

dans laquelle est la caractéristique du cenire ¿Z de cf 
par rapport à 

Si cp esl une sphère on a ces théorèmes : 
La somme des carrés des inverses des demi-axes 

principaux (ou de trois demi-diamètres rectangulaires) 
d'une surface o' circonscrite à un tétraèdre (ou conjuguée 
à ce tétraèdre) esl égale à la caractéristique du cenire de 
la sphère conjuguée au tétraèdre (ou du centre d'une 
sphère inscrite au tétraèdre) par rapport à cf' divisé par 
le carré du rayon d: la sphère (*). 

Si, au contraire, (î̂ ' est une sphère : 

Ce théorème revient à celui donné par M. Painvin dans la ques-
tion 760, que M. Faure ne connaissait pas quand il nous a envoyé son 
article au mois de novembre dernier. P. 
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I Q" La somme des carrés des demi-axes principaux 

d'une surface du second degré conjuguée à un tétraèdre 
(ou inscrite dans im tétraèdre) est égale à la puissance de 
son centre par rapport à la sphère circonscrite (ou con-
juguée) au tétraèdre. 

Remarque. — Un tétraèdre n'a pas en général de 
sphère conjuguée, il faut pour cela que ses arêtes oppo-
sées soient rectangulaires 5 le point de rencontre de ses 
hauteurs est le centre de la sphère conjuguée. Les théo-
rèmes dans lesquels figurent une sphère conjuguée sont 
donc relatifs à un tétraèdre dont les hauteurs se ren-
contrent. 

Etant donnés une surface du second ordre (p ayant 
pour centre le point d ét trois de ses demi-diamètres 
conjugués A, B, C, si une surface du second ordre cir-
conscrite à un tétraèdre conjugué à cf (ou conjuguée à un 
tétraèdre circonscrit à y) rencontre ces diamètres respec-
tivement aux points «i, a^, ¿j , ¿g, Cj, Cg, on a la relation 

Â  B̂^ Ĉ  _ 
cltti • da^ db,. db2 de,. dc-i 

Il serait facile de multiplier davantage ces applications 
de nos deux théorèmes généraux; ce qui précède suffit 
pour montrer le parti que l'on peut en tirer. 

C O N S T R U C T I O N GRAPHIOlUi 
de la courbe gâuclie da troisième ordre qui passe par six points donnés 

dans l'espace; 
PAR M. p o u d r a . 

Soient ¿2, by c, e,/ ' les six points donnés dans l'es-

pace. Prenons pour plan de construction celui qui passe 
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par les trois points a, c. Soient ê  les projections 

des points c? et e de l'espace, sur ce plan abc. 

Rabattons ces points et e de l'espace sur le plan 

abc en faisant tourner les verticales projetantes dd^., ee^ 

autour de leurs traces respectives e^ dans une même 

direction, et soient, sur la figure, ¿/j, ei, ces points ra-

battus. 

Considérons le point d comme le sommet d'un cône 

du second degré passant par les cinq points a , c, 

et dont la base sur le plan abc sera une section conique 

abcniog. Regardons de même le point e comme le 

sommet d'un second cône passant par les cinq points 

a^ ¿ , c, d^J: il aura pour base, sur le plan abc., une co-

nique abchpm facile à déterminer. 

Ces deux cônes ont une arête commune de-., leur in-

tersection est alors une courbe du troisième ordre qui 

passera par les six points donnés. C'est celte courbe qu'il 

s'agit de construire simplement. 

Par l'arête de^ commune aux deux cônes, menons un 

plan quelconque : il coupera le plan abc suivant une 

droite telle que nigk^ qui passera toujours par le point 

m quatrième intersection des deux bases, point /// par 

lequel passe l'arête commune de. Celte droite rngh ren-

contrera en g la base du premier cône, el en h celle du 

second ^ el alors les droites dg, eh représenteront les 

arêtes des deux cônes qui sont dans le même plan ; leur 

point d'intersection i sera donc un point de la courbe, 

mais rabattu. En continuant cette opération par une suite 

de plans coupants, on obtiendra autant de poinls de la 

courbe qu'on le désirera. 

Si du point d^ on mène les deux droites doj^ dhq^ tan-

gentes à la base abcymo du cône dont ce point est le 

sommet rabattu, ce seront les limites des arêtes de ce cône, 

el la courbe cherchée et rabattue doit donc être tangente à 
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ces deux droites. On obtiendra facilement les points de 
tangence : ainsi pour la tangente djO, on trace la droite 
moo qui rencontre la seconde base abchpm au point r, et 
ce point joint à ê  donne la droite rej;, laquelle représente 
l'arête du second cône qui se trouve dans le même plan 
que la base omr du premier. Le point j d'intersection 
de ces deux arêtes sera le point de tangence de la droite 
dioj et de la courbe. On trouvera de même le point k. 
Eu agissant de la même manière pour les tangentes ê Z, 
e j p , on trouvera les points l et où ces droites sont 
tangentes à la courbe. 

On obtiendra la tangente à la courbe en un point quel-
conque i en menant les deux arêtes dgi^ eîu\ qui déter-
minent sur les bases respectives les points g et h ; les 
tangentes en ces points se rencontreront en un point qui, 
joint à i, donnera la tangente cherchée. 

On trouvera facilement les asymptotes de la courbe 
gauche ; il suffit de déterminer dans les deux cônes les 
couples d'arêtes parallèles et mener ( comme ci-dessus 
pour la tangente au point i) les deux tangentes aux bases 
respectives passant par les traces de ces arêtes, alors 
par le point d'intersection de ces deux tangentes menant 
une parallèle aux couples d'arêtes ce sera une tangente à 
leur point d'intersection, qui est à l'infini-, ce sera donc 
une asymptote de la courbe. Une des couples d'arêtes pa-
rallèles est la droite dcm ; il peut y en avoir trois autres, 
dont deux peuvent être imaginaires. 

Tous les résultats obtenus par ces constructions sont 
tracés sur le plan abc et représentent les constructions 
de l'espace rabattues sur ce plan ; en relevant tous les 
points on obtiendra donc la courbe gauche dans l'espace, 
et les pieds des verticales donneront la projection de cette 
courbe sur ce plan abc. 
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SUR LE VOLUME D'UN T É T R A È D R E E T SUR UN THÉORÈME 

DE STEINER^ 

PAR M . J. D E V I R I E U , 
Professeur à Lyon (institution Sainte-Barbe). 

Soit ABCD un tétraèdre ^ désignons par AH et AH' les 
perpendiculaires abaissées du point A sur la face BCD et 
sur C D ' projection de CD sur un plan mené par A per-
pendiculairement à AB. 

AH est la hauteur du tétraèdre, AH' la distance des 
arêtes opposées AB, CD. Soit â l'angle aigu que forme le 
plan de la face BCD et le plan mené par A perpendicu-
lairement à AB; c'est aussi l'angle des droites AB, AH. 

V désignant le volume, on a 

V — ^ A H X BCD, AC D' = BCD cos^, >j 

d'où 

A H ABcosd% A C ' D ' - A H ' x C^D'; 
1 

V = p A B x A H ' X C ' D ' . 6 
Mais C ' D ' = CDcos|ji, ¡jl désignant l'angle aigu que for-
ment les droites C D ' , CD. Or [m est le complément de 
l'angle aigu que forment les arêtes opposées CD, AB, et 
on a 

V — g X AB X CD X A H ' X sin ( a B . ^ ) . 

T H É O R È M E . — Le volume d\in tétraèdre est égal au 
sixième du produit de deux arêtes opposées multiplié 
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par le produit de leur distance mutuelle et du sinus de 
Vangle qu elles forment. 

T H É O R È M E DE S T E I W E R . — Soient deux droites P , Q , 

non situées dans le même plan; si deux points A, B se 
meuvent sur P en conservant leur distance, que deux 
points C, D 5E meuvent sur Q, en conservant leur dis-
tance, tous les tétraèdres ayant pour sommets ces quatre 
points mobiles, sont équivalents. 

T H É O R È M E S U R L E T É T R A È D R E ; 

PAR M . A . S A R T I A U X , 

Élève de l 'École Polytechnique. 

M. Beltrami a énoncé dans les Nouvelles Annales 

(question 663, t. II, 2® série, p. 336) le théorème sui-

vant : 

Les points milieux des vingt-huit droites qui joignent 
deux à deux les centres des huit sphères inscrites dans 
un tétraèdre quelconque sont sur une même surface du 
troisième ordre qui contient toutes les arêtes du tétraèdre. 

On peut généraliser ce résultat el énoncer le théorème 
suivant : 

Les points divisant les vingt-huit droites qui joignent 
deux à deux les centres des huit sphères inscrites dans 
un tétraèdre quelconque dans le rapport des distances 
de ces centres à un plan fixe sont sur une même surface 
du troisième ordre qui contient toutes les arêtes du té-
traèdre. 

En effet, les centres des sphères inscrites sont définis 
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par les égalités 

^ = J — z — t, X —y r= z — 

X—y — Z — t, X — — — zznr, 

Nous prenons le tétraèdre donné comme tétraèdre de ré-
férence . 

Soient 

x—y=:z—t, x'z=:y'— z'~ — t', 

deux des centres, et soit 

le plan fixe. 

Soient p et p^ les distances des deux centres au plan, 

on a 

— R ( a -f- p -f-7 x = y : = z z = : t , 

x' ^y'— z'z=z~ t\ 

et posant X = ^ ^ ^ ^ ^ ^ ̂  ^ _ ^ '̂ 

2 \p p 

le point 

est évidemment sur la surface dont l'équation est 

a 8 7 i 

X y z t 



( 3 . 9 ) 
car les valeurs de X', Y' , Z', T ' , peuvent s'écrire 

Mais si A, B, C, D, V représentent les faces du tétraèdre 
et son volume, on a 

AX' -h BY' CZ' -+- DT' 3 V, 

c'est-à-dire 

^ [ / . ' ( A ^ + B j + CZ + DÎ) 

-hp (A .r ' -h By -f- Cz' -f- Dt')] = 3 V , 

et comme 

Ax-{-By-{-Cz~hhtz=: 3 V , A.t' -h B / - f - Cz' - 4 - Dt' = 3 V , 

ft = 
p-hp' 

par suite, 

p'x-\-px p'r-^pr' 
A = — 5 I — , 

p-hp p-hp' 

ce sont précisément les coordonnées du point divisant la 
distance des deux centres dans le rapport de leurs dis-
tances au plan fixe. Ainsi si le plan fixe a pour équation 

CLX -h ^y -h -iz -h ^t ^ Oy 

la surface du troisième ordre a pour équation 

a B y â 

X y Z t 

elle contient évidemment les arêtes du tétraèdre el est la 
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surface inverse du plan fixe. Lorsque le plan fixe est le 
plan à l'infini on a le théorème de M. Beltrami. 

Les quatre sommets sont des points doubles de la sur-
face. Si l'on prolonge jusqu'au plan des trois autres les 
droites joignant un point double à un point de la surface, 
les pieds de ces quatre droites pris par groupes de trois 
déterminent quatre plans passant respectivement par un 
point fixe. Ces points fixes sont les points communs aux 
cônes tangents aux points doubles pris trois à trois. Ces 
cônes se coupent trois à trois en un seul point distinct des 
points doubles. 

Pour une position d'un point de la surface ces quatre 
plans forment un tétraèdre dont les sommets sont les 
faces du tétraèdre des points doubles. Ces deux tétraèdres 
sont homologiques et le point de la surface est le centre 
d'homologie. 

Cette surface est en même temps le lieu des points tels 
que les pieds des parallèles à quatre directions fixes arrê-
tées aux faces d'un tétraèdre soient dans un même plan. 
Nous pouvons prendre les distances aux faces comptées 
sur ces directions comme coordonnées d'un point. Expri-
mer que les pieds de ces quatre droites sont dans un 
même plan revient à dire que la somme algébrique des 
volumes des tétraèdres obtenus en prenant les coordon-
nées du point trois à trois est nulle. L'équation qui tra-
duit cette condition est 

YZT sin y Î t -f- XZT sin 

X YT sin X Y T X Y Z si n X Y Z = o. 

Si l'on revient au système de coordonnées perpendicu-
laires aux faces du tétraèdre, l'équation prend la forme 

a 3 y â 
x y z t 
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ce qui démontre la propriété. Ce sont des propriétés tout 
à fait analogues à celles des coniques circonscrites à un 
triangle. Nous avons vu que la surface passe par les arêtes 
du tétraèdre. Si Ton appelle R, R' les rayons de courbure 
aux deux points formant avec deux sommets un système 
harmonique, on a 

l + i , = e o n s t . 

Les arêtes du tétraèdre appartiennent à la ligne para-
bolique de la surface. 

CONSTRUCTION 

des ceutres des circoârérences tangentes à trois circourérences données 
et des centres des sphères tangentes à quatre sphères données ; 

PAR M . E . S T É P H A N . 

T H É O R È M E L — Si Von augmente ou si Von diminue 
d'une même quantité variable les rayons de trois cir-
conférences CL, C2, C3, leur centre radical décrit une 
ligne droite Oi O2. 

La droite Oj O^ passe par les centres Oi, Oi des deux 
circonférences tangentes, Tune intérieurement, l'autre 
extérieurement aux trois circonférences Ci, Cj , Cj.Il ré-
sulte de là que : 

Pour trouver les centres Oj, Oj, il suffit de déterminer 
les points de la droite Oi Oj qui sont à égale distance 
de deux des trois cercles CJ, CG, C3. 

Ce dernier problème peut être énoncé plus générale-
ment sous la forme suivante : 

(*) Extrait du Bulletin de la Société Philomathique, p. i33; i865. 
Ann. de Uaihèmat., 'i« série, l . V. (Juillet 1866.) 2 1 
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Trouver les points d'intersection d'une droite et d'une 

courbe du second degré: or, on sait résoudre cette ques-
tion dans tous les cas, par plusieurs procédés simples, 
avec la règle et le compas. 

Si Ton augmente le rayon de Tune des circotiférenees, 
de Cl par exemple, d'une certaine quantité et que Ton 
diminue en même temps les rayons des deux autres Cj , 
Cs delà même quantité, ou inversement, le centre radi-
cal décrit une autre droite qui passe par les centres des 
circonférences tangentes extérieurement à Ci et intérieu-
rement à Cg et C3 ou inversement. 

En résumé : Il existe quatre droites.^ faciles à con-
struire^ sur lesquelles sont situés par couples les centres 
des huit circonférences qui y dans le cas le plus général, 
répondent à la question proposée (*). 

T H É O R È M E 1 1 . — La droite O I O 2 est perpendiculaire à 
Vaxe de similitude des circonférences C^ C2, C3. 

Cette propriété, connue de Gergonne, ressort aussi 
d'un travail de M. Mannheim sur le lieu des centres 
des circonférences qui coupent trois circonférences don-
nées sous le même angle. 

Ce qui précède peut être répété textuellement pour 
quatre sphères. 

T H É O R È M E III. — Quand on augmente ou quand 
diminue d^une même quantité variable les rayons de 
quatre sphères Si, Sa, S3, S4, leur centre radical décrit 
une droite Oi Og. 

La droite Oj O2 passe par les centres O,, O2 des deux 
sphères tangèntes. Tune intérieurement, l'autre extérieu-
rement aux quatre sphères Sj, Sj, 83, S .̂ Il résulte de 

(*) Pour la question analogue relative aux petite cwcles de la sphère, 
consulter un excellent Mémoire de M. Heegmann, dans le RecueU de la 

Société de Lille ; 1826. P. 
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là que : Paur trousser les centres Oi , Oi, il suffit de dé-
terminer les points de la droite Oi 0« qui sont à égale 
distance de deux des quatre sphères données. 

Cette question se résout à peu près de k même manière 
que la question de Géométrie plane qui lui correspond. 

Les centres des seize sphères qui, dans le cas général, 
répondent à la question, sont situés par couples «ur huit 
droites analogues à Oi Oj . 

On sait que les plans radicaux de trois sphères, de Si, 
Sj, Ss par exemple, se coupent suivant une même droite 
(D4) appelée axe radical des sphères. 

T H É O R È M E IV. — Si l'on augmente d^une même quan-
tité variable les rayons des sphères Si, S^, 83, la droite 
(D4) décrit un plan (P4) perpendiculaire à leur axe de 
similitude. 

Si Ton augmente d'une même quantité les quatre rayons, 
W a quatre plans analogues (Pi), (Pj), (P3), (P4). 

T H É O R È M E V . — Les plans ( P J ) , ( P , ) , ( P 3 ) , ( P 4 ) 5A 

coupent suivant une même droite perpendiculaire au 
plan de similitude des quatre sphères. 

C'est cette droite qui nous sert à effectuer notre con-
struction . 

NOTE L ' I N T É G R U T I O N D E S ÉQUATIONS D I F F É R E N T I E L L E S 
S IMULTANÉES ET L INÉA IRES . 

La méthode d'Ampère pour la résolution des équations 

(I) 

dr dz 
A -f- B - - -f- C j -h Dz = E, 

dx dx 

A'!^ 4. B ' J -f- C > D'z E' 
dx dx 

21. 
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exige que Ton ramène ces dèux équations à deux autres 

dont Tune ne contienne q i i e ^ ? et Tautre q u e ^ - On 

peut éviter cette opération préalable en procédant de la 
manière suivante. 

Je suppose en premier lieu que les coefficients A, B, 
C, D, A', B V C V i y soient constants. J'ajoute les deux 
équations (I) après les avoir multipliées respectivement 
par I et par la constante 6. J'obtiens ainsi 

• (C - h C ' ô ) j - + - ( D -f- E'G. 

Je pose 

(2) (A-4- A'G)JK 4-(B -^ B'Ôjzzzr«, 

c 4- CB Q _ ; 
B - f - B ' ô 

et l'équation linéaire (i) se réduit à l'équation linéaire 

(4) ^-4. —E-f-E'ô. 
dx 

De la première des équations (3) on tire deux valeurs 
constantes (ôi, Sg) de Tinconnue 0. Soient Mi et û  les va-
leurs correspondantes de M, obtenues en intégrant l'équa-
tion (4). On aura 

(A - f - A ' e J j 

( A-f-A'0,)/ 4-(B-f-B'0.,) z — tt,, 

d'où l'on déduira les valeurs des fonctions inconnues y 
et z. 

Quand les coefficients des premiers membres des équa-
tions (1) sont des fonctions de x^ on procède d'une façon 
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analogue, mais en considérant 0 comme une fonction 
de X. Dans ce cas le premier membre de Téquation (i) 
doit être diminué de 

Idk dk' fdB dB' 

termes qu'il a fallu ajouter pour compléter la dérivée de 

( A -j- - f (B -h B'0) z ou de w. L'équation qui donne 

les valeurs de 9 est alors 

c + c e - ^ - ^ ' e - A ? 
dx dx dx 

( 5 ) < 

dx dx dx 

B - 4 - B ' 0 

Cette équation est du premier ordre, mais non linéaire. 
Quand on saura l'intégrer, on aura deux valeurs de ô en 
attribuant à la constante arbitraire deux valeurs dis-
tinctes, et le calcul s'achèvera comme plus haut. On 
simplifie l'équation (3) en supposant que A et A'sont 
deux constantes, ce qui est toujours permis. 

La méthode précédente s'étend facilement au cas de 
trois équations simultanées. Nous n'examinerons que le 
cas où les coefficients seront constants. Soient 

dx dx dx 

^ ' \ dx dx dx 

f k''^ -F- B'^^ -4- + Dy -F- F"/ 
\ dx dx dx 

J'ajoute ces équations respectivement multipliées par le» 
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consumes i , J'aurai 

• A'e 

(n 4 - ( D 

= -f- e n . 

-+-(c-f-c'G-f-cn)i] 

D'Ô -t- D n ) x 4-(E E'ô -f-

Je pose 

( 3 ' ) 

(A -4- A'Ô -4- A n ) j -I- (B B'Ô -4- B n ) z 

A - f - A ' G - f ^ ^ ' B 

F 

B'e -I- B n 

-F'ô-I-F'a 

et réquation (i') se réduit à l'équation linéaire 

(4') dx 

Les équations (3') donnent, tout calcul fait, trois valeurs 
de 0 et trois valeurs correspondantes de X. L'intégration 
de l'équation (4') donnera trois valeurs correspondantes 
de u. Si l'on substitue à X, u dans l'équation {2!) tour 
à tour 01, Xi, Ui 5 0s, X,, Uf 5 03, X3, «3, on aura trois équa-
tions pour déterminer les fonctions inconnues j , t. 

On traiterait de la même manière des équations simul-
tanées de la forme 

d'^z 
B -7-r C/ -h Ds E, 

dx^ dx'" 

au moins quand A, B, C, D sont des constantes. P. 
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SOLUT ION DE Ql IESTiONB 
P R O P O S É E S DAKS L E S NOUVELLES A N N U E S . 

Question 
(voir 1" série, tonw XX, page 66}; 

P A R M . V I A N T , 

Étant données deux figures homographiques F , F ' 
dans un même plan, soient m, m\ m" les points du plan 
homologues à eux-mêmes. 

Si une conique est circonscrite au triangle mnirri\ 
il n existe sur cette conique que deux points tels, que 
deux droites tournant autour de çes points et se coupant 
sur la conique soient toujours homologues dans les deux 
figures. 

Si une conique est inscrite au triangle m np' rd\ il 
n'existe que deux tangentes telles, quune droite rou-
lant sur la conique coupe ces deux tangentes en deux 
points toujours homologues dans les deux figures. 

( P . L A F I T T E . ) 

Dans tout système homographique le sommet d'un an-
gle est homologue du sommet de ramgle des droites eoi*̂  
respondantes. 

Soit donc une conique m m ' m"aÇ!)' circonsçritç au 
triangle forme par les points doubles ; soient «se, d^ux 
points satisfaisant aux conditions de Ténoncé. Pour cela, 
il faut et il suffit que soient des poiuts homologues. 
CeUe condition est laéo^saire d'après le principe que j'ai 
rappelé. Elle est suffisante -, car si elle est remplie, sup-
posons menée la droite ay et son homologue a'y, et cou-
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pons par la droite double le rapport anharmonique 
des quatre points d'intersection de mm" avec ma, 
« devra être le même que celui des points d'intersec-
tion de mm" avec ma\ a'y^ a'm\ a'm", Donc, y doit se 
trouver sur une conique déterminée par les cinq points 

Ces propositions établies, je dis que sur la conique don-
née il n'existe que deux points a, a' tels que l'un d'eux soit 
homologue de l'autre. Soit a ' un point quelconque de la 
conique donnée, considéré comme appartenant à la fi-
gure F' , mais différent des points doubles. Pour trouver 
son homologue« je puis me servir de la conique homologue 
de la première. L'homologue de a ' ne peut se trouver sur 
la première conique qu'à la condition de coïncider avec 
l'un des quatre points d'intersection des deux coniques; 
autres que m, m', m" qui sont des points doubles. El 
réciproquement, un point autre que wi, m', m ,̂ situé à 
l'intersection de la conique donnée et de son homologue, 
sera l'homologue d'un point situé sur la conique donnée. 
On verrait de même que le point ol' ne peut se trouver qu'à 
l'un des points d'intersection de la conique donnée el de 
l'homologue de cette conique considérée comme apparte-
nant à la figure F . 

Je crois superflu de traiter le théorème corrélatif5 il 
suffit, dans le raisonnement, de remplacer les points par 
des droites, les points des coniques par des tangentes à 
ces courbes, et réciproquement. 

Note du Rédacteur. — On démontre encore de la manière suivante 
qu'il ne peut exister sur une conique qui passe par les trois poin-ts m, 
m', m" deux couples de points homologues a, a'; /3'. En effet, si l'on 
joint les points a et a' au point yS, a/3 aura pour homologue a'/3; et de 
même si Ton joint ^ et au point a, /3a aura pour homologue /2'cf. 
Donc a'/3 et a/3' doivent coïncider, ce qui ne peut avoir lieu que si a 
et ^ coïncident ainsi que a' et /S' F, 
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Question 7O3 
(TOir 2* série, t. V, p 9S); 

PAR M . C . M A S S I N C X , 

Élève de l'École Centrale. 

Si Ton cherche le lieu des points d'oii Von peut mener 
à une ellipse ou à une hyperbole des tangentes faisant 
un angle donné, on trouve une équation de la forme 

Réciproquement, étant donnée une équation de cette 
forme, peut-on trouver une ellipse ou une hyperbole 
telle, que si d'un point de la courbe donnée on mène 
des tangentes à Vellipse ou à Vhyperbole^ ces tangentes 
jassent un angle donné? Le problème a-t-il plusieurs 
solutions? (G. D A U B O U X . ) 

L'équation da lieu des points d'où l'on peut mener à 
une hyperbole ou à une ellipse des tangentes iaisànt un 
angle V, est 

TANG^ V 

1 b') 

- f tang^V 

. ' lanĝ V ' 

le signe supérieur qui précède b̂  se rapportant à l'el-
lipse, le signe inférieur à l'hyperbole : a* et dt dési-
gnant les carrés des longueurs des demi-axes de la co-
nique, qu'on a rapportée à ses axes. Examinons dans 
quel cas on peut identifier l'équation (i) avec l'équation 

en supposant qu'on fasse précéder du signe -h-
Pour que cette identification puisse avoir lieu, il faut 
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que les trois équations 

tang'V 2 

/ o x , / 0 2 A 

(4) = 
donnent pour a®, è* et tang^ V des valeurs réelles et posi-
tives. 

L'inspection de ces équations montre que cela ne peut 
avoir lieu que si Ton n'a, tout d'abord, 

B > A > o , 

C < o . 

Je cherche les valeurs de a^, è® et tang® V qui satisfont 
au système des équations (2), (3) et (4). J'élève au carré 
les deux membres de l'équation (3), et de l'équation ainsi 
obtenue, soit 

je retranche l'équation (4); en effectuant les réductions, 

je trouve 

(5) C^ sin'V tapg'V. 

Opérant de même sur l'équation (a)? je trouve 

(6) 4«^ -4- C^ sin'V tang^V; 

et enfin si j'élimine a* et fe' entre les équations (2), (3), 

(4), j'obtiens 

(7) (A - B)Mang^ V - 4 (AB 4C) iaug'V ^ i6C == o. 
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Celte équation, où tang*V est Tinconaue^ aura ses ra-

cines réelles, si Ton a 

( A B - f - H - 4 c ( A - B) > o, 

ou, sous une forme plus simple, 

ce qui exige que Ton ait ou 

- 4 C < A % 
ou 

- 4 C > B » . 

Dans cette deuxième hypothèse, on aurait pour a> une 
valeur négative. Si donc les coefficients A , B , C satisfont 
aux inégalités 

B > A > o , 

C < o , A » 4 - 4 C > O , 

on aura pour l'équation (7) deux racines réelles de même 
signe et positives, puisque l'on a 

A B > A » > — 4C, 
et, par suite, 

AB -f-4C>o : 

et à ces racines correspondront des valçurs réelles et po-
sitives de a* et comme l'indiquent les équations (5) 
et (6). 

Donc, dans les hypothèses où nous nous plaçons^ il 
existe deux ellipses telles, que si d'im point de la courbe 
donnée on mène des tangentes à ces ellipses, ces tangentes 
fassent un angle déterminé pour chacune d'elles par Té» 
quation (7). 

Examinons maintenant dans quel cas on pourra trou-
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ver une ou plusieurs hyperboles répondant à la question. 
Je remplace dans toutes les équations précédentes par 
— ¿ ' . A priori, pour qu'il y ait une solution au pro-
blème, il faut toujours que l'on ait 

B > A . 

Mais C peut être positif ou négatif. Examinons successi-
vement ces deux cas : 

1° Si C est positif, réquation (7) a ses deux racines 
réelles en considérant tang* V comme inconnue, mais une 
seule est positive. L'équation (5) montre que si 

on aura une valeur positive de ĥ  correspondant à cette 
valeur de tang® V. Si donc les coefficients A, B, C satisfont 
aux inégalités 

B > A , C > o , ^ - f - O o , 
4 

on a une hyperbole répondant à la question. 

Supposons C <[ o, les mêmes remarques que dans 
le cas de l'ellipse montrent que si l'on a 

B > A , 

il existe deux hyperboles répondant à la question, et à 
chacune d'elles correspond un angle déterminé par l'é-
quation (7), et tel, que si d'un point de la courbe donné 
on mène deux tangentes à cette hyperbole, elles fassent 
entre elles cet angle. Ainsi en résumé : pour que le pro-
blème admette une ou plusieurs solutions, il faut que les 
coefficients A, B, C satisfassent aux inégalités du tableau 



suivant : 

B > A , 

A ' - + - 4 C > O 
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C > o , 

. une Uyperbole ; 

A > o, 

deux ellipses et deux hyperboles ; 

A < o , 

deux hyperboles. 

C < o 

BrzzA 

C < o 

A ' 4 - 4 C > o 

4c 

2C 

un cercle et une hyperbole équilatère. 

Note. — La même question a été traitée par M. Niébylowski. 

Question 7S7 

(TOir 2* série, t. V, p. 190); 

PAR M. BRICOUT DE MONTAT. 

On donne une courbe de troisième classe ayant une 
tangente double : les points de contact de cette courbe 
et de la tangente sont A, B. D'un point quelconque pris 
dans le plan de la courbe donnée, on mène à celle-ci 
trois tangentes qui coupent la tangente AB aux points 
M, N, P. On a toujours 

A M . A N . A P _ Pa 

M T B Ñ T B P ' 

pa et pb étant les rayons de courbure de la courbe 
donnée aux points A et B. (MANHHEIM.) 

L E M M E . — On donne une courbe du troisième ordre 
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ayant un point double O, soient OA et OB les tangentes. 

Soit une sécante quelconque rencontrant la courbe aux 

trois points M, N, P et les deux tangentes aux points A 

ei B. /e dis que 

sin AOM sin AÜN sin AOP 

sio BOM sin BON sin BOP 

est indépmdant de la position de la sécante. 

En effet, 

mnAOM AOm BO, 
s f f i M ü ^ K M AO' 

par suite 

sin AOM. sin AON. sin AOP _ AM. AN. A P BO 

sin BOM. sin BON. sin BOP BM. BN. BP ^ ^ ' 

Or, rapportée aux deux tangentes, la courbe a pour 

équation 

/{x, x) -h oix' -h^x'-hyx'x Yxx' — o. 

Soient 
AO — B O z = b . 

Alors 

A M . A N . A P ^ ^ B Ô ' _ o) 

BM. BN. BP ^ ^ - / ( o, ? ^ p -

Ce qui démontre notre lemme. 

Si nous transformons cette proposition par les polaires 
réciproques, la courbe directrice étant un cercle, nous 
arrivons au théorème suivant : 

Soient A ei B les points de contact d'aune tangente 
double à une courbe de tixiisieme classe, d'un point quel-
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conque on mène des tangentes à cette courbe qui ren^ 
contrent la première en MNP. On a la relation 

AM X AN X AP 

BM X BN X BP 
: k — const. 

Supposons que le point O se meuve sur la perpendicu-
laire élevée au milieu de AB, et suj^posons-luî une posi-
tion telle, que AM et par suite BP soient des infiniment 
petits du premier ordre. 

AM et BP sont alors égales à un infinimeHi petit du 
deuxième ordre près aux moitiés des *rc» élémœtaÎTes s 
et <7 de la courbe en A et 

Si a et (3 sont les. a » g l » de A E avec OM et OP, 

c a PN pi a PN 
a 

en négligeant les infiniment petits que l'on a le droit de 
négliger. Mais 

et 

p MN MN sin(ON.QP) 

a PN ~ sin(OM.ON)' 

Quantité dont la limite, lorsque le point O est au mi-
lieu de AB, est égale à l'unité. On a donc 

A M X A N X AP Pa 

B M X B N X B P ^ J / 
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QUESTIONS 

762. Le rayon de la sphère inscrite reste constant 
lorsque le centre de cette sphère se déplace sur une sur-
face parallèle et égale à la première, cette seconde surface 
s'obtenant en faisant glisser la première parallèlement à 
s o n a x e ( * * ) . ( P A I N V I N . ) 

763. Trouver la forme générale d'une fonction telle 
que 

(On sait que sino: et Kx sont des solutions particu-
lières.) ( J . - C H . D U P A I N . ) 

764. Les axes des paraboles qui ont pour foyer un 
point donné et qui passent par deux autres points don-
nés sont parallèles aux asymptotes de Fhyperbole qui a 
pour foyers les deux derniers points donnés et qui passe 
par le premier point. ( J . - C H . D U P A I N . ) 

763. On partage les côtés d'un carré en n parties 
égales; par les points de division on mène des parallèles 
aux côtés de manière à partager la figure en n} petits 
carrés. Pour se rendre d'un sommet du carré donné au 
sommet opposé, on peut suivre plusieurs lignes brisées 
différentes; parmi tous ces chemins, il y en a qui sont 
minimums et égaux entre eux ; on propose d'en trouver 
le nombre. ( J . - C H . D U P A I N ) . 

(*) La solution de la question 725, p. 279, est illusoire. On donnera 
prochainement une solution exacte. 

{**) Voir rénoncé des questions 760 et 761 (p. 2/,o). 
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NOTE 
sur rinterprétation des formales qui donnent les angles des droites 

et des plans dans l'espace; 
PAR M. painvin. 

M. Chasles a donné, sur la transformation homogra-
phique des relations d'angles, un théorème général con-
cernant le cas où les angles que Ton a à considérer dans 
une figure plane sont égaux; ce théorème, d'une extrême 
importance, se trouve énoncé et démontré dans la Géo-
mètne supérieure^ n̂® 624, 652. Les formules de la Géo-
métrie analytique, qui fournissent les expressions des 
angles des droites et des plans dans l'espace, se prêtent 
facilement à une interprétation du même genre et con-
duisent à des propositions également importantes. 

Quoique je n^aie vu nulle part ces propositions énon-
cées explicitement, j'ai tout lieu de croire, cependant, 
que plusieurs géomètres ont dû connaître et appliquer 
certaines d'entre elles, principalement celles qui con-
viennent aux droites et plans rectangulaires ; ainsi, le 
beau Mémoire de M. Chasles, sur les surfaces homofo-
cales [Comptes rendus des séances de VAcadémie des 
Sciences^ t. L ; i86o), renferme la considération du 
cercle imaginaire à l'infini. Je pense qu'il n'est pas inu-
tile d'insister un peu sur cette question 5 et, si ces pro-
positions ont déjà été énoncées, je laisse à qui de droit 
la priorité. Les formules bien connues de l'analytique à 
trois dimensions conduisant très-facilement à la démons-
tration des propositions que je vais énoncer, je suppri-
merai ces démonstrations. 

Ann, de Mathémai., 2« série, t. V. (Août 1866.) 22 
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A N G L E DE D E U X P L A N S . 

T H É O R È M E P ^ — Si R est le rapport anharmonique 
du faisceau formé par deux plans donnés et par les 
deux plans menés par leur droite d'intersection tan-
gentiellement au cercle imaginaire à Vinfini^ ï angle V 
de ces deux plans sera lié au rapport anharmonique R 
par la relation très-simple 

1 — R „ , ^ y — v̂ ^ î taneV 
(r) t a n g V = d'où R == 

( H - R ) v / — I I-h y/—1 tangV 

Dans révalualion du rapport anharmonique, on doit 
regarder comme associés les deux plans donnés, d'une 
part, et les deux plans tangents au cercle imaginaire à 
l'infini, d'autre part. 

Lorsque deux plans sont rectangulaires., ils forment 
un faisceau harmonique avec les deux plans menés, 
par leur droite d'intersection., tan gentiellement au 
cercle imaginaire à Vinfini'., ou encore., leurs traces sur 
le plan à Vinfini sont conjuguées par rapport au cercle 
imaginaire. 

Première conséquence. — Cette proposition nous 
fournit une méthode précieuse pour déterminer l'angle 
de deux plans dans un système quelconque de coordon-
nées, soit coordonnées obliques, soit coordonnées tétraé-
driques, etc. ; il suffira, en effet, de déterminer le rap-
port anharmonique R défini dans le théorème précédent. 
Or, cette détermination ne saurait offrir de difficulté, car 
le cercle imaginaire est Tintersection d'une sphère quel-
conque par le plan à l'infini ; d'un autre côté, les équa-
tions des plans d'un faisceau peuvent toujours se rame-
ner à la forme 

M — « N r r - o , M — 6 N = o, M — c l M ^ r o , M — i / N = : o , 



( 339 ) 

et Ton sait que le rapport anharmonique a pour expres-

sion 

{a~d){c—hf 

en regardant comme associés le premier et le troisième 
plans, le deuxième et le quatrième. 

Deuxième conséquence. — Les questions où deux 
plans se trouvent assujettis à faire un angle donné peu-
vent être généralisées comme il suit : 

A deux plans faisant un angle donné, on pourra 
substituer deux plans tels, que le faisceau, formé par ces 
deux plans et les plans menés par leur droite d'intersec-
tion tangentiellement à une conique fixe et arbitraire-
ment choisie, ait un rapport anharmoBiqne donné ; les 
autres conditions restant les mêmes. 

A deux plans faisant un angle donné, on pourra 
encore substituer deux plans tels, que le faisceau, formé 
par ces deux plans et les plans menés par leur droite 
d'intersection tangentiellement à une surface du second 
ordre fixe et arbitrairement choisie, ait un rapport anhar-
monique donné. 

A deux plans rectangulaires, on pourra substituer deux 
plans conjugués par rapport à une surface fixe du second 
ordre,c'est-à-dire deux plans tels, que le pôle de l'un quel-
conque d'entre eux soit sur l'autre. 

Le degré des lieux géométriques correspondant à la 
question primitive restera le même pour la question gé-
néralisée. 

A N G L E DE DEUX D R O I T E S . 

T H É O R È M E IL — Si R est le rapport anharmonique 
du faisceau formé par les polaires [relatives au cercle 
imaginaire à Vinfini) des traces des deux droites don-
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nées sur le plan à V infini et parles tangentes menées au 
cercle du point de concours des deux polaires, Vangle V 
de ces deux droites sera lié au rapport anharmonique R 
par la relation 

ï — R 1, X ^ I —V^—itaneV 
(2 tangV^r — , d'où 

( i - 4 - R ) s / ^ H - v / ~ i t a n g V 

Dans révaluation de ce rapport anharmonique, on 
devra regarder comme associées les polaires des deux 
traces d'une part, les deux tangentes d'autre part. 

Lorsque deux droites sont rectangulaires, leurs traces 
sur le plan à ïinfini sont conjuguées par rapport au 
cercle imaginaire à V infini ; ou encore^ les polaires de 
leurs traces sont conjuguées par rapport à ce cercle. 

Première conséquence. — Le théorème qui vient d'être 
énoncé nous fournil encore une méthode facile pour dé-
terminer, dans un système quelconque de coordonnées, 
l'angle de deux droites. 

Deuxième conséquence. — Cette proposition nous 
permet aussi de généraliser les questions où deux droites 
se trouvent assujetties à faire un angle donné. 

A deux droites faisant un angle donné, on pourra sub-
stituer l'une ou l'autre des conditions suivantes : 

Étant choisis un plan fixe et une conique fixe dans 
ce plan, on exprimera que les polaires (relatives à la 
conique ) des traces des deux droites sur le plan fixe for-
ment, avec les tangentes menées à la conique du point 
de concours des deux polaires, un faisceau dont le rap-
port anharmonique est donné. 

qP OU encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que les plans diamétraux respecti-
vement conjugués des deux droites forment, avec les 
deux plans menés par leur droite d'intersection tangen-
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liellemenl à la surface, un faisceau dont le rapport anhar-
monique est donné. 

Les deux plans tangents sont évidemment des plans 
asymptotes, 

3° Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur-
face fixe du second ordre (S) on exprimera que les plans 
polaires (relatifs à la surface S) des traces des deux 
droites sur le plan fixe forment, avec les plans menés 
par leur droite d'intersection tangentiellement à la sur-
face S, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. 

A deux droites rectangulaires on pourra substituer 
Tune ou l'autre des conditions suivantes : 

I® Etant choisis un plan fixe et une conique fixe dans 
dans ce plan, on exprimera que les traces des deux droites 
sur le plan fixe sont conjuguées par rapport à la co-
nique. 

2® Ou encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que le plan diamétral conjugué de 
l'une quelconque des droites est parallèle à l'autre. 

3̂  Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur-
face fixe du second ordre S, on exprimera que les plans 
polaires (relatifs à S) des traces des deux droites sur le 
plan fixe sont conjugées, c'est-à-dire que la trace de 
Tune quelconque des droites sera sur le plan polaire de 
l'autre trace. 

ANGLE D ' U N E DROITE ET D ' U N P L A N . 

T H É O R È M E I I L — Si R est le rapport anharmonique 
du faisceau formé, d'une part, par la trace d'un plan 
donné sur le plan à Vinfini et la polaire (relative au 
cercle imaginaire à Vinfini) de la trace à Vinfini d'une 
droite donnée\ d^autre part, par les tangentes menées 
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au cercle imaginaire à. Vinfini du point de concours 
des deux premières droites ; Vangle V de la droite et du 
plan sera lié au rapport anharmonique R par la relation 

ï — R „ X ^ I — V — i c o t g V (3) cotgV = — r , d'où R = 
(i - | - R ) V — i IH- y/— icotgV 

Lorsqu une droite est perpendiculaire à un plan, la 
trace de la droite sur le plan du cercle imaginaire à 
Vinfini est^ par rapport à ce cercle^ le pôle de la trace 
du plan^ et réciproquement. 

Première conséquence. — Le théorème énoncé per-
mettra encore de trouver facilement, dans un système 
quelconque de coordonnées, l'expression analytique de 
l'angle d'une droite et d'un plan. 

Deuxième conséquence, — De là aussi nous conclu-
rons la généralisation des questions où une droite et un 
plan se trouvent assujettis à faire un angle donné. 

A une droite et un plan faisant un angle donné, on 
pourra substituer l'une ou l'autre des conditions sui-
vantes : 

I® Etant choisis un plan tixe et une conique dans ce 
plan, on exprimera que la polaire (par rapport à la co-
nique) de la trace de la droite sur le plan fixe et la trace 
du plan donné forment, avec les tangentes menées à la 
conique par le point de concours des deux premières 
droites, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. 

2® Etant choisie une surface fixe du second ordre, on 
écrira que le plan diamétral conjugué de la droite et le 
plan donné forment, avec les deux plans menés par leur 
droite d'intersection tangentiellement à la surface, un 
faisceau dont le rapport anharmonique est donné. 

Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur-
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face fixe du second ordre, on exprimera que le plan po-
laire (par rapport à la surface) de la trace de la droite 
sur le plan fixe et le plan donné forment, avec les plans 
menés par leur droite d'intersection tangentiellement à 
la surface, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. 

A une droite et un plan rectangulaires, on pourra sub-
stituer les conditions suivantes : 

1® Etant choisis un plan fixe et une conique dans ce 
plan, on exprimera que la trace de la droite donnée sur 
le plan fixe est, par rapport à la conique fixe, le pôle de 
la trace du plan donné. 

Ou encore, étant choisie une surface fixe du se-
cond ordre, on exprimera que le plan diamétral conjugué 
de la droite est parallèle au plan donné. 

3® Ou encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que le pôle du plan donné par rap-
port à la surface fixe se trouve sur la droite considérée. 

KOTE SUR l ' I N T E R S E C T I O K 
U Ë S DEUX COURBES DU SECOND D E G R É ; 

P A R M . R O U Q U E T , 
Professeur au lycée de Pau. 

Soient 
a .x ' - f - b xy - f - cy"^ - f - .r -4- r - f - / = 0 , 
a'x' -f- b'xy -f- c'y' d'x^ c'y -\-f' = o, 

les équations des deux courbes. En faisant, pour abréger, 

k^a a'\ B^b b'\, C c - i - dX, • . . , 

réquation en X se présente sous la forme 

(i) A E ^ -h C D ^ — B D E - f - F( B- — 4 A C ) o. 
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II s'agît de prouver que Tune au moins des racines 

réelles de 1 équation (i) satisfait à la condition 

B2 — 4 A C > o . 

A cet effet, résolvons l'équation 

ou 

(2) (b-h b'iy— 4(a -h dl) [c -h c'I) =Z o, 

qui devient, en ordonnant par rapport à X, 

Il y a lieu de distinguer deux cas principaux. 

Si les racines de l'équation (3) sont imaginaires ou 
égales, toute valeur de 1 donnera B® — 4 AC > o. 

Supposons donc que les racines V et de l'équa-
tion (3) soient réelles et inégales. 

Remarquons d'abord que ces racines donnent le même 
signe à la quantité C = c + c'X. En effet, la valeur 

X = — ^ qui annule C, rendant positif le premier mem-

bre de l'équation (2), puisqu'elle le réduit au terme qui 

est un carré parfait, est nécessairement en dehors des ra-

cines de cette équation. Par suite V et ne comprenant 

point la racine de l'équation C = o doivent donner même 

signe au binôme C. Admettons, pour fixer les idées, que 

ce signe soit positif. 

Cela posé, les racines et ¥ donnent à 

(BE — 2 C D ) ' — ( B ^ — 4 A C ) — 4 C F ) 

une valeur positive, et comme on passe de cette expres-
sion au premier membre de l'équation (i), en divisant 



{ 345 ) 
par le facteur positif 4 C, X' et satisferont à Tin^alitë 

(a) AE»-f- CD^ — BED F ( B^-- 4 AC) > o. 

Dès lors, les quantités X' et V comprennent entre elles 
deux racines de l'équation (i), ou aucune. 

Dans le premier cas, la racine réelle de l'équation (i), 
non comprise entre X' et X'', donnera B ® — 4 A C ^ o ; 
dans le second, toutes les racines réelles de l'équation 
considérée rempliront cette condition. 

Si les deux racines X' et X'' rendent C négatif, l'inégalité 
(a) change de sens, mais les conclusions sont les mêmes. 

2« U^— ^a'c'C^o. 

On sait alors [voir les exercices de VAlgèbre de 
M. Bertrand, édition, p. i43) que les deux racines 
de l'équation (3) sont réelles. En outre, la valeur 

X = — qui annule C, rendant positif le premier mem-

bre de l'équation (2), doit être comprise entre X' et X'', et 

par suite, ces racines donnent à Cdes signes différents. 

Le premier membre de l'équation (i) étant toujours po-

sitif pour X = X', et X = ï!', conduira à des quotients 

positifs ou négatifs suivant le signe de C, et Ton aura al-

ternativement pour l'une et l'autre des valeurs X' et X̂ ' 

A E » - + - C D ^ — B E D - f - F ( B » — 4 A C ) < ou > 0 . 

Il en résulte que X' et X'' comprennent un nombre im-
pair de racines réelles de l'équation (1). 

Si elles comprennent une seule racine, celle-ci rendra 
positive la quantité B® — 4 AC. 

Si elles en comprennent trois, toutes ces valeurs donne-
ront 

B ' - ^ 4 A C > o . 

Le cas de fe"—= o se ramène aisément aux pré-
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cédentes. En résumé, on voit directement, par Texamen 
de réquation en X, qu'il existe toujours un ou trois cou-
ples de sécantes réelles communes à deux courbes du se-
cond degré. 

SUR LA P L U S COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES QUAND 
E L L E S DEVIENNENT P A R A L L E L E S ; 

PAR M. A . DE SA I N T - G E R M A I N , 
Docteur ès Sciences, Agrégé de l'Université. 

Etant données deux droites quelconques dont les équa-
tions sont : 

on trouve la grandeur de leur plus courte distance en 
menant par Tune un plan P parallèle à l'autre, et pre-
nant la distance d'un point de la dernière, par exemple 
de sa trace sur le plan x j à ce plan auxiliaire. On trouve 
ainsi : 

Si les droites deviennent parallèles, cette formule est in-
déterminée, et on ne peut lever cette indétermination par 
les considérations seules qui nous ont servi à établir la 
formule, puisque le plan auxiliaire cesse d'être défini. 
Cependant, la formule s'appliquant, quelque petits que 
soient d — a et V — è , on doit voir ce qu'elle devient 
quand ces différences tendent indéfiniment vers zéro. Or, 
quand les droites deviennent parallèles, la perpendicu-
laire commune devient indéterminée de position, et non 
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transportée à l'infini; en exprimant ce fait, on trouve 
entre a!— a et b'— b une relation qui conduit à la limite 
de l'expression (i). 

Soient : 

Si entre les équations de la perpendiculaire commune aux 
deux droites on élimine z {*), on a une équation qui con-
vient à cette perpendiculaire : 

— (aAfl -f- ht^h)\[x — p')La — 

En regardant Aa et Ab comme de petites quantités du 
même ordre de petitesse, on remarque que le coefficient 
de a:, savoir : 

àa (bàa — a^by 

est de l'ordre de Aa^ ; il en est de même du coefficient 

(*) L'élimination de z est indiquée par la question que l'on traite ici. 
11 s'agit, en définitive, de déterminer la limite vers laquelle tend le rap-

a'—a 1 / ,, , ^ — û port — -î quand a' et b' convergent vers a et b. Or, — est, au signe 
b — o b'— b 

près, le coefficient angulaire de la projection sur le plan xŷ  de la per-
pendiculaire commune aux deux droites proposées. Car en désignant par 

les équations de cette perpendiculaire commune, on a 

Aa-hBi-+-i = o, Aa'-hBè'-l-i =0, d'où ^ o — o A 

La limite de ^ est par conséquent la valeur que prend le coefficient 
b — o 

angulaire de la perpendiculaire commune, lorsque l'une des droite» A 
proposées devient parallèle à l'autre. G. 
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de J. Le terme constant est au contraire de Tordre 
de A a*, en sorte que cette droite serait rejetée à l'infini 
quand Aa est nuL Pour qu'elle reste à une distance finie 
et tendant à l'indétermination, il faut que les termes de 
l'ordre de A a ' dans la partie constante de (2) se dé-
truisent-, on trouve ainsi, en supprimant le facteur 
a â k a - i - b A b qui ne peut être nul, car (2) se réduirait à 

l,(x—p) — a{x — q) = o, 

ce qui est inadmissible 5 on trouve la condition : 

Aa 

Cela posé, la formule (i) peut s'écrire 

^ [ip' -P . 

elle est homogène en A b , A a , qu'on peut remplacer par 
les valeurs proportionnelles d'après l'équation (3) ; alors 
on trouve en supprimant les facteurs communs haut et 
bas, 

I 4 - - f -

C'est précisément la distance de la trace sur le plan a^ 
d'une des droites à l'autre, c'est-à-dire la distance cher-
chée dans le cas qui nous occupe. 
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FORNIILGS DE TRIGONOMÉTRIE SPHËRIOLIE; 

PAR M. E. BARBIER. 

^ ' ® ® cos^>cosc cosò cosc 

tane« tang 6 tangc 
tang« tancr b tangc — — ^ ^ • 

^ ^ ^ cosBcosC cosB cosC 

(2 ) sin ¿»sine -h cos^cosccosA sinBsinC — COSBCOSCCOŜ Ï. 

sin A tangC cosB -h cos« sin B 

tang b cos c — cos A sin c sin a 

(4) sin C cos b — cosB sin A + sin B cos A cosc, 

sine cos B == cos^ sin^z — sin̂ > cos« cosC. 

( 3 ) 

( 5 ) 
tang A sinB — cosc cos B tang« tangè -f- cosC 

sine tang^ — tang«cosC' 

tang« sin̂ > -t- cos C cos ̂  tang A tangB — cosc 

sinC tangB tangAcosr' 

(6) . — = sin« cosC H-cot^ cos«, 
sinB tangc 

sine . ^ 
r=z sin A cosc — cotB cos A. 

sin ¿> tang C 

La formule (i) donne à la limite pour le triangle recti-

ligne la formule bien connue 

tang A tangB tangC = tang A tangB 4- tangC. 

Toutes ces formules s'obtiennent en menant des diago-

nales dans la figure formée par deux triangles supplémen-

taires. 

Les formules qui ne contiennent point de tangente ont 
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été obtenues en égalant les valeurs du cosinus d'une dia-
gonale déduites de deux triangles sphériques qui ont cette 
diagonale pour côté commun. 

Les formules qui contiennent des tangentes ont été 
obtenues en calculant la cotangente d'un angle partagé 
en deux parties, par le moyen des cotangentes de ces 
deux parties. 

La démonstration de ces formules est facile par cette 
méthode. 

L'une de ces formules a été trouvée par M. Cayley et a 
été démontrée par M. Airy, astronome royal d'Angleterre, 
dans le Philosophical Magazine, 

Les formules {2), (3) et (4) sont écrites dans le tome I 
des Annales de VObservatoire impérial de Paris, 

Je ne sache pas que les formules (1) et (5) aient été 
remarquées. 

THÉORÈMES SUR LE CERCLE OSCVLATEl iR A UNE P A R A B O L E ; 

PAR M . J . - C H . D U P A I N . 

Le lieu des foyers des paraboles osculatrices à un 
cercle donné en un point donné est un second cercle qui 
touche intérieurement le premier au point donné et dont 
le rayon est quatre fois moindre. 

Je prends pour origine le point donné, pour axe des x 
la tangente au cercle et pour axe des 7 la normale; 

R j rayon du cercle ; 
a, j3, coordonnées du foyer d'une parabole osculatrice 

au cercle au point donné ; 
my -h wx -t- ̂  = o, équation de la directrice de cette 

parabole. 
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L'équation de la parabole peut être mise sous deux 

formes différentes : 

(i) A/'zh^v/ACjcjr-f-Ca:' —2CRri=:=o (*), 
, ̂  ^ j (I - - 2/W/2X/ (i -
^ ^ ( — 2 (P -f- mp)f — 2(a -+- «/?) X -h â  -f-

Je suppose d'abord que le radical de l'équation (i) ait 
le signe — , et j'écris que cette équation multipliée par un 
coefficient indéterminé X est identique à l'équation (2), 
ce qui fournit six équations : 

( 3 ) = I — 

( 4 ) = 

( 5 ) lC = i~-n\ 

(6) = 

( 7 ) o =: a-h np, 

(8) 0 = (x:'— p\ 

Je tire m et n des équations (3), (5) pour les porter 
dans l'équation (4) qui devient 

par suite, 

m i = ± : v ' i - X A , m = ± ^ -

Je prends d'abord 

et l'équation (4) donne 

(*) Cette forme d'équation a été imaginée par Frégier {voyez les An-

nales de Gergonney t. VI, voyez aussi la solution de la question 644). 
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Les valeurs de m et de n, substituées dans (6) et (7), 
donnent 

A-+-C 

et ces valeurs elles-mêmes, substituées dans l'équation (8), 
conduisent à 

C 
9 

A -f- C 

d où 

_ Ry/ÂC CR 

or, il est visible que 

= donc a^-^p'rzzM. 

= o. 

c. Q . F . n . 

L'équation de la directrice de la parabole s'obtient en 
remplaçant m, n, p par leurs valeurs. 

ou 

. / Â R 

Si l'on avait adopté pour m la valeur — i / ^ ? n et 

\ A -f- C 

p auraient changé de signe, mais la directrice et par suite 
le foyer n'auraient pas changé. 

En prenant le radical de l'équation (i) avec le signe -f-, 
a change de signe, mais le lieu des foyers reste le même et 



{ 353 ) 

ia directrice devient 

X 
. / A R 

Donc les paraboles osculatrices à un cercle donné en 
un point donné sont deux à deux égales et symétrique^ 
ment placées par rapport à la normale commune. 

L'ordonnée à l'origine de la directrice est constamment 

— donc : 

Les directrices des paraboles osculatrices à un cercle 
donné en un point donné passent par un point fixe. 

Le rayon de courbure d'une parabole en un point 
donné sur la courbe est double du segment de la normale 
en ce points compris entre la directrice et le point même. 

Il en résulte une construction du rayon de courbure 
très-simple et peut-être nouvelle. 

f^ote du Rédacteur. — Dans VAnalyse des infiniment petits (2® édition, 
publiée en 1715), il est démontré que : Si l'on projette sur un rayon vec-
teur FA d'une parabole, le rayon AC du cercle osculateur au point A, la 
projection AB est double du rayon vecteur FA. 

Il en résulte que la perpendiculaire élevée au foyer F sur le rayon 
vecteur FA, rencontre le rayon de courbure AC en son milieu M, puis-
que F est le milieu de AB. Par conséquent, le lieu géométrique des 
foyers F des paraboles osculatrices à un cercle donné, en un point donné A, 
est la circonférence décrite sur AM comme diamètre. Ce qui est la proposi-
tion démontrée par M. Dupain. 

Soient AD la perpendiculaire abaissée du point A sur la directrice de 
la parabole dont F est le foyer, et H le point où le rayon de courbure CA 
prolongé coupe cette directrice. L'angle DAH est, comme on sait, égal à 
l'angle FAC. Par suite, ia similitude des triangles rectangles BAC, DAH 
donne 

^ _ ^ _ 2AF _ 
ÂH "" AD AD ~ 

Donc le rayon de courbure AC est double du segment AH. 
Il est clair que les directrices des paraboles osculatrices au cercle C, au 

point donné A, passent par le point H qui est fixe. <i. 

Ànn, de Maihémat,, 2*= série, t. V. (Août 1866.) 23 
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Q U E S T I O N D ' A L G È B R E É L É M E N T A I R E , 

PAR MM. m i s t e r ET NEUBERG, 

Professeurs à Nivelles (Belgique). 

Quelle est la condition nécessaire pour que les deux 
valeurs de x soient égales et de même signe dans l'équa-
tion 

-h {i -h b')c — '2aOg]\/1 a' 

-f- (i -+- a' -h — o. 

Si Ton résout celte équation par rapport à J:, la quan-

tité sous le radical devra être égale à zéro, ce qui donne 

Développant le carré et ordonnant par rapport à ĝ  il 

vient 

4(i -hn'-h b^ -h — H- a')d -h (i -f- b')c]g 

-h [{T -f- -h (I -h b')cY — ^cd(i -h b^)=z o, 

ou 

[(i -h a')d-h (i H- 4r^(i -f- -f- b') _ 
o. 

(*) Cette équation est celle qu'on obtient lorsqu'on cherche sur une 
surface le point pour lequel les deux rayons de courbure principaux sont 
égaux. 
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Si Ton complète le carré commencé en on aura 

2(1 i 

[(I -H — /jcdji -h a'-h b') 

réduisons au même dénominateur, celte égalité pourra 
s'écrire 

( ab[{i -h a')d -h [i b^)c]Y 
b') ) 

ou encore 

\ ^ 2 ( 1 - 1 - ( 

{i -4- a'-h b^)[{i H- a')d~{i -4- __ 
' """" 4 ( 1 + -h t-^y 

Cette somme de carrés ne pourra être nulle que si çhaqyie 
carré est nul séparément; il faut donc que l'on ait : 

a')d -h (i -h 

1(1-h a') [i-h b^) ' 

et, par suite, 
^ abc abd 

~ I -+- b'' 

Telle est la relation qui doit être satisfaite pour que 
l'équation proposée ait ses deux racines égales el de m^mç 
signe. 

23 
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NOTE SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DU DEGRÉ ; 

PAR M . JOSEPH S I V E R I N G , 

Ingénieur. 

Pour résoudre Téqualion algébrique du troisième de-
gré, on fait usage, dans certains cas, de formules trigono-
métriques, auxquelles on est parvenu en se basant sur les 
logarithmes imaginaires et sur la formule de Moivre. 

En remplacement de ces procédés transcendants, nous 
proposons ci-après une méthode élémentaire, qui nous 
parait d'une application sûre et expéditive dans tous les 
cas. 

On démontre en algèbre que toute équation numé-
rique de degré impair, a toujours un nombre impair 
de racines réelles de signe contraire à celui de son 
dernier terme. D'après cette proposition, Féquation 
x^ px q =: o aurait donc une ou trois racines de 
signe contraire à celui de q. Or, elle ne peut avoir 
trois racines pareilles, car l'équation est privée de son 
second terme, partant les racines ont leur somme égale 
à zéro, et ne peuvent être aiïectées toutes trois du même 
signe. 

L équation x^ px q = o a donc toujours une, et 
seulement une racine de signe contraire à celui de son 
dernier terme. 

Cette remarque est la base d'un mode de résolution 
simple et pratique, car elle révèle l'existence, entre zéro 

et — d ' u n e racine unique qu'on pourra chercher, sans 

craindre d'être troublé dans les calculs par la présence 
simultanée de plusieurs racines voisines. 
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Passons à la détermination de celte racine, et dans^ct 

but mettons l'équation sous la forme 

Pour que x soit affectée d'un signe contraire à celui 

de (7, il faut et il suffit que dans la fraction —^^— le 

dénominateur soit toujours positif. En tenant compte de 
cette remarque dans les essais à faire, toute valeur numé-
riquement trop petite ou trop grande, mise à la place 
de X dans le second membre de l'égalité 

en rendra le premier membre numériquement trop 
grand ou trop petit. 

Ainsi attribuons à x une valeur d'essai quelconque a, 
d'un signe contraire à celui de q et telle encore que l'ex-
pression a^ p reste positive, a sera une première limite 
de la racine-, une seconde limite en sens inverse sera la 

fraction En essayant ensuite tme valeur inter-
a}-\- p 

médiaire entre les nombres « et — 5 nous aurons 
a ' -f- p 

un nouveau couple de limites, plus rapprochées. Quelques 
opérations pareilles conduiront de plus en plus près de 
la racine cherchée, et les limites voisines trouvées indi-
queront à tous les instants le degré d'approximation 
obtenu. 

La première racine trouvée, le calcul des autres ra-
cines, réelles ou imaginaires, n'est plus une difficulté. 
Réduisons toutefois ce calcul en une formule, pour mon-
trer combien le degré d'approximation pourra également 
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y être saiisfaisaut. Eu divisant x ^ - i - p x - h q par un fac-
teur quelconque x — a, on trouve pour quotient 

ax a^ -f- p, 
et pour reste 

(i^ ap q. 

Si a est une racine, le reste de la division a^ ap q 
sera nul, et le quotient égalé à zéro donnera les deux 
autres racines. 

Ainsi a étant une racine de l'équation 

x^ - h px -4- <jr — o , 

les deux autres racines seront données par 

x^ ->t- ax n"^ p — Oy 

et v a u d r o n t 

a ^ / ^a' 

mmm 
pour résoudre les éijuatioos iia ^^ degré «H aoieiuiit dans le jtrenier 

membre un cube parfait -, 

PAR M . R . A L E X A N D R E . 

Le type général des équations du troisième degré est 

-f- px^ -h qx r =: o. 

Si nous y remplaçons x par j -h ĥ  j étant une nou-
velle inconnue, et h une indéterminée, nous aurons une 
équation de la même forme en j : 
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dans laquelle on a 

3/^2-4- iph -f- q, 

r' z=:zh^ -h ph" -h qh -h r. 

L'indétermination de h nous permet d'établir une re-
lation entre ces trois coeiBcients; posons donc 

(2) ZpW^q^-', 

ou, p\ t\ q' étant remplacés par leurs valeurs, 

3 [Zh -f- p) [h^ 4- ph' -hqk-h iph 4- q)'. 

Développée et ordonnée, cette équation se réduit à 

— p') — pq) 4 - ^pr ^ q^^o. 

Supposons que dans l'équation (i), on ait remplacé h 
par une de ses valeurs, et divisons tous ses termes par 
nous aurons 

r^ p'r^ q'Y 

Changeons une dernière fois d^inconnue, en faisant 
y _ t 

Téquation deviendra 

Multiplions tout par cela donne 

q' p' 

Faisons maintenant, pour mieux mettre en évidence 
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le résultat que nous avons obtenu : 

2, 
r" 

: n. 

Comme nous avons posé 

nous aurons aussi 

OU encore 
p' __ q" _ n^ 

-î 

1 A ~ -X 

L'équalion (3) devient alors 

n' 
-h w ẑ  -4- ~ z -f- I = o, 

et peut s écrire 

„ /t _ i« fi II 
z'-hS-z'-h 3-z-\ — I. 

3 9 27 27 

Et l'on lire de cette équation, le premier membre étant 

un cube parfait, 

n s ! n^ 

Remarquons que n est ici entièrement connu, et que 

l'on peut remonter de ^ à x , par l'intermédiaire de 

au moyen des relations très-simples : 

y 
z 

r' 
x:=:y hz=z h^. 

z 
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S O L I T I O N DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS L E S NOUVELLES ANN4LES . 

Question 755 ; 

PAR M . H . M O R E A U , 

Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Besançon 
(classe deM. Chevilliet.) 

Soient F, F ' , /es foyers d'une ellipse de Cassini, C son 
centre, P un point quelconque pris sur la courbe. La 
normale en P fera avec Vun des rayons vecteurs PF un 
angle égal à celui que la droite PC, menée au centre, 
fait avec Vautre rayon veciewr PF' . 

Démonstration analytique. — Soient x , y^ les coor-
données du point P, a l'angle CPF', a' l'angle FPN que 
la normale PN forme avec le rayon vecteur PF. 

On aura 
y y 
t X -h c yc tang a 

x{x c) 

Cherchons maintenant la valeur de tang a'. 
Le coefficient angulaire y ' de la normale au point P 

est donné par l'équation 

d'où 

tang ot! : 

y -hy'-i-c') 
x—c X [x^ f — c^) 

{x'-hy')[(y'-+-x' — cx} -h ex ^ x')] 



{ 362 ) 

Mais, 

(x' ~ ex) = - cy] 

d'autre part, 

c^x' ex — x'} = -h (x'' y) -h cx{c'— 2cx)', 

donc, 
, cy[{x--cy-h ex 

Il s'ensuit a. Ce qu'il fallait démontrer. 

Note.— Des démonstrations semblables à la précédente ont été données 
par MM. Charles Ribeaucourt, du lycée de Lille; Venceslas Niébylowski, 
du lycée Bonaparte; Alphonse Tubrun, du lycée de Strasbourg ; P. Mar-
ques Braga, du lycée Saint-Louis. 

Autre solution de la même question^ 

PAR M. MARQUES BRAGA, 
Élève du lycée SaintrLouis (classe de M. Vacquant). 

Soit P' un point voisin du point P, sur la courbe. Dé-
crivons de F comme centre, avec F P ' pour rayon, un 
arc rencontrant le rayon vecteur FP, en R (*). Décri-
vons, de même, de F ' comme centre^ avec F ' P ' pour 
rayon, un arc de cercle coupant F 'P, en K. 

Lorsque P' est infiniment voisin de P, les triangles 
PRP', PRP' sont rectangles en R et en K, car les arcs de 
cercle P'R, P 'K se confondent alors avec leurs tangentes. 

Nous avons donc 

PR PP' cos ( P' PR ) et PK == PP' cos ( P' PF' ). 

(*) Le lecteur est prié de faire la tigure. 
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Si nous appelons r', les distances FP, F ' P , les ac-
croissements PR, PR seront A r , — Ar ' . A la limite, 
PP' devient tangente au point P, ét en désignant par 
0), w' les angles P 'PR, F P F ' , on aura 

cos w dr 
cos w' dr' ̂  

OU, parce que r r ' = const., 

cos w r 
cos w' r' 

La droite PC étant la médiane du triangle FPF' , on a : 

sin F^PC _ FP 

sin FPC F F ~~ 

D'où 

sin F PC COS 
sin I w 

CO __ Va ) 
sin FPC cosw' /tt 

Mais il est évident que 

D'où 

e t 

f î _ j^î r PC -h FPC. 

F'PCrrr - -
2 

FPC =. ( w' . c. Q. F. D. (*). 

(*) En général, s i/(/- , o représente l'équation d'une courbe r a p -

portée à des coordoonées bipolaires, e t / ^ les dérivées d e y ( r , r ' ) p«r 

rapport à r et à r', pour construire la normale en un point P de la courbe, 

il suffira de prendre sur les rayons vecteurs PF, PF' dans le sens de ces 
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Noie, — M. Martel, élève du lycée Saint-Louis, résout la question d% la 

même manière. 
M. J. Gazères déduit de Téquation rr' = const. : 

( r -f. ¿r ) ( r' H- ¿r' ) = rr', rdi'^ r' dr -f- dr dr' = 0, 
dr r 

Cette dernière relation le conduit k une construction très-simple de la 
tangente, et par suite au théorème énoncé. 

M. E. Muzeau, lieutenant d'artillerie, construit d'abord la tangente au 
point P, en suivant la méthode de Roberval ; cette construction met en 
évidence la propriété de la normale. 

Question 7 5 6 ; 

PAR M . E M . C., 

Soient F, F ' deux points fixes sur une surface sphé-
rique, et considérons la courbe, lieu du point P tel, que 

langi P F . tang ~ P F ' = const. Le grand cercle normal 

en P à cette courbe fera ay^ec F P un angle égal à celui 
que fait avec F ' P le grand cercle passant par P et le 
milieu de Varc FF ' , 

Je désigne par p et p' les arcs PF, PF'. Soit M le mi-
lieu de l'arc F F ' ; soient (5 et fS' les angles de PM avec PF 
et PF'. 

Dans le triangle sphérique PMF, on a 

sinp _ s i n P ^ 
sin MF sinp 

rayons (si les dérivées d e s o n t positives), des distances PA, PB, 

proportionnelles à et de mener la médiane PM du triangle PAB. 

Dans le cas actuel,// = r' = PF' e t = r = PF. Les triangles PAB, PF'F 
sont, par conséquent, semblables, et il est alors évident que l'angle MPF 
est égal à l'angle CPF', puisque PC est la médiane du triangle PF'F. G. 
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De même dans le triangle sphérique PMF' , on a 

sinp^ _ sinPMi^ 

sin MF ^ sinp' 
D'où 

sinp̂  ^ sinp 
sinp sinp' 

Soit, maintenant, p un point infiniment voisin de P sur 
Tare de grand cercle tangent en P^ soient a et a ' les an-
gles que font PF et P F ' avec Tare de grand cercle normal. 

On trouve sans peine 

s i n a = : — - - i - , s m a ' = i : — — 
ds ds 

^̂ ^ sin«' 

le double signe étant mis, afin que les sinus et par suite 
leur rapport soient toujours positifs. 

Mais de l'équation 

tang ^ P X tang - p' const., 

on tire, en différentiant, 

d p tang - dp' tang £ 

P P 
coŝ  - cos' ^ 

2 2 

dp dp' 
-r^ -h -T-^ = o. 
smp sinp' 

A cause de (2), cette dernière égalité donne 

sin g _ sinp 
sma'~"sinp'' 

Or, 
a-+-a '= p 4- p'; 
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donc de (i) et (3), il suit que Ton & 

c. Q. F. D. 

ISote. — La même question a été résolue par MM. E. Muzeau, Gazères 
et Moreau, élève du lycée de Besançon. 

Question 749; 

PAR M M . CAMILLE M A S S U N G HT H . K A E N T Z , 

Élèves de l'École Centrale. 

My'- j- N — i =r o, étant Véquation d^une conique, 
a, 6, y représentant les angles faits avec Vaxe des x 
par les côtés d'un triangle ABC, inscrit dans la co-
nique, et Xo, y ai r représentant les coordonnées du 
centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle, on a 
les relations suivantes : 

. . . . Nxo 
sin a sin 6 sin 7 

cosa COS6 cos7 : 

r ( M — N ) 

M J , 

r(M — N) 

Démonstration» — En désignant par Xj, 
Xs, y^ les coordonnées des sommets A, B, C, nous avons 
les relations 

•r. — __ 
cos a sin a 

M/J -f-N^; 

C) Nous rectifions, dans ces formules, deux fautes qui nous ont été 
indiquées par MM. Massing et Kaentz et par M. Melon. 
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d'où nous tirons 

( 1 ) j5)sina - h N (^,-f-a:2)c0Sa = o. 

Les coordonnées Xq^ f o du centre du cercle circonscrit 
au triangle, vérifiant l'équation de la perpendiculaire 
élevée au milieu du côté AB, nous avons 

(2) (/i-h J'j) sin a -f- (x, -f- JT,) cosa 2 (̂ o cosa H-/o sin a). 

Les relations (1), (2) donnent 

2M / sina\ 
M — N \ cosa/ 

/ cosa\ 
Jl H- 72 = — ^ ^ Jo -+- Xo — • 

M — N Y smaJ 

On aura de même 

2 M / sin€\ 

2N / COSê 

D'où 

_ 2 M sin (6 —a) 
- cosacosê ' 

2 N sin (6 — a ) 
M - N Sina sine ' 

Mais 
X3— a:, 

cos 7 
: 2rsin (6 — a) (*), 

(*) ——^représente la valeur du côté AG; d'ailleurs 

sin (6 — «) = sinB : 
l'égalité 

cos y ' 

revient donc à 
AC=2r.ainB, 

formule bien con«»e. 
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et 
73-r. 

sin7 
=: arsin (ê — a) ; 

en égalant ces dernières valeurs de x^ — Xj, j g — j j à 
celles que nous avons précédemment obtenues, il vient 

Mjo cosa cosê COS7 == 
r ( M. — J> j 

el 

Ce sont les deux premières relations qu'il fallait dé-
montrer. 

Actuellement, cherchons les coordonnées du quatrième 
point d'intersection de la conique + — 1 = 0, 
et du cercle circonscrit au triangle ABC (les trois autres 
points d'intersection étant les sommets A, B, C du 
triangle). 

En éliminant x entre les équations 

= 0 et [ x . x ^ f - ^ [y — f̂  ^ o, 

nous trouvons une équation du quatrième degré, dans la-
quelle la somme des quatre racines y , , j-g, est 
donnée par la relation 

(3) = 

Or, d'après les égalités déjà obtenues, on a : 

2N 
JN — M 

2N / 

C O S A \ 
Jo-4-

sma / 

cos6\ 
JÛ-f- ^•sinêj ' 

ro-t-
cos 7^ 

ro-t-
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d'où 

3Nr« N /cosa cosS cos-y^ (4) + Î T T h " ' lûTe + im^; 
En retranchant l'équation (4) de l'équation (3), on a 

N̂ o N /cosa cosê COSyX 

Or, 

cosa cosê COS7 cosa cos6 cosy — cos(a -f- 6 -f- 7) 1 ; ; . . , 

sin a sm 5 sin 7 sin a sin 6 sin 7 

et 

— — Xf, -r - — r sina smS sin 7, ^ — M 

Au moyen de ces dernières relations, l'équation (5) de-
vient 

Nr» Mr. , , . , 
= Jo — '•cos ( a 4- ê -f- 7 ). 

Un calcul semblable donne 

" — rsin (a -f- 6 -h 7). 

Donc 

M[Jo— ĈOS (a -h 6 4- 7)?-+- N [-̂ 0 — rsin (a 4- 6 4- 7)]'— i — o. 

Ce qui démontre la troisième relation. 
Note,— La même question a été résolue par M. Melon, et par M. Ca-

mille Laduron, élève à TÉcole des Mines de Liège. 

Ànn. de Mathémat., i« t. V. f Ai»iU iSOfci. 24 



(37O ) 

SOLUTION DE L A QUESTION 
donnée an concoars gefiérâl de 1 8 6 2 pour la classe de Slathéniatiqoes 

spéciales; 

PAR M. LEBASTEUR. 

(Copie couronnée.) 

On donne deux coniques ayant un même fojer et 
leurs axes proportionnels. Soient F A , FA' leurs rayons 
vecteurs minimums; on fait tourner ces rajons vecteurs 
autour de F , en conservant leur distance angulaire ; 
soit FC, F C une position. En C et C on mene les tan-
gentes à chacune des coniques. Trouver le lieu de leur 
point M de rencontre. 

L'équation de la première conique, en prenant pour 
axes les parallèles aux axes de la courbe menés par le 
foyer F , est 

OÙ 

r h^ 
Y —• .r H 

a c 

Celle de la deuxième est 

6 ayant la même valeur puisque les axes sont proportion-

nels, et 
r = à: c o s a -H j s i n a — /?, 

où 

z 

C 
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A étant le rapport donné de proportionnalité et a Tan-
gle AFA' . 

Les tangentes aux points C et C auront pour équa-
tions, en appelant (f l'angle C F x , 

( 1 ) , c o s ç p j s i n ^ = gy, 

(2) j?cos ( i j)-f-a)-4-jsin ((j> H - a ) sT. 

En éliminant cp entre ces deux équations, on aura 

réquation du lieu. A cet effet, j'écris la deuxième 

(3) (x c o s a - + - J s i n a ) cos<j) -f- ( / c o s a — a7sina)sin<p = eT. 

Des équations (i) et (3), considérées comme deux équa-
tions du premier degré entre sincf et c o s c f , je tire les va-
leurs de ces inconnues 

, , , . 7 (.reos a - f - r sin a ) — Tx 
4 sin^ — 2 — — — , 

_ . 7 ( X cos a — .r sin a ) — r r 

et faisant la somme des carrés de (4) et (5), on a 

( 6 ) r ' -I- 7 2 — 2 r 7 cosa —• [x ' -^y"^) 

L'équation (6) est sous une forme très-remarquable 
l'équation d'un cercle. En remplaçant F, 7 par leurs va-
leurs, cette équation devient 

b' . . ¥ 
— s i n ' a y ' ^ ) — 2 — (i - h c o s V — 2X-cosa).r 

. h* 
— 2 — s i n a ( i — c o s a ) J ^ ^ ^ — 2 cos a) ~ o . 

Mais il n'est nul besoin de faire cette substitution. 
Il suffit qu'il demeure acquis que le lieu est un cercle, et 
la Géométrie termine très-élégamment la question. 

24. 
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L'équation (6) nouis fournira seulement un diernier ré-

sultat. 
Si Ton cherche, en effet, la position du cercle qu'elle 

représente relativement aux deux coniques données, on 
reconnaît tout de suite qu'il est doublement tangent à 
chaque conique. 

Donc le centre du cercle se trouve sur chacun de leurs 
petits axes et par suite à leur intersection. 

En outre, dans la position primitive des rayons vecteurs 
minimums, et après une rotation de i8o degrés, il est clair 
que nous avons les deux points des extrémités du diamètre 
du cercle; donc ce cercle est complètement défini. 

DEMONSTRATION DES THÉORÈMES DE M . GROl lARD 
(voir 2* série, t. JV, p. 546) ; 

P AR M . P . S A A C K É , 

Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Montpellier 
(classe de M. Garlin ). 

1. On donne un cercle O et un point F dans un plan : 
r enveloppe d^un côté d'un angle constant dont le som-
met décrit la circonférence O, et dont Vautre côté passe 
par le point F , est une cotiique à centre, 

2. Si Von fait varier la grandeur de cet angle^ toutes 
les coniques que Von obtient sont semblables et ont le 
point F pour foyer commun. 

3. Ces coniques ont pour enveloppe le cercle donné 
qui les touche chacune, doublement, 

4. Les directrices correspondantes au fojer¥ passent 
par un même point. 
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5. XE lieu des seconds foyers est une circonférence 
concentrique à la circonférence donnée. 

Démonstration, — 1 . Rappelons une propriété des 

coniques à centre : le lieu des pieds des perpendiculaires 

abaissées d'un foyer d'une conique à centre sur les tan-

gentes à la courbe est une circonférence décrite sur l'axe 

focal de la conique, comme diamètre. 

Inversement, si par un point F on mène un rayon 

vecteur F A à une circonférence donnée, et si l'on tire AB 

perpendiculaire à F A , la droite AB touchera constam-

ment une section conique, ayant le point F pour foyer, 

et qui sera une ellipse ou une hyperbole^ selon que le 

point F sera intérieur ou extérieur au cercle. 

Cela posé, soit a Tangle constant dont le sommet A dé-

crit la circonférence donnée O, et dont l'un des côtés 

passe constamment par le point donné F . Abaissons de ce 

point fixe F une perpendiculaire FB sur le second côté 

de l'angle. Le pied B de cette perpendiculaire décrit une 

circonférence quand le point A parcourt la circonférence 

donnée O. Car l'angle A F B est invariable, et le rapport 

FB 
— est constamment égal à s ina. Il en résulte que le 
Jr A 

point B décrit une circonférence dont le centre O' est 
sur une droite FO' , faisant avec F O un angle 

0 F 0 ' = A F B r = - - a; 
2 

et à une distance de F égale à O F X s ina. Le rayon R' 

de cette circonférence est égal à R sin a, en désignant par R 

le rayon de la circonférence donnée O. 

On voit donc que l'enveloppe des droites AB n'est 

autre que l'enveloppe des perpendiculaires aux extrémités 

des rayons vecteurs menés d'un point fixe F aux diffé-

rents points d'une circonférence O'. D'après le théorème 
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que nous avons rappelé, cette enveloppe est une conique 
à centre ayant pour foyer le point F . Ce sera une hyper-
bole si le point F est extérieur au cercle O', et une ellipse 
si le point F est intérieur. 

Selon que le point F est extérieur ou intérieur au 
cercle O', ce point est extérieur ou intérieur au cercle 
donné O. Car les égalités 

FO'r=: FO.sina, et R'==rRsina 

donnent 
FO FO' 

on a donc 

K R' 

F O > R , ou F O < R , 

selon que FO' est plus grand ou plus petit que R'. 
Ainsi, Tenveloppe de la droite AB est une hyperbole 

si le point F est extérieur au cercle donné O, et une 
ellipse si le point F est intérieur à ce cercle. 

Après avoir fait cette distinction entre les coniques, il 
est naturel de se demander comment s'eiFectue le passage 
de Thyperbole à l'ellipse. 

A cet égard, étudions le cas où le point F est situé sur 
la circonférence donnée O. 

On a alors 

FO FO' 
— et par suite 

ce qui fait voir que le point F est aussi sur la circonfé-
rence O'. Les droites AB passeront toutes par le point F ' 
diamétralement opposé à F sur la circonférence O'. La 
droite BF' , pour une position particulière, se confond 
avec le diamètre F O ' F ' . Dans une autre position, elle se 
place en F ' . On peut donc considérer la droite F F ' comme 
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renveloppe des droites BF ' (*) -, et cette droite elle-même 

peut être regardée, soit comme une ellipse infiniment 

aplatie, soit comme une hyperbole infiniment allongée. 

Dans tous les cas, les pôints F , F ' sont à la fois les foyers 

et les sommets de cette conique limite. On pouvait pré-

voir que les foyers doivent, dans le cas où F est sur la 

circonférence O, coïncider avec les sommets; car on a 

alors 
FO' 

FO' 

et représente l'excentricité de la conique. On voit de 

même que la conique enveloppe a un centre. 

Remarque, — La proposition que nous venons de dé-

montrer n'est que la réciproque de cette proposition con-

nue : le lieu des pieds des obliques menées de Vun des 

foyers d'aune conique à centre sur les tangentes, et sous 

une inclinaison constante, est une circonférence dont le 

centre est un point du second axe de la conique. 

Tout ce que nous avons dit se déduit immédiatement 
de ce théorème. 

2. Si Von fait varier la grandeur de Vangle a, toutes 

les coniques que Von obtient sont semblables et ont le 

point Y pour foyer commun. 

En effet, nous venons de voir que le rayon du cercle O ' 

est Rs ina ; de plus 

FO' = FO.sin a = i/sina. 

(*) On sait d'ailleurs qu'un système de deux points peut être considéré 

comme une conique et que dans ce cas les tangentes à la conique sont 

toutes les droites passant par l'un de ces points {voir le Traité des Sec-

tions coniques de M. CHASLES, p. 3'I, n® 32). 

Cette note est de M. Saacké. 
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On a done, en nommant a a , ab les axes et 2C la dis-
tance des foyers, 

a r-- R sin a, c z=: dsin a. 

Ces formules montrent tout d'abord que l'excentricité -

est indépendante de a. 

En outre, de l'égalité 

_ d' 

^ K' 

on déduit 

- d' — R' b' d' — R2 
5 OU —: i::̂  

a' R̂  a' R2 

Les axes étant proportionnels, les coniques sont sem-
blables. Il résulte de la démonstration du théorème I 
qu'elles ont toutes pour foyer le point F . 

3. Lorsque le point F est extérieur au cercle donné O, 

les coniques ont pour enveloppe la circonférence O, qui 

les touche chacune en deux points. Considérons l 'hyper-

bole enveloppée par la droite AB, lorsque le sommet A de 

l'angle constant parcourt la circonférence O. Quel que 

soit l'angle a, il y a sur Thyperbole un point D tel, qu'en 

ce point le rayon vecteur fait avec la tangente un angle 

égal à a. Ce point appartient évidemment à la circonfé-

rence donnée. Dès lors, la circonférence et l'hyperbole 

ont le point D commun, et comme ces deux courbes ne 

peuvent pas se couper, elles sont évidemment tangentes 

en ce point. Le môme raisonnement s'appliquant aux 

deux branches de l'hyperbole, on voit qu'il y a deux 

points de contact symétriques, par rapport au second axe 

de la conique. 

Ces coniques, extérieures au cercle, lui étant double-

ment tangentes, le cercle est leur enveloppe^ 
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Remarque. — Lorsque le point F est dans l'intérieur 

du cercle donné, les coniques que Ton obtient en faisant 

varier a ne sont pas toutes doublement tangentes au cercle. 

Pour s'en assurer, il suffit de supposer que le point F 

coïncide avec le centré O du cercle donné. Car, dans ce 

cas, les coniques deviennent des circonférences concen-

triques au cercle donné. Mais, en admettant que F soit 

intérieur au cercle O, notis allons déterminer à partir de 

quelle valeur de a les ellipses enveloppes cessent d'être 

tangentes à la circonférence donnée. 

Menons le rayon vecteur F A perpendiculaire à O F , et 

par le point A où il rencontre la circonférence O con-

duisons une tangente AB à cette circonférence. L'angle 

aigu F A B sera évidemment le minimum des angles que 

les rayons vecteurs menés de F aux différents points de 

la circonférence forment avec les tangentes en ces points. 

Il s'ensuit que les coniques correspondantes à des valeurs 

de l'angle a moindres que l'angle F A B ne peuvent être 

tangentes à la circonférence O5 car, s'il y avait un point 

de contact, la tangente en ce point à la conique qui serait 

aussi tangente au cercle, ferait avec le rayon vecteur un 

angle a moindre que F A B , ce qui est impossible. 

4. Les directrices correspondantes au fojer F passent 

par un même point. 

Pour une valeur particulière de a, l'axe focal de la 

conique est dirigé suivant la droite FO' , et le second axe 

suivant la droite 0 0 ' perpendiculaire à F O ' au point O' . 

On a 

b' /K'^ — ci'X . 
fl — R' — R sm a, c d sm a, ~ ~ l ^ j sm a. 

La directrice correspondant au foyer F est parallèle 

à O ' O , et rencontre O ' F en un point H dont la distance 
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a est i — ~ — j sin a. D ou 

HF — ^̂  
FÔ' — 

Soit G le point où la directrice rencontre la droite F O , 

les triangles semblables FHG, F O ' O donnent 

TO _ ^ _ R̂  — d^ 

FO ~ FO' " 

Donc, lorsqu'on fait varier a, les directrices correspon-
dant au foyer F , rencontrent, toutes, la droite F O en 
un même point G. 

5. Le lieu des seconds foyers est une circonférence 
concentrique au cercle donné O. 

En effets si F ' est le second foyer, on aura 

O' F' O' F, par suite OF' rzr OF, 

puisque 0 0 ' esl perpendiculaire sur FO' . Donc, le lieu 

des seconds foyers F ' est la circonférence décrite du 

point O comme centre avec OF pour rayon. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Paul Capin, élève en 

Mathématiques spéciales au lycée de Montpellier, P. Cagny et Léon Blouet, 

élèves du lycée Charlemagne; Puel et A. Juncker. 
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SOLUTION DE LA QUESTION P R O P O S É S P A R M. G R I F F I T H S ; 
(voir 2« série, t. IV, p. 522); 

P A R M . L É O N B L O U E T , 

Élève du lycée Charlemagne (classe de M. Hauser). 

Soient E^, Ei, Ec les centres des cercles exinscrits à un 
triangle ABC; le cercle circonscrit à ce triangle est le 
cercle des neuf points du triangle E^E^Ec. 

Soit donc ABC le triangle donné, je construis les cer-
cles exinscrits-, leurs centres E^, E ,̂ E^ sont donnés par 
l'intersection des droites AE„, AE^, AE^ bissectrices des 
deux angles extérieurs du triangle ABC en A et de l'an-
gle BAC, avec les bissectrices des autres angles. Tirons les 
trois lignes E^E^, E^E^, E^Ec*, ces droites passent par les 
sommets C, B, A. 

En effet, E^E^ passe par C, puisque CEj est la bissec-
trice de ACD adjacent à ACB, et que CE« est la bissec-
trice de BCF, opposé au sommet à ACD. 

Cela posé, pour démontrer que le cercle circonscrit 
à ABC est le cercle des neuf points du triangle E^E^E^, 
il nous suffit de faire voir que AE^ est perpendiculaire 
sur E^Ec^ car, si cela existe, le cercle passera par les 
pieds des hauteurs du triangle E^E^E^, et sera bien le 
cercle des neuf points de ce triangle. Remarquons pour 
cela que AE« est la bissectrice de l'angle BAC, et que 
E^E^ est la bissectrice de l'angle CAK adjacent à BAC. 
Donc AE^ est perpendiculaire sur E^Ec- Ce qu'il fallait 
démontrer. 

Note. — Même solution par M. Deman, élève du lycée de Douai ; Lacau-

chie, élève de Tinstitution Sainte-Barbe. 
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T H É O R È M E S U R L A P A R A R O L E ^ 

PAR M . ARMAND L É V Y , 

Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Metz. 

Lfimme, — Si d'un point M, pris sur un des côtés AB 

d'un triangle ABC conjugué à une conique, on mène 

des tangentes à cette courbe, les poinls ê, y, où les tan-

gentes rencontrent Fun des deux autres côtés BC du 

triangle, sont conjugués harmoniques des sommets B, C 

situés sur ce côté. 

En effet, le sommet C étant le pôle de AB, tout point 

de AB est conjugué harmonique de C, par rapport aux 

deux points où les tangentes menées de M rencontrent la 

droite qui unit C au point quelconque pris sur AB 

T H É O R È M E . — Les droites qui unissent les milieux des 

côtés d'un triangle ABC, conjugué à une parabole, sont 

tangentes à cette courbe. 

En effet, la parabole est tangente à la droite de Y infini. 

Soient M le point où la droite de l'infini rencontre le 

côté AB, et y le point où elle rencontre CB. La tangente 

menée par M sera une parallèle à AB, rencontrant BC en 

un point ê, tel que ê et y soient conjugués harmoniques 

de B et de C. Mais y étant à Tinfini^ ê est au milieu de BC; 

donc le théorème est démontré 

(*) La polaire de M passant par le point C, les quatre droites MC, MB, 

My, Mê forment un faisceau harmonique dont MB, MC sont deux rayons 

conjugués. 

(**) La tangente menée à la parabole, parallèlement à la polaire AB 

de C, est à égale distance de AB et de C. Le point de contact se trouve a 

rintersection de la courbe et du diamètre conduit par le pôle C. C'est là 
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Remarque, — On en déduit le théorème démontré par 

M. Painvin : le lieu des foyers des paraboles conjuguées 

à un triangle, est le cercle des neuf points de ce triangle. 

Car la parabole est tangente aux côtés du triangle dont 

les sommets sont aux milieux des côtés du triangle donné; 

donc, d'après une proposition démontrée dans les Nou-

velles Annales (i845, p. 245), le lieu des foyers est le 

cercle circonscrit au second triangle, c'est-à-dire le cer-

cle des neuf points du triangle proposé. 

S O L U T I O N DE L A Q U E S T I O N D ' E X A M E N 
(voir 2* série, tome IV, page 476); 

P A R M . P . M A R Q U E S B R A G A , 

Élève du lycée S a i n t - L o u i s (classe de M. V a c q u a n t . ) 

Voici une solution purement géométrique (s'appuyant 

seulement sur les deux premiers livres de la Géométrie) 

de la question d'examen de la page 476 du tome IV de la 

deuxième série : 

Construire un carré ABCD dont les côtés prolongés 

coupent une droite donnée en quatre points E, F , G, H 

(E sur BA, F sur CD, G 5Mr AD, H sur BC). 

Les points B, D se trouvent sur des demi-circonférences 

décrites sur EH, F G comme diamètres. La diagonale BD 

partageant les angles B et D en deux parties égales, passe 

par les milieux M, M' des demi-circonférences. Donc, 

une conséquence toute simple de cette proposition bien connue, q u e la 

sous-tangente est d o u b l e de l'abscisse du p o i n t de contact, quand la 

courbe est rapportée à une tangente, et au diamètre m e n é par le point 

de contact. . G. 
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si, après avoir décrit les demi-circonférences, on joint 

leurs milieux, la droite ainsi menée déterminera les points 

B et D, par suite les points A et C seront déterminés. 

La solution serait la même si les quatre points vl étaient 

pas en ligne droite. 

OlIESTIONS. 

766. Les deux ellipses de Cassini données par les 
équations 

(x'-hy'-y— y ) -h a* := 

se coupent orthogonalement, pourvu qu'on ait 

( S T R E B O R . ) 

767. Les cercles circonscrits aux différents triangles 

semi-réguliers (*) inscrits dans une ellipse, ont pour 

centre radical commun le centre de cette ellipse. 

(*) Un polygone semi-régulier est la projection d'un polygone régulier, 

dénomination due à M. Transon {voir 2® série, t. Il, p. S i ; ) . 
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Le lieu Je leurs ceutres est une ellipse. Leur enve-

loppe est une anallagmatique du quatrième ordre. 

( F O U R E T . ) 

768. Étant donnés une conique et un point dans son 

plan, de ce point on abaisse des perpendiculaires sur les 

côtés d'un triangle circonscrit à cette conique et tel, que 

les droites qui joignent les sommets aux points de con-

tact des côtés opposés se coupent au point donné; le 

cercle passant par les pieds de ces trois perpendiculaires 

et les cercles analogues ont le même centre radical. 

Le lieu de leurs centres est une conique. Leur enve-

loppe est une anallagmatique du quatrième ordre. 

( F O U R E T . ) 

769. Nommons secteur en général le corps terminé 

d'une part par une surface conique, de l'autre par une 

surface quelconque que nous appellerons la base du 

secteur. Tous les secteurs ayant une base commune et 

des volumes égaux ont leurs sommets situés dans un 

même plan. ( Z E U T H E W . ) 

770. Le plan dont il est parlé dans la question pré-

cédente est perpendiculaire à deux plans sur lesquels 

l'aire de la projection du périmètre de la base commune 

est nulle. (Louis O P P E R M A N N , de Copenhague.) 

771 . Sur toutes les tangentes d'une courbe quelcon-

que S, et à partir du point de contact M, on prend une 

longueur constante MM^. La normale à la courbe Sj , lieu 

des points Mi, passe par le centre de courbure O de la 

courbe S au point M. Sur la normale Mj O et au point O 

élevons une perpendiculaire qui coupe la tangente MMi 

au point T . La droite C T , qui joint le point T au centre 

de courbure C de la développée de S au point M, coupe 
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la normale M i O au point Oj qui sera le centre de cour-
bure de Si au point M,. ( N I C O L A Ï O È S . ) 

772. Le nombre des sommets (*) d'une courbe algé-
brique est, en général, donné par la formule 

dans laquelle c, d représentent le nombre des points 
d'inflexion, la classe, le degré de la courbe donnée, et p 
le nombre des branches paraboliques. ( L A G U E R R E . ) 

773. Étant donnée une équation réciproque/*(x) = o , 
quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'équation en z , obtenue en posant 

I 
X Z 

X 

soit elle-même réciproque? 

774. Démontrer que si X'" désigne le nombre de ma-
nières de décomposer un polygone convexe, de m côtés en 
n parties, au moyen de tï — i diagonales qui ne se cou-
pent pas dans l'intérieur du polygone on a 

fn ï m [ m i ) ( m . . , ( m n —2) 
— - X 

n 1 . 2 . 3 . . . (// — 1) 

{m — 3) (/;/ — 4) - • • — ^ — 0 
X 

I ) 

P. 

(*) Les sommets sont les points où la courbure est maximum ou mi-

nimum. 
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N O U V E L L E M É T H O D E P O U R D É T E R M I N E R 

L E S C A R A C T É R I S T I Q U E S D E S S Y S T È M E S D E CONIQUES 
(voir page 289) ; 

PAR M . H . ' G . Z K U T H E N (DE COPENHAGUE). 

VII. — Détermination des caractéristiques d^un sys-

tème de coniques qui ont un contact du second ordre 

avec une courbe donnée et des contacts du premier 

ordre avec deux autres courbes. 

29. Désignons par {C,n,nY ^̂  condition d'un contact 

de Tordre avec la courbe le système actuel sera 

représenté par [ A ce système 

appartient toute conique infiniment aplatie : 

Pasvsant par un point d'intersection de avec 

Ĉ 2Î«29 ^^ngente à et limitée au point d'intersec-

tion et au point du contact; 

Tangente à C,̂ , n a son point de rencontre avec une 

des deux autres courbes, et limitée à ce point et à la 

troisième courbe -, 

Renfermée dans une tangente commune à et 

à l'une des deux autres courbes, limitée au point de 

contact avec et par la troisième courbe; 

4® Renfermée dans une tangente d'inflexion de C^ „ 

el limitée par les deux autres courbes : 

5® Passant par un point de rebroussement de 

limitée à ce point et à un point de rencontre de 

avec \ 

6® Passant par un point de rebroussement de 

tangente à l'une des deux courbes et termi-
Arm. de Mathèmat., série, t. V. (Septembre i8G6. ) 
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née à l'autre de ces deux courbes et au point de rebrous-
sement. 

Nous ne savons pas encore combien de fois on doit 
compter chacune de ces coniques singulières dans le 
nombre X, mais nous leur attribuons les coefficients indé-
terminés Xyj^ z , w, et i correspondant respectivement 
aux différentes classes que nous venons de nommer. Ces 
coefficients seront entiers et positifs on trouve alors : 

\ ~ x . m i n i 2 n X ( w W i W s -f- m/WjWt) - h z (/z/z, W j -f- w/ZsWi) 

zzz [x/i -f- 2.ym -f- ut' -h pd') m^ri-i •+- (zn sd' ) (///, n^ -1- /Wj/z,). 

Si l'on transforme, au moyen du principe de dualité, 
une figure contenant deux courbes qui ont un contact de 
Tordre r ou (r- l - i ) points consécutifs communs, les 
courbes réciproques auront en commun r-f-'i tangentes 
consécutives, c'est-à-dire un contact du même ordre. Si 
l'on transforme le système actuel, le système réciproque 
sera donc de la même espèce. Par conséquent on peut 
(comme aux n̂® 11 et 12) trouver t j en permutant, dans 
l'expression de les lettres m et et i, d ' e t t'. On 
trouve alors 

cr rzr: [xm -f- 7.yn -h ud' -+- vt') n^n-y -h [zm -f- st') (/tïiAZj -î- Wj^i), 

( * ) La supposition que les coefficients sont plus grands que zéro, im-

plique celle que le système contient vraiment toutes les classes nommées 

de coniques infiniment aplaties. Nous ne profiterons de cette supposition 

que pour la deuxième ou la quatrième classe, c'est-à-dire pour le coeffi-

cient r ou U] car alors les équations indéterminées que nous trouverons 

n'accorderont la valeur zéro à aucun autre coefficient. Il suffit donc de 

s'assurer : i® que le système ne contient pas d'autres coniques infiniment 

aplaties que celles que nous avons nommées, et 2® qu'il en contient vrai-

ment de la deuxième ou de la quatrième classe. Ceci est bien évident, 

notamment pour la quatrième. 
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puis, au moyen des formules (i) et {2) du n" 1 , 

V = v'" m^nii 4- ( m , - h WsW, ) -f- v' /?, n^. 

ou 

~ (2jr/W H- .r/2 -}- vd^ -h «i'), 

v' — - { x m + 2J/2 - f - - f - (/i'), 

v'' 1 [z{2.m -4- //) -4- 2 i ' ) ] , 

v''' ™ ^ (2J/W -h xn \>d' -h tti'), 

30. Pour le calcul des coefficients indéterminés on a 
(wz/'le n® 13) 

La première de ces équations donne 

[ix — z) m -{- 2. {27 — z) n -h 2(u — s) d' -h {^p — î ) i ' o , 

OU, comme d'z=Zm — 3 n fc' ( * ) , 

— 2; -4- —'i )] /72 4 - 2 [27 — Z — 3 (a — 

[9.V — s -h 9.{u — s)]t' — o. 

Comme les trois nombres /?/, 71 et t/ ne peuvent être liés 

C ) Voir la l'ormulelV dans la pmnièr<» note du n® 11. 

5.5. 
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par aucune équation, leurs coefficients doivent être égaux 

à zéro. On trouve donc 

( I ) z — 2.x 2{iy — z) = 3 [s — — 6 [u s). 

L'équation = donne les mêmes résultats. 

'Pour achever le calcul des coefficients inconnus, nous 

déterminerons par d'autres moyens p' dans le cas parti-

culier où la courbe Ĉ n̂ étant de l'ordre m a un point 

multiple de Tordre m — i . Dans ce point coïncident 
(m — i) (/w — 2) . 1 1 1 1 1 

^ points doubles, et la courbe ne contient 

pas d'autres points doubles ni points de rebrousse-

ment Par conséquent 

2 

et selon les équations de M. Plûcker 

/2 2 (/?/ — i) , 2 (/;/ — 2)(/?2 — 3 ) , 3(/;2 — 2). 

Nous désignerons par M cette courbe singulière que 

nous aurons à considérer aussi dans d'autres questions. 

Alors nous ferons toujours usage du lemme suivant. 

3 1 . L E M M E . — Un système de coniques qui ont un 

contact de V oindre r a^ec une courhe M ¿/e tordre m 

douée d\in point multiple de Vordre m — i, si nous 

désignons par q le nombre des points où une conique 

coupe la courhe pai; a le nombre des coniques du 

( * ) Nous supposons qu'aucun des points doubles qui coïncident ne se 

réduit à un point de rebroussement. 

( * * ) q est en général égal à 2 m — ( r - f - i ) . Seulement dans le cas où les 

coniques ont avec „ d'autres contacts que celui de Tordre r, il faut 

ejicore soustraire de ce nombre-ci, les points d'intersection qui coïnci-

dent avec les autres points de contact. Du reste, nous n'avons donné à 
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système dont le contact a lieu en un point donné, 

par |3 le nombre de celles qui coupent M en un point 

donnée contient qa-h^ coniques dont le point de con-

tact coïncide avec un des q points d'intersection [si Ton 

na pas égard à la coïncidence qui a lieu lorsqu'une 

conique touche et coupe au point multiple différentès 

branches de M.), 

Pour le prouver, on joint le point multiple par une 

droite X au point de contact 6 d'une conique, et par des 

droites Y à ses points d'intersection p. Toute droite X 

ou Y détermine un seul point 9 ou p el réciproquement. 

La coïncidence d'un point de contact Q avec un point 

d'intersection p de la même conique dépend donc de la 

coïncidence d'une droite X avec une droite correspon-

dante Y . 

O r , à une droite X ou à un point 0 correspondent a 

coniques du système, et par conséquent qcc points p ou qcL 

droites Y , et à une droite Y ou à un point p correspon-

dent /3 coniques, et par conséquent (5 points 0 on jS 

droites X . Donc (théorème II, p. q a -h (5 droites X 

coïncident avec des droites correspondantes Y , d'où l'on 

conclut le lemme énoncé. 

Si la conique dont un point de contact 9 coïncide avec 

un point d'intersection p n'est pas infiniment aplatie, 

l'ordre du contact s'élève à 7^4- i . Mais si elle est infini-

ment aplatie, les points 9 el p qui coïncident peuvent 

appartenir l 'un à l'une, et l'autre à l'autre des deux 

branches coïncidant de la conique, et alors Tordre du 

contact restera le même. 

32. Appliquons le lemme 31 au système (M, Pz). 

notre lemme que la généralité nécessaire pour les applications, en omet-

tant par exemple le cas facile où les coniques ont plusieurs contacls de 

l'ordre r. 
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o « r ) 

r — I, q — 2.m — 2, 

A = : : N ( M 0 , PNY P Z ) , 

P = : N ( M — P X , P 2 , Pz), 

OU, selon la formule I I du 2 3 , 

P R = N ( M , P , P ^ ) — 2 N ( M Ô , 

et, par conséquent, 

^ A - F - 2 ( M — 2 ) N ( M G , pt^p^y p,)-h l!^ [M, p, p,, p„ p,). 

Or, d'après les formules (8) et (3) 

N ( M , /?, / ? , , P , , -4- N , 

ou, comme nz=i i[m. — i) (n® 30), 

N ( M , 

Par conséquent, 

ya + p — 6 (w — ij . 

Le système ne contient aucune conique infiniment aplatie. 

sera donc le nombre N [(M)^, , des 

coniques qui passent par pi , et ont avec M un con-

tact du second ordre. On trouve pour le même nombre 

une autre expression, en remplaçant dans celle que nous 

C^) \oir les notations du n® 23. 

( * * ) La coïncidence des ^ points doubles de ne 

modifie pas les caractéristiques des systèmes, tant que les coniques 

n'ont pas plus de deux contacts avec cette courbe; car alors on ne regarde 

jamais à la fois plus de deux branches qui se coupent au même point. 

Les formules précédentes, (6) et ( 7 ) exceptées, sont donc encore vraies 

dans le cas où la courbe C„, „ est remplacée par la courbe M. ( Fo// 

le no 22.) 
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avons trouvée pour ¡JL dans le n® 29 (*), fi par i{fn — i), 
d'par o, et t' par 3 (w — 2) -, ce qui donne 

^a -4- p ^ [(.r -4- 4 j -H- 3o)m — ( 4 j 4- 6 0 ) ] . 

En égalant les deux expressions de i/a -f- p, on trouve 

(jt- - f - 4 j -4- 3p — l 8 ) m — ( 4 j -I- 6i' — 1 8 ) o . 

771 é t a n t a r b i t r a i r e , o n d o i t a v o i r s é p a r é m e n t , 

X - f 4 j - t - 3 p ~ 1 8 , 

2 J - h ÔV 

' 33. Les équations (I) du n^ 30 et (II) du n« 32 suffi-
sent à déterminer les coefficients z^ P», J, qui 
doivent être entiers et positifs. Sous cette condition la 
seconde équation (II) n'est satisfaite que par 

J — 3. P — I . 

Ptiis les autres équations donnent 

Par la substitution de ces valeurs dans les expressions 
trouvées au n'̂  29, on obtient la solution ( suivante : 

[ Cm, , , ] = [ ( , m, -f- p.'' (m. 72, -f- /Ŵ  ) p' /?,/;, , 

m^nti - f - v'̂  (wi/?2-i - Wa«,) - h v' 72, rii ] 

[(€.,„)% P. 

(11^) 

( * ) Vo/'/'la note précédente. 

( * * ) j = i o donnerait p = 3, p u i s t t = : o , ce qui justifie la remarque 

faite dans la note du n® 29. 

( * * * ) M. Cremona Ta trouvée d'une autre manière (Gow/^i^j rendus 

des seances de VAcadémie des Sciences, 7 novembre i864). 
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Lorsque est une courbe générale de Tordre m, les 
formules ( c i a ) sont remplacées par 

v ' = (m - i). 

Pour m= 2, = v'¡X^'==: ^ ¡x'^ 12. 

34. Il faut retenir pour la solution d'autres problèmes 

les valeurs des coefficients .r, jy", z^ ZÎ, t̂  et 5. Dans l'ex-

pression de 1 ces coefficients appartiennent aux différentes 

espèces de coniques infiniment aplaties que nous avons 

énumérées au n® 29, et dans Texpression de u ils 

doivent appartenir aux différentes espèces de coniques à 

point double, qui y sont corrélatives-, ce qui donne lieu 

aux propositions suivantes : 

Pour un système de coniques qui ont un contact du 

second ordre avec une courbe donnée et des con-

tacts du premier ordre avec deux autres courbes 

t't il faut compter,, dans le nombre X : 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie passant 

par un point d'intersection de et C,«^,»^^ tangente 

Cl et limitée au point d'intersection et au point de 

contact y 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie^ tangente 

à ^^ point de rencontre avec une des deux autres 

courbes^ limitée à ce point et à la troisième courbe^ 

Six fois, toute conique infiniment aplatie, renfermée 

dans une tangente commune à et à l'une des deux 

autres courbes, limitée au point de contact avec et 

à la troisième courbe ; 

Deux fois, toute conique infiniment aplatie, renfer-

mée dans une tangente d'inflexion de , limitée par 

Une fois, une conique infiniment aplatie, lindiéc ci un 
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point de rehjoussenient de et à un point de ren-

contre de av^ec 

Deux fois, toute conique infiniment aplatie^ limitée 

à un point de rebroussement de tangente à Vune 

et limitée à Vautre des deux courbes et C,«^^«^; 

Etf dans le nombre zj : 

Trois fois, toute conique à point double., composée 

d'une tangente commune à et C^^^n.^ ^^ de la tan-

gente à en Vun des points oii elle est rencontrée 

par la première droite; 

Trois iois, toute conique à point double^ composée 

d'une tangente comumne à et à Vune des deux 

autres courbes., et d^une tangente à Vautre menée par 

le point ou la première droite touche ; 

Six fois, toute conique à point double composée de la 

tangente à en Vun des points d'intersection avec 

Vune des courbes C,«^,«^ et et dune tangente menée 

par le même point à Vautre; 

Deux fois, toute conique ayant un point double en un 

point de rebroussement de et composée de tangentes 

menées par ce point aux deux autres courbes ; 

Une fois, toute conique à un point double composée 

d'une tangente d'inflexion de et d'une tangente 

commune à et 

Deux fois, toute conique à point double composée 

d'une tangente d'inflexion à et d'une tangente 

menée à l'une des courbes ^t C^j,»^ par un point 

de rencontre de Vautre avec la première droite. 
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VIII. — Détermination des caractéristiques des systèmes 

de coniques qui ont un contact du second ordre et 

deux du premier ordre avec deux ou avec une seule 

courbe données, 

35. Ces systèmes sont : 

1° [(C,„,„)%2C,„.,„,]; 

l^s coniques oîil deux 

contacts avec la courbe C,,̂ «̂, l 'un du second et Taulre du 

premier ordre, et un contact du premier ordre avec C,«̂ «̂̂  ; 

dont les coniques ont avec 

trois contacts l'un du second et les deux autres du premier 

ordre. 

Les théorèmes du n° 34 sont encore vrais pour ces sys-

tèmes, où deux ou trois courbes données coïncident 5 

mais outre les coniques singulières nommées dans les 

énoncés de ces théorèmes, il y en a d'autres qui sont 

propres aux deux derniers systèmes. 

36. On trouve pour le système 

>v rrr 3 . fi^i A/ -f- 3/Wm, (m, — l ) -f- 6./ZW, ( w, — 2) 

, /W, ( W, — l) ,, , ,/ A X 
H- i . t ' h i.d'cl, -4- i,d' 2 ) , 

rj 3.i, w -I- 3 . ( / ? , — 1 ) -f 6 . — 2) 

,, îiAn^ — I ) , , , . 
- f - - f - I .t't, H - i.t' mÀn,— 2 . 

2 ^ 

Puis, on trouve, comme à l'ordinaire, les valeurs de 

pt et V qui, réduites au moyen des formules deM. Plûclier, 
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deviennent 

— {3n d') [m] -h im^rix — 5/w, 

V = ( 3 / 2 - h i / ' ) ( w ' - f - — 5 « , H-

qu'on peut substituer dans la relation 

Si et sont des courbes générales des ordres 

m et m i , on doit remplacer (12a) par 

1 3 l p -- - m{m — i) m, (w, — i) (m] -I- 3 w, — 8), 
( I 2 C ) ^ 

( vz:zz3m{n? — l ) / 7 2 , ( w , l ) ( w ^ i /W, — 5 ) . 

Pour m = = on trouve p. ~ v = 12. 

37. Dans le système on trouve, 

à côté des coniques infiniment aplaties nommées au 

n^ 34, d'autres qui sont renfermées dans les tangentes 

d'inflexion de et limitées aux points d'inflexion et 

à Introduisons-les dans l'expression de X avec le 

coefficient x , et nous aurons 

\ r = Z . m m \ n — 2 ) 4 - Z \ m m ^ { m — 2 ) 4 -

4 - 6,[nnt ( m — 2 ) 4 - 2 i / w , ] 4 - — 3 ) / w , 

mm, -h 2[d' [n ~ 3) w , d'n, (m — 2 ) ] 4 - x . i ' w , . 

Puis, le principe de dualité donne : 

uj z — 3 . n n i { m — 2 ) 4 - 3 . [ « / ? , ( « — 2 ) 4 - 2 i « , ] 

4 - 6,[mmi(n — 2) 4 - 2Î//Zi] 4 - 2 . ¿ f ' (/? — 3 ) 

4 - I ,t'{nnt 4 - 2 . [ ( I ' / ? ? — 3 ) / 2 , 4 - t'm, (n ~ 1 ) ] x .d'n,. 

( * ) Ces formules résultent aussi des formules ( 4 ) et (11) au moyen de 

méthodes données par MM. Chasles et Gremona {Comptes rendus des 

séances de l'Académie des Sciences^ 22 août et 7 novembre i864). 
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En substituant ces expressions dans les formules (i) 

et (2) du n® i , on trouve 

^ — ^"m^ H-

V - h v ' « , . 

Nous nous contenterons, pour le moment, de déterminer 
\)!' et v'. Leurs expressions, au moyen des formules de 
M. Pliicker, seront 

— 3 (//z (/w -h — 4) H- [t' -4- d')[m 4-/2 — 12) 

y'— 3{m-h-n){m/i){t'-h-d') {m-i-n ~ 12) 

Or, ou prouve, comme à l'ordinaire, que 

donc 

En introduisant cette valeur dans les expressions de X 
et et continuant la détermination et la déduction de 
(JL et V, on trouve la solution suivante du problème actuel : 

{l3a]{*) I2)-f- 24 (/72 4-/i), 

v" 3 (/?2 = -f- 2 f?jn — 10772 -f- 4^ j + ("2 4-2/7 — 1 /\)t' ; 

( * ) Les formules ( i 3 a ) donnent la simple relation 

fx' — v" md'— ni'. 

La dissymétrie des valeurs de /x" et v' n'est qu'apparente, car selon la 

formule (IV) de la première note du n« I l 

3« -4- ^m-h t 
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Lorsque est une courbe générale de Torde m, on 
doit remplacer { i3a) par 

Î^i^zzzz 3m{m — 2) (w^ -h 2/w — 7), 

= — — 3 ) , 
(W — 2)(2/72^ -f-./W — 7). 

Pour m = 2, on trouve = v' v'' crr O. 

38. Pour le coefficient x qui appartient dans X à la 

nouvelle espèce de coniques infiniment aplaties, et dans TS 

aux coniques corrélatives à point double, nous avons 

trouvé la valeur 5. Donc : 

Pow un système de coniques qui ont deux contacts 

avec une courbe Vun du second et Vautre du pre-

mier ordre,, et un contact du premier avec une autre 

courbe donnée on doit compter: 

Dans le nombre 1 : Cinq fois, toute conique infiniment 

aplatie renfermée dans une tangente d'^infiexion de 

Qn, 71 Gt limitée au point d^inflexion et à 

Et dans le nombre cr : Cinq fois, toute conique ayant 

un point double en un point de rebroussement de et 

composée de la tangente de rebroussement et d'une 

tangente à 

Ces théorèmes sont encore vrais si et coïn-

cident. 

39. Le système '¿C,«,«] ne contient de co-

niques singulières que celles qui sont nommées aux 
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n«' 34 et 38. Donc : 

2 

-h — 3) — 4)-h 5 . ( m — 3), 

= — 4) 4- 3.2/(72 — 3 ) — 4 ) 

^ ^ -hi.t't 
2 

-f- 2.i'(/72 - 3) (72 - 4 ) -f- 5.^^(72 — 3) , 

d'où 

I fx=:(2/72 -f-72- 7)[6i-f-fl?'(72 — 3)] 

-4- [(772 --- 72) (772 -f- _ 5 ) + i] ( 3 72 -f- - 36) 

-+-12(772 — 72) (772 -f-72 — 3), 

V ( 772 -h 272 — 7) [6 i/-h r'(772 — 3 j ] 

-f- [(72 — 772) (m H- — 5 ) -4- (3772 -f- — 36) 

-1-12(72 — 772)(7724-72 — 3 ) ; 

Lorsque esl une courbe générale de Tordre m, on 
trouve 

i 3 

\ p 772(772 — 2) (/72 — 3) (772̂  + 6/72'— 9772 — 46), 

( V — 3 772(772 — 2)(772 — 3) {m^ -h /¡m' — Sm — 2 3 ) . 

Pour ?n = 2 ou m = 3 on trouve p = : v = z o . 

( La suite prochainement. ) 

(.4«) 
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m L A T R 4 N S F 0 M A T M R DES L I G N E S P L A N E S 
PAR L A M É T H O f t l 8 1 8 RAYONS V E C T E U R S R É C I P R O Q U E S ; 

PAR M. E. HABICH, 
Directeur de l'École supérieure polonaise. 

Soient A une ligne plane donnée, A' sa réciproque, O 
le pôle de transformation 5 on a 

Menons par les points correspondants M et M'les tan-

gentes MT et M ' T et les normales MN et M ' N ' ; on sait 

que 

( 2 ) O M T - 4 - Ô M ' T î ^ i 8 o ^ 

MM' T = WUT et NMO = N' M' 0. 

Supposons en premier lieu que la puissance de transfor-

mation â  soit positive. 
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En prolongeant la normale M'IN' jusqu'à son intersec-

tion avec la normale MN en I, les tangentes en M et M' 
jusqu'à leur intersection en T , et joignant T avec I, on 
trouve 

MIrrrM'I, MT—M'T et MP — M'P. 

On voit par là que la ligne D, lieu géométrique des 
points tels que I, a tous ses points à égale distance de la 
courbe A et de sa réciproque A',que la droite IT perpen-
diculaire à MM', et passant par son milieu P, est tangente 
à la ligne D en I, et que le point P appartient à la podaire 
de cette ligne relative à l'origine O. 

Les lignes A et A' sont les enveloppes d'un cercle de 
rayon variable MI = M'I = dont le centre se déplace 
sur la courbe D. 

Pour trouver la loi de variation du rayon soit 
01 = R, on a 

( R - f - ¿ » j i R — 

d où 

(3) — 

C'est-à-dire que le rayon b est égal à la tangente menée 
du point I au cercle d'inversion. 

On sait que le cercle d'inversion est un cercle tracé au-
tour de l'origine O avec a pour rayon. 

On remarquera que 

(4) 

Si a — o, c'est-,Vdire si la puissance devient nulle. 
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r' =z o^ p ^^ b = R, el la ligne D est le lieu des points 

également distants de l'origine O et de la courbe A. 

Supposons, en second lieu, que la puissance de trans-

formation soit négative et que l'on ait rr' = — a*. 

En faisant une construction semblable à celle qu'on a 

faite pour le cas de la puissance positive, on déterminera 

la ligne D et sa podaire. 

Quant au rayon du cercle enveloppé, en observant que 

l'origine O est située à l'intérieur de ce cercle, on trou-

vera en valeur absolue 

(5} — d'où 

c'est-à-dire que le rayon b est égal à la distance du point I 

au point où la perpendiculaire à R élevée en O rencontre 

le cercle d'inversion. 

Les lignes A et A' peuvent être déterminées au moyen 

de la podaire P et de la distance variable P M = PM' , 

qui , dans le premier cas, est égale à la longueur de la 

tangente menée de P au cercle d'inversion et, dans le 

second cas, à la distance de P au point où la perpendicu-

laire élevée en O à OP rencontre ce cercle. 

De là résulte que, connaissant la ligne D ou sa po-

daire, l'origine O et le rayon a du cercle d'inversion, on 

peut trouver les lignes A et A'. 

Remarque I. — Quand a® = o, la courbe D est le lieu 

des points également distants de l'origine O et de la 

ligne A. On sait que, dans ce cas, la ligne A est la rou-

lette du point O considéré comme lié invariablement à la 

courbe D lorsqu'on fait rouler cette courbe D sur une 

autre courbe fixe égale. On peut généraliser ce théo-

rème. 

Supposons que la ligne D soit le lieu des points éga-

Ann. de Mathémat.y 2« wsérie, t. V. (Septembre I866.) 26 
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lement distants de la ligne B el d'une autre ligne C : en 

faisant rouler la courbe D sur une autre courbe fixe égale, 

la ligne B , considérée comme liée invariablement à la 

courbe mobile D, aura pour enveloppe sur le plan fixe la 

ligne C , et réciproquement. 

Remarque IL — Si on prend la ligne A pour anti-

caustique des rayons lumineux incidents, et la courbe D 

pour dirimante, la ligne A'sera ranticaustique des rayons 

réfléchis, et réciproquement. 

Dans le cas de a^ = o, la ligne A ' se réduit à un point 

(foyer). 

Applications, — Supposons que la ligne A soit un 

cercle r = acosô, a'̂  étant la puissance de transformation, 

on trouve pour A' une droite = la podaire est une 

courbe du troisième degré, et la ligne D une para-

bole. 

Si la puissance est négative, on a pour A', r'~ — ¿Q ' 

la podaire est une cissoïde, et la ligne D une parabole. 

La remarque I nous montre que : lorsqu'une parabole 

roule sur une parabole fixe égale^ toutes les droites pa-

rallèles à la directrice ont pour enveloppes des cercles 

dont les centres sont au fojer de la parabole fixe-y et 

réciproquement, les cercles ayant pour centre le foyer 

de la parabole mobile ont pour enveloppes des droites 

parallèles à la directrice de la parabole fixe, 

Supposons encore que la ligne A soit une strophoïde 
a (i sinô) 1 • . . , , . 

r = -- ^̂ ^̂  • Si la puissance est positive, ia reciproque 

est la strophoïde elle-même ; la podaire est une droite 

p z=z et la liene D une parabole. 
^ cosò ^ * 
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Si la puissance a^ est négative — , la réciproque K 

est une strophoïde symétrique de A ; la podaire est une 

courbe du quatrième degré p = a tang et la ligne D 

son antipodaire, etc. 

Dans les Nouvelles Annales.^ t. IV, p. 144, M. Nico-

laïdès a donné la relation 

(6) 
P ? 

n et n' sont les normales, p et p' les rayons de courbure 

de la ligne A et de sa réciproque A' aux points correspon-

dants M et M' {*). 

De cette relation nous allons en déduire une autre qui 

nous conduira à un théorème important-, pour cela joi-

gnons le centre de courbure K de la ligne A correspon-

dant au point M à l'origine O, et traçons par le point M' 

la parallèle M ' H à la normale MN ; cette parallèle vien-

dra couper O K en H, et on aura 

P M ' H 

la relation deviendra 

. 1 1 2 

c'est-à-dire que le centre de courbure de la réciproque A' 

est le conjugué harmonique du point V déterminé sur 

la normale M ' N ' par la relation M ' L ' = M'H. 

En prolongeant O K jusqu'à son intersection avec la 

normale M ' N ' en R', on a Tangle L'ON' = l 'angleN'OR'; 

(*) Nous supprimons ici une démonstration de ce théorème analogue à 

la seconde que M. Fouret en a donnée et que nous avons indiquée p. 169, 

note. P. 

26. 
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d'un autre eôté, l'angle N ' O M ' étant droit, on voit que 

le point R' est le conjugué harmonique du point U par 

rapport aux points N' et M' , donc ce point R ' est le 

centre de courbure de la réciproque A' ; de là ce théorème 

remarquable : 

Les centres de courbure de la ligne A et de sa réci^ 

proque A' se trouvent sur une même droite passant par 

r origine. 

Lorsqu'on fait varier la puissance de transformation a*, 

les courbes réciproques de la ligne A sont homothétiques; 

d'où cet autre théorème : 

Les centres de courbure des lignes homothétiques cor-

respo/idant à des points homologues se trouvent sur une 

même droite passant par le centre d'homothétie. 

Et encore : 

Le centre de similitude d'un système de lignes homo-' 

thétiques est aussi centre de similitude de leurs dévelop-

pées ^ des développées de ces dernières^ et ainsi de 

suite. 

Exemple, —Développantes successives des cercles con-

centriques ayant toutes leurs origines sur un même rayon 

vecteur. 

Le théorème sur la similitude des développées suc-

cessives des lignes homothétiques peut être démontré 

directement en partant de l'expression du rayon de cour-

bure en coordonnées polaires et en prenant pour pôle le 

centre de similitude. 

Pour donner une application des considérations précé-

dentes, je vais indiquer la solution du problème des tan-

gentes et des centres de courbure des lignes projectives 

horizontales des courbes d'ombre dans la vis à filet trian-

gulaire et dans le cas des rayons lumineux parallèles. 



( 4o5 ) 
Pour cela considérons la courbe décrite par le sommet M 

de Tangle droit CMO , dont le côté indéfini MO passe 
constamment par uu point fixe O, et dont l'autre côté 
MC = b glisse par son extrémité C sur une droite fixe 
AC. 

Soit OA â  la plus courte distance de O à la droite 
AC. Prenons O pour pôle et OA pour axe polaire, on 
trouve 

b sin 9 
OM = R 

COSÒ 
(OR:I:MOA) 

l.a courbe déterminée par cette équation ( i ) est ta 

FIG. 

réciproque de la projection horizontale de la courbe 
d'ombre. 

Pour le démontrer faisons OB — b , traçons autour 
de A comme centre avec OA = a pour rayon une circon-
férence, élevons en O une perpendiculaire à OM et joi-
gnons par une droite le point E où cette perpendiculaire 
rencontre le cercle OA avec le point B; la droite EB 
viendra couper OM au point M'qui appartient à la pro-
jection horizontale de la courbe d'ombre. 
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La construction précédente a été donnée par M. Pon-

celet {*). 

On trouve aisément que 

= d ' o ù r r ^ = a b . 
a -+- bsinO 

Si è — a , c'est-à-dire si le point B coïncide avec A, 

on a rr' = a ' , et les points M et M' se trouvent sur une 

même courbe (strophoïde) (**). 

Enfin, lorsque i = o) , acotangG, et la réciproque 

de cette dernière ligne est évidemment 

r -- tang0 X const. 

Dans les deux derniers cas, lorsque b = a et lorsque 

& = 00 , les courbes d'ombre (projections) sont décrites 

par le sommet de l'angle droit, et la considération de ce 

mouvement permet de trouver avec la plus grande facilité 

les normales, les centres de courbure, etc. 

Dans le cas à e b ^ a , on commencera par déterminer 

les normales, les centres de courbure, etc., delà récipro-

que M par la considération du mouvement, et on passera 

à la projection de la courbe d'ombre. 

De cette manière, le problème se trouve résolu dans 

tous les cas. 

Je terminerai eu remarquant que les réciproques des 

coniques par rapport à un quelconque de leurs points pris 

pour origine sont des courbes du troisième degré de la 

C ) Voir: PONCELET, Applications d""Analyst; et de Gèojnétrie, t. I, notes, 

p. /po et 460; et DE LA GOURNERIE, Traité de Géométrie descriptive^ t. Ill, 

p. i36 et suiv. 

C**) Dans les nombreux articles que j'ai eu occasion de lire sur cette 

eourbe remarquable, j e n'ai pas vu qu'on ait remarqué ce mode de g é n é -

ration. 
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forme 

A 
c o s ò 

Bcos (ô — a). 

où A , B et a sont des paramètres. 
Ces courbes appartiennent, d'après Newton, à deux 

classes distinctes : à la classe des hyperboles defectives à 
diamètre, et à la classe des hyperboles defectives sans 
diamètre. 

S U R L ' A P P R O X I M A T I O N ; 
PAR UN ABONNÉ. 

Soit a une expression dont l'évaluation en décimales 
peut se pousser h un tel degré qu'on veut, et qui est une 
valeur approchée de A avec une erreur relative moindre 

I 
que 
* lO" 

L Soit A — a -H a. 

L'erreur relative sera et, suivant l'hypothèse, nous 

avons 

A ^ 1 o' 

Nous supposerons que A et a sont des quantités posi-
tives. 

Soit a > o . 
Prenons dans le développement dea, n chi lires à partir 

d'un premier significatif-, soit a' le nombre qu'ils forment, 
de sorte que 

(I = a -hi et A = a' -h a -f- s. 
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On aura 

f > o et £ < 1 , 

en unités du dernier ordre de a!. 

L'inégalité 

devient donc 

d'où 

A ^ IO" 

^ rt' - f - a - f - £ 

IO"/ 10'* 

puis 

10"-

Si les n chiffres dont d se compose ne sont pas des 9, 
comme nous avons £ <C nous aurons là 

H- 6<; 10" — I . 

Donc 
a I ; par conséquent a -4- g 2. 

Si on augmente d d'une unité de son dernier ordre, le 
résultat sera donc une valeur approchée de A, soit par 
excès, soit par défaut, sans que Terreur atteigne une 
unité de Tordre du dernier chiffre. 

Quand les chiffres de a! seront tous des 9, la différence 
A — a ' = : a 4 - e n'atteindra pas encore deux unités de 
Tordre du dernier chiffre de a', pourvu qu'on ait 

a! -h £ 
f -h 

10" — I 
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OU 

c H < I , 

_ I o" — I QQ . . . Q J ^^ — nz ? — o.oq. . .Q, 
^ lO" lO" ^ 

c est-à-dire que, si dans le développement de a les n 
chiffres qui suivent les n premiers ne sont pas eux-
mêmes des 9 comme ces n premiers, a' sera une valeur 
approchée de A par défaut, à moins de deux unités de son 
dernier ordre. Donc, en augmentant a! d'une unité de ce 
dernier ordre, on aura encore une valeur approchée de 
A, par excès ou par défaut, sans que l'erreur aille jusqu'à 
une unité de cet ordre. 

Soit a c^ o, avec — — • 
^ A ^ lo" 

Comme précédemment, posons 

d'où 
A — -I- e -f- a, 

comprenant les n premiers chiffres de a. 
Nous aurons 

^ fl' 4- £ H- a — a ; 
^ 10« 

là, au numérateur, 

a < o et 

Donc, puisque 

a ' ^ i o " — 1 et «'-4-e<Cio", 

on aura 
û' H- e -h a < l o " ; 

donc 
- a < i . 
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Donc, dans 
A û' -f- £ -4- a, 

l'erreur e 4- « est comprise entre — i et 4- i . Dans ce 

cas, c'est la quantité a! elle-même qui sera une valeur 

approchée de A , par excès ou par défaut, à moins d'une 

unité de son dernier ordre. 

Application. — Soit à diviser un nombre entier par 

un autre, au cas où le quotient est d'un seul chiffre; c'est 

le cas de toute division partielle pour un quotient de plu-

sieurs chiffres. 

Si on prend pour diviseur partiel l'ensemble des deux 

premiers chiffres du diviseur, ce diviseur partiel sera une 

valeur approchée du diviseur avec une erreur relative 

et par défaut. De là le quotient par excès, et avec 

une erreur relative également moindre en sa valeur ab-

solue que Donc, si l'on y prend un chiiïVe, on en aura 

une valeur approchée à moins d'une unité par excès ou 

par défaut. 

Le chiffre amené par la division partielle sera donc le 

chiffre voulu, ou le surpassera seulement d'une unité. Si 

l'on en fait l'essai, au cas où il devra être rejeté, le nom-

bre inférieur d'une unité sera le bon chiffre. 

II. En usant des mêmes notations qu'auparavant, soit K 

le premier chiffre de a ou de A , et soit 

; d'où ± : a < 
• A ^ ( K - 4 - I ) IO«- ^ ( K - f - i ) i o " 

Soit a > o. 

Désignons par a' l'ensemble des «-f-1 premiers chiffreii 

de a à partir d'un premier significatif. 
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Posons 

« —rt'-f-e, e ;>o et < i, 

en unités du dernier ordre de al. 
Nous aurons 

rt' H- s -I- a 
(R-H 1 ) 1 0 " ' 

d'où 
y,' 1 ^ 

' (K -4- i) 10"— f 

Si 
< ( K -I- L) 1 0 " — I - R R 9 9 . . 

comme e <C i ^ nous aurons 

« ' 4 - E < ( K - 4 - I) 1 0 " — I. 

Donc 
a < I , a - l - £ < 2 . 

Alors on augmentera â  d'une unité de son dernier 
ordre, et Ion aura une valeur approchée de A, par excès 
ou par défaut^ à moins d'une unité de ce dernier ordre 
de 0!. 

Si 

nous aurons encore a -f- e 2, pourvu qu'on ait 

- 4 - Ê < I 
(K 4- 1) 10'^— I 

( K 4 - 1) 1 0 " — I 

^ ' ^ " ( K H - i j ' 

(K4- I)4-K 
(R 4 - 1 ) 1 0 " ' 

^ 10« — I R 1 
£ f- ^ : 

^ 10" R 4- 1 10« 
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celle condition set a remplie dès qu on aura 

^ IO" — I 

Donc^ quand dans le développement de a les n cliiilres 
qui suivent K sont des 9, il suffit que les 71 chiffres qui 
suivraient ceux-là ne soient pas tous des 9, pour que a'soit 
par défaut une valeur approchée de A à moins de deux 
unités de son dernier ordre, de sorte qu'en augmentant d 
d'une unité de cet ordre. Terreur ne montera plus à une 
unité en plus ou en moins. 

Si on a a <^0, Tinégalité sera 

•(K-h i) 10«' ( K - 4 - i j i o " ^ ( K - f - i) 10" 

et il s'ensuit 
— a < I . 

Donc 

Donc alors o! est une valeur approchée, en plus ou en 

moins, sans erreur montant à une seule unité. 

Application.—On déduit de là que pour l'extraction de 
la racine carrée d'un nombre entier ou décimal A , si Ton 
y connaît m chiffres à partir d'un premier significatif, on 
peut évaluer m chiffres dans la racine, à moins d'une 
unité de Tordre du dernier de ces chiffres, en plus ou en 
moins, si la première tranche est d'un seul chiffre-, el, 
lorsque la première tranche est de deux chiffres, cela a 
lieu aussi, pourvu que le premier chiffre de cette tranche 
ne soit pas inférieur à 4- A défaut de cette condition on 
pourra évaluer m — i chiffres dans la racine. 

Si, à la place de y/A (A -h a), on prend a = A 4-
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on trouve, a étant > o, que Terreur relative est 

donc, si on a 

A ^ IO» 

on pourra évaluer, par a, sn -h i chiffres, à moins que le 
premier n'y soit 8 ou 9; dans ce cas on s'arrêtera à 
2/2 chiffres. 

En conséquence, si A et A' sont des nombres ayant 
w-f-I chiffres communs^ leur différence a = A ' — A 
étant moindre qu'une unité de Tordre du dernier de ces 
chiffres, et K désignant le premier chiffre de cette diffé-
rence, on aura 

A ^ R 10"' 

•8K.2 10̂ « 

De là, dans tous les cas, si R > i , au moins 2/14-1 chif-
A -f- A' . 

fres par a ~ — ^ — ? et si R > T̂Z -[- 2 chiffres. 

Il est même à observer que si a se trouvait moindre 

que ou • • • î on aurait, par a, soit 2, soit 4 chiffres 

de plus. 

Nous venons de supposer, il est vrai, que les chiffres 
du résultat qui suivent le premier ne sont pas tous 
des 9, ou que la condition précédemment reconnue soit 
remplie. 

Pour la racine cubique d'un nombre développé en dé-
cimales, si la première tranche à considérer dans Tex-
traction est de i ou de 2 chiffres, on pourra évaluer 
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m chiffres dans la racine à partir d'un premier signi-

ficatif, lorsqu'on en connaîtra m dans le nombre. Si la 

première tranche est de trois chiffres, et que le premier 

chiffre ne soit pas inférieur à 3, il en sera de même. Dans 

le cas contraire, il conviendra de se borner k n — i 

chiffres dans la racine. 

SOLIITION D'IIKE ftllESTION 

DU CONCOURS D'ADMISSION A L ÉCOLE NORMALE EN f S 6 S 
(Tolrf série, t. IV, p. 424); 

PAR M. A . R . 

On considère n variables x , j , . m, : décom-

poser le polynôme 

— . r ' - f - - f - - f- . . . 4 - - j - (jT - 4 - J -4- s 4 - . . . - f- p) ' 

composé de (n 4- i) carrés, en la somme de n carrés de 

fonctions homogènes et du premier degré. 

Prenons d'abord deux variables. Nous aurons 

4 - 4 - [x xY — IX- 4 - ^xy 

OU 

(R \ 2 Y^ I I 

trois variables, on a aussi 

.r'i 32 (a; 4 - J 4 - 2.r» 4 - 4 - 4 - 2JCZ 

4 - 2 J S 4 - 2 J?/ , 

ou 
Y -h zY (X-L-'T.)^ 

\ X 
\ 

4 - 4 - 2 3̂  4 - 2J Z, 
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ou encore 

' + ^ + T V 

On verrait de même que pour quatre variables on aurait 

y-l ^ -h W -hj -h Z UY 

' ' i x y - h z-i-uy -h z-h r^Y 
1 . 2 ^ ' 2 . 3 

La loi de formation est évidente. Je vais maintenant dé-
montrer qu'elle est générale, c'est-à-dire que si elle est 
vraie pour n variables, elle s'appliquera au cas de 
(tz -h i) variables. 

Soient donc les n variables . . , M, Le dé-
veloppement sera 

I . 2 

r 

Si le développement est général, je dois avoir, en admet-
tant une variable t de plus ; 

. . . -4- + ^ ' -f- (x -4-jr + . . . -f- r + /)" 

-h- - — ^ — , — 

Si de ce développement je retranche le développement 
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précédent, j'aurai 

-4-/ -4- 2 - f - . . .H- p) 

1 .2 2 . 3 3 . 4 ' ' 

h 1t 
2 . 3 

/Î-+-2 
N -F- I 

Mais la somme 

I 
1.2 2.3 3.4 ' ' /ï(«-f-i) 

peut s'écrire 

chaque terme se dédoublant de la façon suivante 

ri(n -hi) n /2 -4- I 

Cette somme est donc égale à ^ ^ ^ • L'égalité précédente 

devient alors 

-f- 2 i (J: -h J -h z - f - . . . - l - p) 

— H- 2Î 
I . 2 

3 J H - Z -f 

2 . 3 

(n 

nin H- i) 

Or, on voit facilement que le coefficient de a i dans le 
second membre est égal à donc 
cette égalité devient une identité, et par conséquent l'hy-
pothèse dont nous sommes partis est exacte. Ainsi, la loi 
du développement est générale. 
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R È G L Ë M N É M O N I Q I E 

P O U R O R T E N I R L E S F O R N L L E S DE D E L A M R R E , 

P A R M . GEORGES D O S T O R . 

Néper, l'inventeur des logarithmes, a imaginé un 

moyen très-simple d'écrire avec certitude les relations 

qui existent entre les côtés et les angles du triangle sphé-

rique rectangle. Son procédé est basé sur la construc-

tion d'un pentagone dit pentagone de Néper, 

Les formules de Delambre sont plus compliquées que 

celles qui expriment les propriétés du triangle sphérique 

rectangle. 

Cependant, par un procédé analogue à celui de Néper, 

on peut aussi les écrire tout de suite, sans erreur ni diffi-

culté. Le principe de ce procédé graphique repose sur 

la construction d'un hexagone circonscrit à un triangle 

isocèle. 

On construit un triangle isocèle DEF, auquel on cir-

conscrit l'hexagone DGEHFL 

Sur les côtés DE, D F du triangle isocèle on écrit la 
^ I jg ^ ^ 

demi-somme et la demi-différence des deux 

Ann, de Mathémat., 2® série, t. V. (Septembre i86G.) 2 7 
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angles A el B du liiangle sphérique; sui* la base E F on 

marque le complément ^ — ^ de la moitié du troisième 

angle C. 

Enfin, sur la suite des côtés de l'hexagone, ff partir du 
sommet E, dans les deux sens EDF et EHF, on écrit les 
a rcs 

n h 7r n — b a — h TT a h 
J. ^ 1 2 ' 2 ' 2 2 

c l 
c T: r 

'?. 2 2 

Cela fait, voici la règle mnémonique que nous avons 

imaginée pour écrire les formules de Delambre. 

Elle se compose des deux principes suivants : 

ie sinus d'un côté du triangle isocèle est à celui 

de la base dans le rapport des sinus des côtés sous-

tendus dans l'hexagone QUI NE SONT PAS AOJACENTS au 

sommet commun du triangle. 

Le cosinus d'un côté du triangle isocèle est à 

celui de la base dans le rapport des cosinus des côtés 

sous-tendus dajis l'hexagone QUI SONT AOJACENTS au 

sommet commun du triangle. 

En effet, considérons le côté DE = ^ ^ ^ et la base 

2 

EF = ^ — ^ ^^ triangle isocèle, qui ont le sommet com-

mun E ; le rapport des sinus de ce côté et de la base est 
. A - h B . A H - B 

s m s m 

C 
c o s -

2 

les côtés de Thexagone sous-tendus par les côtés DE, E F 
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du triangle, qui ne sont pas adjacents au sommet com-
mun E,sont 

T. a — h TT c 

2 2 ' 2 ' 

dont les sinus ont pour rapport 

7r a — b\ a — b 
s m i - — ) cos-

sin ( 
\2 2 

Sin ( 1 cos ~ 

en égalant ces deux rapports, on a la première formule 
de Delambre 

, A B a — b 
sin cos 

C c 
cos — cos ~ 

2 2 

Si l'on compare, d'après la même règle, le côté 

DF — ^ du triangle isocèle à la base EF ~ - — - , 

2 " 2 2 

on en déduit 

. A — B . A — B sm sm 

\2 2 / 
sin I ) s in-

on 

. A — B . a~ b 
sin sin 

C ~ . c 
cos - sin -

2 2 

2 

qui est la deuxième formule de Delambre. 
26. 
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L a deuxième règle fournit les deux aiUres formules 

n b 

ou bien 

c o s 
B 

2 

c o s 

c o s 
A — B 

c 
c o s -

c o s 

T̂T c 
C O S ( 

, 2 2 2 2 / 

c o s -
A-f-B 

2 
c o s -

a h 

. C 
s i n -

2 

A — B 

. C 
s m -

2 

c 
COS -

2 

. a h 
sin 

. c 
sin -

2 

S O L U T I O N S DE QUESTIONS 

P R O P O S É E S D A K S L E S NOUVELLES A N N A L E S . 

Question 752; 

PAR M. L . BINY, 
Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Toulouse 

(classe de M. Forestier). 

On circonscrit à un triangle quelconque une courhe 

du second degrés telle que les normales aux trois som-

mets du triangle passent par un même point; on de-

mande de prouver que le lieu de ce point est une courhe 
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à centre du troisième ordre. Déterminer cette courbe. 

Lieu du pied de la quatrième normale, 

I. Soient 
a = o, ^ r=: o, y — Ô  

les équations des trois côtés BC, A C , AB du triangle; 
l'équation générale des coniques circonscrites à ce triangle 
sera 

/ m n 
~ -h - = Oy 
a 5 Y 

et les tangentes aux trois sommets A , B, C auront, res-

pectivement, pour équations 

6 7 a 7 a 6 

m n I n l m 

Les normales, ou les perpendiculaires aux tangentes, 

seront représentées par 

n — m cos A m — n coszV 

a 7 

n — / cosB L — n cosB 

Ô a 
l — m cos C ni — l cosC 

En éliminant /, m, n entre ces dernières équations, 

nous aurons l'équation du lieu géométrique cherché. L'é-

limination donne 

( (a-4- 7COsB)(6 -f- acosC) (7 -f- 6cosA) 

i = ( a - f - S c o s C ) (7 H-acosB) (6 H-vcosA). 

On voit que ce lieu est une ligne du troisième ordre. 

Pour démontrer que cette ligne a un centre, je poserai 

le théorème suivant : 
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Si m droites, au moins, passant toutes par un même 

point y coupent une courbe du m'^® degré ^ chacune en 

m points^ réels ou imaginaires^ deux à deux symétri-

ques par rapport au point de rencontre des droites, ce 

point de rencontre sera le centre de la courbe. 

En effet, prenons pour origine le point de rencontre 

des m droites. Soit y = hx^ Téquation de Tune quelcon-

que de ces droites-, les abscisses des points où elle coupe 

la courbe du m^ degré, seront déterminées par une équa-

tion de la forme 

Kx"' 4- Bx^— -h . . . ~ o, 

et qui ne doit contenir que des termes de même parité 

que m. 

Le coefficient B de est une fonction algébrique 

de A, au plus du degré m — i . Cette fonction doit être 

annulée par m valeurs différentes de A : donc, les coeffi-

cients des puissances de k qui la composent, sont identi-

quement nuls. Il en est de même des termes en o:'""^, 

. . . Donc, l'équation de la courbe ne contient que 

des termes de même parité qne m, en x el y. Par consé-

qu3nt, l'origine des coordonnées est le centre de la courbe. 

c. Q. F. D . 

Cela posé, je dis que le lieu dont nous avons trouvé 

réquation a pour centre le centre du cercle circonscrit 

au triangle donné. 

Les équations des droites menées des sommets A, B, C 

au centre O du cercle circonscrit au triangle ABC, sont 

7COsB~6cosC, êcosA acosB, acosC —7C0SA; 

les coordonnées du point commun à ces trois droites véri-

fient l'équation du lieu 5 donc la ligne du ordre que 

cette équation représente, passe par le centre O du cercle 

circonscrit att triangle. 
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Cette courbe passe par les trois sommets A, B, C du 
triangle ABC, et par les points A', B', C , diamétralement 
opposés à A, B, C, sur la circonférence circonscrite au 
triangle. 

Il est évident que les coordonnées des sommets A, B, C 
satisfont à Téquation (i). 

Le point A' est à l'intersection des droites BA', CA', 
perpendiculaires à BA, CA, et qui ont pour équations 

a 7 c o s B = o , a - f - 6 co sC = o . 

Or, Cf. -{- ycosB esl facteur dtt premier membre de l'équa-
tion (i), et a - f -6cosC est facteur du second membre5 
donc les coordonnées de A' vérifient l'équalion (i). On 
prouve de même que B' el C sont des points du lieu. 

Ainsi, chacune des trois droites AOA', BOB', C O C 
coupe la courbe en deux points symétriques par rapport 
au point O -, il résulte du lliéoréme que nous avons pré-
cédemment démontré, que le point O esl le centre de 
cette courbe. 

En modifiant la forme de l'équation (i), on trouve 
d'autres points qui appartiennent encoie à la courbe, et 
dont Texistence pouvait être prévue. En développant 
cette équation on a 

B ( a ' — 7 - ) ( c o s A cosC — oosB ) -4- rj,[f — ( c o s B c o s C — c o s A ) 

4 - 7 (ê^ — a ' ) ( cosA c o s B — c o s C ) — o . 

Sous cette forme l'équation montre que la courbe passe 
par les points de rencontre des bissectrices extérieures cl 
intérieures au triangle donné {*). 

Le lieu cherché est celui d'un point P tel que les perpendiculaires 

menées aux droites PA, PB, PC par les sommets A, 15, C du triangle ren-

contrent les côtés opposés BC, AC, AB en trois points en ligne droite. 

C'elte définition de la ligne que Ton cherche donne, sans aucnn calcuî> 
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La courbe a des branches infinies-, car, si l'on mène 
par le sommet A une parallèle AM au côté BC, le système 
de ces deux parallèles A M, BC peut être considéré comme 
une ligne du second ordre passant par les sommets A, B, 
C, et les normales en ces points A , B, C se coupent à 
l'infini. Il en est de même pour les deux autres côtés du 
triangle. 

Nous avons remarqué que les facteurs du premier de-
gré, dont les produits composent les deux membres de 
l'équation (i) du lieu, donnent, égalés à zéro, les équa-
tions des perpendiculaires élevées sur les trois côtés du 
triangle, en ses trois sommets. Ces six droites forment 
un hexagone inscrit dans le cercle circonscrit au triangle, 
et dont les côtés opposés sont égaux et parallèles. On 
voit, du reste, que Téquation du lieu s'obtient en égalant 
le produit des premiers membres des équations de trois 
des côtés non consécutifs de cet hexagone, au produit des 
premiers membres des équations des trois autres côtés. 
Ce qu'on peut écrire ainsi 

(2) AC. BA'.CB' AB'. CA'. BC. 

Prenons pour origine de coordonnées rectangulaires le 
centre O du cercle circonscrit^ pour axe des abscisses inie 
parallèle au côté BC, Taxe des sera la perpendiculaire 
abaissée du centre sur ce côté, en nommant r le rayon du 
cercle circonscrit au triangle, les droites A C , BA', CB', 

douze points qui appartiennent à cette ligne : ce sont les trois sommets 

du triangle, le centre de la circonférence circonscrite, les points de cette 

circonférence diamétralement opposés aux sommets, le point de concours 

des trois hauteurs et les centres des quatre circonférences tangentes aux 

trois côtéB du triangle. Il suffit de connaître neuf points d'une ligne du 

troisième ordre pour qu'elle soit déterminée. 

Au moyen de la même définition, on trouve en coordonnées carte-

siannesf et par un calcul assez simple, l'équation du lieu cherché. G. 
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AB\ CA', B C seront représentées par les équations 

•rcosC — j s i n C - H r s i n B — o , o r c o s B J S Î D B H - r s i n C = o , 

x — r s i n A = o ; 

orcosB 4 - j r s i n B - - r s i n C = : o , x c o s C — j s i n C — r s i n B o, 

X -+ - r s i n A = o . 

Substituant dans l'équation (i), on a l'équation du lieu 

en coordonnées x , j . En appliquant à cette dernière 

équation les règles qui donnent les asymptotes, on trouve 

que la courbe a pour asymptotes les trois perpendiculaires 

abaissées du centre sur les côtés du triangle ; la forme de 

la courbe est alors facile à déterminer. 

Lorsque les angles B, C sont égaux entre eux, l'équation 

du lieu se décompose en x' = o et en Téquation d'une 

hyperbole. . 

IL Lieu du pied de la quatrième normale. 

On sait que par les pieds des quatre normales menées 

d'un point à une conique, on peut faire passer une hyper-

bole équilatère dont les asymptotes sont parallèles aux 

axes de la conique. Cela posé, il est évident que l'équa-

tion du lieu s'obtiendra, en éliminant w, w, entre l 'é-

quation d'une conique circonscrite au triangle proposé, 

l'équation de l'hyperbole équilatère dont nous venons de 

parler, et la relation qui existe entre /, m, //, pour que 

les normales en A, B, C à la conique se coupent au même 

point (*). 

On peut encore obtenir l'équation du lieu en s'appuyant 

sur ce théorème connu : 

Dans une conique à centre les pieds des trois nor-

(*) La relation qui existe entre /, m, n lorsque l'équation 

(i) /6y-|-ma-/-»-«a6 = o, 

re[)résenle une conique dont les normales en A, B, C se coupent au mémo 
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rnales issues iVun même point et le symétrique du pied 

de la quatrième normale, par rapport au centre de la 

conique, sont sur une même circonférence. 

Note. — MM. Carlos Watteaii, élève de M. Painvin, et M. David ont 

donné de cette question des solutions peu différentes de celle qui pré-

cède. 

Question 

PAR M . V I C T O R S T R E X A L O F F , 

Élève de l'Université de Saint-Pétersbourg. 

Soient a, o, y les milieux des côtés BC, AC, AB d'un 

triangle; P le point de rencontre des hauteurs AD, BE, 

point est 

(2) ~ {m-' - n') -h (rr - P) -f- -A-, (/̂  - «y') == o. 
suiA sinB^ siuL^ 

Quand l'équation (i) représente une hyperbole équilatère, on a 

(3) /cos A - f - c o s l » - h «cos C = o. 

Les équations (i) et (3) donnent 

l—ociycosC — ScosB), m = . 6 f a c o s A — y c o s C ; , n = / ( 6 c o s b — a c o s A ) . 

On peut remarquer que 

•/cosC — 6 cosB o, a COS A — / c o s C ^ ^ o , g cosB — a cos A ^^ u 

sont les équations des perpendiculaires abaissées des trois sommets A, B, 

C sur les côtés opposés. 

Ln désignant donc par 

a'—o, 6'r-o, = 

les équations des hauteurs du triangle donné, il vient 

Z=aa', m = 66', n = yy'. 

Il ne reste plus qu'à remplacer l, m, n par ces expressions dans réiiua-

lion (-2), il en résulte 

«a' . €6' , . Y/ : [(66')' - ('// ] H- Ks'/)' - ] + - ] - o. sinA'^ ' i i sinB'-^'^''^ sinC 

G. 
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CF', O le centre du cercle circonscrit au triangle dont 

le rayon est R. 

Sur les serments P A , PB, PC, P a , Po , Py, on prend 

les points p, q, r\ de telle sorte que 

P/y rr̂  - PA, Py - PB, Pr - PC; 
n ' // ' n 

P / — - Pa, V q ' ^ - pg, - P7; 
n n n 

et enfiti, on désigne parp", q", r" les pieds des perpendi-

culaires abaissées des points p', q'y r' sur les hauteurs 

AD, BE, C F respectivement. 

Démontrer que q, r^ p', q', r'^ p^'^ q'', r" sont neuj 

points d'une même circonférence^ dont le rayon est égal 

Cl - R, et dont le centre est un point M situé sur la ligne 

PO, de telle sorte que PM ^ PO 

D'abord, je démontre que les trois poinis q., r se 
trouvent sur la circonférence décrite du point M comme 

centre avec un rayon égal ^ ^ 

Je mène les droites O A , OB, OC. Puisque 

PO PA PB M 
PM " P^ " ÏV """ 

il est clair que les droites M p , Mr/, M r sont respecti-

vement parallèles aux rayons OA, OB, OC \ et, par con-

séquent, on a 

— — — m "" ~ ^ M/ " ' ' ' 

C ) Le lecteur esl prié de faire la iigure. 
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d'où Ton déduit 

n 

Donc, les points p^ q^ r sont sur la circonférence dont 

le centre est le point M, et dont le rayon est égal ^ ^ 

Maintenant il me reste à démontrer que tous les autres 
points p' , y ' , r', p"̂  r" sont sur la même circonférence 
que les points (7, r. Pour établir cette proposition il 
suffit de faire voir que les lignes p ' M p , q'^q-^ r 'Mrsont 
des lignes droites divisées chacune, au point M, en deux 
parties égales. Et il est bien facile de reconnaître que cela 
revient à démontrer que les droites MSj, MSa, MS3, me-
nées de M aux milieux 81,82, 83 des droites Pp', Vq\ Pr', 
sont respectivement parallèles à P;;, P/7, P/*, et €%ales 

On a 

PS,==:-P/>'—ipa et PMz=i-PO; 
1 n n 

d'où 

PS. _ Pa 
PM"" PO'̂  

donc MSj est parallèle à O a , et, par suite, à P/;. 
De plus, 

Mais on sait que 

il en rcsuhc 

MS, r ^ - O a . 
n 

2 

MS, = ^ PA i p», 
2 // 2 
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Il est évident qu'on prouverait de même que les droites 

MSj, MS3 sont parallèles aux droites P^, P r , et égales 

à i P ( 7 , ~ P r . 
1 ^ 1 

La proposition est donc démontrée. 

Note. — Cette première partie de la question 754 a de même été résolue 

par MM. E. Roudox, élève du lycée Charlemagne; V. Niébylowski, du 

lycée Bonaparte; H. Feuilles, et A. Viant, du Prytanée Militaire. 

Quant à la condition de contact ( p . 96), M. Niébylowski remarque 

qu'elle ne peut être généralement exprimée par l'égalité 

I R̂  
- = 1-4- -, ; 

car = — 2 R ' C O S A C O S B C O S C , et, dans le cas du triangle rectangle, 

on a 

p^z=o et par suite - = 00. 

Question 725 (*) ; 

PAR M. RENAUD, 
Élève du lycée Louis-le-Grand. 

Résoudre algébriquement V équation 

[(x -f. 2 -f- rzr Sx' (x -f- 2)^ 

Première méthode. — Posons 

.r -f- 2 ~ 7 , 

l'équation devient 

( I ) 

divisant les deux membres par on a 

(*) La solution donnée dans le numéro de juin renferme quelques 

inexactitudes. 
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S o i t 

réquation (̂ 2) développée devient 

(3) — -4- 33 -h I = 0 . 

Celle équation admet la racine 15 elle peut donc s'écrire 

Ses racines sont donc i , 2 -f- y/5 et 2 — y/5. 

z - I d o n n e x ' — (.r 2 ) ' o u x = : — 1 , 

3 " 2- f -v/5 donne ~ + 2 f (2-f-y/^), 

(4) -4- v^) 4- 4^(2 4- y/5) 4- 4 ( 2 4- y/5) = o; 

les racines de cette équation (4) sont 

^ _ + y/5)±:\/4(2 -4- y/5)^- 4 (ï + y/5) (2 -f- y/5) 

" I -+- y/5 

^ ^ - 2 ( 2 - f - v / 5 ) ± V 4 ( 2 4 - y / 5 ) , 

I ^ y/5 ' 

ou, en rendant le dénominateur rationnel, 

- 3 - y / 5 ± v / 2 4 - 2 y / 5 
; ^ • 

Z — 2 — y/5 donnerait pour x les valeurs 

_ - 3 + V 
J« — » 

2 

En divisant par nous avons écarté le cas de = o; 
or, J — o donne x = — 2 qui n'est pas racine de l'équa-
tion proposée; nous avons donc les seules racines de l'é-
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quation; trois sont réelles et négatives, les deux autres 
imaginaires. 

Voici maintenant la méthode de M. Lebasteui'. 
Je pose 

•r-f- I = r; 

j'ai alors 

Soit 

Divisant les deux membres par Téquation s'écrit 

Or, 

X/ V r/ J 

H == — 2 ; 

on a donc 

ẑ  — (ẑ  — 4) — r/est-à-dire -h 22 — 4 = o, 

équation dont les racines sont 

Mais on a 
3 ±: i/z' — 4 

y — -4-1 == o, jr r-: 

et 

i , r 

^ _ - 3 d i v ^ ± v / ( - I ± v / 5 r - 4 
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Il faut ainsi ajouter la racine — i fournie par l'hypothèse 

r = o. 
Les cinq racines sont donc 

— 3 dz V 5 V 2 ip V 5 
,r, — — I, — , 

__ - 3 dz v/5 — V 2 qz 2 v/5 
i 2 

les signes supérieurs et inférieurs se correspondant, les 
racines fournies par les signes inférieurs sont réelles-, 
nous avons donc trois racines réelles. 

QUESTIONS. 

775. 1^'équalion 

.T x^ x:^ 
. . . 4 ^ = o 

I 1 . 2 1 . 2 . 3 ' ' I . 2 . 3 . . . /Z 

ne peut avoir deux racines réelles. ( S Y L V E S T E R . ) 

776. L'équation 

' 1 . 2 I . 2 . . ./Z 

ne peut avoir deux racines réelles, quand y est > o, et 

— N , ( S Y L V E S T E R . ) 

777. Si l'équation j {x) ~ o n'a que des racines ima-
ginaires, l'équation 

f[x) 4- af {x ) a^-r + • . • -f- «V. = o 

n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires. 

( H E R M I T E . ) 
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NOUVELLE M Ë l l l O D Ë P O U R DÉTERMINER 

L E S C A R A C T É R I S T I Q U E S D E S S Y S T E M E S DE CONIQUES 

(voir page 385); 

P A R M . H . G . Z E U T H E N ( D E C O P E N H A G U E ) . 

I X . — Cas particuliers de la détermination des caracté-
ristiques des systèmes de coniques qui ont un contact du 
second ordre et deux du premier ordre avec des courbes 
données, 

40. Nous nous contenterons de considérer les cas où 

deux des courbes données se touchent. 

Supposons premièrement que les courbes et 

C,n2,n, dont les contacts avec les coniques du système 

sont du premier ordre, se touchent en un point Q, Alors 

selon le 23, le système ^̂  di-

vise en 

et une caractéristique du système général comprend deux 

fois la caractéristique homologue du premier système par-

tiel et une fois celle du second. On sait encore selon le 

n® que, pour toute espèce de coniques infiniment 

aplaties du système général limitées à un point d'inter-

section de avec le premier système partiel en 

contient une qui comprend les coniques passant par le 

point de contact 6 et du reste déterminées de la même 

manière qu'au grand système, et que celle-ci a, dans le 

nombre X du système partiel, le même coefficient que 

l'espèce homologue dans le X du système général. Comme 

le système général ne contient aucune conique infini-

ment aplatie renfermée dans une tangente commune à 

Ann. de Mathémat., série, t. V. (Octobre î866.) 28 
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et les systèmes partiels n'en contiendront 

plus dans la tangente de contact au point 6 (voir le 

n® 24). Toutes les coniques infiniment aplaties du sys-

tème correspondent donc à la pre-

mière et à la cinquième espèce nommées au n^ 29, et 

les théorèmes du n® 34 donnent lieu aux suivants : 

Pour un système de coniques qui ont un contact du 

second ordre avec une courbe donnée et un contact 

du premier ordre en un point donné Q avec une autre 

courbe donnée il faut compter dans le nombre X : 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie limitée 

à Q, tangente à et limitée au point de contact; 

Une fois, toute conique infiniment aplatie limitée à Q 

et à un point de rebroussement de 

Par des procédés analogues, ou au moyen du principe 

de dualité on voit que : 

Pour le même système, il faut compter dans le nom-

bre T3 : 

Trois fois, toute conique à point double composée 

de la tangente à au point 6 et de la droite qui 

toucheC,n^n en Vun des points oii elle rencontre la première 

droite ; 

Une fois, toute conique à point double composée de 

la tangente à au point 9 et d'une tangente d^in-

flexion a 

41. On aura (selon le n" 40) pour le système 

\ — 3./Î -hi.fi?', 

a r=r 3./W - h I . i ' . 
d'où 
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Alors 

v). 

Si est une courbe générale de l'ordre m, on trouve 

(i5c) — — i). 

42. Les théorèmes du 40 sont encore vrais dans le 
cas où les courbes et C ,̂,«» coïncident et pour un 
système de coniques qui ont avec une même courbe deux 
contacts, l'un du second ordre en un point non donné, 
l'autre du premier ordre en un point donné. Ce système 
sera représenté par On trouve pour ce 
système : 

CT = 3.(/?? — 2) H- ï . i ' , 

d'où 

(16«) fZ — V — i'. 

Alors 

Si est une courbe générale de l'ordre m, on trouve 

(i6c) pi — V — 3 (w — 2) (w-1-i). 

Pour m = 2 on trouve p = v = o. 
Pour m = 3 on trouve ¡x = = 12, 

43. Nous aurons encore à traiter les cas où une courbe 
avec laquelle les coniques d'un système ont un contact du 
second ordre, en touche une autre avec laquelle elles ont 
un contact du premier ordre. Alors la formule (I) du 
n® 23 sera remplacée par la suivante : 

28. , 
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OÙ exprime la condition d'un contact du second 
ordre en un point donné, et — celles d'avoir 
avec et qui se touchent elles-mêmes des con-
tacts séparés respectivement du second et du premier 
ordre. 

On aura en particulier, si se réduit à un point, 

p , Z . , Z , ] rr: 3 . N [ Z.> Z . ] 

Z . , Z . ] , 

où — p représente les conditions d'avoir avec 
un contact du second ordre en un point non donné, 

et de la couper en un point donné. Si se réduit à une 
droite, la formule (I) sera remplacée par la suivante : 

(H ) 

Au moyen de la formule (I), où l'on peut remplacer la 
condition Z2 successivement par celles de passer par un 
point et de toucher une droite, on voit qu'«;? système 
[{C,„,„)% n', Z ] , dans le cas où „ et 5e tou-
chent elles-mêmesse divise en deux systèmes partiels 

Z ] ei et que chacune 

des caractéristiques du système général comprend trois 
fois la caractéristique homologue du premier système 
partiel et une seule fois celle du second système, 

44. Pour trouver les coniques singulières d'un sys-
tème 0, Z ] , il faut regarder celle du système 
[(C,„,„)®, Z ] et examiner ce qu'elles deviennent 
dans le cas où deux points d'intersection p^ et p^ de C„,,n 
et coïncident avec un point de contact S. Au système 

Z] pourront appartenir, après cette coïncidence 
de Pi et p^, des coniques infiniment aplaties : 

I® Tangentes à en l'un des points p̂  ou p^ et 
limitées au même point; 
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Renfermées dans une des deux tangentes communes 
à et qui coïncident en même temps que et 

et limitées au point de contact avec „. 
Ces deux espèces de coniques singulières seront, après 

la coïncidence de p^ et p^, renfermées dans la tangente à 
au point 0 et limitées à ce point. Mais elles n'appar-

tiendront pas toutes au premier système partiel, parce 
qu'une conique infiniment aplatie, déterminée de la ma-
nière indiquée, est aussi une limite des coniques du sys-
tème (^o^r le n-24.) 

Si la condition Z consiste dans un contact avec une 
courbe donnée , les coniques aplaties dont il s'agit 
seront assujetties, à côté des conditions nommées, de tou-
cher au point 9 et d'y être limitées, à celle d'être 
limitées par Les coniques infiniment aplaties du 
système Ĉ r̂  „/, , qui coïncident dans cha-
cune, comptent pour i8 dans le nombre X de ce système 
(selon la deuxième et la troisième proposition du n® 34). 
Si nous supposons que la même conique singulière compte 
pour X dans le l du système [(Q„,„)®0, et pour j 
dans celui du système — , nous 
aurons, selon les n®' 43 et 22, 

d'où .r 6, puisque jr est positif. 

Les coniques à point double donnent lieu à des consi-
dérations semblables-, mais pour elles nous renvoyons au 
principe de dualité. 

45. Le système ] ne contient de co-
niques infiniment aplaties que celles qui sont nommées 
au n ' 44. Donc 

\ =1 a: .m cj Jt". 1, 
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d'où 

a devant être entier et x positif et plus petit que 6, on 
doit avoir x = 3» 

On trouve maintenant 

(17^) 
— 2/W, -f- /II, 

V — 2/2, -f- Wi, 

46. X ayant la valeur 3, on a les théorèmes suivants : 

Pour un système de coniques ayant un contact du 
second ordre en un point donné Q avec une courbe 
et un contact du premier ordre en un point non déter-
miné avec une courbe C^.^ni? on doit compter : 

Dans le nombre trois fois toute conique infiniment 
aplatie, tangente à au point 9, limitée à ce point et 
« C, 

Et dans le nombre cŷ  trois fois toute conique ayant 9 
pour point double y composée de la tangente à en 
ce point et d^une tangente à . 

Ces théorèmes sont encore vrais lorsque Ĉ «̂ el C,„, „̂  
coïncident. 

47. Le système dont les coniques ont 
deux contacts avec l'un du second ordre en un point 
donné, l'autre du premier ordre en un point non déter-
miné, ne contient pas d'autres coniques singulières que 
celles que nous venons d'indiquer au 46. Donc 

X — 3 (m 2), CT 3(/Z — 2), 
d'où 

¡x 2 m -h n — 6, 
[iHa] 

^ m -h 2 n — 6, 
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et pour une courbe générale de l'ordre m, 

V = (/W — 2 ) (2/W -4- 3 ) . 

Pour m ~ on trouve p = v = o, 
Pour m = 3 , on trouve fji= v = 9. 

48. Les caractéristiques des systèmes 

(voiries n"® 40 et 43) se trouvent maintenant au moyen 
des équations (I) des n"® 23 et 43. 

Pour trouver les caractéristiques du système 

dont les coniques ont avec un contact du second et 
un contact du premier ordre, et avec qui touche 

un contact du premier ordre séparé des deux pre-
miers contacts, on fait usage de Téquation suivante : 

( I ) 

On trouve, en particulier, 

/ Z ] 2 N ZJ 

(II) -F- 3 N [ ( C . , „ ) ^ E , Z ] 

où (C^^nY — p — exprime les conditions de deux 
contacts du second et du premier ordre en des points non 
donnés, et d'une intersection en un point donné, avec une 
même courbe et 
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X . Détermination des caractéristiques d'un système de 

coniques qui ont des contacts du second ordre avec 

deux courbes données. 

49. Soient C,n,n et les courbes données-, alors le 
système sera désigné par 

Il contient toute conique infiniment aplatie : 

Renfermée dans une tangente commune aux deux 

courbes et limitée aux points de contact ; 

Passant par un point de rebroussement de Tune des 

courbes données, tangente à l'autre et limitée aux points 

de rebroussement et de contact-. 

Passant par et limitée à un point de rebroussement 

de chacune des deux courbes. 

Désignons par x^ y et z les coefficients relatifs à ces 

trois classes dans l'expression de 1 ^ alors 

> m xnn^ + J (d'n^ -f- d\ n) -4- zd' d\ , 

et selon le principe de dualité 

TJ = xmm^ 4- y (/'/w, -h t[m) zt' t\ , 

d'où résulte 

V — 4 - nrit) 4 - y[it'my 4 - 2t\ m 4 - d^n^ 4 - d\ n) 

50. Pour déterminer les valeurs des coefficients nous 

essayerons de trouver par d'autres moyens la valeur de p 

dans le cas où est remplacée par la courbe M de 

l'ordre m et douée d'un point multiple de l'ordre m — i . 

(l'oiV le n*̂  30). 11 nous faudra appliquer le lemme du 
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31 au système [M, p) auquel correspondront 

(les notations du n® 31 étant conservées) les valeurs sui-
vantes : 

r = i, q =z im — 2, 

a:=.zN[(M0, (C., 

ou, d'après l'équation (II) du n® 23, 

P N [ M , ( - 2 N [ M 0, ( )\P\ 

d où 

y a + p 2(772 

Or, selon les formules ( i 5 ) et ( i i ) , qui sont encore 
vraies pour la courbe particulière M (*), 

N [Mô, 377., 

N [ M , - f - 0 ( 2 7 7 2 - h 72), 

et, selon le n® 30, — i) ^ par conséquent 

y a - i - p — 6(772 — l ) ( 3772, - } - < ) . 

Comme aucune des qoL-^i^ coniques dont un point 
d'intersection avec M coïncide avec un point de contact 
n'est infiniment aplatie, elles auront toutes un contact du 
second ordre avec cette courbe. Donc 

et nous aurons une expression de cette quantité en sub-
stituant dans celle que nous avons trouvée pour p,̂  dans le 
numéro précédent, les valeurs de n^ d' et t' qui corres-
pondent à la courbe M : 

72 2(772 — l ) , d'z=zQ, — 

( *) Voir la notc^ d u n^^ 32. 
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On irouve alors 

rya-f p n r ^ j [ ( a : - 4 - ) W — l 8 j ] m.-h 4 (jc — 3 j ) ( W — 1 ) w, 

Les deux expressions de çoc-h^ doivent être égales, et 
comme les nombres m, mj, n^ et t\ peuvent prendre, in-
dépendamment les uns des autres, une infinité de valeurs, 
elles doivent être identiques, ce qui donne 

7 zrr 3, Z ~ I. 

51. En substituant dans les expressions trouvées pour 
fjL et V dans le n® 49 ces valeurs de et z et réduisant 
au moyen des formules de M. Pliicker, on trouve 

{iga} fi = r = (3 m~he')(3 m,-h t[}== {3 n-h c/') {3 -h 

et quand et sont les courbes les plus générales 

de leur degré, 

( 1 9 c ) pt = V 9 m ( w — i)/w, (/w, — i ) . 

52. Les coefficients y et z qui entrent et dans X et 
dans Tj étant trouvés, nous aurons les propositions sui-
vantes : 

Pour un système de coniques qui ont des contacts du 
second ordre avec deux courbes données, iljaut compter. 

Dans le nombre 1 : 
Neuf fois, toute conique infiniment aplatie renfermée 

dans une tangente commune aux deux courbes et limi-
tée aux points de contact; 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie pas-
sant par un point de rebroussement de Vune des deux 
courbes, ta)igente à Vautre et limitée aux poinls de re-
broussement et de contact ; 
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Une Fois, toute conique infiniment aplatie limitée à 

un point de rebroussement de chacune des deux courbes^ 

Et dans le nombre u : 

Neuf fois, toute conique ayant pourpoint double un 

point d'intersection des deux courbes et composée des 

deux tangentes en ce point^ 

Trois fois, toute conique à point double composée 

d'une tangente d'inflexion de l'une des courbes et de 

la tangente à l'autre en Vun des points où elle ren-

contre la première droite 

Une fois, toute conique à point double composée 

d'une tangente d'infiexion de chacune des deux cour-

bes(^), 

( * ) La c o m p a r a i s o n d e ces t h é o r è m e s avec c e u x d u n® 34, c o n f i r m e , 

c o m m e d a n s t o u s l e s cas q u e j ' a i t ra i tés , l a r è g l e s u i v a n t e , q u i p a r e l l e -

m ê m e est t r è s - p r o b a b l e . 

L o r s q u e u n e c o n i q u e i n f i n i m e n t a p l a t i e , p a s s a n t p a r e t l i m i t é e à u n 

p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n d e et et sat i s fa isant à u n e a u t r e c o u p l e 

d e c o n d i t i o n s q u e n o u s d é s i g n e r o n s p a r X , c o m p t e p o u r x d a n s l e ^ d u 

s y s t è m e (Z^, Z j , C^^ ^^ ,̂ C^j,^,)» q u ' u n e c o n i q u e i n f i n i m e n t a p l a t i e , q u i 

auss i p a s s e p a r , et est l i m i t é e à u n p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n d e a v e c 

et q u i sat i s fa i t à u n e c o u p l e d e c o n d i t i o n s Y , c o m p t e p o u r r d a n s 

l e ; d u s y s t è m e (Zg, Z „ C^, la c o n i q u e i n f i n i m e n t a p l a t i e , 

d é t e r m i n é e p a r les c o n d i t i o n s X et Y , c o m p t e p o u r xy d a n s le 1 d u s y s -

t è m e ( Z „ Z „ Z 3 , Z , ) . 

A y a n t p r o u v é aussi p o u r les cas o ù l e s c o n d i t i o n s Z^ et Z j (a ins i q u e Z , 

et Z J , ne s o n t p a s i n d é p e n d a n t e s T u n e d e l ' a u t r e , la v é r i t é d e cet te r è g l e , 

q u e j e n 'a i p a s osé a c c e p t e r a priori^ o n p o u r r a i t se p a s s e r d e t o u t c c 

p a r a g r a p h e - c i , l es t h é o r è m e s d u n® 52 r é s u l t a n t a lors d u n« 34. O n en 

p o u r r a i t auss i f a i r e u s a g e a i l l e u r s : e l l e d o n n e r a i t , p a r e x e m p l e , d a n s l e 

no 29 l e s é q u a t i o n s s u i v a n t e s e n t r e les coeff ic ients : 

Z=.2Xy s=. 2 V. 

O n ne p o u r r a i t p o u r t a n t se passer des r e c h e r c h e s d u n® 32. 

D u res te , n o u s n ' a v o n s p a s d o n n é à l ' é n o n c é d e n o t r e r è g l e toute la gé--

rtéralité p r o b a b l e , m a i s o n en saura m i e u x fixer l ' e x t e n s i o n en m ê m e 

t e m p s q u ' o n la prouvera. 

( Ln suite prochainement, ) 
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NOTE SIR IE LIEU DES FOYERS DES SECTIONS CENTRALES 

DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ, 

PAR M. V.-A. LE BESGUE. 

Pour simplifier le calcul, on suppose que les axes des 

coordonnées sont aussi les axes principaux de la surface 

qui a pour équation 

(i) C22=ri; 

on représente par 

( 2 ) mx ny pz — o 

le plan de la section, et par 

( 3 ) 

le carré d'un demi-diamètre de la section. En exprimant 

que r prend sa valeur maximum ou minimum au moyen 

des équations 

X dx y dy zdz — o, 

m dx n dy p dz Oy 

Xx dx -f- B j dy Czdz — o, 

on a, en éliminant les dérivées l'équation 
dx da: ^ 

m (B — C)yz -h n (C — A) zx -h p{A — B) xy o, 

ou bien 

( 4 ) moiyzn^zx-hpyxy=zo, 

en posant, pour abréger : 

B — C =r= a, C - - A rr. fi, A - B 7, 
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Ces équations donnent immédiatement 

a -f- p + 7 o , a ^ - h p^-f- 7 2 — _ 2 ( a p 4- P7 - h 7 a ) , 

aA4-pBH-7C=:0, 

a^A^-i- — 2 ( a p A B 4 - P 7 B C 4 - 7 a C A ) , 

résultats qui serviront bientôt. 

Les équations (1)5 (2), (4) donneront z 5 puis (3) 
donnera r. Mais le calcul de r peut se faire plus directe-
ment comme il suit. 

Les équations (2) et (4) donnent 

^ ^ P 

et, en mettant pour a, ¡3, 7 leurs valeurs, conduisent à 

^^ ^ ^ . P — , ljrz= — , — 
Ar' i~Br' i — Cr' 

M^s on a 

— A r ' V x ' - h B r ' 4 - C r ' P 

d'où l'on tire par la soustraction 

( I — Ar') (i _ B r') 4-. ( I _ CR^) V _ ^. 

puis, mettant pour Ix^ Ij^ \z leurs valeurs, il en résulte 

et par conséquent l'équation 

(BC/;2-4- CA/2^-f- A B p ' ) r ' 

— [ ( B 4 - C ) -h A ) n' 4 - (A 4 - B ) 
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OU, pour abréger, 

(6) Lr^—Mr^H-N — o. 

Les deux valeurs de r̂  étant 

Mdz\/M^—4LIN 

2L 
la différence 

V / ] V P - 4 L N _ _ ^ 

L 

prise en valeur absolue, sera le carré de la distance du 
centre à un des foyers. 

Le carré p̂  peut s'exprimer comme il suit en fonction 
des coordonnées du foyer. On remarquera que les équa-
tions (2), (4) étant homogènes, on peut y remplacer les 
quantités x, z par des quantités proportionnelles. 
Ainsi, aux coordonnées des sommets on peut substituer 
celles des foyers, et l'on aura, ces coordonnées étant o:, 

m ^ __ P 

ou bien encore 

OU, pour abréger, 

772 ~ fxjjx, 72r=:fAjY, p=:^zZ. 

Substituant dans la valeur de 

, s/m' — 4LN 
JL 

on aura d'abord 

t BC .r^x^ -f - C A r ' Y ' - h A B z ' Z ' , 
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et en remplaçant X , Y, Z par leurs valeurs, et simplifiant 
au moyen de l'équation 

a U ^ - f - P ^ B ^ - h V ' C - 2 ( a p A B - f - P v B C -4- 7 a C A ) , 

il viendra 

Le calcul de v/iVP— 4LN est plus compliqué. On a 

d'abord, réduction faite, 

M̂  — 4LN = ex?m' -Jr^-^n' ^fp' — 1 7̂ /Z'̂ /;' 

— lyap'^m'^— icL^ni^n}, 

puis, en remplaçant m, p parleurs valeurs, celle de 

— VJM̂  — 4 L N devient 

ou bien encore 

Ce résultat, qui ne suppose pas la relation 

a -f- p -f- 7 =r o, 

s'établit comme il suit : on met la quantité radicale sous 

la forme 

et comme on a 

Pr' 722 (ajr'— p.r"'}' 

= P j ' [ f + a' — -4-
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la quanlilé ^ous le radical est donc divisible par On 

prouve de même qu'elle est divisible par Y^ et par Z^, d'où 

il suit que X^Y^Z^ est diviseur de la quantité radicale. 

Comme cette quantité est du douzième degré en x , j , ^ 

aussi bien que le produit X^Y^Z^, il suffît d'ordonner 

pour trouver le quotient. 

Dans la quantité radicale, la plus haute puissance de x 

se trouve dans les termes 

ou 
j i Y * -4- Y^Z% 

C'est donc qui est le premier terme de la quan-

tité radicale ordonnée par rapport à x, 

le terme en x^ est aussi Le quotient est donc 

l'unité. 

On aura donc 

Cette équation ne diffère de celle donnée par M. Pain-

vin [Nouvelles Annales,, p. 490? 1864) que par le dou-

ble signe du second membre. Pour le voir, il suffît de 

remplacer A , B̂  C par p ' alors a, jS, y deviennent 

7̂ ^ [b' 

1 

a' 
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puis 

devient 

a^' b' 

de sorle qu'en multipliant par et prenant le signe 

supérieur, on a précisément le résultat de M. Painvin. 
Il reste à examiner s'il faut toujours prendre le signe 

supérieur. 

Remarque. — Il résulte de ce qui précède que l'équa-

tion biquadratique à quatre inconnues 

devient une identité en posant 

u — rts^), 

.y z=r (bz""~-cy-){ cx^ — az-) (ay' ~~ bx'). 

On prouve de même qu'on peut prendre 

t=zx(by^~cz^), 

u =y{cz' 

V —z(ax^— ^j')» 

s=(by'—cz'') {cz' — ax'){ax'— by^). 

On Irouve ainsi une infinité de solutions en nombres 

entiers quand c sont des entiers de signe quel-

conque. 

Ann. de Maihémat., sér ie , t . V . ( O c t o b r e 1866. ) 2 9 
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Q U E S T I O N DE L I C E N C E ; 

S O L U T I O N D E M . T H . D I E U , 

Agrégé, Docteur ès sciences. 

L . P R O B L È M E DE M É C A T N I Q L E . 

Vn point matériel^ astreint à rester sur un cône de 
révolutionest sollicité par une force dirigée vers le som-
met., proportionnelle à la masse du point matériel et à 
ses distances au sommet. Il part d'une position donnée A 
avec une vitesse t̂ o dirigée suivant une tangente A T au 
cône. Quel sera le mouvement du point matériel? On 
fait abstraction du frottement. 

Le sommet du cône est pris pour origine, et son axe 
pour axe des le plan ^xpasse par la position initiale A ; 

Tangle de la direction AT de la vitesse v̂  avec la tan-
gente K y ' au parallèle AB du cône sera désigné par e, 
AOz par a, AO par TO, AC par Zq et OC par p^. 

Soit M la position du point matériel à la fin d'une 



( 45. ) 
durée t comptée depuis le commencement du mouvement, 

.r, y, z représenteront les coordonnées de M, r la dis-

tance OM, p sa projection ON sur le plan xy , 6 l'angle N O x , 

et V la vitesse du mobile. 

Le principe de Leibnitz donne = C , ou 

(1) dx'-hdy'-h Ciz'=: (Á'z'séc'a-hC)dt', 

C désignant la quantité — ATJ, et/r la force rapportée 

aux unités de masse et de distance, k sera positif pour 

une répulsion, négatif pour une attraction. 

Le principe des aires s'applique au mouvement pro-

jeté sur x y , car la réaction de la surface rencontre tou-

jours l'axe des z. On a donc p^dO ~ Gdt, ou 

(2) xdy —ydx~QI dt, 

C désignant ou p^v^nost, car p^^^^^est la 

composante de suivant Ky', 

De l'équation (2) et de Téquation diiTérentielledu cône, 

X dx y dy zdz t a n g ' a, 

on déduit 

(x^-hjK^) tangua. 

Remplaçant 4 - p a r tangua, d x ^ d y ^ par sa 

valeur tirée de l'équation (i), et résolvant, il vient 

( 3 ) 

s j ' H ' t a n g u a séc=^a - f - Cz^ t a n g u a — C ' ^ 

La quantité sous le radical serait un carré si l'on avait 

C ŝin^a ou [ v l ^ coŝ g — o, 

ce qui exige ^ = ^ sivec = h ] pour une répulsion^ et 



( 452 ) 

£ = O avec = — l / ' l pour une atlraction ; mais ces cas 

particuliers seront d'abord écartés. 

E n posant 

z'tangcc=ii^ C sina cosa = 2/7 et Ccosa— 

la formule (3) se réduit à 

du 

k̂u"̂  -I- inu — p-

Auractioii, — Soit h == — u\ On a 

du 
ldt~±L 

n- ( n 

dont l'intégrale est 

tz'// — // 
9. [jl{ì -h y) zpurc COS --- ? 

y désignant la constante arbifraire. L'intégrale de l'équa-

tion (3), c'est-à-dire de celle qui s'en déduit par la sub-

stitution de — à /f, est donc. 

fx-̂ zHanga = n H- sin'— [l-p' -I- 7) 

quel que soit le signe à prendre dans le second membre. 

La condition d'avoir z~ z^ pour t — o donne 

w^zl tan^a — n 

sIn'— ^'p' 

Cette valeur de cos2 wy sera entre — i e t - f - i , puisque 

le mouvement doit avoir lieu; c'est ce qu'on veria d'ail-

leurs facilement en remplaçant w et p par ce qu'ils repré-

sentent. Soit y' l'arc compris entre o et ^ qui satisfait; 

— 7'satisfait aussi. Le mouvement de la projection du 
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mobile sur O z esl déterminé par une des intégrales par-
ticulières 

(4) tanga — // -f- sjn'— v' )• 

Les valeurs de z sont croissantes ou décroissantes à partir 
de z^ selon qu'on prend — ou 4- devant y'\ le premier 
signe répond donc au signe supérieur dans la formule (3), 
et à une vitesse initiale dirigée du côté de AB opposé au 
sommet, tandis que le second répond au signe inférieur' 
dans la même formule et à une vitesse initiale dir igée du 
côté du sommet ou suivant A j ' . 

Quel que soit le signe qu'on doive prendre dans la for-
mule (4) : 

Le mobile ira de sa position initiale jus qu à un des 
plans situés du côté des z positifsreprésentés par 

(5) 

puis de ce plan à Vautre,, et ainsi de suite. S'il va d'abord 
vers le plan le plus éloigné du. sommet^ il y arrive pour 
/ ̂  y' - s'il va d'abord au contraire vers le plan le plus 

voisin du sommet., il y arrive pour ^ = ^ y' 5 enfin la 

durée du passage d'un de ces plans à V autre est tou-
TV 

jours — 

2° .s: reprend périodiquement les mêmes valeurs pour 
des valeurs de t en progression par différence de raison 

égale à--) à partir d'un instant quelconque. 

De réquation (4) et de p^ dB = C dt qui revient à 

t a n g a . - A - dt., on lire 
^ sm a ' 

¡) y.'^ dt 
si n a _4_ f¿2 _ y 2jj2 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
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Posai! î 

[n — ix'^p^) rz= « (̂w -t-

celle formule se ramène à 

sina I-f-«Hang'pi ( i q i y ' ) 

dont Tintégrale, prise de telle sorte que 6 = 0 réponde à 

t = o, est 

( 6 ) G = ^^ j arc tang [ a tang ( i rp 7')] dz arc tang ( « tang ̂ 17') j. 

D'après cette formule, où l'on doit adopter les signes 

supérieurs ou inférieurs, respectivement associés à ceux 

des formules (4) t;t (5), selon que le mobile s'éloigne ou 

se rapproche d'abord du sommet : 

Si le mobile s'éloigne d'abord da sommet, on a 

arctane tan^a7') , , . , . , 
Q — ^^ lorsqu U arrive sur le premier des 

plans (5), et si au contraire il se rapproche d'abord du 

sommet, on a B ~ ^ — arc tang [a tangfjiy') lors-

qu'il arrive sur le second de ces plans. Pendant que le 

mobile passe de Vun ci Vautre, Q augmente constamment 

de 
2 Sin a 

2'̂  0 croît toujours de dans des intervalles de 
' sin a 

temps successifs égaux à^à partir d'un instant quel-

conque. 

En rapprochant cette dernière conclusion de son ana-

logue relative à z , on voit que : 



{ 455 ) 

Le mouvement considéré à partir d'un instant quel-

conque est périodique. La durée de la période est-* 

A la fin d'une période le mobile se trouve sur le même 
parallèle qu'au commencement, mais dans une position 
différente. Ses vitesses au commencement et à la fin ont 
la même valeur, el leurs directions font des angles égaux, 
dans le même sens, avec le parallèle. 

Si était contenu un nombre entier de fois dans un 
s m a 

multiple 2N7r de 2:1, c'esi-à-dire si 2Nsina était un 

N' TT nombre entier N', après une durée ^̂ — écoulée à partir 

d'un instant quelconque, 2, 'S ^ ^̂  ̂  auraient repris les 

mêmes valeurs, tandis que 6 aurait augmenté de 2N7r; 
le mobile serait donc dans la même position et aurait la 
même vitesse en grandeur et en direction qu'à l'instant à 
partir duquel on le considère. Dans ce cas seulement, la 
trajectoire esl une courbe finie. 

Quand e o, c'est-à-dire pour une vitesse initiale 
dirigée suivant l'équation (5) donne z — z^ et 

i ' o c o s a c I ' ^ 
z z= ou Zq, Selon qu on a 

[A pr^ 

le mobile s'éloigne d'abord du sommet ou s'en rapproche. 

Si avec £ = o on a v^ — ^ir^., les plans (5) se confon-
dent tous deux avec celui du parallèle AB, et cela indique 
que le mobile décrit ce parallèle. Dans ce cas particulier, 
en eifet, la valeur (3) de dt serait imaginaire si l'on 
n'avait toujours 2 = car la quantité sous le radical, 
(substitution faite de — [î  à h), se réduit à 

— ¡x- la ï ig- a sec- a (z.' — Zp ) ' . 
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L'équation (i) donne v = p'Q, et l'équation {2) 

— = d'où B = z - t . 
dt pl Po Po 

Répulsion, — Soit k — li}. On a 

du 

Posant p^u-h n = z s / n ^ ^ j } p^ ^ il vient 

d^ 
n^dt-

' siV- ! 

dont l'intégrale est 

y désignant la constante arbitraire. On tire de là 

Par suite, l'intégrale générale de l'équation (3), substitu-

tion faite de à k, est 

Pour avoir l'intégrale particulière qui convient au pro-
blème, il suffit de déterminer y par les deux formules 

Quand le mobile se rapproche d'abord du sommet du 
cône, il faut prendre les signes inférieurs-, alors z décroît 
jusqu'à la valeur positive donnée par 
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puis croit ensuite indéfiniment. Quand au contraire le 
mobile s'éloigne d'abord du sommet, il faut prendre les 
signes supérieurs, et alors z croit toujours à partir de sa 
valeur initiale. 

NOTE 

sur un article inséré dans les Nouvelles Annales de Malhémaliques 
et relatif à la publication intitulée : 

Passage (lu Traité de la Musique d'Aristide Quintilien y etc. (*) 

(Extrait des Atti deW Accademia Pontificia de' Niio^^i Lincei, 
t. XiX, année XIX, séance du 8 avril 1866.) 

L'auteur d'un article inséré dans les Nouvelles Annales 

de Mathématiques (avril 1866, p. 189, 1. J-24) s'étonne 

qu'un homme qui s'occupe de l'histoire de l'Arithmétique 

ail pu attacher à des textes grecs où certaines propriétés 

des nombres reçoivent une application superstitieuse, 

assez d'importance pour prier deux hellénistes de tra-

duire et d'expliquer un de ces textes, et pour être curieux 

de connaitre l'époque de l'auteur. Le critique paraît avoir 

oublié que^ lorsqu'il s'agit de faire l'histoire d'une con-

naissance, il faut bien la saisir dans les textes les plus 

anciens où on la rencontre, lors même qu'elle y serait 

appliquée à un usage puéril. C'est ainsi que l'histoire de 

l'Astronomie et celle de la Chimie trouvent des documents 

précieux dans le fatras des astrologues et des alchimistes. 

C'est ainsi que des notions assez avancées sur les pro-

V o i r ÀUi dell' Accademia Pontificia de' Nuovi Lincei, t . X V I I l , 

a n n o X V I l l , 1805-66, e t c . , sessione VII d c l T 11 c i i i g n o i 8 6 5 , p . 365-376. 
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priétés des nombres se trouvent impliquées dans certaines 
rêveries antiques sur leurs significations mystérieuses et 
sur les influences chimériques qu'on leur attribuait, ou 
bien dans certaines formules bizarrement énigmatiques 
sous lesquelles on se faisait un jeu de cacher des notions 
mathématiques. C'est ainsi que le nombre nuptial de 
Platon et les remarques subtiles d'Aristide Quintilien sur 
les nombres qui représentent les sons musicaux et sur les 
rapports prétendus de ces nombres avec certains phéno-
mènes physiologiques, peuvent jouer un rôle sérieux dans 
l'histoire antique de diverses propriétés de nombres, 
et notamment de l'égalité - f - + = 6®. En eifet, 
cette égalité se trouve certainement impliquée dans le pas-
sage de Platon sur le nombre nuptial.^ comme on en peut 
voir la preuve donnée par M. Vincent dans le tome X\ I 
des Notices et extraits des manuscrits de la Bibliothèque 
du lioi (*), et par moi dans un article de la Revue ar-
chéologique Cette même égalité se trouve aussi 
dans le passage d'Aristide Quintilien traduit et com-
menté dans la publication mentionnée ci-dessus, comme 
on en peut voir la preuve dans cette publication même. 

T H . H E N R I M A R T I N . 

Note du Rédacteur. — L a r é p u t a t i o n d e M. l e p r i n c e B o n c o m p a g n i e t 

c e l l e s d e MM. H . Mart in et V i n c e n t s o n t t r o p s o l i d e m e n t é t a b l i e s p o u r 

a v o i r r ien à r e d o u t e r d ' u n e p h r a s e m a l a d r o i t e q u i , d a n s son e x t r ê m e c o n -

c i s i o n , ne r e n d a i t p o i n t n o t r e p e n s é e . N o u s n ' a v o n s j a m a i s eu l ' i n t e n t i o n 

d e r e f u s e r à ces m e s s i e u r s la j u s t i c e q u i est d u e à l e u r s b e a u x t r a v a u x . 

N o u s i n s é r o n s d ' a u t a n t p l u s v o l o n t i e r s l a r é c l a m a t i o n d e M. H. M a r t i n , 

q u ' e l l e r e n f e r m e u n e o p i n i o n f o r t j u d i c i e u s e et q u i ne s ' a p p l i q u e p a s s e u -

l e m e n t a u x t r a v a u x d ' é r u d i t i o n . C ' e s t en a t t a q u a n t l e s p l u s p e t i t s d é t a i l s , 

q u ' o n v i e n t à b o u t d e s p l u s g r a n d e s q u e s t i o n s . P . 

(*) P a r i s , 1847 ; in-4, P- p . 185-193, et p . 194, l ig . 2 - 1 9 . 

(**) Xlll® a n n é e , i5® l i v r a i s o n , i 5 a o û t i856, p . 2 5 7 - 2 8 7 . 
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SOLUTION DE QUEST IONS 
P R O P O S É E S DANS L E S N O U V E L L E S A N N A L E S . 

Question BIS; 

PAR M. AR. VIANT 
Au Prytanée Militaire. 

On donne une conique et un point fixe O dans son 
plan. Du point O on mène deux droites OK, OB per-
pendiculaires entre elles^ qui coupent la conique en A 
et B. On joint le point A au point B, et Von mène en 
ces points les tangentes A T , BT à la conique; on pro' 
jette le point O sur les trois côtés du tnangle ABT ; par 
les trois points ainsi obtenus on fait passer une circón^ 
férence. Pour chacune des positiotis de Vangle droit, 
on obtient ainsi une circonférence ; démontrer que toutes 
ces circonférences sont tangentes à une même circon-
férence, 

La circonférence des projections du point O peut être 
considérée comme la podaire, par rapport à O, d'une co-
nique tangente aux trois côtés du triangle ABT el ayant 
un foyer au point O. Cherchons l'enveloppe de ces co« 
niques. 

La transformation par les polaires réciproques, lorsque 
la courbe directrice est une circonférence admettant le 

La question 613 a d é j à été résolue ( n u m é r o de j u i n , p. 277). La 

solution de M. Viant n'a pas été mentionnée. C'est u n e omission q u e nous 

réparons en insérant cette solution dans le présent n u m é r o . El le d i f fère 

d 'a i l leurs en plusieurs poinls de cel le qui a été d o n n é e par M. B a o -

quon no. 
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point O pour centre, remplace les coniques focales, in-
scrites dans le triangle variable ABT, par des cercles 
circonscrits aux triangles polaires conjugués des tri-
angles ABT. 

Soit abt un de ces nouveaux triangles (les petites let-
tres désignaiit les pôles des côtés opposés aux sommets 
de même nom). Le triangle a i t , relativement à la co-
nique transformée de la conique donnée, est placé comme 
le triangle ABT relativement à celle-ci. De plus, OA, OB 
étant rectangulaires, les tangentes ai , bt à la transfor-
mée ab le sont pareillement. 

Or, la circonférence circonscrite au triangle abt est 
évidemment tangente en t à la circonférence fixe d'où l'on 
voit la conique ab sous un angle droit C )̂. Par suite, la 
conique transformée de la circonférence circonscrite au 
triangle abt^ c'est-à-dire la conique mobile du foyer O, 
leste toujours tangente à une conique qui a le point O 
pour foyer^ et le contact a lieu sur la polaire AB de ^ 

Revenant à la question proposée, on voit que la cir-
conférence des projections du point O touche constam-
ment une circonférence fixe, et que le contact a lieu au 

(*) La conique ah^ transformée de la c o n i q u e donnée AB, touche les 

cO)tés al, bt du tr iangle abt a u x points a et b. Le c e n t r e r de cette conique 

ah est sur la droite menée du point t au mi l ieu m de la corde des c o n -

tacts ah. L e point rn est le centre de la c irconférence circonscrite au 

triangle abt, parce q u e l 'angle atb est droit . Les deux circonférences dont 

il s 'agit passent par le po int t, leurs centres m et c sont sur u n e droite 

menée par ce p o i n t ; donc el les sont tangentes Tune à l 'autre au point t . 

(**) Cette dernière conique est l ' enveloppe des cordes AB de la conique 

donnée, qui sont vues dn point 0 sous un angle droit . L 'un de ses foyers 

coïncide avec le point O, la d irectr ice correspondante à ce foyer est la 

polaire du point O par rapport à la c o n i q u e donnée. Son centre est à 

l ' intersection d e la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée du point O sur l a polaire et 

de lu droite q u i u n i t les mi l ieux de deux cordes rectangulaires menées 

par lo point O dans la conique donnée. G. 
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pied de la perpendiculaire abaissée de O sur AB (*), ce 
qui démontre accidentellement ce théorème connu : Le 
lieu des projections d'un point sur une corde AB "vue de 
ce point sous un angle droit est une circonférence. 

Note. — M. Viant remarque qu'au moyen de la transformation par po-

laires réciproques, en prenant pour courbe directrice un cercle q u e l -

conque dont le centre soit autre que le point O, on peut déduire du 

théorème démontré uii nombre i l l imité d'autres théorèmes, ce qui est i n -

contestable. Mais, comme le remarque aussi M. Viant , les propriétés des 

sections coniques qui donnent lieu à de lonffs énoncés ne présentent qno 

pou d'intérêt. 

Question 675 
(voir 2* série, t. I I , p. 479); 

P A R M . L A Ï S A N T , 

Lieutenant du Génie, Licencié ès sciences. 

Soient ABC un triangle isocèle dont chacun des angles 

A, B a j)our mesure arc tang 2 et p^q^r les longueurs 

des perpendiculaires abaissées des sommets A, B, C sur 

une ligne droite quelconque située dans le plan du tri-

angle; mener par un point donné une droite txdle, que 

la somme algébrique 

I I 2 
- H 1 - - = 0. 
p q r 

G . 3 . O X F O R D . 

Prenons la base AB du triangle pour axe des x , la hau-

(*) Effectivement, il est facile de voir que si denx coniques ayant pour 

foyer commun le point O touchent une droite AB au même point , leurs 

podaires relatives au foyer commun O sont el les-mêmes tangentes au 

point de rencontre de AB et de la perpendiculaire abaissée de O sur cette 

droite. Or, la podaire de la conique enveloppe des cordes AB est évidem-

ment une circonférence f ixe; par conséquent, la proposition est d é m o n -

trée. (i. 
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leur OC pour axe des soit h cette hauteur OC. Soit 

a = OA — OB. Ou aura h=z o.asi'?. d'après Thypothèse. 

Soit maintenant r = + ^ l'équation d'une droite 

située dans le plan du triangle. Les distances /?, r de 

celte droite aux trois sommets A , B, C sont respective-

ment proportionnelles À -j- ma — AI, — ma — n^ h — n. 

On peut remplacer p, /jr, r par des quantités proportion-

nelles dans l'équalion (i), à cause de l'homogénéité de 

cette équation, et nous exprimerons que la droite satis-

fait à la condition en écrivant 

^ ' ma — n — ma — n h — n 

ou, par transformation, 

m^'a' nh — i n' = o, 

ou, à cause de ĥ  = 8a% 

~ m-h' n h — 2 = o , 
o 

y/ m ' -

4 -f- I 
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Le premier membre est constant, le second membre 

exprime la distance de la droite y = mx + n au point 

,r = o , y = Donc, toute droite satisfaisant à la con-

dition, est tangente à un cercle ayant son centre en w au 

quart de la hauteur, et un rayon égal à C'est le cercle 

inscrit dans le triangle, car 

wD = wC.cosCwD = f A X ' — — y h. 
4 4 

Il est clair que cette propriété renferme la solution de la 
question, solution double en général, mais qui pourra 
devenir unique, ou même disparaître, suivant la position 
du point donné. 

Généralisation, — On peut se proposer de généraliser 

Je problème en en modifiant un peu l'énoncé. Supposons 

l'angle à la base quelconque; de plus, mettons un nombre 

quelconque à la place de i dans l'équation de condi-

tion, et voyons dans quels cas la solution trouvée ci-des-

sus s'appliquera ici. L'équalion (2) deviendra 

ma — n — ma — n h — n' 
ou 

a- mh — ( p. - h 2. ) n^ — o. 

Soit li la tangente de l'angle à la base, on a 

h — ah y 
et, par suite, 

h' 
am'^ -f- m i l — (pt -f- 2 ) ~ o, 

k' 
2/2 p 

m'h- H- -— nh — — iu- 4- 2) n' o , 
P y-
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//? V/ ' :=r — ( a -f- -2 ) nh , 

— A ' - — - h i - ( j j ^ -f-
y- y-

Cherchons la condition pour que le second membre soit 
un carré parfait. C'est 

ou 
2), 

( 3 ) F I ^ - F - — O . 

Si celte condition est satisfaite, il vient 

h ) , 
\ P / 

ah 

La droite = m.r-f-/i satisfaisant à ia condition 

1 1 _f_ ii: ~ o est alors langente à un cercle do rayon 
P (J r 

dont le centre a pour coordonnées .r rrz = ~ • 

Ce cercle est le cercle inscrit au triangle, si on prend 
pour /:xla racine positive [jl̂  de l'équation (3). Si on prend 
au contraire la racine négative ou a le cercle tangent 
aux trois côtés du triangle, mais au-dessous de la base. 
Des calculs très-simples font voir tout cela. Voici un ta-
bleau de quelques valeurs correspondantes de k et de 
comprenant des valeurs entières de cette dernière quan-
tité : 
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II, 

- f - I - 3 

- h 2 - 4 v/8 

- f - 3 - 5 v / i 5 

H - 4 - 6 

On voit^ par exemple, que dans la question proposée 

on aurait, en menant une tangente au cercle exinscrit 

dont il vient d'être question, la solution répondant à la 

condition 
I I 4 
- H = o . 
P q r 

Question 764^ 

P A R M . R O Q U E , 

G r e n a d i e r a u /¡g® d e l i g n e . 

Les axes des paraboles qui ont pour foyer un point 

donné M, et qui passent par deux points donnés F , F ' , 

sont parallèles aux asymptotes deVhyperbole quia pour 

foyers les deux derniers points donnés F et F', et qui 

passe par le premier M. 

Si des points F , F ' comme centres, avec F M , F ' M pour 

rayons, je décris des cercles, et si je mène les deux tan-

gentes communes à ces cercles, j'aurai les directrices de 

deux paraboles satisfaisant aux conditions de l'énoncé j 

Ann. de Mathémat,, 2® s é r i e , t . V . ( O c t o b r e 186G.) 3 o 
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leurs axes serom parallèles aux rayons menés aux poinls 

de conlacl. 

Soient O et OA le centre et l'une des asymptotes de 

l'hyperbole dont F , F ' sont les foyers et qui passe par le 

point Mj on aura 

ANT' « F M - F M 

D'autre part, soient F K le rayon mené du centre F au 

point de contact K de la tangente commune aux deux 

cercles, et O' le centre de similitude de ces deux courbes, 

on aura 
F K F ' M - F M 

cosKFO' : 
FO' FF' 

donc F K est parallèle à OA. Ainsi, les axes des deux 

paraboles sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole. 
c. Q. F . D. 

ISoie. — Autres solutions de MM. Laisant; A- Gille, élève de TÉcole 

Sainte-Geneviève; Camille Massing, élève de l 'École Centrale; C. B., de 

G a n d ; J. Graindorge, élève ingénieur des Mines à Liège; IMny, élève au 

lycée de Toulouse; A. Robin et F . Gaston, du lycée de Grenoble; J. Ra-

kouski; Camil le Laduron, élève à TÉcole des Mines de Liège; et P . H, 

Question 766; 

P A R M . L A I S A N T , 

Lieutenant d u Génie, Licencié ès sciences. 

Les deux ellipses de Cassini, données par les équations 

[ x ^ - ^ y - ' Y — 4 - a ' = h \ 

4 - j 2 y __ 2 — 4 - = b' S 

se coupent orthogonalement, pourvu qù^ Von uit 

a'^y—h' h'', 
( S T R E B O R . ) 

Soient X, J les coordonnées d\m \ïo\m M «commun 
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aux deux courbes, on aura, en ajoutatnt leurs équations, 

(i) b'') —o. 

Le coefficient angulaire de la tangente à la première 
ellipse au point M est 

ou, réduction faite, 

De même, pour la seconde courbe, 

- x .T'^ ^y'a" 

" y x' y' H- n'' 

En multipliant, on a 

a a - - < 
.r' 

Remplaçant par sa valeur tirée de Féqua-
tion (i), il vient 

— ^(a'-ha'^)y'— [a-'—a'^Y-h h'b" 

Celte expression se réduit à — i dans l'hypothèse 

de sorte qu'au point (x, y ) considéré, les deux courbes 
se couperont orthogonalement. 

Cette démonstration suppose, il est vrai, l'existence du 
point commun M; mais, en examinant les formes respec-
tives des deux courbes, on arrive fa-cilementà voir qu'elles 
se coupent effeclivemenl lorsque [a}— a'^Y = y * . 

Car, de 

3o. 
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on tire, en supposant a', 

a'^Cb^-^ b'\ si > 

OU bien 

si b < i b \ 

Dans le premier cas, on a 

_ ^a'—b'd a" -I- b" < fl^ + b\ 

Alors, suivant que a^— h'̂  sera >> ou < o, les deux 

courbes seront chacune formées de deux ovales séparés, 

ou continues toutes deux. Dans la première hypothèse 

elles se coupent, car les termes des inégalités ci-dessus 

sont les carrés des abscisses des points de rencontre avec 

Taxe des x . 

Dans la seconde hypothèse, les deux courbes se cou-

pent encore, car 

et ces termes sont les carrés des ordonnées des points de 

rencontre avec l'axe des j . 

Lorsqu'on a 
b<b% 

il vient 

b\ et a"" — b^" C^a"b'\ 

En outre, 

puisque 
et bcC^b', 

Donc, 
_ a' — b'C a'' b'^' < - f . 

comme précédemment, et on arrive aux mêmes conclu-

sions. 

iVo/t'. — MM. J. ( i ra indorge, élève ingénif^'T jles Mines à Liège; C . B. , 
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d e G a n d ; C . Mass ing , é l è v e d e l ' É c o l e C e n t r a l e ; C a m i l l e L a d u r o n , é l è v e 

d e r É c o l e des Mines d e L i è g e ; E . C a n e l , é l è v e d u l y c é e d e D o u a i ; P . C a -

p i n , d u l y c é e d e M o n t p e l l i e r ; et E . M u z e a u o n t d é m o n t r é q u ' e n u n p o i n t 

c o m m u n a u x d e u x c o u r b e s , l e u r s t a n g e n t e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . 

L ' e x i s t e n c e d e s p o i n t s c o m m u n s réels r é s u l t e d e l a r é s o l u t i o n des d e u x 

é q u a t i o n s p r o p o s é e s , en a y a n t é g a r d à l ' h y p o t h è s e 

En c o o r d o n n é e s p o l a i r e s , ces é q u a t i o n s d e v i e n n e n t 

p^ — 1 a- p^ cos i w -4- — h* = o, 

p* — 2 o'^p-cos 2 CÜ a'*— o ; 

l e u r a d d i t i o n d o n n e 

p^ — (ti^ - i - a ' - ) p^ cos 2 - h i r a " = o, 
d 'où 

P a r s u i t e , 

^̂  a -t- « a'—fl" 

E n a d m e t t a n t , ce q u i est p e r m i s , q u ' o n ait a'®, l ' é q u a t i o n (2) d é -

t e r m i n e p o u r P ' u n e v a l e u r r é e l l e et p o s i t i v e c o m p r i s e e n t r e û " et a ' , e t 

i l en r é s u l t e u n e v a l e u r d e c o s 2 w r é e l l e e t m o i n d r e q u e l ' u n i t é . C a r l ' i n -

éga l i té 

r e v i e n t à 

p* — (il' -i- a " a " < 0, 

d ' o ù 

C e t t e d e r n i è r e c o n d i t i o n est é v i d e m m e n t r e m p l i e , p u i s q u e la v a l e u r d e 

est c o m p r i s e e n t r e a " e t a ' . G . 

Question proposée^ 

SOLUTION DE M . L . A M A L R I C , 

É l è v e d e l ' i n s t i t u t i o n Sa inte-Barbe ( c o u r s d u l y c é e L o u i s - l e - G r a n d ) . 

Un cercle se meut en restant tangent à une ellipse^ 
de manière à avoir avec cette courbe un système de tan-
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gentes communes parallèles; quel est le lieu de son 
centre? 

Je prends pour axes de coordonnées les deux axes de 
l'ellipse; l'origine est le centre O de cette courbe. J'ap-
pelle X, Y les coordonnées du centre M d'un cercle ayant 
en commun avec l'ellipse deux tangentes parallèles ; la 
direction de ces tangentes est celle du diamètre O M ; et 
la distance du centre O à ces mêmes tangentes est le rayon 
du cercle. Je puis donc écrire immédiatement l'équa-
tion de ce cercle 

l a , 2b étant les longueurs des axes de l'ellipse. 
Comme je discuterai plus tard l'équation du lieu du 

centre en coordonnées polaires, j'écris 

el je pose 

a' sin'w H- b' coŝ w M'; 

de là l'équation du cercle sous cette autre forme 

(i) ^.Xx — 2X7-h p'̂ — o. 

Tous les cercles qu'elle représente doivent être tan-
gents à l'ellipse; je puis donc former l'équation en X re-
lative à l'équation (Î) et à l'équation de l'ellipse 

et, en exprimant que cette équation en X a une racine 
double, j'aurai une équation /^(X, Y) = o qui sera celle 
du lieu demandé. 

J'ai ainsi 

X ^̂  -f- I I )— X ̂  — 2 Y r — A « p'"' — 
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et 

J'ordonne par rapport à il vient 

La relation / ( X , Y) = o, qui exprimerait que cette 
équation a deux racines égales, serait très-compliquée, 
puisqu'elle est ordinairement considérée comme le résul-
tat de l'élimination de A entre deux équations du second 
degré, obtenues en dérivant l'équation précédente par 
rapport à A, et à une nouvelle variable introduite de ma-
nière à rendre Téqualion homogène. 

Dans ce cas, à cause de la forme particulière de l'équa-
lion (2), on peut, en transformant les coefiicients, faire 
apparaître une de ses racines. 

Le coefficient de X peut s'écrire 

(â -h- h') —(tf'̂ -f- Y )̂ 

= b ' ) ]VP-4- a ' b ' — b'X'^ — Y'̂  

Je pose 

et alors l'équalion (2) devient 

b 'y-ha'b 'Nn' -f- [a'b' -f- ( N̂  — M'̂ ) -h IVP = o, 

ou 

(3) -f- — M') > -4- i] — o. 

Celle équation peut avoir une racine double de deux 

manières : 
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i" Quand l'équation.du second degré 

a ses racines égales, ce qui donne 

[W— M )̂̂ — /¡a'b' — o, 

ou, parce que 

Delà 
p z = : { a - h b ) e t p = : ( a — b ) . 

Ainsi les deux circonférences C, C , concentriques à 
l'ellipse, et ayant respectivement pour rayons la demi-
somme et la demi-différence des axes de cette courbe, 
appartiennent au lieu des centres. 

La racine - - ^^^ de l'équation (3) peut aussi être 

racine de l'équation du second degré 

- f - i — o 

et alors l'équation en 1 aura bien encore une racine 
double. D'où la condition 

ou 

(N̂  — M )̂] - H — 

et l'équation correspondante est 
( f l ^ s i n ' o ) - h ¿ > ' c o s 2 w ) [ a 2 s i n 2 w - h ¿»'-^cos^w— (d^ - f - b^) H- p ' ] 

-I- â b̂  ~ o 
o i t 

( f l ' s i n ^ w - f - b ' COS'w) ( p ' — a^ cos^w — b ' s i n ^ w ) - f - ¿,2 — o , 

c* s i n ^ w . c o s ^ w 

^ a^ sin^w - f - b^ c o s - w 
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Celte dernière représente une courbe S facile à con-

struire. 
A priori on voit bien que les quatre points où les deux 

circonférences C, C rencontrent les axes de Fellipse ap-
partiennent au lieu cherché (*); de même, on voit que 
le centre de l'ellipse est un point multiple qui corres-
pond aux cercles concentriques à l'ellipse et tangents à 
cette courbe en ses sommets. Il resterait à voir si la courbe 
trouvée S fait bien réellement partie du lieu des centres, 
ou si elle est due à un fait purement algébrique 

C^) U n p o i n t q u e l c o n q u e 

a: = ( a - f - f c ) c o s w , r = - h ^) sin w 

d e l a c i r c o n f é r e n c e C est l e c e n t r e d ' u n c e r c l e q u i t o u c h e l ' e l l i p s e au p o i n t 

x = acos&>, ^ = fesinw 

et d o n t le r a y o n est v ' ' « ' s i n ^ w - f - c o s ® w o u M. L e m ê m e c e r c l e a , en 

c o m m u n a v e c T e l l i p s e , d e u x t a n g e n t e s p a r a l l è l e s ; son c e n t r e a p p a r t i e n t 

d o n c a u l i e u c h e r c h é . 

D e m ê m e , en p r e n a n t p o u r c e n t r e un p o i n t q u e l c o n q u e 

xz=z[a—è)cosw, y ={a — & ) s i n w 

d e l a c i r c o n f é r e n c e C , et p o u r r a y o n y a ' s i n ' w - h f c ' c o s ' w , l e c e r c l e d é -

cr i t t o u c h e r a l ' e l l i p s e a u p o i n t 

x — acosoi, y — — ¿ s i n w ; 

i l a u r a d e p l u s , avec l ' e l l i p s e , d e u x t a n g e n t e s p a r a l l è l e s . A ins i l e c e n t r e 

d e ce c e r c l e est u n p o i n t d u l i e u . 

La c o u r b e S, r e p r é s e n t é e p a r l ' é q u a t i o n 

c ŝin'wcos'w 
' a ' s i n ' o i -^h^ c o s ' w 

est l e l i e u g é o m é t r i q u e d e s p r o j e c t i o n s d u c e n t r e d e l ' e l l i p s e s u r les n o r -

m a l e s à l ' e l l i p s e ; p a r c o n s é q u e n t , la c o u r b e S fa i t p a r t i e d u l i e u c h e r c h é . 

G . 
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COMPOSITION MATUEHATIQljE 

donnée en 1 8 6 4 a m candidats à TÉcole Polytechpique ( 2 ^ sujet) -, 

S O L U T I O N D E M , C H . C A Y L A , 

Képétiteur au collège Rollin. 

On donne sur un plan une circonférence (O), un 

point A et une droite (D). Du point A on mène une 

droite qui coupe (D) en un pomi B-, sur AB comme dia-

mètre on décrit une circonférence; cette circonférence 

et la circonférence O ont pour corde commune une droite 

qui rencontre AB en un point M. On demande le lieu 

décrit par le point M, lorsque la droite AB tourne autour 

du point A . 

Le point A et la circonférence O étant fixes ^ exa-

miner quelles sont les différentes formes que présente 

le lieu (M) lorsque Von considère des droites telles que 

(D), parallèles entre elles. 

2® Faire uoirque les différentes courbes ainsi obtenues 

passent par quatre points fixes et ont leurs axes parais 

lèles. 

Je prends pour axes de coordonnées la perpendiculaire 
et la parallèle menées par le point A à la droite donnée D, 

Soient a et les coordonnées du centre O, Téquation 
de la circonférence donnée est 

(1) 2.ax— 2 ¿ r o , 

en posant 

La sécante mobile AB a pour équation 

(2) xz=:mx. 
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L'équation du second cercle dont le centre est au roi-

lieu de AB est 

(3) jc^-h — OLX — moLf o, 

CL étant l'abscisse de la droite (D). 

La corde commune, ou l'axe radical des deux circon-

férences, a pour équation 

(4) (2« — — rna.)y — — o. 

Eliminant m entre les équations (2) et (4)5 on a 1 équa-

tion du lieu 

(5) (2fl — oi)x^^'2.hxy — ajr^ — p ^ x ^ o 

Donc le lieu du point est une conique. 

Discussion, — L a quantité dont le signe caractérise le 

genre de la conique est 

a ( 2 « — a ) ou — [a — ( « - f - < i ) ] [a ( f l ? a ) ] , 

d représentant la distance O A . 

En considérant a comme une coordonnée courante, 

chacun des facteurs, égalé à zéro, représente une paral-

lèle à l'axe des y , et qu'il est facile de construire. On a 

ainsi deux droites D', D'' parallèles à D. 

Si la droite D est située entre D', D '̂, le lieu est une 

hyperbole; si elle est extérieure à ces deux parallèles, le 

lieu est une ellipse. Enfin, si elle coïncide avec l'une de 

ces parallèles, le lieu est une parabole. 

Quand le lieu est une ellipse, cette ellipse se réduit à 

un point, qui est l'origine, pour une valeur infiniment 

grande de a, et elle devient une circonférence lorsque 

è = o et a = o. Dans ce cas le point A est le centre du 

cercle donné. 

Si la droite D se confond avec l'axe des on aura 
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a = O, el réquation du lieu se réduira à 

lax"^ -h ihxy — = o. 

Celle dernière équation représente le système des deux 

droites x = o, a r -1- ¿ĵ  = 

Lorsque a = a, la droite D passe par le cenire du cercle 
donné, et le lieu représenté par l'équation (5) est une 
hyperbole équilatère. 

Le lieu esl une parabole lorsqu'on a 

Cf. — a -r- d ou ot. — a — d. 

L'équalion (5) peut s'écrire 

a {x^ — X (2.ax -h 2.bx — p"^) = o; 

sous celle forme on reconnaît l'équalion générale des co-
niques passant par les quatre poinis d'intersection de la 

conique x^ o avec les droites 

p' x = o, ax by — — = o. 
2 

Donc, les différentes coniques obtenues en faisant variera 
sont tangentes à l'origine à l'axe des et elles passent, 
en outre, par deux points imaginaires conjugués dont il 
serait facile d'avoir les coordonnées. 

L'équation qui fait connaître les coefficients angulaires 
des axes est 

U^ u l — O, 
b 

On voit que quand la droite D se déplace parallèlement à 
elle-même, les directions des axes des coniques ne chan-
gent pas. Les coefficients angulaires des axes ont pour 

valeurs — ^ ~ L'équation qui fait connaître les coef-
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iicieuts angulaires des axes montre que ces coefficients ne 

dépendent que du rapport ^ -, par conséquent les axes des 

coniques conservent toujours les mêmes directions quand 
le centre O du cercle donné se déplace sur la droite AO. 

Il est facile d'avoir le lieu des centres des coniques ob-
tenues quand a varie. On reconnaît que c'est une hyper-
bole tangente au point A à l'axe des abscisses. 

NOTE 

sur le moyen de ramener une équation quelconque du quatrième degri 
à une équation réciproque du même degré; 

PAR M . ROGER A L E X A N D R E . 

Le type général des équations du quatrième degré esl 

^̂  -f- px^ qx"̂  -i- ra? -h i = o. 

Si nous y remplaçons x par y h.) y étant une nouvelle 
inconnue et h une indéterminée, nous aurons une équa-
tion de la même forme en j-, 

y' -4- p'y' -f- q'f + r'y -I- / = o, 

dans laquelle q'^ s' sont des fonctions de h. 
Divisons tous les termes par 5', nous aurons 

y p'y^ ^ q'r'' ' ' ' r , ^ 

Changeons encore d'inconnue, et faisons dans cette 
équation 
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elle deviendra 

p' r' 
- h ^ - h - i - z - f - I o . z' 

Nous avons déjà obtenu l'égalité des coefficients ex-
trêmes; si maintenant nous pouvons déterminer k de 
manière à rendre égaux entre eux le» coefficients de z et 
de z®, l'équation précédente sera réciproque. 

Posons donc 

p' _ r? 

d'où nous tirons, en multipliant les deux membres par 
3 

s'* puis les élevant au carré, 

ou, en remplaçant les trois coefficients par leurs valeurs, 

. ' — 4/^3 -4- 3 p h - " r, 

( / ^̂  H- ph^ -h rh-^ s, 

{h' 4 - ph' - h ^h^ (4 h' 4 - 3 ph' 4 - 2 ^/i 4 - r)\ 

Et nous obtiendrons enfin, en développant et ordonnant 
par rapport à ft, 

h ^ p ' ^ S r ^ I ^ p q ) 4 - h - ' i p ^ q 4 - i p r - h 1 6 ^ — 4 ^ ^ ) 

4 - h [p'^r 4 - S j p i — ^qr) 4 - p^s — r^—o, 

équation du troisième degré qui nous donnera toujours 
an moins une valeur réelle pour h, 

La question proposée peut alors être considérée comme 
résolue; 
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<îl!ESriONS. 

778. Si réquation P (jc) = o a toutes ses racines réelles, 
il en est de même de celle-ci : 

¿7F(.r)-h -h cF"(x)-h . . . = o, 

les constantes a, ¿, c , . . . étant telles, que l'équation 

fl 4- èz 4- iŝ  + . . — o 

n'ait pas de racines imaginaires. ( H E R M I T E . ) 

779. Supposant toujours que l'équation 

a bz ^ cz"- -h = o 

ait toutes ses racines réelles, je fais 

T A 4- B« -f- Cz'-h . . . ; 
a -h hz -h cz^ . 

cela admis, je dis que si l'équation F [x) = o a toutes ses 
racines imaginaires, il en est de même de 

AF (x) -f- BF'(ar) 4- 4-. . . = o. 
( H E R M I T E . ) 

780. Soient m un nombre pair, et l'équation 

OÙ A^, Al , Aa , . . •, f̂ m sont des nombres positifs. 
Soient H le plus grand des rapports 

Al A3 A5 Am—I 
Ao A2 A4 Affi—2 

et h le plus petit des rapports 

A2 A4 As Aw 
, , - - ' > " " > - — ; 

A, A3 As Ato—1 

l'équation proposée aura toutes ses racines comprises 
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entre H et h si l'on a H ^ A, et toutes ses racines imagi-
naires si l'on a H = A ou (P. ) 

781. Les mêmes choses étant posées, si m est un nom-
bre impair, l'équation n'aura aucune racine au-dessus 
de H, et ne pourra avoir qu'une seule racine au-dessous 
de/i. 

Si H = A ou A, l'équation n'aura qu'une racine 
réelle. (P.) 

782. Si une figure qui reste toujours semblable à une 
figure donnée se meut de manière que trois points décri-
vent des lignes droites, tout autre point de la figure dé-
crira aussi une ligne droite. 

783. Lorsqti'tine figure, qui reste toujours semblable 
à une figure donnée, se meut de manière que trois de ses 
lignes passent par des points fixes, toute autre ligne de la 
figure passera aussi par un point fixe. 

784. Si Ton ôte à un quadrilatère complet successive-
ment chacun de ses côtés, les cercles circonscrits aux 
quatre triangles qu'on obtient ainsi passeront par un 
même point, et les triangles qui ont pour sommet ce 
point, et pour bases les deux côtés opposés du quadrila-
tère, seront semblables. 

785. Mener à deux cercles donnés deux tangentes qui 
fassent un angle donné, et de façon que la ligne qui joint 
les points de contact passe par un point donné. 

786. Placer sur trois circonférences données un trian-
gle donné semblable à celui qu'on obtient en joignant 
deux à deux les trois centres. 

Les cinq questions précédentes nous ont été communi-
quées par M. Julius P E T E R S E N , de Copenhague. 

787. Déterminer le lieu géométrique du centre d'une 
sphère qui coupe sous des angles donnés, a, 6, y, trois 
sphères données A, R, C. 
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N O U V E L L E M É T H O D E P O U R D É T E R M I N E R 

L E S G i l R i l C T É R I S T I Q l j E S D É S S Y S T È M E S D E C O N I Q U E S 
(voir page 433); 

PAR M . H . - G . Z E U T H E N (DE COPENHAGUE). 

X L — DétemiinatioJi des caractéristiques d'hall système 

de coniques qui ont deux contacts du second ordre 

as^ec une même courbe. 

.53. Nous désignons ce système par [2 

Les théorèmes du n® 52 sont encore vrais ici où la 

courbe coïncide avec la courbe mais au sys-

tème [^(Q«,«)^] appartiennent encore d'antres coniques 

singulières que celles qui sont nommées dans ce numéro. 

Aux coniques infiniment aplaties nous devrons ajouter : 

Celles qui sont renfermées dans une tangente d'in-

llexion et dont les deux sommets coïncident au point d'in-

flexion ; 

2® Celles qui sont renfermées dans une tangente de 

rebroussement et dont les deux sommets coïncident au 

point de rebroussement. 

Comme les sommets de ces coniques infitiiment apla-

ties coïncident, elles sont en môme temps des coniques à 

points doubles. Sous ce point de vue, la seconde classe 

correspond, selon le principe de dualité, à la première 

considérée comme partie de et réciproquement. Dési-

gnons par X le coefficient de la première classe dans l'ex-

pression de X et de la seconde classe dans celle de t j , et 

par y le coefficient de la seconde classe dans X et de la 

Ann. de Mathémat.sérient. V ( N o v e m b r e 1866.) 3 l 
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première dans w ; nous aurons 

d'où 

- f - i [6/2 + - (19 - 2 7 -

V = - i - ^ [6/7? + t ' — ( 1 9 — 2 7 — )] 

-h^d'[6n -hd' — ( 1 9 - 2 r - 4^)]. 

54. Pour déterminer les coefficients x et on appli-
que le lemme 31 au système [(M)®, M, Z] de ,coniques 
qui ont avec la courbe M (de Tordre m et douée d'un 
point multiple de l'ordre m — i) un contact du second et 
un contact du premier ordre, et qui touchent une droite 

Si l'on veut trouver par le lemme le nombre des 
coniques du système dont un point d'intersection avec M 
coïncide avec le point de contact du premier ordre, on 
doit attribuer à r, a et 3 les valeurs suivantes : 

r — I , q lm — 5, 

a = N{M% MO, /), p = N [(M)^ — - M, l], ou [formule {II) du n M 8 ] , 
p = N [(M)% M, p, l] - 2N [(M)% M0, /] - 3N M, /]. 

( * ) En remplaçant le système [ ( M ) ' , M, Z] par le système 

on ne trouverait q u e l 'équat ion " ix- i - j r = 5, qui a d m e t d e u x solutions 

entières et positives. 
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Par conséquent 

7 a -+- p (2/;^ - 7) N[(ÎVI)% M9, /] -f- N [(M)% M, /] 

— 3N(]VP0, M, /). 

Or, d'après les formules (16), (i3) et (18), 

N /] 3 (/? ^ 2) -h 

N Cm,ny f , l]^ 1 [Znd')[mH— 11) ^ ^¡^{mn). 

En remplaçant ici la courbe par la courbe M on doit 
(n® 30) substituer — i), d'=o. Donc 

gra -f- — 2) (48//? — 117). 

Le nombre 9 a -h (3 comprend : 
2N[2 (M)%/], c'est-à-dire le double du nombre 

des coniques qui ont deux contacts du second ordre avec M 
et qui touchent l ; car chacun des deux contacts du second 
ordre avec M peut résulter de la coïncidence d'un point 
d'intersection avec un point de contact du premier ordre; 

z .2Í, où ^ est un coefficient inconnu et t le nombre 
des tangentes doubles de M, car une conique infiniment 
aplatie, renfermée dans une tangente double de M et li-
mitée à l'un des points de contact et à la droite /, appar-
tient au système [(M)*, M, /] : son point de contact du 
premier ordre coïncide avec deux points (*) d'intersec-
tion, et le nombre de ces coniques singulières est 2 i ; 

3® ua', OÙ u est un coefficient inconnu, et 1! le nombre 
des tangentes d'inflexion de M, car une conique infini-
ment aplatie renfermée dans une tangente d'inflexion 
de M, limitée au point d'inflexion et à la droite /, ap-
partient au système [(M)®, M, /], et dans le point d'in-

( * ) On se tromperait si Ton en concluait que z est divis ible par 2. 

3 Î . 
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flexion coïncident les points de contact du premier et 

du second ordre et un point d'intersection avec M. 

Par conséquent 

IJRA H- P — 2 N [ 2 ( M ) % / ] -4- izt-\-ut'. 

Or, selon le n® 30, 

t =R 2 (w — 2) {m — 3), — 3 [m — 2), 

et N [2 (M)®, Z] se trouve par la substitution, dans l 'ex-

pression trouvée pour v au 53, de ces valeurs de t et 

de et des valeurs suivantes : 

/ \ ^ {m — \)[m ~ 2) 
n — i[m — i), d—r- , d'— o. 

On trouve alors 

<7a-f-p — (/w —2) j(36-f-42;)/?? —[92 + 122 —2(27+^)—3ii] j . 

Les deux expressions de ç a -f-|3 devant être identiques, 

on aura 
48rrr36-h42, 

1 1 7 = 9 2 - f - 122 — 2 ( 2 J -hJr) — 3a. 

55. On tire de ces équations 

11 = 2 ( 2 7 -F-^) 

x , j e t II devant être entiers et positifs (*), celte équa-

tion donne seulement 

II — i, x—i y j = 

( * ) Si l 'un des nombres x ou y était nul , l 'autre le serait éfçalement; 

car alors les coniques singulières d o n t le nombre est mul t ip l ié par x dans 

Texpression de A, et par j ' dans celle de w (ou r é c i p r o q u e m e n t ) , n ' a p p a r -

t iendraient pas au système. O r , l ' équat ion trouvée prouve que cos coeffi-

cients ne peuvent ê t ie nuls tous les d e u x . 
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En substituant les valeurs de or et y dans les expres-

sions calculées au n" 53, on trouve 

(20 a) ni 

I {3n -4- d') — Si' -

(^ob) [2 

On trouve, pour une courbe générale de Tordre m, 

I 7), 

(20 e) < 
i 3 
I 2){3w' 19). 

Pour m = 2, on aura ijl= v = o ^ 

Pour m = 3, on aura p — 27, v = 36 (**). 

56. Si, dans certains cas particuliers, les formules (20) 

ne sont pas immédiatement applicables (voir le 22), 

on pourra mettre à profit la connaissance acquise des 

valeurs des coefficients x et y . On a les théorèmes sui-

vants : 

Pour un système de coniques qui ont deux contacts du 

second ordre avec une courbe donnée, on doit compter: 

Deux fois dans le nombre X et une fois dans ex, toute 

conique infiniment aplatie renfermée dans une tangente 

d'inflexion de la courbe et limitée par deux points qui 

coïncident au point d'inflexion; 

(*) Les f o r m u l e s (20/1) d o n n e n t l a relat ion suivante : 

¡x — v=d'— t'= 3 ( w i — n) . 

( * * ) U n e c o n i q u e ayant deux contacts du second ordre avec une courbe 

d u troisième ordre , la corde de contact passe p a r un des neufs poinls 

d ' inf lexion. Par conséquent , le système [(Cg^ç)'] se divise en neuf systèmes 

partiels d o n t les caractérist iques sont /A = 3 et y = /J-
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Une fois dans le nombre X et deux fois dans le nom-

bre Tjr, toute conique ayant un point double en un point 

de rebroussement de la courbe^ et composée de deux 

droites qui coïncident avec la tangente de rebrous-

sement, 

XII. — Détermination des caractéristiques des systèmes 

de coniques qui ont un contact du troisième ordre et 

un contact du premier ordre avec des courbes don-

nées, 

57, Le système contient toute conique 

infiniment aplatie : 

i" Renfermée dans une tangente à en l'un de ses 

poinis d'intersection avec et limitée par des points 

qui coïncident avec ce point j 

Renfermée dans une tangente commune aux deux 

courbes et limitée par deux points qui coïncident au 

point de contact avec C,n,n ; 

3® Renfermée dans une tangente d'inflexion de 

et limitée au point d'inflexion, et à ; 

4® Renfermée dans une tangente de rebroussement de 

et limitée au point de rebroussement et à 

On aura donc 

X — x . w w , -hX'nnf -{- z.t'n/f -h ii^d'm^^ 

et, par le principe de dualité, 

CT z=ix,nns y .tniUx H- 4- a . i ' « , . 

Par conséquent 

u " a " m ^ H- p t ' « , , V v' '/«, -f- v'/Z,, 



ou 

Or, 

d'où 
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5 ti*̂  + 2 j ) -h -4- Ut'], 

-h 2Zt'-h 

v' = r - i [ ( 2 X - 4 - 7 ) / ! 4 - lut' 

v'' i [ (x -f- 27) w 4- ai' 

(2.r 4 - j ) ( m / l ) riz: 2 (2 - «) ( i/ ' -/ ' ) , 

et comme 
__ — 

(d'après la formule IV de la première note du n® 11) , 

2 J? + 7 — 6 ( 2 — u), 

58. Pour trouver d'autres moyens propres à déter-
miner les coefficients, appliquons le lemme du 31 au 
système [(M)% pi, ps]. Dans ce cas 

r=2., q = 2m — 3, 

ou [d'après l'équation (II) du n® 43] 

P N [(M)%p,p.,p.,] ^ 3N [(M)' p,]. 

Par conséquent 

ça H-p = (2/71 - 6) N [(M)^ + N p , ] . 

Or, selon les formules (17) et (11), 
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OÙ il faut substituer pour la courbe M (n̂ ^ 30) 

n^i[m — i ) , = 

On trouve alors 
/7a -f- p = 8/w — 12. 

Comme aucune conique du système dont un point de 

contact coïncide avec un point d'intersection n'est infi-

niment aplatie^ on aura aussi (n® 31) 

dont on aura une expression en substituant dans la va-
leur de [JL trouvée au n^ 57, 

/z —2(//? — i ) , d'—Oy — 2 ) ; 

ce qui donne 

Les deux expressions de y a -h (3 devant être identiques^, 
on trouve 

^ j 2 a - f - 4 7 + 6 / ^ = 3 6 . 

59. Les équations (I) du n« 57 et (II) du n« 58 suffi-
sent à déterminer les trois coefficients, car on sait qu'ils 
doivent être entiers et positifs On trouve 

7 = 2 , z 1= 5, U — 

En introduisant ces valeurs dans les expressions trouvées 
au n^ 57, on aura, pour résoudre le problème actuel, les 

C ) Q u a n t a u x s ignes des coef f ic ients , i l suff î t d e s u p p o s e r q u e x,u ci z 

ne sont p a s négat i f s et q u e r est p o s i t i f . O r , é t a n t n u l , a- le s e r a i t aussi 

d ' a p r è s l a s i g n i f i c a t i o n d e ces coef f ic ients (n® 57 et p r e m i è r e n o t e d u 

n«J55), ce q u e nos é q u a t i o n s n e p c r m e t l e n l pas . 
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formules suivantes : 

p.' = 6« — 4 w -f- = 5m — 3/i 

i "" M v'irr: 2 {5 n - ^m + 3d') =z2{5m - 4« -f-

—4«-f- = — 3 m + 3^'. 

I [{Crr,,n)\ C.,.. „ J = ( + p'72., v'̂  + v'71. )> 

On trouve, pour une courbe générale de l'ordre m : 

/ [x' -- 2 m (3m ~ 5) y 

(21c) ] ¡x" z=-j'= 2m {5m — 9), 

( v" =777(5/72 - 8 ) . 

Pour m = 2 on trouve ¡j! =z — v' = v'' rzr 4 (**). 
Pour m 3 on trouve ^ = 24, == 36, 21. 

60. Des valeurs de x, y^ z^ u on déduit les théorèmes 
suivants : 

Pour un système de coniques qui ont un contact du 
troisième ordre et un contact du premier ordre respec-
tivement avec deux courbes données et on 
doit compter : 

Deux fois dans le nombre \ et deux fois dans le 
nombre cy, toute conique ayant un point double à un 
point d intersection des deux courbes et composée de 
deux droites qui coïncident dans la tangente à ^ au 
même point; 

Deux fois dans 1 et deux fois dans toute conique 

( * ) On voit que 

2 fx' — v' = iriy 

2y" — }x"~ 2m. 

( * " ) FFT// CHASLES, TraUc' des Sections conique s ̂  N« 5I4* 
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infiniment aplatie, renfermée dans une tangente com-
mune aux deux courbes, et limitée par deux points qui 
coïncident au point de contact avec 

Il faut encore compter dans le nombre X : 
Cinq fois, toute conique infiniment aplatie, renfer-

mée dans une tangente d'inflexion de C^^n-» limitée 
au point d'inflexion et à la courbe C^^j^,,-

Quatre fois, toute conique infiniment aplatie renfermée 
dans une tangente de rebroussement de et limitée 
au point de rebroussement et à ; 

Et dans le nombre xs : 
Cinq fois, toute conique ayant un point double en un 

point de rebroussement de et composée de la tan-
gente de rebroussement et d'une tangente à C;«^,«^ ; 

Quatre fois, toute conique ayant un point double en 
un point d'inflexion de et composée de la tangente 
d'inflexion et dune tangente à 

Gl. Les théorèmes du n® 60 sont encore vrais lorsque 
la courbe C,«̂ «̂̂  coïncide avec la courbe Ils sont 

donc utiles à la détermination des caractéristiques du 
système dont les coniques ont avec 
deux contacts respectivement du troisième et du premier 
ordre. Le système ne contient pas d'autres coniques sin-
gulières que celles qui sont mentionnées dans ces théo-
rèmes (*). On trouve donc 

> 2 . 2 Î - F - 5 . I ' ( / ? F — 3 ) 4 - 4 . ( / W — 3 ) , 

X3 l.it — Z) ^.t' (n — Z), 

( * ) On pourra i t croire q u e les d e u x espèces de coniques singulières 

qui sont nommées dans l e n® 56, appart iennent également à ce système-ci ; 

mais en les discutant avec soin, on trouve qu'e l les ne sont d 'aucune 

façon des l imites de coniques q u i sat isfont à ses condit ions. Du reste, on 

pourra i t les introduire dans les nombres ^ et ty, avec des coefficients q u i 

seraient entiers et positifs ou nuls . On trouverait par les méthodes o r d i -

naires qu ' i l s ont l a v a l e u r zéro. 
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d'où 

I fi. — 2 ( — 3 m / 2 - f - 3 / 2 ' - h a S w — 3 3 / z ) 

\ - f - 3 ( 2 / 1 2 + / 2 — L 3 ) I / ' , 
( 2 2 « ) I 

I V = — 3 — 3mn -h 10n^ -h 53m — 6in 

[ -h 3(m -h 2n — i3)d\ 

et, pour une courbe générale de l'ordre m, 

[I = 6m (m ~ 2) (m^ -h- m — 10), 
(22c) 

V m {m — 2} 3m — 67 ). 

62. Si les deux courbes et se touchât , on 
fera usage de la formule suivante : 

où signifie la condition d'un contact du troi-
sième ordre en un point donné, et — celles 
de deux contacts séparés respectivement du troisième et 
du premier ordre avec deux courbes et qui se 
touchent elles-mêmes. 

On aura en particulier 

où (C,«̂ ;!) — p signifie les conditions d'un contact du troi-
sième ordre avec Cm̂ ,̂  et d une intersection avec la même 
courbe en un point donné, et 

( I I I ) N + 

D'après la formule (I) le sjstème[(C^^„)% J se divise, 
dans le cas où Cm,n et se touchent à un point & 
en et — e t chacune des carac-
téristiques du grand système comprend quatre fois la 
caractéristique homologue du premier système partiel el 
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une fois celle du second système partiel. Or, on trouve 

sans difficulté 

Les caractéristiques du système — sont fa-

ciles à trouver. 
{La fin prochainement,) 

N O T E S U R L E S M O U V E M E N T S R E L A T I F S ^ 

PAR M. E.-C. PAGE, 
Professeur à l 'École d 'Art i l ler ie de Vincennes . 

La question que Ton désigne en Mécanique sous le 
titre de mouvements relatifs se réduit au problème sui-
vant : 

Étant donnés la vitesse et Vaccélération d'un point 

par rapport à un système mobile, et le mouvement de ce 

système ^par rapport à un système fixe, trouver la vi-

tesse et Vaccélération du point relativement au système 

fixe. 

Ou, en renversant le problème : 

Étant données la vitesse et Vaccélération d^un point 

relativement à un système fixe^ trouver la vitesse et V ac-

célération de ce point relativement à un système mobile 

dont on connaît le mouvement par rapport au système 

fixe. 

Appelons vitesse et accélération absolues la vitesse et 

l'accélération du point par rapport au systèmç fixe 5 

\itesse et accélération relatives, la vitesse et l'accé-

lération par rapport au système mobile. 
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Enfin, vitesse d'entraînement et accélération d'entraî-

nement, la vitesse et l'accélération dont le point se trou-
verait animé à un instant donné, si à cet instant il de-
venait fixe par rapport au système mobile. 

Dans le cas d'un simple mouvement de translation, 
l'accélération absolue est la résultante de l'accélération 
relative et de l'accélération d'entraînement. 

Dans le cas d'un mouvement de rotation, l'accéléra-
tion absolue n'est pas la résultante de l'accélération rela-
tive et de l'accélération d'entraînement 5 mais il faut 
joindre à ces deux composantes une troisième composante 
qu'on nomme accélération centripète composée. 

Il est important de rechercher l'origine de cette troi-
sième composante et de faire voir comment elle est la 
conséquence de ce principe fondamental de Mécanique : 
Les accélérations se composent entre elles exactement 
de la même manière que les vitesses. 

Cette question a été traitée d'une manière explicite 
par Coriolis dans un Mémoire inséré au Journal de 
V École Polytechnique (XXIV® cahier). Il a tiré des for-
mules générales de la Mécanique analytique un théorème 
remarquable sur la force centrifuge composée. 

Depuis le Mémoire de Coriolis, son théorème a été 
démontré géométriquement de plusieurs manières ; mais 
ces démonstrations paraissent encore assez difficiles pour 
qu'on évite de les exposer dans l'enseignement tout à fait 
élémentaire^ on les renvoie à une partie plus avancée 
de la Mécanique. Cette marche a l'inconvénient grave 
de jeter une certaine obscurité sur le principe de la com-
position des accélérations. Les élèves peuvent être in-
duits à penser que ce principe n'est pas absolument vrai, 
et qu'il ne s'applique au mouvement de rotation qu'avec 
certaines réserves. 

Dans la Note qui suit, on a essayé de présenter la com-
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position des accélérations d'une manière assez élémen-
taire pour qu'on puisse l'exposer complètement au com-
mencement même delà Mécanique et que, par suite, on 
puisse aborder immédiatement la question du mouve-
ment apparent des corps à la surface de la terre, en te-
nant compte de la rotation. 

Accélération dans le mouvement rectiligne. 

Quand un point se meut en ligne droite et que sa vi-
tesse varie en fonction du temps, la rapidité plus ou 
moins grande avec laquelle celte vitesse augmente ou 
diminue se nomme accélération. On peut donc dire que, 
dans le mouvement rectiligne, l'accélération n'est autre 
chose que la vitesse de la vitesse. 

La vitesse V d'un point A peut être représentée en 
grandeur et en direction au moyen d'une droite AV. La 

F I G . I . 

A V V 

vitesse V étant variable, la longueur de la droite AV 
varie, et la vitesse V , avec laquelle l'extrémité de la 
droite AV s'éloigne ou se rapproche du point A, est jus-
tement l'accélération. Cette vitesse V peut être repré-
sentée elle-même au moyen d'une droite W . Le sens 
dans lequel la droite V V est portée indique si l'accéléra-
tion est positive ou négative, c'est-à-dire si la vitesse est 
croissante ou décroissante. 

Composition des accélérations quand la vitesse est 
décomposée suivant des directions fixes. 

Lorsqu'un point A est animé de deux vitesses u et 
suivant des directions fixes Au et la vitesse résul-
tante V est représentée en grandeur et en direction par 
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la diagonale AV du parallélogramme construit sur les 
deux vitesses composantes A u et A/. 

Si les deux composantes reçoivent des accroissements 
uu' et ii'^ la nouvelle résultante V est représentée par la 
diagonale A V du parallélogramme construit sur ku-huu' 
et K i - ^ i V , 

Le déplacement V V de Textrémité de la diagonale est 

F I G . 2 . 

représenté par la diagonale du parallélogramme construit 
sur les accroissements uu' et ii'. 

Si, au lieu de recevoir des accroissements brusques, 
les vitesses composantes u et i varient d'une manière 
continue sans changer de direction, les droites uu\ iV 
représentent les accélérations composantes, c'est-à-dire 
les vitesses avec lesquelles les extrémités des côtés ku 
et A l s'éloignent ou se rapprochent du point A. 

La diagonale V V représente l'accélération résultante. 
C'est la vitesse avec laquelle se meut par rapport au 
point A l'extrémité de la droite AV qui représente en 
grandeur et en direction la vitesse du point A. 

Pour faire bien comprendre cette manière de repré-
senter l'accélération, imaginons par le point mobile un 
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système géométrique mobile avec ce point, mais n'ayant 
qu'un simple mouvement de translation; par exemple, 
trois axes rectangulaires passant toujours par le point A , 
et restant constamment parallèles à eux-mêmes. 

Tant que la droite A V , qui représente en grandeur et 
eu direction la vitesse du point A , reste fixe et invariable 
par rapport au système mobile, le mouvement du point 
est rectiligne et uniforme; mais aussitôt que le mouve-
ment du point cesse d'être uniforme et rectiligne, la 
droite AV varie en grandeur et en direction, et la vitesse 
avec laquelle l'extrémité de cette droite se meut par rap-
port au système mobile représente en grandeur et en 
direction l'accélération du point. 

On en conclut immédiatement ce principe fonda-
mental : 

Les accélérations se composent et se décomposent 
entre elles exactement de la même manière que les vi-
tesses. 

Si les accélérations composantes u^ et i' sont entre elles 
dans le même rapport que les vitesses u et z, Taccélération 
résultante V V est dirigée dans le même sens que la vi-
tesse V, et cette dernière ne fait que changer de grandeur 
sans changer de direction. Mais si les accélérations com-
posantes ne sont pas proportionnelles aux vitesses com-
posantes, l'accélération résultante n'est pas dirigée dans 
le sens de la vitesse résultante, et cette dernière varie à 
la fois en grandeur et eu direction; dans ce cas, le 
point A décrit une ligne courbe. 

La composition des accélérations u' et i' est tout à fait 
indépendante de la valeur des vitesses u et i. Elle reste 
encore la même lorsque l'une de ces vitesses est nulle. 

Ainsi, quand le point mobile décrit une ligne courbe, 
la composante de la vitesse suivant la normale est nulle; 
mais l'accélération suivant cette normale, ou plus exac-
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tement, raccélération suivant la direction fixe avec la-
quelle la normale vient coïncider à Tinstant que Ton con-
sidère, n'est pas nulle, et, pour avoir Faccélération to-
tale, il faut composer raccélération suivant la direction 
normale avec l'accélération tangentielle. 

Composition des accélérations quand la vitesse est 
décomposée suivant des directions variables. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé la vitesse 
décomposée suivant des droites ayant des directions fixes 5 
mais on peut concevoir la vitesse décomposée suivant des 
droites dont les directions varient d'une manière con-
tinue. 

En effet, supposons la vitesse décomposée suivant 
quatre directions fixes A m, A 72, A/?, kq\ soient m, /z, 
p, q les quatre composantes. 

Pour obtenir la résultante V, nous pouvons commen-
cer par prendre la résultante i des deux vitesses m et 

F I G . 3. 

1V V 

î V \ 
- \ N« / / 

W i ¡ / A 

puis la résultante u des deux vitesses p el q, La vitesse V 
est alors décomposée suivant les deux composantes u et i. 
Or, si les vitesses m et n ne restent pas constamment 
dans le même rapport entre elles, leur résultante i varie 
en grandeur et en direction. De même, la résultante u 
des vitesses p et q peut varier en grandeur et en direc-

.1««. de Mathémat., série, t. V. (Novembre 1866.) 32 
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tion; nous pouvons donc concevoir la vitesse V décom-
posée suivant des droites Ai et Au dont les directions 
varient d'une manière continue. 

Dans ce cas, on commettrait une erreur grave en re-
présentant l'accélération du point A par la résultante des 
vitesses avec lesquelles les extrémités des composantes / 
et u s'éloignent ou se rapprochent du point A. Il faut 
prendre la résultante des vitesses avec lesquelles se meu-
vent les extrémités des composantes; or, ces vitesses ne 
sont généralement pas dirigées suivant les composantes 
elles-mêmes. 

En effet, les composantes m, n, p^ q ayant des direc-
tions fixes, l'accélération du point A est la résultante des 
vitesses avec lesquelles les extrémités de ces composantes 
s'éloignent ou se rapprochent du point A. 

Si nous commençons par prendre la résultante des 
deux accélérations composantes dirigées suivant km et 
Aw, cette résultante sera la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la diagonale A/, et cette vitesse ne sera gé-
néralement pas dirigée suivant A/. De même, la résultante 
des deux accélérations dirigées suivant Ap al Aq sera la 
vitesse avec laquelle se meut l'extrémité de la diago-
nale Au. 

En prenant la résultante des vitesses avec lesquelles 
se meuvent les extrémités des diagonales Ai et Au, nous 
aurons l'accélération totale, c'est-à-dire la résultante de 
toutes les accélérations dirigées suivant les droites fixes. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Quand la vitesse d'un point est décomposée suivant 
ries axes ayant des directions fixes ou variables, Vac-
célération de ce point est toujours représentée,, en gran-
deur et en direction, par la résultante des vitesses avec 
lesquelles se meuvent les extrémités des droites qui re-
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présentent en grandeur et en direction les vitesses com-
posantes. 

Accélération centripète. 

Une droite d'une longueur constante 

OA = r 

tourne dans un plan autour d'un point fixe O avec une 

FIG. 4. 

vitesse angulaire constante w. La vitesse du point A est 
représentée par une droite 

A / — r,o) 

dirigée perpendiculairement au rayon OA dans le sens 
du mouvement. L'accélération du point A est représentée 
par la vitesse avec laquelle se meut l'extrémité de la 
droite Ai", par rapport à un système géométrique passant 
par le point A, et animé d'un simple mouvement de trans-
lation. 

Or, puisque la droite Ai est toujours perpendiculaire 
au rayon OA, et que ce dernier tourne avec la vitesse an-
gulaire 0), il est clair que la droite Ai tourne autour du 
point A avec la même vitesse angulaire o) par rapport au 
système géométrique 5 donc l'extrémité de Az est animée 
par rapport à ce système d'une vitesse parallèle à AO, 
dirigée du point A vers le point O, et égale à 

A i . w — r . f«)', 

3 2 . 
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L'accélération du point A est donc dirigée vers le cenire 
et égale au produit du rayon par le carré de la vitesse 
angulaire. C e s l l'accélération centripète. 

Accélération centripète composée. 

Supposons que tandis que la droite OA tourne autour 
du point fixe O avec la vitesse angulaire constante w, le 
rayon OA = r ne reste pas invariable, mais que le point A 
glisse sur la droite mobile avec une vitesse constante u. 

La vitesse V est la résultante de deux vitesses, l'une, 

F I G . 5. 
V 

.---A 
' / \ 

Au — i/, dirigée suivant le rayon -, l'autre, Ai = / ' . G O , di-
rigée perpendiculairement au rayon dans le sens du 
mouvement. 

L'accélération du point A est représentée en grandeur 
et en direction par la résultante des vitesses avec les-
quelles se meuvent les extrémités des deux composantes 
A M el A i. 

Cherchons d'abord la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la composante Ai. 

En vertu de la rotation, l'extrémité de Ai esl animée 
d'une vitesse parallèle à AO, égale à 

A/, w — : r.w'. 

Puisque r varie, Ai = r.w varie en même temps. La vi-
tesse avec laquelle r varie étant égale à M, la vitesse avec 
laquelle l'extrémité de Ai s'éloigne du point A est m. w. 

L'extrémité de la composante Ai est donc animée de 
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deux vitesses : l'une rtù̂  perpendiculaire à la compo-
sante Ai , l'autre MW perpendiculaire à la composante Au. 

Maintenant, cherchons la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la composante A u. 

La vitesse M étant constante, la distance Au reste in-
variable. Mais, en vertu de la vitesse angulaire w, l'ex-
trémité de AW est animée d'une vitesse u.o) perpendicu-
laire à AM. 

L'accélération du point A est donc la résultante de 
deux accélérations composantes, ia première, 

dirigée dans le sens du rayon OA ; la seconde, 

perpendiculaire à la vitesse u du point A relativement à 
la droite mobile. 

Cette composante aty.w se retrouve constamment dans 
tous les problèmes de mouvements relatifs, quand le sys-
tème mobile est animé d'un mouvement de rotation. 
Dans tous les cas, son origine est la même que dans le 
cas simple que nous venons d'examiner. Elle est toujours 
perpendiculaire a la vitesse relative u et dirigée dans le 
sens indiqué par la vitesse angulaire w. 

Bien que l'accélération 2u.o) ne soit pas dirigée vers 
le centre, on la nomme accélération centripète com-
posée. Cela vient de l'analogie de forme qu'elle présente 
avec l'accélération centripète. 

En effet, l'accélération centripète, Ai. (a, est toujours 
perpendiculaire à la composante Ai , et égale au produit 
de cette composante par la vitesse angulaire w. 

L'accélération centripète composée, aa.o), est toujours 
perpendiculaire à la composante Au, et égale au double 
produit de cette composante par la vitesse angulaire &). 
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II peut arriver que le point O, autour duquel tourne 
la droite OA, ne reste pas immobile, mais soit animé 

F IG. 6 . 

\ 

d'un mouvement quelconque; dans ce cas, pour avoir 
l'accélération du point A, il suffit de joindre l'accéléra-
tion du point O aux accélérations trouvées précédem-
ment. 

Soit O 9 la droite qui représente en grandeur et en di-
rection la vitesse du point O. 

La vitesse du point A sera la résultante de trois vitesses : 
1® A y ' égale et parallèle à O 9 ; ku = u\ et, enfin, 
A i = r.o). 

L'accélération du point A sera représentée par la ré-
sultante des vitesses avec lesquelles se meuvent les ex-
trémités de ces trois composantes. 

Or, la composante Kq' restant toujours égale et paral-
lèle à la vitesse O^ du point O^ l'extrémité de la droite A <31' 
possède exactement la même vitesse que l'extrémité de la 
droite Oq\ donc il suffit de joindre l'accélération du 
point O aux autres accélérations trouvées précédem-
ment . 

Le centre de rotation, au lieu d'être situé sur la droite 
mobile, peut être pris hors de cette droite en un point 
quelconque du plan dans lequel elle se meut. 

Ainsi le point A se meut en ligne droite avec une 
vitesse constante w, tandis que le plan déterminé par la 
direction de la vitesse u et par un point quelconque O 
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tourne autour de ce point O avec la vitesse angulaire w. 

Du point O, abaissons sur la direction de la vitesse u 
la perpendiculaire OO'. 

F I G . 7. 
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La droite O'A tourne autour du point O' avec la vi-
tesse angulaire a>, tandis que le point O ' décrit la circon-
férence dont 0 0 ' est le rayon. Comme le rayon 0 0 ' 
tourne autour du point O avec la vitesse angulaire w, on 
voit que le point O' est animé d'une accélération centri-
pète égale à 0 0 ' . ŵ « 

Donc le point A est animé : 
D'une accélération centripète composée 2m.on per-

pendiculaire à A « ; 

D'une accélération centripète dirigée suivant AO' 
et égale à AO'. o)̂  ; 

3® D'une accélération parallèle à OO'et égale à O'O.o)®. 
Les deux composantes AO'. o)' et O ' O . w® ont une ré-

sultante dirigée suivant AO et égale à AO.c«)®. 
Par conséquent, les deux composantes de laccéléra-

tion du point A sont l'accélération centripète composée 
2 M. co et l'accélération centripète A O . co®. 

On démontrerait comme précédemment que si le 
point O est animé d'un mouvement quelconque, il faut 
joindre l'accélération de ce point aux autres composantes 
de l'accélération du point A. 

Enfin, au lieu d'avoir un simple mouvement rectiligne 
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et uniforme, le point A peut avoir un mouvement quel-
conque dans le plan mobile. 

Dans ce cas, l'extrémité de la composante Au, qui re-
présente la vitesse du point A relativement au plan mo-
bile, est animée de deux vitesses : i® celle due à la rota-
tion qui est perpendiculaire à la composante A u et égale 
à u.o); celle qui représente l'accélération du point A 
relativement au plan mobile. Il faut donc joindre cette 
dernière accélération aux autres composantes de l'accé-
lération du point A. 

En résumé, si un point A se meut d'une manière 
quelconque dans un plan mobile, tandis que ce plan 

FIG. 8. 

/ 
/ 

/ 

tourne autour d'un de ses points, O, avec la vitesse angu-
laire 0), et que le poitit O se meut d'une manière quel-
conque avec la vitesse O ĵr; 

La vitesse absolue du point A est la résultante de : 
Premièrement, la vitesse relative, c'est-à-dire la vi-

tesse A M du point A par rapport au plan mobile; 
Deuxièmement, la vitesse d'entraînement : cette vi-

tesse est elle-même la résultante d'une vitesse égale et 
parallèle à la vitesse O^ du point O, d'une vitesse k i 
perpendiculaire au rayon OA et égale à OA.w. 

L'accélération absolue du point A est la résultante de : 
Premièrement, l'accélération relative, c'est-à-dire l'ac-

célération du point A par rapport au plan mobile; 
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Deuxièmement, l'accélération d'entraînement : cette 

accélération est elle-même la résultante de deux compo-
santes : une composante égale et parallèle à l'accéléra-
tion du point O, 2® l'accélération centripète du point A, 
dirigée suivant AO et égale a AO.c«)®', 

Troisièmement, l'accélération centripète composée : 
cette accélération est égale au double produit 2M.ot> de 
la vitesse relative u par la vitesse angulaire o)- elle est 
dirigée perpendiculairement à la vitesse relative u, et 
dans le sens du mouvement de rotation de la compo-
sante Au, 

Jusqu'ici nous nous sommes bornés à considérer le 
mouvement dans un plan; il est facile d'étendre les dé-
monstrations au mouvement dans l'espace. 

Supposons que le point A se meuve en ligne droite, 
suivant une direction quelconque Ai^ et avec une vi-
tesse constante î , par rapport à un système mobile 
tournant autour de l'axe fixe OZ, avec la vitesse angu-
laire constante w. 

F I G . 9. 

Du point A, abaissons sur l'axe OZ la perpendicu-
laire AO = r. 
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En vertu de la rotation, le point A est animé d'une 

vitesse 
Ai= r.(o 

» 

perpendiculaire à la fois à l'axe OZ et au rayon OA. 
La vitesse absolue du point A est la résultante des 

deux vitesses Av et Ai. 
L'accélération absolue du point A est représentée par 

la résultante des vitesses avec lesquelles se meuvent les 
extrémités des deux composantes Av et Ai, 

Décomposons la vitesse v suivant deux composantes, 
l'une Aw', parallèle à Taxe OZ, l'autre Aw, perpendicu-
laire à cet axe. 

La composante A u \ étant parallèle à l'axe de rotation, 
reste fixe et invariable par rapport au système mené 
par le point A ; donc la vitesse de l'extrémité de A u ' esl 
nulle. 

Il ne reste donc que les vitesses des extrémités des 
deux composantes Au et Ai. Nous avons vu que ces 
deux vitesses donnent : 

1° L'accélération centripète, 

r.co% 

dirigée suivant le rayon-, 

L'accélération centripète composée, 

2.ÎÎ .w, 

perpendiculaire à la composante Aw et située dans le 
plan perpendiculaire à l'axe de rotation OZ. 

En appelant a l'angle que la direction de la vitesse 
relative v fait avec l'axe OZ, nous aurons 

iiz=z V . s i n a . 

Donc, l'accélération centripète composée est égale à 

2.w. p.sin a ; 
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elle est perpendiculaire à la fois a la vitesse relative et à 
l'axe de rotation ; enfin, elle est dirigée dans le sens dé-
terminé par la rotation de la composante Au, 

On démontrerait, comme on l'a fait pour le mouve-
ment dans un plan^ que, si le point A se meut d'une 
manière quelconque par rapport au système mobile, il 
suffit de joindre aux composantes précédentes l'accéléra-
tion du point relativement au système mobile. 

Si l'axe OZ se meut en restant constamment parallèle 
à lui-même, tous les points de cet axe ayant à chaque 
instant des accélérations égales et parallèles, il suffit de 
joindre l'accélération d'un des points de l'axe de rota-
tion. 

En résumé, si un point A se meut d'une manière 
quelconque par rapport à un système mobile, tandis que 
ce système tourne avec une vitesse angulaire w autour 
d'un axe qui se meut en restant constamment parallèle 
à lui-même, 

La vitesse absolue du point A est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse d'entraînement; 

L'accélération absolue^du point A est la résultante de : 
Premièrement, l'accélération relative; 

Deuxièmement, l'accélération d'entraînement; 

Troisièmement, l'accélération centripète composée 

2.w.p.sina, 

perpendiculaire à l'axe de rotation et à la vitesse rela-
tive, 

Dirigée dans le sens de la rotation de la droite Au 
qui représente la composante de la vitesse relative es-
timée perpendiculairement à l'axe de rotation. 

Il ne reste plus à examiner que le cas où le système 
mobile tourne autour d'un point; mais, pour cela, il 
faut commencer par rappeler les lois du mouvement de 
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rotation et la composition des vitesses angulaires. Le ca« 
où Taxe de rotation reste constamment parallèle à lui-
même suffit pour se rendre compte du mouvement appa^ 
rent des corps à la surface de la terre. 

Accélération centrifuge composée. 

Dans ce qui précède, nous avons déterminé l'accéléra-
tion absolue en supposant l'accélération relative connue^ 
Il est facile d'en déduire la solution du problème in-
verse, c'est-à-dire de déterminer l'accélération relative 
au moyen de l'accélération absolue. 

Nous avons vu que lorsque le système mobile tourne 
autour d'un axe fixe, l'accélération absolue est la résul-
tante : 

De l'accélération relative; 
De l'accélération centripète; 

3® De l'accélération centripète composée. 
Par conséquent, l'accélération relative est la résultante 

de l'accélération absolue, de l'accélération centripète 
prise en signe contraire, et enfin de l'accélération cen-
tripète composée prise en signe contraire. Or, l'accéléra-
tion centripète prise en signe contraire n'est autre chose 
que l'accélération centrifuge; de même, l'accélération 
centripète composée prise en signe contraire est l'accé-
lération centrifuge composée. Nous pouvons donc con-
clure que l'accélération relative est la résultante : 

De l'accélération absolue; 
2® De l'accélération centrifuge; 

De l'accélération centrifuge composée. 
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NOTE 
sur Terreur cominise dans le calcnl de TT par la méthode des isopériniètres ; 

PAR M . A . H E R M A N N , 

Ancien élève de TÉcole N o r m a l e supérieure, 

Professeur au l y c é e de T o u r n o n . 

On sait que lorsqu'on passe d'un polygone au suivant, 
la différence entre le rayon et T apothème du second est 
moindre que le quart de cette différence pour le premier. 

Cette remarque conduit facilement à une limite de 
Terreur commise dans le calcul de TT par la méthode des 
isopérimètres. 

Désignons par Vj, et â  le rayon et l'apothème du poly-
gone dont le nombre des côtés est -, r̂  et a^ seront le 

rayon et Tapothème du carré, de sorte que 

T 
et = 

9. 

Pour obtenir TT à l'approximation il suffit qu'on ait 

Uk rk I o'" 

Ok.n 
(ï) rk~ak<^ 

Or, et Ui étant, tous deux, plus grands que Tapo-

thème ^ du carré, Tinégalité précédente sera vérifiée dès 

qu'on aura 
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Mais on a, d'après le théorème rappelé, 

I 
r-A 

r-. — «4 < ('•2 — iij), 

Il suffira donc, pour que l'inégalité {2) existe, qu'on ait 

ou, en remplaçant i\ et â  par leurs valeurs ~f 

ce qui donne 

(3) 

et, en prenant les logarithmes des deux membres, 

(/•-3). log4>//2-l- log(v/2-i) , 

iug4 iog4 

L'inégalité précédente est vérifiée, à fortiori, lorsqu'on 
donne à /r la valeur 3 -f- 2m, ou une valeur plus 
grande Et il est facile d'en conclure que si l'on qua-
druple le nombre des côtés d'un polygone, on obtient une 
décimale de plus dans la valeur approchée du nombre r . 

(*) Q u a n d le n o m b r e entier m est p lus grand q u e l 'uni té , il suffit de 

prendre A égal à 2 - f - 2 m p o u r q u e l ' inégal i té ] > 1 o" '( y/2 — i ) a i t l ieu. 

Et si m est égal à 7, ou p lus grand q u e 7, on satisfait à cette inégalité eu 

posant A = 2m. G, 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S 
P R O P O S É E S DANS L E S N O U V E L L E S ANNALES . 

Question 590 

(voir l " série, tome XX, page 141); 

PAR M. NEUBERG, 
P r o f e s s e u r à l ' A t h é n é e r o y a l d ' A r l i m ( B e l g i q u e ) . 

Si Von prend les polaires des points milieux des côtés 
d'un triangle relativement à une conique quelconque 
inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un 
triangle qui a une suif ace constante. 

On peut considérer cette proposition comme une con-
séquence immédiate de la question S91 (*) appliquée 
aux coniques, et d'une autre proposition qui trouverait 
sa place naturelle dans les propriétés très-intéressantes 
des coniques, énoncées par M. Faure dans le tome X X des 
Nouvelles Annales, p. 55, 56 et 216. 

En effet, soit 

= + = o 

l'équation d'une ellipse rapportée à ses axes principaux. 
Désignons par (Xj, y^), (^3,73) les coordon-
nées des sommets d'un triangle circonscrit A B C ; par 
( X „ YO, ( X „ Yg), (X3, Y3) celles des milieux A', B', G' 

(*) L a q u e s t i o n 591 a été r é s o l u e d a n s T a n n é e i865. L a d é m o n s t r a t i o n 

q u e n o u s e n d o n n o n s p l u s l o i n est a n a l o g u e à ce l le d e M. P a i n v i n , t. X I X , 

p. 093 ot 297. 
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des côtés B C , C A , AB; et par (X'„ Y',), { X ; , Y ; ) , ( X ; , Y ; ) 
celles des sommets du triangle A^'B^'C conjugué avec 
A ' B ' C . Représentons aussi par S, T , T ' l e s surfaces de 
ces trois triangles, et posons 

x^x;, Y^ Y; 
rz' b' 

On peut écrire 

X , 

î • 
X ' , Y ' , 

a î • a b 

4 T R X , Y . Y ; 

a T ' a h 

X , Y , Y ' , 

a b ' a b 

ou, en effectuant la multiplication par lignes, 

4 T r _ 
(0 

®I,3 

1 2̂,5 2̂,3 

I 2 3̂,3 

Mais les triangles T , T ' étant polaires réciproques, on a 
„ = o pour et des valeurs de yi,^, (jpg,,, (p̂ , y on 

X ' Y ' 
tire, par l'élimination de —f ? -r̂ ? A a^ 

X , 

X, 

X3 

Y . - I - ( 

Y. 

Y3 - I 

En appelant T j , Tg, Tg les moitiés des déterminants 

X , Y , 1 X , Y , X , Y , 

X 3 Y J ' X , Y , 
> 

X , Y , 

c'est-à-dire les surfaces des triangles O B ' C , O C A', 
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OA'IV (O est le centre de l'ellipse), la dernière équation 
donne 

T 
-h Tr=:o; d'où 

11 

On trouve semblablement 

T 

En portant ces valeurs dans Téquation (i), il viendra 

4 T r T 
a'b' ft,i 

on 

ce qui est la question 591 appliquée aux coniques. 
On peut aussi écrire 

a-'b-' 

— -7- I 

0 0 

Xi r i 

a b 

X2 
a b 

x^ 

a b 

« b 

f j Zi 
a b 

I 

o 

fl b 
V O 

Effectuons par lignes la multiplication des deux déter-
minants et, dans le produit, retranchons des trois der-
nières lignes et colonnes les premières ligne et colonne 

multipliées respectivement par 

Eu posant 

+ b^ 

Ann. de Mathémat., i « s é r i e , t, V . ( N o v e m b r e 1866.) 3 3 
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il viendra 

2 :>. 

el en développant, 

Mais les équations qui expriment que les droites BC, CA, 
AB sont tangentes à l'ellipse peuvent se mettre sous la 
forme 

ou 
2 S , ^ 2.S, 

/, — — - , 

a' ¿y' 

; h — —r ' ab ah ah 

en appelant Si, Sg, S3 les moitiés des déterminants 

r7 J3 li 
5 ? 

r . Xi f l 

ou les surfaces des triangles OBC, O C A , OAB. 

La relalion (3) revient par conséquent à 

« F ' 1 ( S . - F - S . + S J ( - S . H - S . + S J ( S . - S , + S 3 ) ( 8 . - 1 - 8 , - 8 3 ) . 

On constate facilement que 

8, -f- 8, 83 = 8, — 81 -I- 82 -f- 83 — 4T,, 
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S, - S , -f-S, =rr4T„ s. 

d'où 

( 4 ) 
64T.T,T3 

En comparant les relations (2) et (4), on trouve 

T' rrr S, 

ce qui démontre le théorème o90 pour les ellipses in-
scrites. 

On le conclut immédiatement pour les hyperboles tan-

gentes aux trois côtés du triangle, puisqu'il suffit de rem-

placer dans les équations précédentes h par b sj— t. 
Représentons par d^, d ,̂ d̂  les côtés du triangle ABC, 

ou les doubles des côtés du triangle A ' B ' C ; par R le 
rayon du cercle circonscrit, et par Jj, ^g, les distances 
du centre delà conique aux droites B ' C , C'A' , A'B'. Nous 
pourrons remplacer dans la formule (4) T j , Tg, T3 par 

^ 1̂5 ^ ^ et par 4R? ce qui donnera 

d'où le théorème suivant : 

Lorsqu une conique est inscrite dans un triangle^ le 
produit des canês de ses demi-axes principaux est égal 

(*) On a , par e x e m p l e , 

et, en a joutant la première l igne aux deux autres , il vient 

ri 
= - 4 

Xa Y3 
X , Y , 

33. 
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an produit des distances de son centre aux droites qui 

joignent les milieux des côtés du triangle^ multiplié par 

le double du diamètre du cercle circonscrit. 

Considérons maintenant une parabole inscrite au trian-

gle ABC et représentée par — 2 p x = o. 

En adoptant les notations précédentes, sauf à poser 

~ — X'„), nous aurons 

Y , X , 

Y, X. - p 

Y, X3 - p 

Y\ - p 

Y ' , x ; 

i Y'3 x ; 

et en efïectuant le produit par les lignes 

(5) 

fl/-' 71,3 

©2,1 <̂2,2 <̂2,3 

<?3,1 ?3,2 

On a encore = o pour m^n-.^ et en éliminant Y',, 

/?X', entre les valeurs decĵ i j, (p̂ ĵ, (Pĝ j, il vient 

1 Y . / ^ X . I 

Y , P X , I 

Y3 7̂ X3 I 

ou 

On trouve semblablement 

2pT - Y 3 - Y . ) o, 2pT - ( Y . - Y , ) = o. 

L'équation (5) peut donc s'écrire 

( Y . - Y . ) ( Y . ~ Y 3 J ( Y 3 - Y . 

oti 

?.p : 
( Y . - ^ Y . ) ( Y . - Y 3 ) ( Y . - Y 3 ) 

V. 
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On peut remarquer que le numérateur de la dernière 

fraction égale le produit des projections des côtés du 
triangle A ' B ' C sur la directrice de la parabole. 

Il est évident que dans la formule (6) on peut rempla-
cer les triangles A ' B ' C et A " B " C respectivement par 
ABC et par le triangle qui a ses sommets aux points de 
contact des tangentes BC, CA, AB; comme ce dernier 
vaut le double de ABC, on aura 

(7) 
- r 2 ) ( r 2 — — T a » 

s 

Des relations (6) et (7) on conclut encore 

r =:S. 

On voit aisément que la proposition (690) s'applique 
aussi aux paraboles circonscrites, ou conjuguées au 
triangle ABC. Car, dans le premier cas, on a 

2 P X I I Jï 1 

4/. S 1 ri I 

/3 N Y ] » 

Le dernier déterminant, en vertu du théorème dit de 
Vandermoride^ est égal au produit 

( r ^ — r 1 ) ( — r . ) ( ~ ^ 0 ; 
d'où 

(r^ — j i ) (rs — j t ) (y , — y,) ^ 
(B) 2S 

et cette relalion, comparée à l'équation (6), donne 

r — T — -7-. 
4 

En supposant la parabole conjuguée au triangle ABC, 
on peut faire coïncider dans la formule (6) les triangles 
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T et T ' avec S, ce qui donnera 

( 9 ) z p ^ " ~ ^ 

et les relations (9) et (6) combinées conduisent à l'équa-
tion 

Les formules (7), (8) et (9) sont ordinairement mises 
sous la forme 

;> = r 4 R sin 9 sin B' sin 

p r - R sin B sili ô' sin G'', 

yo 2 R sin B s in 9' sin 9'% 

9, étant les angles que fait Taxe focal de la para-

bole avec les côtés du triangle. 

IVoee du Rédacteur. — P o u r d é t e r m i n e r u n e c o n i q u e i n s c r i t e d a n s u n 

t r i a n g l e A B C , on p e u t d o n n e r a r b i t r a i r e m e n t d e u x d e s p o i n t s M, N a u x -

F I G . I . 

y 

C B M X 

q u e l s la c o u r b e d o i t t o u c h e r d e u x des côtés CB, CA. L o r s q u e l e p r o d u i t 

A N x B M est m o i n d r e q u e C A x C B , l a c o n i q u e i n s c r i t e est u n e e l l i p s e ; 

et s u i v a n t q u ' o n a 

ANXBM = CAXCB ou A N x B M > C A x C B , 

cette c o n i q u e est u n e p a r a b o l e o u u n e h y p e r b o l e . 

C*) C e r é s u l t a t a u r a i t aussi p u s ' o b t e n i r en r e m a r q u a n t q u e l e t r i a n g l e 

A ' B ' C , q u i a ses s o m m e t s a u x m i l i e u x des côtés d ' u n t r i a n g l e c o n j u g u é 

à l a p a r a b o l e , est c i r c o n s c r i t à l a c o u r b e ( v o i r Nouvelles Annales, a n -

née i865, p . 3 i o ) , et q u e son c o n j u g u é A " B " C ' ' en v a u t l e d o u b l e . 
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C a r , en p r e n a n t p o u r axes d e c o o r d o n n é e s les côtés C B , C A et d é s i -

g n a n t p a r a , m, n les droi tes C B , C A , C M , C N , l ' é q u a t i o n d e la c o n i q u e 

inscr i te est 

^ N / .. , (rn — a)(n — b ) 
(i) {my-^-nx—mnf — l^mn 

11 est é v i d e n t q u e l a s u r f a c e d u t r i a n g l e d é t e r m i n é p a r l e s p o l a i r e s d e s 

m i l i e u x d e s côtés C A , C B , A B , r e l a t i v e m e n t à c e t f e c o u r b e , est u n e f o n c -

t ion d e s p a r a m è t r e s d e l ' é q u a t i o n ( i ) e t d e l ' a n g l e d e s a x e s . O r , si c e l t e 

f o n c t i o n c o n s e r v e c o n s t a m m e n t la m ê m e v a l e u r , q u e l l e s q u e s o i e n t les v a -

l e u r s d e m e t d e n sa t is fa isant à l ' i n é g a l i t é 

(m — «)(« — «̂ j 

il f a u t en c o n c l u r e q u ' e l l e est i n d é p e n d a n t e d e m et d e n : c 'est d i r e q u e 

si l a p r o p o s i t i o n 590 ex is te p o u r t o u t e s les e l l i p s e s i n s e c t e s , e l l e a d e 

m ê m e l i e u p o u r les p a r a b o l e s et l es h y p e r b o l e s . 

Mais , q u e l l e q u e soit T e l l i p s e i n s c r i t e , o n p e u t l a p r o j e t e r s u i v a n t un 

c e r c l e ; d o n c , t o u t se r é d u i t à f a i r e v o i r q u e : Si Von prend les polaires des 

milieux a', c' des côtés d'un triangle A B C par rapport à un cercle tan-

F I G . 2. 

.^cnt aux trois côtéSj ces polaires déterminent un triangla A ' B ' C ' équn>alcnL 

au triangle donné A B C . 

C e t t e p r o p o s i t i o n r é s u l t e d ' u n c a l c u l b i e n s i m p l e . E n ef fet , s o i e n t s c l 

> p l a s u r f a c e e t l e p é r i m è t r e d u t r i a n g l e A B C ; h l a p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s -

sée d u s o m m e t A s u r l e côté B C ; o et r l e c e n t r e e t le r a y o n d u c e r c l e i n -

scr i t d a n s l e t r i a n g l e . 

P u i s q u e l e p o i n t A ' est le p ô l e d e b'c' p a r r a p p o r t au c e r c l e , la d r o i t e o k' 

est p e r p e n d i c u l a i r e s u r h' c ' en u n p o i n t d tel q u ' o n a 

odx,oM r^. 

De p l u s , 

od 
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donc 

Kf ok! = > 
p— « 

et de m ê m e : 

D'autre part , les angles A ' o B ' , A C B étant supplémentaires , les sur^ 

faces des t r iangles A ' o B ' , A C B sont entre e l les dans l e r a p p o r t des p r o -

duits o A' X oh' et ah; d 'où 

A ' o b - . X , — 

Parei l lement 

= et = 
^ P P 

Il s 'ensuit 

A'o B ' + A'o C H- B'o C = ^ ^̂  
P 

P a r conséquent , 

A ' B ' C ' = ABG. 

On d é m o n t r e , d ' u n e m a n i è r e s e m b l a b l e , q u e le tr iangle déterminé par 

les polaires des points a ' , c'y relatives à F u n q u e l c o n q u e des trois 

cercles ex- inscr i ts au tr iangle d o n n é A B C , est équiva lent à ce dernier 

t r iangle . G. 

Question 775, 776, 777; 

L M. 

Élève 

775. L équation 

P A R M . J O S E P H G R A I N D O R G E , 

Élève ingénieur des Mines à Liège. 

(L) I - h Î - 4 - — -4-. . .H — o 
^ ^ ^ I 1.2 1 . 2 . 3 . . . « 

ne peut avoir deux racines réelles, ( S Y L V E S T E R . ) 

Pour résoudre cette question, ainsi que les deux sui-
vantes, nous rappellerons la propriété connue, que deux 
racines consécutives d'une équation comprennent un 
nombre impair de racines de Téquation dérivée première. 
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L'équation (i), dont tous les termes sont positifs, n'ad-

met aucune racine positive. On peut l'écrire sous cette 
forme : 

d'où 

(2) rix]^-
1 . 2 , 3 . . ./I 

Si n est un nombre pair, est négatif pour toute 
valeur réelle de x autre que zéro; et si n est impair, 
F ' ( x ) est positif pour toute valeur négative de x. Donc, 
d'après le principe rappelé, Téquation F(J:) = o ne peut 
avoir deux racines réelles. 

776. L'équation 

1,1 
^ F ( j ? ) zrz i - f . -4- ; ^ ^ 

I . 2 . . ./z 
o 

ne peut avoir deux racines réelles quand y est o, ou 

— N , ( S Y L V E S T E R . ) 

On trouve facilement que l'équation proposée peut 

s'écrire 

\ 1.2. . .(/2—l) / 

Premier cas. y > o. 

L'équation (3) ne peut avoir que des racines négatives, 
puisque tous ses termes sont positifs. 

Soient a et 6 deux racines consécutives de celle équa-
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lion; si n est un nombre pair, en substituant succes-
sivement a et S à o: dans l'équation (4), les facteurs 
I — a, I — S seront tous les deux positifs, ainsi que a" 
et 6". Il en résultera que F ' (a) et F ' (ê) seront néga-
tifs. Donc, a et 6 ne peuvent être racines de l'équation 
F { x ) = o. 

Si n est impair, a" et ê" seront négatifs, et F ' ( a ) , 
F '(6) positifs. Par conséquent, si a est la racine que 
l'équation admet (puisqu'elle est de degré impair), 6 ne 
pourra être racine de cette équation. 

Deuxième cas. y — n. 

En remplaçant, dans l'équation (4)? y par — y', il 
viendra 

(5̂  ) ^ 

I . 2 . 3 . . — i ) - i ) 
ou 7 sera ;> n. 

L'équation proposée devenant 

1.2 

ne pourra avoir que des racines positives, puisque ses 
termes sont alternativement positifs et négatifs. 

1° Si « est un nombre pair, il vient 
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d'où 

7 1 . 2 . . . (/2 — i) \n ! 

Comme y' est plus grand que le second membre de cette 
dernière équation est positif pour toute valeur réelle de x . 
Ainsi, le signe de F'(a:) est le même que celui de (i — x). 
Il s'ensuit que, si a et 6 sont deux racines consécutives de 
l'équation F [x) ~ o, l'une d'elles doit être moindre que 
l'unité, et l'autre plus grande. Ce qui revient à dire 
que l'équation F (x) = o doit avoir une racine comprise 
entre o et i , et une seule. Or, c'est ce qui n'a pas lieu, 
car en remplaçant x par o et i dans F(a:), les résultats 
de ces substitutions sont positifs. En eifet, 

F (0 ) = : 
et 

F(i) — I — . . 

1 . 2 . . ./I 

parce que n est pair. 
On voit donc que l'équation F(x) = o ne peut avoir 

deux racines réelles, et par conséquent toutes ses racines 
sont imaginaires. 

Si n est impair, il vient 

d'où 
1.2. . . (« — r) 

jr« rr^ o , 

Î . 2 . . 
— I ¿V". 
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Dans ce cas, a un signe contraire à celui de 
(i — x ) ; donc, si a et 6 sont deux racines consécutives 
de F(x) = o, il faut encore que l'une d'elles soit plus 
petite et l'autre plus grande que l'unité. Mais, l'équation 
étant de degré impair, si elle a deux racines réelles a, ê, 
elle en admet nécessairement une troisième; donc deux 
racines consécutives seraient plus petites que l'unité, ou 
plus grandes que l'unité, ce qui est impossible, comme on 
vient de le voir. D'où il faut conclure que l'équation 
n'admet qu'une seule racine réelle. 

777. Si Véquation f(x) = o, du degré m, na que 
des racines imaginaires, Véquation 

/ ( x ) H- a f ' [ œ ) ^ + [ x ) ^ o 

n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires, 
( H E R M I T E . ) 

L'équation 

¥{x)=:f{a:) -ha/'(x) -h..,-+-a"%{x) z= o 

est de degré pair, comme/'(x) = o. Donc, si elle a une 
racine réelle, elle en aura au moins deux que nous 
pouvons considérer comme consécutives. 

Or, on a 

et si a, ê sont les deux racines consécutives de F(j;) = o, 
il faut que F ' (a) et F ' (ê) aient des signes contraires. 

Mais l'égalité 

donne 

0=:/ië) -^a.r(S); 

l'équation/ (x) = o n'ayant pas de racine réelle, / ( a ) et 
/ ( S ) ont le même signe; il en est donc de même de F'(a) 
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e t F ' ( ê ) , ce qui prouve que a et o ne peuvent être ra-
cines de F (or) = o ; et, par conséquent, cette équation n'a 
que des racines imaginaires. 

Note. — M ê m e s o l u t i o n d e s q u e s t i o n s 7 7 5 , 7 7 6 , 7 7 7 p a r M. L a i s a n t , et 

d e l a q u e s t i o n 7 7 5 p a r M. L a d u r o n , é l è v e à l ' É c o l e d e s Mines d e L i è g e . 

C O R R E S P O N D A N C E . 

1. Nous recevons de M. le comte Léopold Hugo, neveu 
du célèbre poëte, la lettre suivante que nous insérons 
intégralement. 

(( Monsieur le Rédacteur, 

» Permettez-moi de résumer ici, en quelques lignes, 
vin travail que j'ai fait paraître sous une forme provisoire, 
et dont je prépare actuellement une édition typogra-
phique. 

» Ce Mémoire a pour titre : Théorie des Cristalloïdes. 
Les cristalloïdes sont des solides géométriques formés 
par l'assemblage d'onglets à surface cylindrique variable, 
exactement comme les pyramides eu général sont com-
posées de pyramides à base triangulaire. Ces onglets ont 
pour section un triangle rectangle, et leur réunion donne 
des corps ronds (dits : pluro-cjlindriques) ayant, dans les 
cas réguliers, l'apparence soit de dômes polygonaux, soit 
de trémies \ dans d'autres caŝ , le forme est celle de cornes 
à section également polygonale, correspondant aux pyra-
mides obliques. 

» La théorie précitée peut être envisagée, à mon sens, 
comme remplaçant, en l'élargissant, le chapitre des so-
lides de révolution des cours d'Analyse: ces derniers so-
lides entrant dans l'ensemble comme cas particuliers. 
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» J'appelle coefficient l'expression qui, multipliant le 

produit de la hauteur, ou axe, par la base triangulaire de 
l'onglet, donne le volume de celui-ci. Malgré la variété 
et la nature des courbes servant de directrices aux sur-
faces cylindriques, souvent le coefficient se montre pu-
rement algébrique. C'est ce qui a lieu quand l'équation 
fournit une valeur de ne renfermant que des puis-
sances entières ou fractionnaires de laquelle donnera 
une intégrale algébrique. 

)) Je m'attache à cette condition, comme se rappro-
chant des séries connues du prisme et de la pyramide. 

» On trouve aussi des résultats offrant de grandes 
analogies avec les propriétés de la sphère. Certaines 
formes de l'équation directrice, de degré n, donnent 

pour coefficient ^ ^ - \ ceci comprend la directrice ellip-
tique, pour laquelle n — 2, el le coefficient alors se ré-
duit à comme dans le problème d'Archimède. 

ô 
Les courbes ~ ax" sont très-remarquables comme 

directrices -, elles donnent pour le coefficient de l'onglet 

F i s sur un axe — - — i"^), et sur l'autre axe — r * Pour 
rt -+- I ^ ^ ' « -f- 4 

/i — 2, on retrouve de part el d'autre le coefficient de 
o 

la pyramide5 pour la parabole, n = i , et on a des solides 

à coefficients respectifs ~ et -- On voit que le premier de 

ces cristalloïdes trouve sa place, comme intermédiaire, 
entre les deux séries de la Géométrie élémentaire. J'a-
joute ici que d'autres positions de l'onglet donnent une 

(*) Si l 'on rapproche ce coefficient de la fraction de q u a d r a t u r e des 

ires, la relat ion e 

résultats curieux. 

aires, la relat ion est « Les troncs ou segments donnent aussi des 
2 -H 2 
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, (/? -h 2)2 — -H 0 • 1 1 1 forinule —̂̂  ^— — S qui, pour la parabole, se 
( « 2 ) ( r t -f- i ) ^ ' ^ r 5 

réduit à g- Une dernière combinaison, pour la même 

courbe, donne - ^ 

» Ces divers coefficients, multipliés par la base quel-
conque et par la hauteur, expriment le volume de tout as-
semblage (ou de toute différence) d'onglets de même 
•» 2 1 
formule. Les deux belles séries ^ ^̂  ~ pourront être obte-

imes par la méthode des limites, en partant du volume 
de la sphère. Je crois pouvoir énoncer, en finissant, que 
les cristalloïdes viennent, à juste titre, se placer à côté 
des corps étudiés par l'antiquité, dont ils complètent et 
pour ainsi dire expliquent le système. 

» Veuillez agréer, Monsieur et cher Maître, l'expres-
sion de mes sentiments respectueux et dévoués, 

» C ' ^ L É O P O L D H U G O . » 

Extrait d'une lettre de M. R, Alexandre, — 
<( La méthode pour résoudre les équations du troisième 
degré, que j'ai donnée dans le numéro d'août (p. 358), 
peut recevoir une simplification que je me contenterai 
d'indiquer en quelques mots. 

)) Remplacer simplement j par diviser par r' et 

multiplier par z^ tous les termes de l'équation. Vu la 
relation (2), le premier membre contient les trois der-

9' ^ Cela per-

'on déduit celle de x , 

ni ers termes du développement de 

met d'obtenir la valeur de z , d'où 

au moyen de la relation x = ^-^rh. » 

3. La solution de la question 766, par M. Rakowski, 
nous est parvenue trop tard pour qu'il ail été possible de 
la mentionner dans le numéro d'octobre. 
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QUESTIONS. 

788. 0:4, Xfi désignant les racines, prises 
dans un ordre quelconque, de l'équation 

-t- px^ -H qx^ -f- rx -H i = o, 
on a 

( l̂ X-i -h 4- XÎI {̂ 2 .Kf, -i- X^X^] 

I (jTs jr4 -f- .r, X:, ) = — 2 r . 

( S . R E A L I S . ) 

789. On donne une parabole et un cercle ayant pour 
centre le sommet de cette parabole. Chaque point de la 
circonférence de ce cercle étant pris comme pôle, on 
trace la polaire correspondante. Déterminer l'enveloppe 
de toutes ces droites. (LAISAIVT.) 

790. Démontrer : 
1° Qne le mouvement de l'angle droit, donné par 

Newton, pour tracer la cissoïde, est produit par le roule-
ment d'une parabole sur une autre parabole égale à la 
première. 

2® Que les lignes décrites par les différents points du 
plan de la parabole mobile sont des courbes du troisième 
degré (sept espèces différentes d'après la classification de 
Newton) -, de là, pour toutes ces courbes, une génération 
mécanique semblable à celle de la cissoïde. 

3° Que les roulettes ainsi obtenues ont une génération 
géométrique simple (par points)-, faire voir en outre 
comment on peut passer de cette génération géométrique 
à la génération mécanique (mouvement continu). 

( E . H A B I C H . ) 
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N O U V E L L E M É T H O D E P O U R D É T E R M I N E R 

L E S C A R A C T É R I S T I Q U E S D E S S Y S T È M E S DE C O N I Q U E S 
(suite et fin; voir page 492); 

P A R M . H . - G . Z E U T H E N ( D E C O P E N H A G U E ) . 

XIII. — Détermination des caractéristiques d'un systènu 

de coniques qui ont un contact du quatrième ordre 

avec une courbe donnée, 

63. A cc système, dont la notation est ap-
partient toute conique iiifiniment aplatie : 

I® renfermée dans une tangente d'inflexion de et 

limitée par deux points qui coïncident au point d'in-

flexion ; 

2® renfermée dans une tangente de rebroussement de 

et limitée par deux points qui coïncident au point de 

rebroussement. 

On trouve donc 

\z=ix.t' -^-y.d'y 

où o: et sont des coefiicients inconnus. Puis le principe 

de dualité donne 

Les coniques irrégulières qui entrent dans le nombre u 

sont les mêmes que celles qui entrent dans \\ mais les 

coefficients sont permutés. On voit donc que x = o amè-

nerait j- = o, et réciproquement {voir la note première 

du n® 55). Du reste ils sont des nombres entiers et ne 

peuvent être négatifs. 

Ann. de Mathémat., 2® sér ie , t . V . ( D é c e m b r e iSCG.) 3 4 
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On trouve main tenant 

p. ^ ( 9,.r -f- y ) f ' i (.r -f- l . y ) d \ 

V — - H - F -

64. Pour déterminer x et y nous appliquerons le 
lemme du n® 31 au système [(M)^, où nous rem-
placerons successivement la courbe par un point 

ou par une droite. On aura (notations du n® 31) 

r — 3 , 7 — — 4 , 

ou, par la formule (II) du n" 02, 

Par conséquent 

qa -f- p - N [ (M)%/P, 

Supposons d'abord que soit un point p̂  par lequel 
les coniques doivent passer. 

Alors on sait [n° 62 et formules (21)] que 

; ) % / ? , / ? , ] =r_-6/2 — 4/W - f - Z d \ 

Pour la courbe M on doit siibstituer — i), 
fV = o, et Ton trouve 

(7a' p' — io(/w — 2), 

où (x! et (5' représentent ce que deviennent a et ¡3 dans ce 
cas-ci. Or, pour aucune conique infiniment aplatie du 
système [(M)^, le point de contact ne coïncide avec 
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UU point d'intersection. Par conséquent (n° 31) 

On trouve la valeur de N [(M)^, p̂ ^ en substituant dans 
l'expression trouvée pour p (n° 63) 

Par conséquent 

qoi' H- ~ ( 2 J : - h J ) [m — 2 ) . 

i.es deux expressions de qo! -f-13' devront être identiques, 
on a 

IX y ï o . 

Soit ensuite une droite l. Alors [n'̂  62, for-
mules (21)] 

K [[Cm,n)\ Py i) = 2 {5 n 4 m -h 3 d') . 

Pour la courbe M on doit substituer 71=: 2 [ m — i ) , 
En désignant par a'' et ce que deviennent dans 

ce cas particulier a et ¡3, on trouve 

( ¡ a " ¡ i ' ' comprend : 
i" Le nombre N[(M)^, /] des coniques qui ont un 

contact du quatrième d'ordre avec M et qui touchent /. 

ou le nombre des coniques infiniment apla-
ties renfermées dans les tangentes d'inflexion de M, 
limitées aux points d'inflexion, et à la droite multi-
plié par un coefficient z] car ces coniques singulières 
appartiennent au système, et, dans les poinis d'inflexion 
coïncident, outre les quatre points communs qui forment 
le contact du troisième ordre, encore deux poinis d'inter-
section, sans que le contact s'élève à un ordre supérieur. 

34. 
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On voit que le coeiTicient z qui est entier est égal on sn-

périeur à 2. Si M avait des points de rebroussement, on 

devrait encore avoir égard à d'autres coniques singulières. 

Maintenant on trouve 

OÙ N [(M)% /) s'obtient par la substitution de 

dans l'expression trouvée pour v (n^ 63), el où t' qui 

appartient à la courbe M est aussi égal à 3 (m — 2). Par 

(conséquent 

(¡ol" [x -{- 2J -f- 3z) [m — 2 ) . 

Les deux expressions de qoJ'-\- [iî Movant être identiques, 
on a 

^ - f - 2 J - i - z=: i z i . 

05. Les équations (I) et (II) du n"̂  04 n'admettent, 

à cause des limites posées dans les n"̂  03 el 04, que la so-

lution suivante : 

x=zi. 

On trouve en substituant ces valeurs, 

ou si l'on préfère des expressions entières, 

( '36) 
( * ) On voit que a — v = 2 ( n — wi )• 
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Pour une courbe générale de Tordre on trouve 

a = l o m (w — 2 ) , 

V = S / n l / r f — 2 ) . 

66. Les valeurs x = y = 2 donnent le théorènie 
suivant : 

Pour un système de coniques qui ont un contact du 
quatrième ordre avec une courhe donnée,^ on doit comp^ 
ter: 

Quatre fois dans 1 et deux fois dans toute conique 
infiniment aplatie renfermée dans une tangente d'in-
flexion de la courbe^ et limitée à deux points qui coïnci-
dent au point d'inflexion; 

Deux fois dans 1 et quatre fois dans cr, toute conique 
ayant un point double en un point de rebroussement de 
la courbe et composée de deux droites qui coïncident 
avec la tangente de rebroussement (*). 

( * ) La méthode dont nous avons fait usage ne servant qu'à déterminer 

des caractéristiques, elle n'est pas applicable si Ton veut trouver le n o m -

bre de coniques qui satisfont à cinq conditions dont aucune n'est indé-

pendante des autres. Cel le lacune a été remplie par M. Cayley, qui m'a 

fait l 'honneur de me communiquer les résultats qui suivent ici avec la 

permission de leur auteur. Le savant distingué d'Angleterre désigne par 

(3, 2), ( 3 , 1 , 1), (2 ,2 , i), ( 2 , 1 , 1 , 1 ) et ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) les nombres 

respectifs des coniques qui ont avec une courbe donnée un contact de 

l 'ordre 5 ou deux contacts des ordres 4 et 1 , . . . , ou enfin cinq contacts 

de l 'ordre J , et par a le nombre 3 « ci' ( — 3 m -h l ') qu'i l introduit pour 

faire ses formules symétriques. Alors 

( 5 ) = — i 5 m — i 5 n - } - 9 a , 

(4, 1) — 20 mn — io/|m 4 - io4 n-H « ( 6 a/î-i-6« — 6G) 

( 3 , 2 ) = i20m-i- \ ion-h a.{— [\m — l\n — 78)-+-3 0:% 

( 3 , 1 , i ) =ï — - m ' — l o m ' n — lomn®.— - n' ^ ^ m' H- i i6mn 
^ ' ' ^ 2 2 2 

(3 , 3 , 60 On \ ^ ^ 

- m^ -4- n mil - n ni n -h 291 j — 3 a ' , 
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XIV. — Applications, 

67. Développée d'une courbe géométiique, — Les 
formules données sont utiles pour déterminer les nombres 

( 2, 3, 1 ) rr: 24 m ' - h 5/, mtl -j- 'i/j n" — /,68 TU — 468 n 

-h (X.{— Sm — Sn-h 327 ) -f- a* ^ ^ m-4- n - - 1 2^ » 

( 3 , 1 , 1 , i ) = 6 w ' - f - 3 o m * « H - — 174'»* — 3 4 8 w n — 17 V ' * 

H- J 320/71-h 1320« 
( 1 . , . I . . ^ i5 . - m' -+- m- n mn* -4- - n" m' — ^6mn n' 

b 6 2 2 

358 358 ^ \ -4- — m -h — n — gGoj 

3 n \ -h K' —̂ J ' 

C I , 1 , 1 , I , I ) = — ^ M * - H ^ M * « 4 - H ^ — mn* H — N^ 
120 12 3 3 12 120 

' 4 ^ 3 î a ^ 3 
n r m® n 2 m ' i r — - mn® J2 6 6 12 

. 20n . 200 . 1 1 3 . r-n?^ -m^n mn^—'—— n* 
24 12 12 24 

1267 , 5q3 1267 . H ^ m^ -f- mn H n* 
12 3 12 

3059 325O - m -

(' T 3 3 . I 2Ç) , ^ — 7 m̂  m'n mn- 7/1-1—- nr -i- 26 mn 
4 2 2 4 4 

D é j à , en 1864, M. C a y l e y a d o n n é le n o a i b r e ( 5 ) p o u r le cas d ' u n e c o u r b e 

g é n é r a l e de l ' o r d r e m {Philosophical Transactions, t . C L V , p . 545 ; i 8 6 5 ) . 

Q u a n t à r i n t r o d u c t i o n d ' u n e s e u l e n o t a t i o n p o u r Z n - ^ d ' , j e regret te d e 

ne l ' a v o i r pas e m p l o y é e d a n s m e s f o r m u l e s , où e l le p e r m e t t r a i t d e }>arder 

la s y m é t r i e en m ê m e t e m p s q u e l e s e x p r e s s i o n s c o n t i e n d r a i e n t t o u j o u r s 

les m ê m e s trois n o m b r e s d o n n é s , m, n et a. 
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m,, í/i, í , , t\ correspondant à la développée 
d'une courbe donnée On y emploie les propriétés 

suivantes de la développée : 
D'être l'enveloppe des normales de la courbe 

donnée 5 
2" D'être le lieu des centres des cercles qui ont avec 

un contact du second ordre ^ 
De n'avoir pour tangentes d'inflexion que les nor-

males aux points de rebroussement du second ordre 
de Excepté le cas très-singulier où est doué de 
ces points, on a tout de suite t!̂  — o. 

68. J.e nombre des normales à qui passent par un 
point donné, est égal à celui des cercles dont le centre 
est en ce point et qui loiiclicnl Or la condition d'èti e 
un cercle à centre donné peut être remplacée par celb^ 
de loucher deux droites (imaginaires) en des poinis 
donnés. Donc 

N (A./,, Cm,n)y 

OU, selon la formule (11) du n° 23 (aucune conique ne 
pouvant toucher et couper la même droite), 

ou d'après la formule (3), 

iti — m -h n, 

69, La développée étant le lieu des centres d'nn sys-
tème de cercles, ou le lieu des pôles de la droite à l'infini 
par rapport à un système de coniques qui passent par 
deux points de cette droite, son ordre 77/j s'exprime par 

où V est la seconde caractéristique de ce système (i). 

• Voir Comptes rendus d u i 5 f é v r i e r J86'Î, IC t h é o r è m e II. 
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Ce système esl CI(Î la forme p .̂, p^). Par consé-

quent, formules ( n ) ] , 

w, —3/72 -h 3/2-4- i/'. 

70. Puis les formules de M. Plûcker donnent : 

(26) d\ irr 3(2/77 ,7 -f. 3(2/2 — /72 -I- d'). 

t, = -{m -f- ny — - (4w -f- /2 -i- i' ) 

( 2 8 ) 

~ [m -f- /2)'~ i (//2 -I-

=r i (3/72 5{3m-ht')-{- -t-n) 

^ i -I- d ' y - 5 (3/2 - f - 4 ( / / 2 -f- n). 

Un point de rcbi oussemenl de la développée esl en géné-

ral le centre d'un cercle qui a avec un contact du 

troisième ordre. Le nombre de ces cercles est 

N —3/2-1- Zt' m-, 

selon les formules (21). Les m autres points de rebrous-

sonient sont à r i n f i n i el correspondent aux m points 

à l'infini. La tangente à la développée en riin do 

ers points est la droite à l'infini ellc-mcnic. Donc i l y a 
. m [m — i) T , 1 r 11 • r« • 11 , —̂  i lancfentes doubles a 1 niiini. il v en aura anssi 

ore 
/// [m — I) I , ^ -

t̂  i : — -- ( 2 /7?/2 -f- /¿̂  — 4 /7 — ri' ). 

CcUes-CL seront deux fois normales à 

f/j est le nombre des points qui sont des centres de 

courbuj'e correspondant à deux points de C^^rf 

Du reste ces résultats sont Lien connus, mais trouvés 

par d'autres tonsidéralions. 
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71 . Nous y ajouterons quelques théorèmes qui appar-

tiennent à la même théorie : 

Le lieu des points d'oii on peut mener deux normales 

égales à une courbe est de Vordre 

m (/?? -4-2/2 — 5) -f- i; 

car cet ordre sera la moitié de la caractéristique v d'un 

systcme Pii Pi) ou, selon les formules (4), de 

2 m [m in — 11. 

Il J a y dans le plan^ 

~ [itn^-\-Ç>m'n ~ n^— Sow^— i^mn -h — ¿\in) 

-h ^ (6/7/ -I- 3/2 — 26) f 

points d'oii Von peut mener à une courbe trois 

normales égales; car ce nombre est celui que nous avons 

désigné par N p^, et qui a, selon les for-

mules (6), la valeur que nous venons d'indiquer. 

Il y a sur la développée de 

3 [imn n^ ù^m — \on) -f- (2/72 4- /z — i4) d' 

points d^oii Von peut mener à une normale égale 

au rayon de courbure de qui y touche la dévelop-

pée; car ce nombre est celui que nous avons désigné 

par N p, , ps] dans les formules ( i3). 

72. Courbe caustique par réjlexion. — Nous donne-

rons encore un exemple de l'application de la théorie des 

caractéristiques en discutant la courbe enveloppe des 

rayons émanés d'un point dans le plan d'une courbe 

et réfléchis parcelle-ci. Nous désignerons par Wj, d^, 

nombres m, n, d^ d\ i , i ' qui y correspon-

dent et que nous aurons à chercher. A cette rechercha 

les propositions suivantes seront utiles : 



( 538 ) 

Une conique ayant pour foyer le point f d'où partent 
les rayons et tangente à au point le rayon réfléchi 
par au point Q passera par l'autre foyer de la co-
nique; 

2® Un système de coniques ayant un foyer commun au 
j)oint /'d'où partent les rayons et un contact du second 
ordre avec la courbe cherchée sera le lieu de l'autre 
foyer; 

Si le contact s'élève au troisième ordre, le second 
foyer sera un point de rebroussement de la courbe cher-
chée. 

Il faut encore se rappeler que la condition d'avoir un 
point donné pour foyer équivaut à deux tangentes don-
nées. 

73. Selon la première proposition du n® 72, la classe 
de la courbe cherchée s'exprime par le nombre des coni 
ques qui ont pour foyers le point f et un point quelcon-
que donné, et qui louchent par conséquent [-voit 
les formules (3)] 

N ( /,, /,, h) ~ m 2«. 

D'après la deuxième proposition du n^ 72, la courbe 
cherchée est le lieu du foyer non donné d un système 
dont on connaît l'autre foyer. Ce lieu esl semblable à 
celui du cenire : son ordre s'exprime donc par la carac-
téristique V de ce système (*), qui sera de la forme 

/i, /g]. Par conséquent [voir les formules (i i)] 

Enfin, par la troisième proposition du n® 72, 

Comptes rendus d u i 5 f é v r i e r i864, t h é o r è m e I. 
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OU, selon les formules (21), 

d\ rzz 6/7? - 4/7 5/7 - 3/77 -f- Zd', 

74. Puis les formules de M. Plûcker donnent 

— 2/7, 

d, ~ i [Zm t y — 11 W -f- 5/7 — 

— ^(3/7 -f-^')2-h 4777 — IO/7 — 

rr: ^ [{/77 -f- 2/7)̂  —- (/72 -h I I /7 -f- d')] 

En général, notre courbe caustique n'a pas d'inflexions 
réelles. Les 2« tangentes d'inflexion sont donc imagi-
naires, et l'on peut prouver qu'elles sont les tangentes 
menées à par les deux points à l'infini sur un cercle, 
et que les points d'inflexion sont aux points de contact 
avec 

représente le nombre de chemins par lesquels un 
rayon deux fois réfléchi par peut retourner au point 
d'où il part, si l'on n'a pas égard au sens dans lequel il 
parcourt ce chemin. En y ayant égard on doit remplacer 
le nombre t^ par 2/2-

Note, 

Les méthodes que nous avons employées pour la re-
cherche des caractéristiques des systèmes de coniques 
planes s'appliquent avec peu de modifications aux ca-
ractéristiques des systèmes de surfaces du second ordre 
assujetties à huit conditions On y fait usage des théo-

(*) Voir s u r ces sys tèmes les p u b l i c a t i o n s de MM. C h a s l e s e t d e J o n -

q u i è r e s , d a n s les Comptes rendus (t. L X I , p . 39G, e t t . L V I I I , p . 567 ), et la 

d e r n i è r e d e M. C h a s l e s d u 26 f é v r i e r 1866. 
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rèmes suivants dont les deux premiers au moins sont 

connus (Comptes rendus, 4 sept. 1864), et dont le der-

nier se prouve sans difiiculté. 

Dans un système (a, v, p) de surfaces du second ordre 

il y a: 

1 ^ ip — V cônes ; 

2" 2|UL — V coniques planes ; 

30 2 V — p — p surfaces singulières composées de deux 

plans dont la ligne d'intersection est limitée à deux 

points (sommets). 

Un tableau contenant la déduction par ces moyens de la 

X V I I P classe de résultats publiés par M. Chasles dans 

les Comptes rendus du 26 février, est sous presse pour 

être inséré dans les Comptes rendus de V Académie des 

Sciences de Copenhague^ et il donne un exemple de l 'ap-

plication de ces théorèmes (*). 

K O T E S l ' R L E S F R A C T I O N S CONTINMES 5 
PAR M . HERMANN L A U R E T S T , 

Docteur ès Sciences. 

Introduction, 

Si nous désignons par ( x ) la valeur de la fraction 

(*) La date de ce tableau m o n t r e q u e la méthode n'est pas accommodée 

à des résultats connus d 'avance. 3e Tavais envoyé á l 'Académie des 

Sciences de Copenhague sous pl i c a c h e t é , p o u r attendre la publ icat ion 

promise par M. Chasles, par déférence pour ce géomètre et aussi parce 

que j 'avais profité de sa publ icat ion d u 4 septembre. Cette discrétion est 

devenue superf lue par la publ icat ion de M. Chasles du 26 février , et le 

bi l let étant décacheté, la Société savante a bien voulu faire i m p r i m e r 

mon polit tableau. 
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conti une péi iodique 

nous aurons, en supposant celte fraction convergente, 

X : (i H- — ^ 
ou 

-f- <J> XZ=. o, 

d'où l'on lire, en ne prenant que la racine de cclle équa-
tion qui s'évanouit avec x . 

( 3 ) 
— I 4- y/i -f-

Nous avons défini la fonction ç par la fraction (i), 
mais comme cette fraction peut perdre sa convergence 
pour certaines valeurs de Xy c'est désormais à l'aide de 
l'équation (3) que nous définirons la fonction ç. Ce sera, 
si l'on veut, la racine de l'équation (2) non développable 
par la série de Lagrange; si nous désignons par — ^ {x) 
l'autre racine, la formule de Lagrange donnera 

( 4 ) 

I ~h s/i -f-4-^ 1* 

I 1.2 1 .2 .3 

+ A-
1 .2 .3 .4 

7 ) ( Ä - 8 ) ( / ! — 9 ) 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 
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et Ton aura entre les fonctions (p et ^ les relations 

Les formules que nous venons d'établir nous seront 

très-utiles dans la suite, mais il faut en préciser le sens. 

A cet effet, il suffit de rappeler que le radical \li->r ^x 

doit toujours être pris positivement lorsqu'il est réel, 

et en général il ne s'agira jamais que de la valeur de ce 

radical dont la partie réelle est positive. 

Définition de la fonction 

Ceci posé, formons les réduites de la fraction (i); si 
nous désignons par w„ le dénominateur de la n i ré-
duite, nous aurons 

Ui = i -h «2 = I H- 2.r, 

«3 ~ I -f- 3 J? -h i/4 I -f- -+- 3.r% 

fis I - f - H - 6.^2 - f - ¿/.g — I - h 6 . r - h lOX^ - f - 4-^% 

La loi de formation est donnée, comme on sait, par la 
formule 

(6) = Un -f 

en sorte que les fonctions û  sont liées entre elles par 
l'équation aux différences (6), ou, ce qui revient au 
même, 

^^u 4- ^u — iix — o. 

Expression générale de 

D'après la formule (6), pour trouver le coefficient de 
X* dans il faut ajouter au coefficient de x' dans ii„ le 
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coefficient de dans ; les coefficients de x® sont 

alors égaux à i dans toutes les fonctions n ] les coefficients 

de x^ sont o, i , 2, 3, 4v -5 ceux de x^ sont d'abord i , 

puis I augmenté du second nombre naturel, c'est-à-dire 

le second non^bre figuré du second ordre, puis le second 

nombre figuré du second ordre augmenté du troisième 

nombre naturel, c'est-à-dire le troisième nombre figuré 

du second ordre, etc. On verrait de même que les coeffi-

cients de X' sont les nombres figurés de l'ordre z. On a 

donc 

u„ = i nœ 4- ^ 1 x-
I , 2 

1 .2 .3 

{n - 3)(/?-4)(/2 - 5) (/2 - 6) 

le développement devant être arrêté dès que l'on trouve 

un terme nul. 

De r équation = o. 

L'équation û  — o jouit de propriétés remarquables 

que nous allons d'abord étudier. 

Si nous considérons la suite des fonctions 

î/2,..., l'équation (6) nous montre que deux fonctions 

consécutives ne peuvent s'annuler à la fois-, en effet, si 

l'on avait = = o, on en conclurait û ^̂  = o et 

ainsi de suite jusqu'à Uq = o, ce qui est absurde, puisque 

wo est constant et égal à i . On voit de plus qu'en suppo-

sant x o, si l'une des fonctions û  passe par zéro, celle 

qui la précède et celle qui la suit immédiatement sont de 

signes contraires; on peut donc appliquer aux fonctions 

Un la règle de Sturm. Or pour x == — 00 les signes de ŵ ? 



( 544 ) 
/¿i, ¿/2V5 respectivement 

— — -h- f - — — -f-H-

pour X voisin de zéro, les signes des fonctions u sont -f-; 
de —oo à o la suite Wq? w, , Ug»..., î/r a donc perdu 
toutes ses variations. Or, si r = ou la 

suite en question avait 2 z-}- i variations pour x =— 00 , 
son degré était 2/-, donc elle a 2z, c'est-à-dire toutes ses 
racines réelles et négatives. Le cas où r == -H 3 et 4 ' 
se discute de la même façon. Ainsi on peut énoncer ce 
théorème remarquable : 

Véquation i/„= o^ obtenue en égalant à zéro les dé-
nominateurs des réduites de la Jraction (i), a toutes ses 
racines réelles et négatives. 

Ajoutons à cela que la fonction joue par rapport 
diF x) 

à u„ le même rôle que ^̂ ^ par rapport à F (x) dans le 

théorème de Rolle. Ainsi les racines des équations 

— o, — o 

se séparent mutuellement. 

Fonction plus générale que 

" Considérons actuellement la série indéfinie 

(8) 

f [ x ) zzzi^nx 
1 . 2 

H ^ ^ • 
1 . 2 . 3 

dans laquelle n est un nombre quelconque-, les premiers 

termes de cette série représentent i/„ lorsque n est positif 

et entier. 
La série (8) est évidemment convergente pour toutes 
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les valeurs du module de x inférieures à en effet, le 

rapport d'un terme au précédent a pour expression gé-
nérale 

— 2/ — l) ^ — 
I . 2 . 3 . . . / 4 - I ' * I . 2 . 3 . . . i 

[ n 2 / I ) ( /2 2 / ) 

c'est-à-dire pour i=z(x>. Nous supposerons donc 

et alors, pour trouver la valeur de la sé-

rie (8), nous la comparerons avec la formule (4). Si 
Ton différentie cette formule et si l'on divise les deux 
membres par ĥ  il vient 

En faisant 
k — n o n — /2 3 , 

on trouve pour second membre la série (8), et par con-
séquent on a 

(,o) 

Expression de à Vaide de la fonction vj^ ou «f. 

Si dans la formule (8) oti suppose n entier, on peut la 
mettre sous la forme suivante 

Ann, de Mathémat.^ 2® s é r i e , f . V . ( D é c e m b r e 1 8 6 6 . ) 3 5 
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c'est-à-dire 

( . . ) ' X I ^ ^ 1 . 2 ^ ^ 

1 . 2 . 3 

Or, si dans Ja formule (9) ou fait 

/ =r — n — I, 

on trouve 

n dx. I 

+ 5) (72-4-6) 
I . 2 

et la formule (i 1) devient alors 

ou, remplaçant y (x) par sa valeur tirée de (10), 

n 3 dx " n dx a -h 1 

Tirons de cette équation la valeur de M„ et rempla-
çons par sa valeur (4), il vient 

— ' / I H- V̂ I + 
dx\ ^^ 

( — ^ / ^ Y* 

7 7 - 4 - 1 

OU bien encore 

I d fi-h v/i 
"" /7 -f 3 .̂r V 2 

TF -I- I dx 
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Si l'on effectue les différentialions indiquées, on trouve^ 
réductions faites, 

s/i H-
-4- y/i 

( 1 2 ) ^ 
ou ^ ^ v 2 

== . - i — [r^' M 
\ VI-h 

Cette équation montre que ¿/„ s'exprime rationnellement 

à l'aide de la valeur de la fraction (i); de plus, on voit 

que u„ est une fonction rationnelle des racines de l'équa-

tion (2). 

Résolution de //„ = o. 

La formule (12) a été établie dans l'hypothèse 

mod. .r 

mais elle est générale, car ses deux membres sont deux 

polynômes égaux pour des valeurs de x en nombre supé -

rieur à leur degré. 

Cette formule (12) peut servir à la résolution de l'équa-

tion 
Ifn ~ O. 

En effet, d'après la formule en question, l'équation pré-
cédente peut s'écrire 

mais comme nous avons multiplié par -+- 4 * ^ 5 r a c i n e 

X = — - J devra être rejetée, et l'on aura 

14-v^i-+-4'^ = « — a s/n-
35. 
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« désignant une racine de Téquaiion binóme 

différente de Tunité. On en déduit 
y/i -f- 4«̂  = 

a - h I 

4 \ A - F - I \ a - M / 
OU 

( A -H I I 
^ ' - -f- a -

a 

c'est-à-dire, en remplaçant a par sa valeur 

sArTT y . 2/-7r 
cos h V — ' 

4cos^ 

Discussion des racines de Véquation o. 

L'équation = o est donc du nombre de celles que 

l'on peut résoudre par radicaux, et en effet les racines 

sont exprimables rationnellement les unes à l'aide des 

autres. 

La formule 

4 cos 
n 2 

à laquelle nous venons d'arriver, est beaucoup tuop géné-

rale-, ainsi, p o u r n = o, elle nous fournit deux valeurs 

pour X, tandis que Uq = o n'admet pas de racines: cela 

tient à l'évanouissement du radical v/ïH-4^7 cependant 
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celte formule nous donnera toutes les solutions de Î/„ = o, 

et seulement celles-là si Ton assujettit rargument du 

cosinus à rester compris entre o et On peut donc 

écrire, en observant que le terme indépendant de x dans 
Un est I, 

/ I , TT \ / 
4 cos- ( — 1 - 4 

.r n 1] \x // -h 9. 

3r N 

I , , 2rr 

X - -{- 4 -\ r- ' 1 \jc n j 

A désignant le degré de la fonction 

Relations entre les coefficients et les racines. 

Les relations entre les coefiicients et les racines de 
l'équation o conduisent à des formules diverses 
parmi lesquelles on distingue les suivantes : 

« = 4 1 — - -4-. . . ) ? 
^ \ n 9. u 2 j 

. TT / o ^^ 
4 COS' X 4 ^̂ ^ X . . . = I ou un nombre imure. 

On peut écrire ces deux relations ainsi qu'il suit : 

/ . 1 
u /-TT 
- — > cos' > 
8 ^ n-h 2 

A = « +. 1 

J J 2 cos ^ ̂  ~ J ou un nombre figuré, 
n -H 2 

abstraction faite dans la seconde formule des valeurs de Â 

qui pourraient annuler le produit XT. 
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Réduction do Infraction (i) en série. 

En général, quand on veut transformer en série une 

fraction continue de la forme 

b. 

y 

on a recours à la formule d'Euler, 

/7| ûi a^a^a^ a^ di - . - etn 

On sait on outre que la série précédente converge ou 

diverge eu même temps que la fraction dont elle est le 

développement, et que Q„ est le dénominateur de la n'""'̂  

réduite (ainsi Q j = 

Si nous supposons 

a, — a^zzz., . — /̂ j =r. . . = i , 

il vient [x'oiVles équations (i), (2) et (3)] 

(.3) • 

Cette série sera convergente si 

mod. i / c ^ a < I 
V «N-L"« 

ou, ce qui revient au même, si 

(i4) liai. mod. x ^ i . 
v/'̂ i-i it'n 

Or, le produit ìì„_ì î/„ se compose de n ou — 1 facteurs 
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biiiônies de la forme 

I -h — ç 

en désignant alors par i-h4^cos®ci) celui de ces fac-

teurs qui a le plus petit module, le premier membre de 

la formule (i4) aura un module inférieur à 

mod. lim. 
cos'̂ w 

La limite de cette expression est x pour les valeurs 

positives de cette variable, en sorte que Ton peut en 

conclure la convergence de la série (i3) pour jc i . 

Mettons l'expression 

"«-l Un 
sous la forme 

( . 5 ) 

V V ï r r v " 

U dans cette formule désignera le produit de n facteurs 
de la forme 

I cos-G, 

Q étant moindre gne V contiendra les autres facteurs. 

La limite de l'expression (i5) prend alors une valeu? 

dont le module est inférieur à 

mod. l / i / 5 
V I 4 - C O S ^ I V I 4 - 4 - ^ C O S ^ W 

t désignant un arc compris entre o el ^ el co un arc com-

pris entre ^ el 
^ 4 2 

La discussion de celte formule permettra de recon-

naître dans les différents cas la convergence de la sé-



( 55-2 ) 
rie (i3) et par suite de la fraclion coulinue lorsque x ne 
sera pas positif. 

Nous pouvons ainsi écrire, au lieu de (i3), 

— I -f- V' I -H 4 
2 I I -f-.r (l-f-Jc) (l -j-2:r) 

formule dans laquelle on peut aussi remplacer 

par 

I X ( - -f- 4 cos- ^^ ) ( - H- 4 cos2 -2ZL. ).... \ 

I ^ -f- 2/ ^ w + 1/ / 

Si Ton pose alors 
I 
- — 2 , 
X 

il vient 

2 2 -f- I 

h 4 COŜ  — — ) ( Z -4- 4 cos- — ^ ) • • • 

et celte formule aura lieu pour toutes les valeurs positives 
(le z, et en général pour toutes les valeurs de z pour les-
quelles le second membre sera convergent. 
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SUR IIN CERTAIN LIEU GÉOMÉTRIQUE , 

PAR M . p a i n v i n . 

1. Dans l'avant-dernier numéro des Nouvelles Annales 
(année 1866, p. 4 4 4 M . Le Besgue a repris, par une 
autre méthode, la question que j'avais traitée p. 481, 
année 1864, savoir ; la détermination du lieu des foyers 
des sections centrales, dans une surface du second ordre. 
M. Le Besgue arrive à une équation qui diffère de celle 
que j'ai trouvée par le double signe du second membre, 
et il termine (p. 449> 1866) en se demandant s'il faut 
toujours, prendre le signe supérieur. 

Le principe qui a servi de point de départ à mon ana-
lyse (p. 481, année 1864) déterminant tous les foyers, le 
calcul se développant naturellement sans introduire ni 
supprimer de solution, je dois en conclure à priori que 
l'équation du lieu cherché ne peut pas renfermer de dou-
ble signe. Mais il est bon de rechercher la cause de la di-
vergence signalée. 

Si nous nous arrêtons au premier alinéa de la page 446 
(année 1866), nous conclurons avec M. Le Besgue que 
les foyers de la section faite parle plan 

mx ny pz — o 

sont déterminés par les trois équations 

(I) rnx -h njr pzz=zo, 

(II) wa yz -f- n^zx -4- p^^xy o, 

(1.1) 
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Regardant pour un instant m, n^ p comme des quan-

ti lés connues, nous voyons d'abord que le plan (I) coupe 

le cône (II) suivant deux droi les rectangulaires qui sont 

les axes delà section; chacune de ces droites rencontre en 

deux poinis chacune des deux sphères représentées par 

réquation (III). Ainsi, en déterminant les foyers à Faide 

des équations précédentes, on arrive à celle conclusion 

inadmissible que la section faite par le plan considéré 

possède huit foyers. Recherchons donc d'une manière 

plus précise la véritable signification de ce groupe d'é-

quations. 

Rappelons-nous que le carré de la distance d'un foyer 

au cenire est égal au carré du de mi-axe sur lequel se 

trouve ce foyer, moihs le carré de l'autre demi-axe (il 

s'agit toujours de la valeur algébrique des carrés des 

axes); cette différence, prise en sens contraire, donne 

le carré de la distance du foyer situé sur l'autre axe. 

Or, si nous considérons une des droites définies par les 

équations (I) et (II), celle droite rencontre les sphè-

res (III) en quatre points; deux de ces points sont les 

foyers situés sur l'axe considéré; les deux autres poinis 

d'intersection ne sont pas des foyers, niais leur dislance 

(réelle ou imaginaire) au cenire est égale à la distance à 

ce même centre des foyers situés sur Vautre axe de la 

section. Celte ambiguïté que présentent les équations (I), 

(II), (111) persiste jusqu'à la fin du calcul, p. 447? 

448 ; et réquation («), p. 44^, à laquelle M. Le Besgue se 

trouve conduit, résout celle double question : 

i " Trouver le lieu des foyers des sections centrales. 

Sur un des axes de la section on prend un point à 

une distance du rentre égale à celle du foyer qui se 

trouve sur Vautre axe : trouver le lieu de ces points. 

La méthode indiquée à la page 444 présente donc le 

grav(> inronvénienl de mêler ces deux questions. Peut-on 
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faire disparaître cette ambiguïté sans détruire Télégante 

analyse de M. Le Besgue? C'est un point que je n'ai pas 

examiné. D'ailleurs, on vérifie très-aisément que les 

coordonnées des foyers des sections passant par les axes 

de la surface ne satisfont pas à l'équation (a), p. 448, 

lorsqu'on prend le signe — dans le second membre. 

2. Je ferai des mêmes remarques sur la question de la 

page i 6 i , année i865. M. Le Besgue termine cet article 

en disant : <( Il serait bon d'examiner si la définition du 

foyer (un cercle de rayon nul ) peut donner les deux 

signes. » 

Je répondrai à cela que, dans la question posée, le 

double signe ne doit pas existor. 

Reprenons, en effet, les deux relations 

(I) 2 ( C C O S G — B ) i —(A —C)==:±:v/(A—C)^sin29-+-[{A-HC)cos9 — 2 B ] 

(II) r-= A -hC — ^BcosGzb v/( A — CV̂ sin̂ G -h [(A -h C cosò — 2BJ2 

qui se trouvent, la première au haut de la page 162, 

année i865, la deuxième au haut de la page i63. 

Je remarque d'abord que les signes -h et — doivent se 

correspondre dans ces deux égalités; on le constate en 

cherchant la longueur de l'axe correspondant à une des 

valeurs de /. Or, le carré de la distance d'un foyer au 

centre est égal au carré du demi-axe sur lequel se trouve 

ce foyer, moins le carré de l'autre demi-axe. Donc, si le 

loyer considéré se trouve sur l'axe dont la direction t 

correspond au signe du radical, le carré de sa distance 

au centre contiendra également ce radical avec le 

signe H- ; la même conclusion a lieu pour le signe — . 

11 résulte de là que l'équation (7), p. obtenue par 

M. Le Besgue. ne doit pas présenter un double signe. 
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CONCOURS GÉNÉRAL ( 1 B 6 6 ) . 

M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S . 

SOLUTION PAR M . D E G R O S S O U V R E S , 

Élève du collège Stanislas (classe de M. Prouhet). 

Étant donné un losange ABCL) dans lequel la dia-

gonale BD est égale à chaque coté, on mène par le 

sommet C une droite P Q qui rencontre en P e/ Q res-

pectivement les côtés AB et AD,- on mène enjin les 

droites PD et Q B qui se coupent au point M. Cela posé y 

on demande de trouver le lieu du point M quand la 

droite P Q tourne autour du sommet C. 

Je prends le point G symétrique du point Q par rap-

port à A C ; ies deux droites P Q , C G , symétriques pai-

1?/ 

A 3 , 

0 

rapport à Taxe A C , sont également inclinées sur cet axe ; 

par conséquent la droite CE perpendiculaire sur Taxe 

est bissectrice de Taugle P C G formé par ces deux 

droites, et puisque CA est perpendiculaire sur CE, le 

point A est le conjugué harmonique du point E, par 
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rapport au segment PG ; donc le faisceau qui a pour som-
met le point D et dont les rayons passent par les 
points A, P, E, G est un faisceau harmonique. Or DE, dia-
gonale du losange BDCE, est perpendiculaire sur l'autre 
diagonale BC, et par suite sur la droite AD qui lui est 
parallèle. Les deux rayons DA, DE, conjugués harmo-
niques par rapport aux rayons DP, DG, étant perpendi-
culaires l'un sur l'autre, il résulte d'un théorème connu 
que la droite DE est bissectrice de l'angle PDG, et 
comme en outre cette droite DE est la bissectrice de 
l'angle BDC, il s'ensuit que les angles BDP, CDG sont 
égaux. Les deux droites CD, DG étant respectivement 
symétriques des droites CB, BQ par rapport à l'axe AC, 
les angles CDG, CBQ formés par ces droites sont égaux, 
et comme les angles CDG, BDP sont égaux, il en résulte 
que les angles CBQ, BDP sont égaux; donc, dans le trian-
gle MDB, la somme des angles MBD, MDB est égale 
à la somme des angles MBD, MBC, c'est-à-dire à l'an-
gle CBD, ou, ce qui est la même chose, à l'angle BAD, 
puisque les triangles ADB, CBD sont équilatéraux ; donc 
l'angle BMD, qui est le supplément de la somme des an-
gles MBD, MDB, est le supplément de l'angle BAD; par 
conséquent le quadrilatère ABMD est inscriptible. 

Donc le lien géométrique du point M est le cercle cir^ 
conscrit an iriangle A BD. 

iV. B . — O n nous d i t , m a i s n o u s a v o n s p e i n e à le c r o i r e , q u e cette 

c o p i e a été écar tée p a r u n e fin d e n o n - r e c e v o i r , c o m m e ne s ' a p p u y a n t p a s 

sur une méthode classique. Gela n o u s s u r p r e n d d ' a u t a n t p l u s q u ' i l y a 

n o m b r e d ' a n n é e s q u e tous les professeurs e n s e i g n e n t les p r o p r i é t é s d e la 

d iv is ion h a r m o n i q u e et des fa isceaux h a r m o n i q u e s , en s o r t e q u ' i l y a b i e n 

peu d ' é l è v e s q u i ne les c o n n a i s s e n t . Écarterait-otJ « n e c o p i e o ù l ' o n s 'ap-

p u i e r a i t s u r l a théor ie des t r a n s v e r s a l e s ? C e p e n d a n t il n 'y a r i e n d e p l u s 

c l a s s i q u e , q u o i q u e les p r o g r a m m e s n 'en p a r l e n t p a s . 

E n i 8 5 i , u n e C o m m i s s i o n où e n t r a i e n t p l u s i e u r s M e m b r e s "de l ' I n s t i t u t , 

et e n t r e autres l ' i l l u s t r e C a u c h y , â v a i t à Juger l e s c o m p o s i t i o n s d u c o n -

cours g é n é r a l en M a t h é m a t i q u e s spéciôl^s. L ' u n e d e ces c o m p o s i t i o n s . 
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ce l le d e M. C a m i l l e d e P o l i g i i a c , s ' a p p u y a i t sur des m é t h o d e s q u i n ' é -

ta ient c e r t a i n e m e n t p a s c l a s s i q u e s , p u i s q u ' e l l e s n ' a v a i e n t e n c o r e é t é e x p o -

sées d a n s a u c u n o u v r a g e ex professa. Les j u g e s d u c o n c o u r s a v o u è r e n t 

d ' u n e c o m m u n e v o i x q u ' i l s n ' y c o m p r e n a i e n t r i e n , m a i s i ls n e v o u l u r e n t 

p a s q u e l e u r i g n o r a n c e nuis î t à u n c a n d i d a t q u i p a r a i s s a i t s é r i e u x . I ls 

f i rent v e n i r p a r m i e u x l ' a u t e u r d e ces m é t h o d e s et , sur son r a p p o r t , M. d e 

P o l i g n a c e u t l e s e c o n d p r i x . Je r a p p o r t e l e fa i t p a r c e q u ' i l est c u r i e u x , 

sans v o u l o i r d ' a i l l e u r s é t a b l i r d e c o m p a r a i s o n e n t r e l a C o m m i s s i o n d e i 8 5 i 

et c e i l e d e 1866, d o n t t o u s les m e m b r e s , j e l e s u p p o s e , c o n n a i s s e n t les pro-

pr ié tés des f a i s c e a u x h a r m o n i q u e s . P . 

NOTE SIR IINË PROPRIÉTÉ DES SECTIONS CONIQUES; 

PAR M. AR. VIANT, 
A u P r y t a n é e m i l i t a i r e . 

Trois droites A A', BB', C C , issues des trois sommets 
d'un triangle ABC, se coupent en un même point O'^ 
une conique passant par les pieds A', B', G de ces droites 
coupe les côtés en trois autres points B^', C, qui^ 
joints aux sommets opposés^ donnent un nouveau fais-
ceau de droites concourantes en un même point O", 

La proposition est facile à établir dans le cas du cercle. 
Par une projection conique on l'étend ensuite au cas d'une 
conique quelconque. 

Par hypothèse, 

CB'.AC'.BC' ~ ' ' 

Par construction, on a 

AB' _ AC" CA' BC __ BA ' 

AC "" A T ' CB' "" CA"' BA' BC' ' 
donc 

AC .CB^BA'^ _ 
AB .CA^BC "" ' ' 
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par conséquent, les droites A A'', BB '̂, C C se coupent au 

même point {*). 
En transformant parles polaires réciproques, on obtient 

l'énoncé suivant : 

Trois droites issues des sommets d'un triangle vont 
couper les cotés opposés en trois poinis en ligne droite ; 
on leur inscrit une conique à laquelle on mène des som-
mets du triangle trois nouvelles tangentes. On forme 
ainsi un noui^eau faisceau de lignes coupant les côtés 
opposés du triangle en ligne droite. 

TDÉORÈME S I R L E S CONIQUES-, 

Par MM. MAX CORNU ET E. MORANGE. 

On sait que lorsque trois coniques S, S ,̂ ont deux 
points communs A et B, les trois droites qui joignent les 
autres points d'intersection de ces courbes deux à deux 
concourent en un même point P. Je dis qu'il existe une 
conique passant par les deux poinis A et B, tangente en 
chacun de ces poinis aux deux droites PA et PB, et cou-
pant une quelconque S des coniques en ses points d'inter-
section avec la polaire de P par rapport à S. 

Je prends le triangle PAB pour triangle de référence. 

(*) La proposition énoncée se déduit immédiatement du théorème de 

Carnot, quel le que soit la conique considérée. Car, d'après ce théorème, 

on a, pour toute courbe du second degré, 

AC".CB̂ ^ .BX" _ AB̂ C.V.BĈ  
A B " . C A " . B C " CB' .AC' .BA'* 
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Les équations des trois coniques seront de la forme 

(S ) Y Z - f - X ( / X - h Y - f - nZ ) z= zo , 

(S ' ) Y Z - f - X ( / X 4 - / 7 2 ' Y - f - z ' / Z j ^ o , 

(S'') YZ-4-X{/X-f-m"Y-f-

L'équalion d'une conique tangente à PA en A, à PB en B, 
esl 

YZ -^^X^rrrO. 

Cberclions la seconde corde commune à cette courbe et à 
la conique S : elle aura pour équation 

(/ — > ) X niY n Z = : o . 

L'équation de la polaire de P par rapport à la conique S 
est 

2 / X - f - m Y - 4 - « Z = : o . 

On voit qu'on peut choisir X de manière à identifier les 
équations de ces deux droites -, il suffit de prendre 1 = — /. 
Le théorème se trouve donc établi. 

BIBLIOGRAPHIE. 

X X I I . 

RESAL (H.), Ingénieur au corps impérial des Mines. — 
Traité élémentaire de Mécanique céleste, i vol. in-8 
de xvi-464 pages et i planche. Paris, i865; Gauthier-
Villars, éditeur. — Prix : 8 francs. 

M. Resal s'est proposé, dans cet Ouvrage, de présenter les 
principes de rAstronouiie mathématique sous une forme assez 
simple pour les faire entrer dans le cadre de l'enseignement 
supérieur. Il a écrit ainsi une élégante introduction à la Mé-
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canique céleste, et il a r endu u n vér i tab le service a u x j ennes 

gens qu i sortent chaque année d e TÉco le Po ly techn ique ou de 

nos Facultés avec une forte instruction et avec le goû t d u t r a -

va i l . 

T ro i s p r ob l èmes fondamentaux f o r m e n t , c o m m e on sa i t , 

l ' ob je t de la Mécan ique céleste : ce sont les per turbat ions p l a -

nétaires, la figure des corps célestes et les oscillations des 

fluides qu i les recouvrent , la rotation de ces corps au tour de 

leurs centres de grav i té . D e ces trois p rob l èmes , le second est 

celui q u e M , Resal a traité avec le p lus d e déve loppements , et, 

à notre avis, avec le p lus de succès. L a convergence des séries 

de fonctions sphér iques qui expr iment Tattraction d ' u n sphé -

ro ïde sur un point, et la déterminat ion de la f o rme de ces f onc -

t ions ; l 'e l l ipsoïde à trois axes i négaux de Jacobi , et la d i s cu s -

sion relative a u x condit ions d e possibil ité de cet e l l i p so ïde ; le 

théorènne de M . L i o u v i l l e su r la stabilité de Téqu i l i b r e d ' u n e 

masse fluide animée d ' u n m o u v e m e n t de rotat ion, et l ' app l ica -

tion de ce théorème à la stabilité de l ' équ i l i b re des m e r s ; enfin 

les propr iétés des lignes géodés iques tracées sur la sur face d ' un 

sphéro ïde : tels sont les points qu i ont pr inc ipa lement attiré 

notre attention. I l nous est imposs ib le d ' i nd i que r ici les m é -

thodes souvent originales et t ou jou r s bien choisies q u e l ' A u t e u r 

a employées p o u r traiter ces di f férentes questions. N o u s nous 

b o r n e r o n s à le féliciter de l 'excel lente hab i tude qu ' i l a pr ise 

d ' i l lustrer en q u e l q u e sorte les résultats de l ' analyse p a r des 

considérations empruntées à la Géométr i e et à ia C inémat ique . 

L ' A u t e u r a complété la théorie de la figure de la T e r r e p a r d e u x 

Chapitres intéressants, l ' un sur la cha leur centrale de not re 

g l obe , l ' autre sur l ' équ i l i b re d'élasticité d ' une croûte p lanéta i re . 

Ces d e u x Chapit res constituent la part ie mathémat ique de la 

Géo log i e , et c'est une heureuse idée q u e de les avo i r int rodui ts 

dans un C o u r s d e Mécan ique céleste. 

JSous féliciterons encore M . Resal d ' a vo i r analysé et c o o r » 

donné les b e a u x t ravaux de M . R o c h e sur les atmosj>hères des 

corps célestes en général et sur celles des comètes en par t i cu -

l ier . C'est une quest ion q u e les recherches entreprises p a r 

J « « . de Maihémat.y série, t. V. (Décembre jRGG.) 3 6 
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IVl. Paye, à propos de la comète de Donati, ont nùse à l 'ordre 

du j ou r . L'existence d 'une force répulsive émanée du Soleil et 

agissant sur la matière extrêmement divisée en raison inverse 

de sa densité paraît au jourd 'hu i hors de contestation, aï 

M . Roche a fait voir qu 'en joignant cette force hypothétique à 

la gravitation, l 'on rend parfaitement compte des queues et 

des aigrettes. Les figures géométriques résultant de la théorie 

peuvent être considérées comme les esquisses des formes obse r -

vées. A la vérité, M . Roche n'a considéré les atmosphères qu 'en 

éipiilibre, tandis qu'elles sont continuellement en mouvement ; 

il a su[)posé (à peu près comme Tavait fait Newton dans s;» 

théorie des marées ) cpie l 'atmosphère d 'une comète prend à 

i haipie instant la figure qu'el le aurait si le noyau était i m m o -

bile, tandis qu'en réalité cette atmosphère tend continuellement 

vers une figure d 'équil ibre qui varie sans cesse et que par con -

séquent elle n'atteint jamais ; il n 'a donné que la théorie sta-

îi(pie des phénomènes. Mais une théorie dynamique soulèverait 

peut-être des difficultés d'analyse insurmontables, et, en tous 

<-as, n'aurait d'intérêt qu 'autant que les observations acquer -

raient assez de précision pour qu 'on pût les comparer aux r é -

sr.ltats du calcul, non pas en gros, mais en détail : nous n'en 

sommes pas là. 

On voit que le livre de M . Resal n'est pas seulement une I n -

troduction au grand ouvrage de Laplace, mais qu'i l en est sur 

plnsi*nirs points l'utile complément. Toutefois, nous ne pouvons 

nous dispenser de faire observer à PAuteur (|ue les différentes 

parties de son livre manquent un peu de proportion, et que le 

Chapitre consacré aux perturbations planétaires n'est peut-être 

pas suflisant, méuie pour un Cours élémentaire. Sans doute la 

méthode de la variation des constantes arbitraires, la réduction 

en série de la fonction perturbatrice, la théorie des variatiour. 

séculaires des éléments elliptiques des planètes sont présentées 

avec autant d'élégance que de simplicité, et FAuteur a complété 

heureusement ce Chapitre par une Note intéressante sur le beau 

théorème d 'Hamilton et de Jacobi. Mais il ne nous paraît pr.s 

permis, même dans un Cours élémentaire,de passer entièrement 
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sous silence les inégalités séculaires et les principaks inégalités 
périodiques de la Lune, la libration des trois premiers satellites 
de Jupiter, la grande inégalité de Vénus, la découverte de Nep-
tune par les perturbations d'Uranus, les travaux de M. Le 
Verrier sur Mars et sur Mercure. Ce sont des lacunes que 
M. Resal, nous l'espérons, fera disparaître dans une seconde 
édition. S'il craignait de trop grossir son volume, nous l'enga-
gerions plutôt à sacrifier tout ce qui concerne le mouvement 
elliptique et l'attraction des ellipsoïdes. Le lecteur qui aborde 
un livre comme celui-ci doit être familiarisé d'avance avec 
toutes les théories qui s'enseignent dans les Cours ordinaires de 
Mécanique rationnelle. C H . SIMON. 

R E C T I F I C A T I O N S . 

M. Ferdinand Roux, élève du lycée de Nîmes (classe 
de M. Durrande), nous avertit que le théorème qui fait 
l'objet de la question 741 ( 2® série, t. VI, p. 429) est faux. 
On le prouve aisément à l'aide d'un cas particulier. 

Il s'est glissé une erreur dans la question 781, p. 480. 
L'énoncé a été rectifié par M. Laisant, dont la solution 
paraîtra dans le prochain numéro. 

La démonstration de la série de Taylor, donnée au 
tome II de la série, p. 19, doit être entièrement rejetée, 
l'auteur raisonnant comme si la quantité désignée par 6 
était une constante, tandis qu'elle dépend à la fois de h 
et de X. 

36. 
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C o r r e s p o n d a n c e (Ĉ ® Léopold Hugo, M. R. Alexandre) 525 

Rect i f i ca t ions 563 

Questions proposées. 
Q u e s t i o n s 749 à 701 4^ 

Q u e s t i o n s ' ]b i à 754 

Q u e s t i o n s 755 à 769 190 

Q u e s t i o n s 760 et 761 240 

Q u e s t i o n s 762 à 765 336 

Q u e s t i o n s 766 à 774 382 

Q u e s t i o n s 775 à 777 4^2 

Q u e s t i o n s 778 à 787 479 

Q u e s t i o n s 788 à 790 528 

Questions résolues. 
Quest ions 4*29 et 4 3 o ; p a r M. Bauquenne . . . . 35 

Q u e s t i o n 4 9 0 : p a r M. Niébylowski i32 

Q u e s t i o n 5 o i ; p a r MM. Desq et Grassat ¡54 

Q u e s t i o n 5 5 6 ; p a r MM. Merce Busco et Viant 273 et 276 

Q u e s t i o n 558; p a r M. Viant 327 

Q u e s t i o n 590; p a r MM. A.-S. e t Neuberg 37 et 5 ! i 

Q u e s t i o n 6 i 3 ; p a r M. Bauquenne et p a r M. Viant 277 et 4^9 

Quest ion 618; p a r M. Bellachi 1 3 ; 

Q u e s t i o n 649; p a r M. Cayla 4» 

Q u e s t i o n 6JG; p a r M. Matthieu CoUins 226 



( 57« ) 
Pages. 

Q u e s t i o n 6 7 6 ; p a r M. Laisant 4^1 

Q u e s t i o n 7 2 6 ; p a r M. Lebasteur 279 

Q u e s t i o n 728; p a r M. Niébylowski 281 

Q u e s t i o n 7 8 6 ; p a r M. Violland 168 

Q u e s t i o n s 737 et 7 3 8 ; p a r jVIM. Delaunay et de Viaris 170 

Mêmes q u e s t i o n s ; p a r MM. Ariès et iMarmier e t p a r M. Picquet. 
i 5 3 et 172 

Q u e s t i o n 7 3 9 ; p a r M. Niébylowski 178 

Q u e s t i o n 740; p a r M. de Vigneral 180 

Q u e s t i o n 7 4 1 ; p a r M. F. Roux 563 

Q u e s t i o n s 742 et 7 4 3 ; p a r M. Lacauchie 227 

Q u e s t i o n 7 4 6 ; p a r M. Merce Busco 229 

Q u e s t i o n 7 4 7 ; p a r M. Duranton i S g 

Q u e s t i o n 749 ; p a r MM. Massing et Kaemtz 366 

Q u e s t i o n 760; p a r MM. Marques Braga et Viant 23o 

Q u e s t i o n 7 5 2 ; p a r M. Biny 4^0 

Q u e s t i o n 7 5 3 ; p a r M. Massing 829 

Q u e s t i o n 7 5 4 ; p a r M. Strexalof. 4^6 

Quest ion 7 5 5 ; p a r MM. Moreau e t Braga 36i et 362 

Q u e s t i o n 7 5 6 ; p a r M. Em. C 364 

Q u e s t i o n 7 5 7 ; p a r M. de Montay 333 

Q u e s t i o n 7 6 4 ; p a r M. Boque 465 

Q u e s t i o n 7 6 6 ; p a r M. Laisant 4^^ 

Quest ions 775 , 776 et 7 7 7 ; p a r M. Graindorgé 620 

T A B L E D E S K O M S P A R O R D R E A L P H A B É T I Q U E . 

( T O M E V , 2e S É R I E . ) 

P a g e s . 

A L E X A N D R E ( R O G E R ) 3 5 8 , 4 7 7 e t 6 2 7 

A M A L R I C ( L O U I S ) , é lève d e S a i n t e - B a r b e ( a d m i s le 21® à FÉcole 

P o l y t e c h n i q u e ) 4^9 

A M I G U E S , é lève d e l ' É c o l e N o r m a l e . . 142 

A N O N Y M E S 20, 3 7 , 9 1 , 142, 266, 364, 407, 4 i 4 466, et 364 

A R I È S ( E M M A N U E L ) , é lève d e Téco le S a i n t e - G e n e v i è v e ( a d m i s l e 35® 

à P É c o l e P o l y t e c h n i q u e ) 172 

A R N O Y E , é l è v e d u l y c é e C h a r l e m a g n e 180 

A U B R U N (ALPHONSE), é lève d u l y c é e d e S t r a s b o u r g ( a d m i s l e i35® 

à l 'Éco le P o l y t e c h n i q u e ) 36-î 

B A R B I E R ( E . ) , a n c i e n a s t r o n o m e à T O b s e r v a l o i r e de P a r i s . . . 27, 

349 et 362 



( 572 ) 
Pages. 

BAUQUENNE i 35, 169, 227 et 277 

B E L L A C H I ( J A C Q U E S ) » ^ 7 

BERN ER ( THÉODORE), docteur en phi losophie à Berl in 17 

BINY (LÉONCE), élève du lycée de T o u l o u s e ( a d m i s le 5o« à l 'École 

P o l y t e c h n i q u e ) 420 et 466 

B L O U E T (LÉON), élève du lycée Char lemagne 378 et 379 

B O N N E T ( O S S I A N ) , Membre de l 'Institut 7 1 

B R A G A ( M A R Q U È S - P I E R R E ) , é lève d u lycée Sa int-Louis (admis le 92® 

à l 'École P o l y t e c h n i q u e ) 172, 180, 23o, 362 et 38r 

B U S C O ( M E R C E ) 1 4 2 , 1 7 0 , 2 2 9 , 2 7 3 e t 2 8 4 

C A G N Y ( P . ) , élève du lycée Char lemagne 172 et 378 

C A L A B R E ( V ), élève de Sainte-Barbe 172 

C A P I N ( P A U L ) , é lève du lycée de Montpell ier 3 7 8 

C A Y L A ( C H A R L E S ) , maître d'études au collège Rol l in 4© ^̂  4 7 4 

CHAMBARD, élève au collège Chaptal 169 

CHASLES R MICHEL), Membre de l 'Institut 193 et 204 

CHEMIN (JEAN), élève des Ponts et Chaussées 170 et 271 

COLLINS (MATTHEWS), professeur à Dubl in 226 

CORNU (MAX), élève de l 'École Normale 169 et 559 

D A R B O U X (GEORGES), agrégé, docteur ès Sciences 48 et 95 

D A S T A R A C ( A L B E R T ) , é l è v e d e l ' É c o l e C e n t r a l e 1 7 2 e t 1 8 0 

D A V I D 426 

D E L A U N A Y (Louis) , élève d u lycée Saint Louis ( a d m i s le 81® à 

l 'École P o l y t e c h n i q u e ) 170 et 227 

D E M A N ( E U G È N E - É M I L E ) , élève du lycée de Douai ( a d m i s l e 1 1 6 ® à 
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cole P o l y t e c h n i q u e ) 4^9 

F O U R E T ( G E O R G E S ) , officier du génie 170 et 3 8 3 

G A S T O N (^F.), élève du lycée de Grenoble 466 

GAZÈRES (J .) 364 et 366 

GERONO, r é d a c t e u r . . 347, 353, 363, 364, 38o, 423, 425, 460, 

4 6 i , 468, 473, 5 i o et 5 i 8 

GILBERT ( P u . ) , professeur h VUnivcrsité de Louvain 263 



( 573 ) 
Pages. 

G I L L E ( A . ) , é lève d e l ' é c o l e Sa inte-Geneviève 

G O D A R T ( A , ) , professeur à S a i n t e - B a r b e i 5 e t 219 

G R A I N D O R G E ( J . ) , é lève i n g é n i e u r d e s Mines à L iège . 466, 468 e t .Sac 

G R A S S A T (ARTHUR), é lève d e l 'Éco le P o l y t e c h n i q u e i34 et 170 

G R I F F I T H S (JOHN), d u col lège d e Jésus, à O x f o r d 96 

G R O S S O U V R E (DE), é lève d u co l lège Stanis las 556 

HABICH ( E . ) , d i r e c t e u r d e l 'École s u p é r i e u r e p o l o n a i s e . . . 899 et 5^8 

H A T T É (JULES), é lève d u lycée C h a r l e m a g n e 1 7 2 , 179 e t 227 

H A U S E R ( S . ) , professeur a u l y c é e C h a r l e m a g n e 42 

HERMANN ( A . ) , professeur au lycée d e T o u r n o n 509 

H E R M I T E (CH . ) , M e m b r e d e ITnst i tut 297 , 432 e t 479 

H I R S T ( T . - A . ) , professeur au co l lège de l 'Univers i té , à L o n d r e s . . 2 I 3 

H O U E L ( J U L E S ) , professeur à la Facul té des Sciences d e B o r d e a u x . . 235 

H U G O ( c o m t e LEOPOLD ) 5 2 5 

J A R R I G E , professeur au lycée de S a i n t - É t i e n n e 72 

J U N C K E R ( A . ) , élève d e l 'Éco le P o l y t e c h n i q u e 878 

K A E M T Z 366 

L A B A I L L E ( F E R D I N A N D ) ( a d m i s l e 9® à l ' É c o l e N o r m a l e ) 172 

L A C A U C H I E ( L . ) 172, 227 et 879 

L A D U R O N (CAM.), é lève d e l ' É c o l e des Mines de Liège . 369, 466 e t 525 

L A G U E R R E , répét i teur à TÉcole P o l y t e c h n i q u e 384 

L A I S A N T , off icier du génie 1 7 2 , 4 6 1 , 466, 525 et 528 

L A U R E N T (HERMANN), d o c t e u r ès Sciences 54o 

L E B A S T E U R , é lève i n g é n i e u r de la m a r i n e 279 et 870 

L E B E S G U E ( V I C T O R - A M É D É E ) , p r o f e s s e u r h o n o r a i r e . 1 9 1 , 1 9 2 e t 4 4 4 

L E C O C Q , maître répét i teur au l y c é e S a i n t - L o u i s i 3 o 

L E R O S E Y (JULES-LOUIS), é lève d u col lège C h a p t a l ( a d m i s l e 3o® à 

l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e ) 169 

L E V Y ( A R M A N D ) , é lève du l y c é e de Metz 172 , 1 7 9 , ; ^ 180 et 38o 

L O N G C H A M P S ( G . - G . DE), é lève d e l 'École N o r m a l e 118 

L U C A S , a s t r o n o m e à l ' O b s e r v a t o i r e d e Par is 27 

MANNHEIM ( A .), professeur à l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e 191 

M A R M I E R ( G A S T O N ) , é lève d e l 'école S a i n t e - G e n e v i è v e ( a d m i s l e 

i3i® à l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e ) 172 , 180, 227 et 268 

M A R T E L (HENRI), é lève d u l y c é e S a i n t - L o u i s ( a d m i s l e 12S® à l ' É -

cole P o y l t e c h n i q u e ) 364 

M A R T I N ( T H . - H . ) , d o y e n de la Facul té des Lettres d e Rennes 457 

MASSING, élève d e l ' É c o l e C e n t r a l e 329, 366 et 466 

M A T H I E U ( J . - J . - A . ) , c a p i t a i n e d 'art i l ler ie 48 

MELON 366 

M I R Z A - N I Z A M « i o 5 et 169 

M I S T E R , professeur 354 

M O E S S A R D (PAUL), é lève de l 'École P o l y t e c h n i q u e 21 

M O N T A Y (BRICOURT DE) 3 3 3 



( 574 ) 
Pages. 

MORANGE ( E. ) , élève de l 'École Polytechnique SSg 

MOREAU ( H . ) , é lève du lycée d e Besançon 36i et 366 

M U Z E A U ( E O G È N E ) , officier d 'art i l ler ie 172, 227, 364 et 366 

PIEUKERG, professeur . 354 et ^̂  i 

BFICOLAÏDÈS (NICOLAS), professeor 384 

N I E B Y L O W S K I ( VENCESLAS) i S a , 1 4 2 , 1 7 2 , 1 7 8 , 1 8 0 , 2 2 7 , 

281, 362 et 429 

N I E W E N G L O W S K I (BOLESLAS), élève de l 'École N o r m a l e . . 170 et 172 

OFERMANN ( L o o i s ) , de Copenhague 383 

PAGE, professeur à l 'école d 'art i l lerie de Vincennes 49^ 

PAINVIN ( L . ) , professeur au lycée d e Douai 49» 97^ ^40, 
336, 337 et 553 

P A R E L ( A L B E R T ) 1 7 ^ 

P E T E R S E N (JULIUS) 4 8 o 

P I C A R T , professeur au lycée Char lemagne ^36 

PICQUET (HENRI), é lève de l 'École Polytechnique i4'> 

POUDRA (NOEL-GERMINAL), officier d ' é t a t - m a j o r en retraite 3I3 

PROUHET (EUGÈNE), r é d a c t e u r . 20, 27, 3 i , 94, i 3 i , 1 3 ; , I43, 

172, 181, 189, 193, 211, 226, 284, 323, 328, 384, 458 et 480 

PUEL (ODILON), élève d u collège Stanislas ( a d m i s le 68® à l 'École 

P o l y t e c h n i q u e ) 142 et 378 

Q A H E R - B E Y 129 

R A K O U S K l ( J . ) 466 

RÉALIS ( S . ) , ingénieur 528 

R E C O Q ( A N A T O L E ) , élève de l 'École Normale ( d é c é d é ) 1 5 7 

RENAUD, élève du lycée L o u i s - l e - G r a n d 4^9 

UIBAUCOURT (ALBERT), élève de l 'École Polytechnique 169 

RIBAUCOURT (CUARLE»), élève du lycée de Douai ( a d m i s le 69® à 

l 'École Polytechnique ) 362 

R I C H A R D (FRANÇOIS ) , é l è v e d e l ' É c o l e N o r m a l e 1 6 9 e t 2 2 7 

R O B E R T S ( W I L L I A M ) 1 9 0 3 8 2 

ROBIN ( A . ) , élève du lycée de Grenoble 4^6 

R O N D O T ( E . ) , élève du lycée Charlemagne 227 et 429 

ROQUE, grenadier au 49® d e l igne . 4^5 

R O U C H É (EUGÈNE ) , p r o f e s s e u r 10 

R O U Q U E T , professeur aul yeée de Pau 343 

ROUSSET, élève du lycée Char lemagne 180 

R O U X (FERDINAND), é lève du lycée de Nîmes 563 

S A A C K É ( P . ) , élève du lycée de Montpell ier 372 

SABINE, président de la Société royale de Londres 84 

SACCÏII (JOSEPH), professeur à Milan 170 

SALMON (GEORGES), professeur au collège de la Trini té , à D u b l i n . . 189 

S A R T I A U X ( ALBERT), élève des Ponts et Chaussées 3 i7 

SAINT-GERMAIN ( A . DE), docteur ès Sciences, agrégé 346 



( 575 ) 
Pages. 

S E R R E T ( J . - A ) , M e m b r e d e l ' Inst i tut 76 

SIMON (CH .) , p r o f e s s e u r 56o 

S I V E R I N G (JOSEPH), i n g é n i e u r 356 

S T E P H A N ( E . ) , a s t r o n o m e 321 

S T R E X A L O F F ( VICTOR), é l è v e d e l 'Univers i té d e S a i n t - P é t e r s b o u r g . 426 

S Y L V E S T E R , p r o f e s s e u r à W o o l w i c h 

T A N N E R Y (JULES ) , é lève d u l y c é e d e C a e n ( a d m i s l e PREMIER à l ' É -

co le N o r m a l e et le 27® à l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e ) . 172 

TRANSON (ABEL), r é p é t i t e u r à l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e 48 e t 6 3 

V I A N T ( A . ) , é lève d u P r y t a n é e ( a d m i s l e i43® à l ' É c o l e P o l y t e c h -

n i q u e ) 172, 227, 2 3 I , 276, 3 2 7 , 429 e t 459 

V I A R I S (LÉON DE), é lève d u l y c é e S a i n t - L o u i s ( a d m i s l e 48« à l ' É c o l e 

P o l y t e c h n i q u e ) 10 et 227 

V I G N E R A L ( G . DE) 180 

V I O L L A N D (HENRI), é lève d e l ' E c o l e N o r m a l e 168 

V I R I E U (DE), professeur à L y o n 280 e t 3 i 6 

W A T T E A U (CARLOS), é lève d u l y c é e d e D o u a i 426 

Z E U T H E N ( H . - G . ) , d e C o p e n h a g u e . 2^1, 289, 383, 385, 433, 481 e t 529 

Note. — S u r I52 c o l l a b o r a t e u r s d o n t l e s t r a v a u x o n t été insérés ou 
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ERRATA, 

T O M E V (2® S É R I E ) . 

Page 177, l i g n e 28, au lieu de h o m o f o c a l e . Usez h o m o f o c a u x . 
P a g e 234, l i g n e 22, au lieu de la s o m m e des c a r r é s , lisez l a s o m m e des 

inverses des c a r r é s . 
P a g e 252, ajoutez à la fin de la note ou zéro . 
P a g e 253, l i g n e 9 en r e m o n t a n t , au heu de (/n ,H- . • Usez ( m ' - f - . . . ) . 
P a g e 253, l i g n e 6 en r e m o n t a n t , au lieu de ( / i j - f - . . . ) , Uses ( n * - h . . . ) . 
P a g e 256, l i g n e 12, «u lieu de v", lisez v'. 
^ .. ^ , , mJm, — 2) m,(m, — i ) 
P a g e 258, l igne 5, au heu de —^ Usez —=— 

P a g e 259, l i g n e 7, au lieu de ¿ i = i . Usez d^ = 0 . 
P a g e 290, l i g n e au lieu de q u i , lisez q u e . 
P a g e 292, l i g n e 5, au lieu de l e d e r n i e r , lisez ( C Z^ Z , ) . 
P a g e 292, l i g n e 6 en r e m o n t a n t , au lieu de n® 12, lisez n® 10, 
P a g e 297, d a n s la note , au lieu de n® 20, lisez n» 18. 
P a g e 862, l i g n e 1 1 . au lieu de T u b r u n , Usez A u b r u n . 
Page 527, l i g n e 28, au lieu de d e r n i e r s , lisez p r e m i e r s . 
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598 399 788 à 790 528 
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