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NOUVELLE METHODE POUR DÉTERMINER
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES

(voir page 241);

PAR M. H.-G. ZEUTHEN (DE COPENHAGUE).

VI. Cas particuliers; systèmes de coniques qui ont des
contacts du premier ordre avec des courbes particu-
lières.

22. Les formules que nous avons trouvées compren-
nent, comme toute formule générale, tous les cas parti-
culiers 5 mais elles ne donnent pas toujours les résultats
qu'on dévsire. Dans un cas particulier un système peut se
diviser en plusieurs systèmes partiels, dont on souhaite
connaître séparément les caractéristiques. Une conique
appartenant à un des systèmes partiels, appartient aussi
au système général; elle y sera comprise plusieurs fois
si elle résulte de la coïncidence de plusieurs coniques qui
sont séparées ordinairement. On voit donc que la carac-
téristique [x ou v d'un système général est égale à la
somme des caractéristiques [À ou v des systèmes par-
tiels, qui résultent d'un cas particulier de la division
du grand système, respectivement multipliées par des
coefficients entiers et positifs.

Les parties précédentes de cet article en donnent déjà
des exemples. Nous avons trouvé des formules, marquées
partout par la lettre c ajoutée aux numéros des formules,
où les courbes sont supposées générales d'un certain or-
dre, sans aucun point double ni de rebrousseraient, et
d'autres, marquées par un a, qui sont applicables lorsque
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les courbes sont douées de points singuliers. Si Ton em-
ploie dans ce dernier cas une formule (c), la caractéris-
tique trouvée comprendra, outre la caractéristique qui
donnerait la formule correspondante (a) , le double, le
triple ou un multiple de la caractéristique de chacun des
systèmes de coniques, dont un ou plusieurs contacts se
réduisent à passer par des points singuliers.

Ordinairement les deux caractéristiques [i et v d'un
système partiel ont le même coefficient dans les formules
du système général. Alors, comme les nombres À et ci
s'expriment linéairement au moyen des caractéristiques,
ceux qui appartiennent au système partiel entreront dans
ceux du grand système avec le même coefficient. Si nous
appelons r ce coefficient, et si nous désignons par q le
nombre de coniques singulières du grand système qui
coïncident dans une certaine conique singulière du sys-
tème partiel, celle-ci a dans le nombre 7, ou u de ce
dernier système un coefficient qiion trouve en multi-
pliant par — celui qui appartient dans le nombre 1 ou rc

du grand système à chacune des coniques singulières qui
y coïncident (*).

Nous ferons usage de cette règle, applicable à beau-
coup de questions, dans les cas où deux courbes données
se touchent elles-mêmes.

23. Si nous désignons comme à Toidinaire par C,„}„
et Cmt9nt les conditions de loucher doux courbes,

N(C,„,„, O,B,, Z„ Z2, Z,)

(*) Nous» avons suppose que les <] coniques singulières du grand sys-
tème sont d'une même espère ou qu'elles ont au moins le même coeffi-
cient. Si cela n'a pas lieu, on doit prendre séparément celles qui ont un
môme coefficient.



sera le nombre des coniques qui satisfont à ces deux con-
ditions et à trois autres Z n Z2 et Z3. Dans le cas où les
courbes C,IIjW et Cm>ynr se touchent en un point 0, deux
coniques coïncident, dans chacune de celles qui touchent
Cm)„ au point 9 et satisfont en outre aux conditions Zi,
Zs, Z8. Donc, si nous désignons par Cmfll9 la condition
de toucher la courbe Cm,„ en un point donné, et par
Cm,n— C^m'.n' celles de toucher en des points différents
les courbes C„hn et C,,,,. „r qui se touchent elles-mêmes,
nous aurons

(C;,„„ Ct/Wi Z„ Z„ ZO

— ?N (C„,/i, Z„ Z„ Zo) -+- K (Cw,, — C,,,/,,,*, Z„ Z,, Z,).

En particulier, C„,/,„/ peut si» réduire à un point p Alors
l'équation (I) sera remplacée par

(II) .
( = 2K (C/M.nô, Z„ Z,, Z,) -4- N ((;„,„ — /A Z , Z., Z,)

où COT?n — /̂  représente les conditions de couper Cf„ n en
un point donné et de toucher cette courbe en un point
non donné. Dans le cas où Cm^nf se réduira à une
droite /, on aura

j ( w /, Z„ Z„ Z,)
1 j | r r ? J (C.,,,9, Z„ Z2, Z,) -i- N (Cw.„ - /, Z„ Z2, Z3).

Dans le cas où COTjB et Cm/?n/ 5e touchent, le système de
coniques (Cmj„, Crn/?n/, Zu Z2) 5e divise en deux autres :
(C,„,„0, Z4, Z'2) ê  (Cm,n— CW,B,, Z t , Z2). En remplaçant
dans l'équation (I) la condition Z3 successivement par
celle de passer par un point et par celle de toucher une
droite, on voit que chacune des deux caractéristiques du
système général est la somme de la caractéristique ho-
mologue du premier système partiel multipliée par i et de
celle du second système. Le coefficient /'dont nous avons



parlé dan» le nü 22, aura donc pour le premier système
la valeur 2, pour le second la valeur 1.

Lorsque les caractéristiques du syslème général sont
connues, il suffit de s'occuper de Fun des systèmes par-
tiels; nous choisirons le dernier.

24. Les coniques singulières du système (C,n?n0, Z l9 Z2)
sont des limites vers lesquelles tendent certaines coniques
singulières du système général (Cm?„, C,„/jM^ Z1? Z2), lors-
que Cmffnf approche d'être tangente à Cm)„. Les coniques
infiniment aplaties du système général dont les limites ap-
partiennent au syslème(C,nj„ 0,Zj, Z2), doivent, engénéral,

Ou passer par et être limitées à l'un des deux points d'in-
tersection de Cm)H et C,„'>rif qui tendent à coïncider avec
le point de contact,

Ou être contenues sur une des tangentes communes do
C,n>„ et Cm/>nf qui tendent à coïncider avec la tangente
menée par le point de contact donné.

Dans le premier cas elles coïncident deux à deux avec
des coniques infiniment aplaties passant par 0 et limitées
à 0, qui appartiennent toutes au syslème (Cm>n 0, Z l9 Z2).
Chaeunede ces coniques singulières représentera donc deux
coniques infiniment apla lies dusystème général, et le nom-
bre qdu n° 22 sera égal à 2. Or, selon le n°23,le nombre r
est aussi égal à 2. 11 faut donc compter dans le nombre X
du système partiel une de ces coniques infiniment apla-
ties autant de fois que l'on compte chacune des deux qui y
coïncident, dans le nombre du système général. Les pro-
positions du n° 12 donneront donc les suivantes :

Dans le nombre Idu système (Cm?n0, C,nij„(, Cm.27„J il
faut compter :

Une fois, toute conique infiniment aplatie joignant le
point de contact donné 9 à un point d'intersection de
C/Mp/i, ef ^»i„n. et limitée à ces points;



( "93 )
Deux fois, toute conique infiniment aplatie passant

par 9 et limitée à 0, tangente à rime et limitée par Vautre
des courbes Cm|?n| et Cm>jn>.

Les coniques infiniment aplaties du système

(C/H(/i, C/«'#,|', Z | , Z J )

renfermées dans une des deux tangentes communes à C,M>n

et Cm/? „/qui coïncident avec la tangente de contact, ne
donneront pas seulement des coniques singulières du sys-
tème (Cm?n0, Z l9 Z2), mais aussi des coniques singulières
du système (C,lljrt— C,„/,„/, Z,, Zs) ; car une conique infi-
niment aplatie renfermée dans la tangente de contact
de Cmyn et Cm/?,v peut être regardée ou comme la limite
d'une conique ordinaire dont Tune des deux branches
touche les deux courbes, ou comme la limite d'une co-
nique ordinaire dont les deux branches touchent res-
pectivement les deux courbes. Dans le premier cas elle
appartient au système (Cmjn0, ZJ9 Z2), dans le second au
système (Cm>n—Cm^,/, Z l9 Z2). On ne pourra donc con-
clure combien de fois il faut compter ces coniques singu-
lières dans le 1 de chacun des systèmes.

On pourrait de la même manière discuter les co-
niques à point double*, mais lorsque X est trouvé, le
principe de dualité donnera l'expression de ci dans les cas
qui nous occuperont. Appliqué aux propositions que
nous avons trouvées, relatives à deux espèces de coniques
infiniment aplaties du système (Cm>n0, Cmi?n|, Cm2)„2), ce
principe donne :

Dans le nombre u du système (C,n?n0, COTl,ni, Cmî>Il2) il
faut compter :

Une fois, toute conique à point double composée de la
tangente à Cm?„ au point donné 6 et d'une tangente com-
mune à Cmijni et Cm,,n:;



Deux fois, toute conique ayant un point double à un
des points ou la tangente à Cm n au point Q rencontre
l'une des courbes C/M|jll| et C,n>jH), et composée de cette
tangente et d^une tangente menée par le point double à
Vautre des deux courbes.

25. Maintenant, pour le système

on trouve

>. — i . ///, ttt2 -f- 2 (//,//.», -f- 112mx) -f- Jo ///, m2

où x est un coefficient encore inconnu, et

ex = i . / Î , n-2 H- 9. ( w , rtt - h m2 n, ) -f- .**//, /<2,

ou en réduisant

A : - ( I ~f- a') ///, /J/^ H- 2 (/ / / , / / j -f- / / / 2 / / | ) ,

o - ^ 2 (///, //2 -f- mxnx) -f- (i -f- J:) //I «2.

En substituant ces expressions dans les formules (i)
et (2 )dun° 1 (p. 241), on aura

j * zzr. p.'/; W, /w2 -f- p.'' (/?/, r/̂  - h ///, //, j -4- p.' /lx N79

v — v'"/7/| nii -f- v" (W| « i -f- /Wî/Zj) -f- v' /z, / i 2 ;

OÙ

w' et v', [t!1 et vw, p.w et vlfl sont les caractéristiques des trois
systèmes, lorsque Cmjl i (et Cmj>n2 sont remplacées par des
points et par des droites. Par conséquent,

d'où
1 -f- x = 3,

*̂) On pourrait trouver x par la remarque que ce nombre doit être

Qiilier, ^ o et ^ 4 ( n ° ^ ) » e t H116 V-'" — ïï (l "+ T ) d o i l e t r e e n t i e r «



On trouve, en substituant cette valeur,

2/7/,7/^-t- 2(777,7?;-}- 77/., 71,)-+- 77, tt,,

//?, mt-+-2 (w, n2-\- m2n,) -4-2/?, TÏJ ,

(8) '

26. Comme x = 2, nous aurons a ajouter aux théo-
rèmes donnés dans le n° 25 :

Pour le système (CwljB0, C,n|>tt|, Cm>?U2) il jaut comp-
ter :

Dans le nombre 1, deux fois toute conique infiniment
aplatie; tangente à la courbe Cm>l, au point 9 et limitée
par les deux autres courbes ;

Et dans le nombre c>, deux fois toute conique ayant
un point double en 9 et composée de tangentes menées
par ce point aux deux autres courbes.

Ces théorèmes et ceux du n° 24 sont encore vrais lors-
que deux des trois courbes ou toutes les trois coïncident;
ils sont donc applicables à la discussion des systèmes sui-
vants :

(2Cm>B0, C ^ ^ ) dont les coniques ont avec Cm;„ deux
contacts, l'un en un point donné, et avec Q,M?ni un con-
tact simple;

(Cm>n0, 2>C,n|jn!) dont les coniques ont avec Cm>n un
contact en un point donné, et avec COT|>I|J deux contacts;

(3Cm,Bô) dont les coniques ont avec CmyU trois con-
tacts, Vun en un point donné.

Nous ne traiterons que le premier et le dernier de ces
trois systèmes, parce que les caractéristiques du deuxième
se trouvent sans difficulté au moyen des formules (4).



27. On trouve pour le système (2Cm?n0, C.n|>ni)

X — 1 ,mm{-h 2 [/*, [m — 1) -h (n — 2) /w,] H- 2 (/w — 2) mX7

car m: i . nnx -4- 2 [/w, (n — 1) -4- (m — 2) /2,] -+- 2 (n — 2) /?,.

Par conséquent,

OU

4,

La signification de p*, \)l' et v', v" s'exprime par les re-
lations

(9b)

Lorsque CTO?n est une courbe generalede l'ordre m, on
doit remplacer n par m (ni — i), conséquemment les for-
mules (9«) par

1 p.' = m1 -H m — 4?

(9 c) - fi" = v ' = 2 (/w2— 3) ,

( v^zrr 2/72-— //2 — 4-

28. On trouve pour le système (3C,,Jjn0)

ö = I .t - h 2 (/W — 2) ( /Z — 3 ) - 4 - 2

Puis les formules (1) et (2) donnent, après une réduc-
tion au moyen des équations de M. Plücker,

i p. = ( m — 2) (m -h 2n — 9) H*f.
(lOrt) <

( 1 0

— (n — i)(im -+- n ~ 9) -4- d ;

l3CMfB0)==(f*, v).



Lorsque C„hn est une courbe générale de Tordre m,
on peut remplacer n par m (m — i ) , d par o et f par

- m (m — 2) (m 2 — 9 ) , conséquemment (10 a) par

p — — (zw — 2 ) ( / / ? 3 - h 4 W J — 11 m — 1 8 ) ,

v = (m — 2) [m -h 1) (m2-{- m — 9 ) .

Pour ni = 2, on trouve

fZ — v r ^ O ,

pour m = 3 , [1 = 6, v = 12 (*).

(Z« suite prochainement.)


