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NOTE SUR LES FRACTIONS CONTINUES;
Par M. Hermann LAURENT,

Docteur és Sciences.

Introduction.

Si nous désignons par ¢ (x) la valeur de la fraction

(*) La date de ce tableau montre que la méthode n’est pas accommodde
a des résultats connus d’avance. Je l'avais envoy¢ a I'Académie des
Scicnces de Copenhague sous pli cacheté, pour attendre la publication
promise par M. Chasles, par déférence pour ce géomeétre et aussi parce
que j’avais profité de sa publication dn / septembre. Cette discrétion est
devenuc superflue par la publication de M. Chasles du 26 février, et lc¢

billet étant deeachetd, la Sociclé savante a bien voulu faire imprimer
mon petit tableau.



( 541 )

continue périodique :

“) _—.Z’_—

nous aurons, en supposant cette fraction convergente,

z:(1+9)=9
ou

(2) P +9—x=o0,

d’ott 'on tire, en ne prenant que la racine de cetic équa-
tion qui s’évanouit avec ,

ey o
(3) girye= AL

Nous avons défini la fonction ¢ par la fraction (1),
mais comme cette fraction peut perdre sa convergence
pour certaines valeurs de x, c’est désormais a l'aide de
I’équation (3) que nous définirons la fonction ¢. Ce sera,
sil'on veut, la racine de 'équation (2) non développable
par la série de Lagrange; si nous désignons par — ¢ (x)
I'autre racine, la formule de Lagrange donnera

(oo = [V ]

o

S A k) RN Uil YA et 2 I
(4) 1 1.2 1.2.3
(A —=5)(A—6)(k—17) |
+ 4 1.2.3.4 N

(k—6)(k—7)(kA—8)(4—9) ,
+4 1.2.3.4.5 T
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et l'on aura entre les fonctions ¢ et ¢ les relations
(5) ‘?(‘r)'q’(‘z‘):‘r,
) P(x) =1+ ¢ (x)

Les formules que nous venons d'établir nous seront
trés-utiles dans la suite, mais il faut en préciser le sens.
A cet effet, il suffit de rappeler que le radical Vi+ 4x
doit toujours étre pris positivement lorsqu’il est réel,
et en général il ne s’agira jamais que de la valeur de cc
radical dont la partie réelle est positive.

Définition de la fonction u,.

Ceci posé, formons les réduites de la fraction (1); si
nous désignons par u, le dénominateur de la 2 -+ 1 ré-
duite, nous aurons

Uy —1I,
w1+ x, Uy =1+ 27,
u; =1+ 3z + 27, u, =1+ 4+ 327,

Uy =14 52 +6x2+ 2, uy=1+4 62+ 1022+ 4a?,

La loi de formation est donnée, comme on sait, par la
formule

(6) Ungy == Uy ~+ Uy T,

cn sorte que les fonctions u, sont liées entre elles par
I'équation aux différences (6), ou, ce qui revient au

méme,
Au + Au— ux = o.

Lxpression générale de u,.

D’aprés la formule (6), pour trouver le coefficient de
x* dans u,4. il faut ajouter au coefficient de x* dans u, le
+ )
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coeflicient de x'~* dans u,_, ; les coefficients de x° sont
alors égaux a 1 dans toutes les fonctions u; les coefficients
de x' sont o, 1, 2, 3, 4,...; ceux de x* sont d’abord 1,
puis 1 augmenté du second nombre naturel, c’est-a-dire
le second nombre figuré du second ordre, puis le second
nombre figuré du second ordre augmenté du troisiéme
nombre naturel, c’est-a-dire le troisiéme nombre figuré
du second ordre, ete. On verrait de méme que les coeffi-

cients de x' sont les nombres figurés de I'ordre 7. On a
done

“(n—1)(n—2)

Uy—=+nr 44— -
1.2
) (n—2)(n—3)(n—4)
(7) + 1.2.3 T
(r—3)(n—4)(rn—5)(n—06) .
+ 1.2.3.4 T

le développement devant étre arrété dés que I'on trouve
un terme nul.

De I’équation u,=o.

L’équation u, = o0 jouit de propriétés remarquables
que nous allons d’abord étudier.

Si nous considérons la suite des fonctions u,, u,,
Usy...y Uy, I’équation (6) nous montre que deux fonctions
consécutives ne peuvent s’annuler a la fois; en effet, si
I'on avait u, = u,,, = 0, on en conclurait u,_; = o0 et
ainsi de suite jusqu’a u, = 0, ce qui est absurde, puisque
u, est constant et égal a 1. On voit de plus qu’en suppo-
sant x < 0, sil’une des fonctions u, passe par zéro, celle
qui la précede et celle qui la suit immédiatement sont de
signes contraires; on peut donc appliquer aux fonctions
u, la régle de Sturm. Or pour x = — o les signes de u,,
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Uy, Usy...y U, SODL respectivement

+ — — 4+ + — — 4 4+ — —

O]

pour x voisin de zéro, les signes des fonctions u sont —+;
de — o 4 o la suite uy, uy, us,..., u, a donc perdu
toutes ses variations. Or, si r=4i—+1 ou 4i+ 2, la
suite en question avait 27+ 1 variations pour £ =-— o ,
son degré était 2¢; donc elle a 27, c’est-a-dire toutes ses
racines réelles et négatives. Le cas ol r = 4i 4 3 et 47
se discute de la méme fagon. Ainsi on peut énoncer ce
théoréme remarquable : :

.

L’équation u,= o, obtenue en égalant & zéro les dé-
nominateurs des réduites de la fraction (1), a toutes ses
racines réelles et négatives.

Ajoutons a cela que la fonction u,_; joue par rapport
d(Fzx)
Tdz
théoréme de Rolle. Ainsi les racines des équations

a u, le méme role que par rapport a F (x) dans le

Up_y =0, U, =0

se séparent mutuellement.

Fonction plus générale que u,.
Considérons actuellement la série indéfinie

f(x):l_*_nx_‘_(”_l)__(_’f:_i’_)xz

1.2
(8)
DG

dans laquelle 7 est un nombre quelconque; les premiers
termes de cette série représentent u, lorsque 7 est positif
et entier.

La série (8) est évidemment convergente pour toutes
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o pos 2
les valeurs du module de x inférieures a 7
rapport d’'un terme au précédent a pour expression gé-
nérale

; en effet, le

(r—i)...(n—2i—1)  (r—i+1)...(n—2i+41)
T
1.2.3. . .0+ 1 ’ 1.2.3...0

xt

ou
(n—92i—1)(n—2i)
(n—7i-1)(i+1)

T,

c’est-a-dire 4x pour i= o . Nous supposerons donc
1 .
mod.x<z, et alors, pour trouver la valeur de la sé-

rie (8), nous la comparerons avec la formule (4). Si
I'on différentie cette formule et si 'on divise les deux
membres par k, il vient

1 d k—3 (A—4) (k—5)
—— LK J— P p?
(9) ,{-rlx\p(x)"l.'_ T cr 1.2 =+

Fn faisant
k—3=n ou k=n+3,

on trouve pour second membre la série (8), et par con-
séquent on a
1

(10) fle)=r— g_;‘l'"“(x)-

Expression de u, & laide de la fonction § ou ¢.

Si dans la formule (8) on suppose n entier, on peut la
mettre sous la forme suivante

(=1)(—2)...(—r+2)
1.2.3...(n+ 2)
Ann. de Mathémat., 2¢ série. 1. V. (Décembre 1866.) 35

Sfx) = u,+

agr+1_+_ ey
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<est-a-dire
f(t) =u,+ ( —_ x)n-r—z
r n-+5 6
mJS w1y DO -y

1.2
+(n+6)(n+7)(n+8)
1.2.3

(—ax)—... |

Or, si dans la formule (g) on fait

h——n—1,
on trouve
1 d n—+4
—_— e () e /I »
T an Y (z) =1 (— =)

+(n+5)(n+6)(_‘r)z+“.’
1.2
et la formule (11) devient alors

f(l): Uy, — (— x)’H-? :id—z: xp‘;——":i)l(x),

ou, remplagant f'(x) par sa valeur tirée de (10),
1 d

I d Y=+ (z;
n+ 3 dx dz

n+3 f— —_ — n=+2
gt (2) = — (= =) n+1dzr Rr—+1

Tirons de cette équation la valeur de u, et rempla-
cons ¢ par sa valeur (4), il vient

4 (TR

2

(_ z)n+2 d Py )u+|
+ -—
n+1 dr x+\/l+4x

ou bien encore

u, —

1 d (l + \/1_4-—4_.{:)"*’

n—+ 3 dr 2

e a («W — >+

w

n-+1 dx 2z
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Si I'on effectue les différentiations indiquées, on trouve,
réductions faites,

U, = 7 -"_.4_2:[(1 -+ \/;—:4—,,)“,
R — (= (@:ﬁ)*]

= e 4 () — (— 2 (2]

’

Cette équation montre que u, s’exprime rationnellement
a l'aide de la valeur de la fraction (1); de plus, on voit
que u, est une fonction rationnelle des racines de I'équa-
tion (2).

Résolution de u, = o.
La formule (12) a ¢té établie dans 'hypothése

mod. x < 4,

mais elle est générale, car ses deux membres sont deux
polynoémes égaux pour des valeurs de x en nombre supé-
vieur a leur degré.

Cette formule (12) peut servir a la résolution de I'équa-
tion

i, = 0.

En effet, d’aprés la formule en question, I'équation pré-
cédente peut s’écrire

(1) (=)

2 2 ’
mais comme nous avons multiplié par V1 - 4, la racine

1 . L,
x=—- devra étre rejetée, et I'on aura
4

- Vi+ fr=ax—ay1+ 4,
35.
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a désignant une racine de I’équation bindme

ar =g

différente de I'unité. On en déduit

—_— a—1
\/l+4.17: ’
o1
I fa—1 x—1 )
X = - —1 - =1
4<a+l )(a+x )
ou
—« —1
xr = — == k]
e+ 12 1
-+ a2
-3

c'est-a-dire, en remplagant o par sa valenr

2km . o2kw
cos + y—1sn )
n-+4 2 "+ 2
—
r—=—
kw
4 cos?
n—+ 2

Discussion des racines de I'équation u,= o.

L’équation u, = o est donc du nombre de celles que
Pon peut résoudre par radicaux, et en effet les racines
sont exprimables rationnellement les unes a V'aide des
autres.

La formule

— 1
J = —

kw
4 cos? ~

n~+ 2

a laquelle nous venons d’arriver, est beaucoup trop géné-
rale; ainsi, pour n =o, elle nous fournit deux valeurs
pour x, tandis que u, = o n’admet pas de racines: cela

tient & I'évanounissement du radical y1~+ 4, cependant
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celte formule nous donnera toutes les solutions de u, = o,
et seulement celles-1a si 'on assujettit I'argument du

. . . ™
cosinus a rester compris entre o et 5 On peut donc

écrire, en observant que le terme indépendant de x dauns
u, est 1,

e S . 2%
g = a* | -~ + 4 cos? —— — + § cos?
x n - 2 £ "~ 2

/1 37 )
XQ—-+4005‘ )7
£ n—+ 2

A désignant le degré de la fonction w,.

Relations entre les coefficients et les racines.

Les relations entre les coeflicients et les racines de
l,l . . . - .
équation u, = o conduisent a des formules diverses
parmi lesquelles on distingue les suivantes :

-+ 2 "+ 2

o= Y
n =4 {cos* -+ cos’ ... )
n .

™

4 cos? X 4 cos?

> ... ==1 ou un nombre figuré.
n-+ 2 n -+ 2

On peut écrire ces deux relations ainsi qu'il suit :

h=n+1
n b
—_ cous? 9
8 Z n -+ 2
k=1

A . ,
I I 2 Cus =1 ou un nombre figuré,
n2

k=1
abstraction faite dans la seconde formule des valeurs de A

qui pourraient annuler le produit H
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Réduction de la fraction (1) en série.

En général, quand on veut transformer en série une
fraction continue de la forme

on a recours a la formule d’Euler,

P

a, a, a, a, a,a, W A

~ —_ =
Q QUQ ' QQ Q. Q. T+

On sait cn outre que la série précédente converge ou
diverge ¢n méme temps que la fraction dont elle est le
développenient, et que Q, est le dénominateur de la ntem
réduite (ainsi Q; = b,).

Si nous supposons

In=a=ay=...=x, b =b—=...=1,
il vient [voirles ¢quations (1), (2) et (3)]

x xt a3 z+!

(13) p(x)= -- — -+ —...xk ...

u, W, u, wou, Upy Uy

Cette séric sera convergente si

n .l‘"+|
mod. — a1
Up_y Uy <

ou, ce (ui revient au meéme, si

(1) lim.mod.x”—;—_< i.

Ve tty

Or, le produit w,_, n, se compose de n ou n — 1 facteurs
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binémes de la forme

T
I+ 4 cos? l-);-,

en désignant alors par 1+ 4xcos®*w celui de ces fac-
teurs qui a le plus petit module, le premier membre de
la formule (14) aura un module inférieur a

x

mod. lim, —————.
I+ 4z cos*m

La limite de cette expression est x pour les valeurs

positives de cette variable, en sorte que I'on peut en
conclure la convergence de la série (13) pour x <1.

Mettons 'expression
V_;’;+T_
Up—y u—n
sous la forme

(x3) \/\/U :\;

U dans cette formule désignera le produit de 2 facteurs
de la forme

1+ 4.r cos,

6 étant moindre que ; V contiendra les autres facteurs.
K

La limite de Pexpression (13) prend alors une valeur
dont le module est inférieur a

/ x £
mod. / 5 —,
1+ 4xcos’t YV 1+ 4z cos’a

J . T
t desxgnanl un arc compris entre o CtZ el W un arc com-

. L3 =
pris entre Z et —-
2

La discussion de cette formule permettra de recon-
naitre dans les différents cas la convergence de la sé-
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rie (13) et par suite de la fraction continue lorsque x ne
sera pas positif.

Nous pouvons ainsi écrire, au lieu de (13},

*—l—'r-\/l—i—f}.z__,r a? + £
2 T a4ax (+z)(i42x) T
z""—l
— )
ull—'lu"

formule daus laquelle on peut aussi remplacer

J:"+~I

Up_ Uy
pa r

x

i , , T 1 T Y
\ K—+qcos )K—+4cos’ ’
r n—+ 2 £ n—+1

T, 2= [ 1 27
f>< — 4 § €08* ——— (———4—4cosz
\ £ n -+ 2 x

n—+1

Si Pon pose alors

1
- =z,
z
il vient
, -
— 3+ \Vz*+4z
————\'—4:1——~~—+..(
2 2 +1

. - - T
<z+4cos’ )(z+4cos-’ >
n—+ 2 n—+1

et cette formule aura lieu pour toutes les valeurs positives

de z, et en général pour toutes les valeurs de z pour les-
quelles le second membre sera convergent.



