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NOUVELLE THÉORIE

M IÉPL4CHKIT (MFffiE BUN COUPS SOUDE;

PAR M. PICART.

1. On peut considérer un corps solide en mouvement
comme une figure géométrique qui se déplace d'une ma-
nière continue en restant constamment égale à elle-même,
et, à ce point de vue, comme l'égalité de deux figures est
un cas particulier de l'homographie, la question du dé-
placement d'un corps solide apparaît comme une face
du problème plus général de la déformation homogra-
phique continue d'une figure géométrique quelconque.

2. Si Ton désigne par x, jy, z les coordonnées d'un
point d'une figure, et par X, Y, Z les coordonnées du
point homologue de la figure homographique , on sait
que la correspondance des deux figures est définie parles
relations

„ Ax H-Br-4-Cz -f- HX = >
mx -f- ny -f- pz -{- i

Y =
mx -f- ny -f- pz -f- i

A".r-f-B"r-f-C"z + H " .
mx -h ny -+- pz -h i *

le plan représenté par l'équation

mx H- ny -h pz -+- i = o

correspond, dans la première figure, aux points à l'infini
de la seconde.

Si les points homologues de deux figures sont tous h



distance finie, ce plan doit être à l'infini, et les for-
mules (i) peuvent s'écrire, dans ce cas,
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3. Supposons maintenant que les deux figure» soient
infiniment voisines : cela revient à dire que les douze
coefficients A nB, C, H, A'o B', C', H', A', B",C", H" sont
infiniment petits. Désignons ces coefficients par da, db,
de, dh, da', dbr, dc\ dh', da\ db", dc\ dh\ et par
dx, dy, dz les différences infiniment petites X — xy

Y —j, Z — z* Les formules (2) deviendront

S dr •=. xda H- ydb 4 - zdc -h ^ ,

v ^ ; dy = xda'

( z == xda" -

Ces équations expriment les variations infiniment pe-
tites des coordonnées de chaque point d'une figure lors-
que cette figure se déforme infiniment peu, en restant
liomographique à elle-même -, et si Ton suppose que les
coefficients da, db, de, dh, daf, db\ de', dh\ daf/,. . .
soient des fonctions du temps, elles formulent la loi la
plus générale delà déformation liomographique continue
d'une figure.

Il serait facile de déduire de ces formules un grand
nombre de propriétés géométriques de cette déformation.
Mais nous laisserons de côté cette étude générale pour
arriver tout de suite au cas particulier, plus intéressant,
du déplacement continu d'une figure invariable.

4. 11 faut d'abord chercher quelles doivent être les va-
leurs des coefficients da, ^fe,. . . , pour que la figure,
dans son déplacement infiniment petit, reste égale à elle-



même. Il suffit d'exprimer que la distance de deux points
quelconques (x, y, z), (#'5 j ' , z1) de la figure est inva-
riable. Or, le carré de cette distance est, en coordonnées
rectangulaires,

on doit donc avoir

(4) ' _ X) [dx< __ dx) + (y-

* ' - s)2;

_ dy)

—Z) (M — dz) =

ou, remplaçant dx, dy, dz par leurs valeurs (3) en x^y, z
et dx', dy\ dz1 par leurs valeurs semblables en x',
v' ?'

- xy da —yydb'-h(t' - zydc"

et cela quels que soient x, y, z etxf
9y', z'. Par suite,

(6)
db

o, db' = o , ^ = : o ,

o, de-h da" z=z o, r/c' -+- db" = o.

Les formules relatives au déplacement continu d'une
figure invariable sont donc

dx = ydb' -+- zdc -f- dh,

( 7 ) dy •=. — xdb -f- zdc' -f- dh',

dz =. — xdc —y de' -4- dh".

Les coefficients de x> y, z forment les éléments du dé-
terminant gauche symétrique

o db de
(8) —db o de'

f _ tic __ de' o



or, on sait qu'un déterminant gauche symétrique d'ordre
impair est égal à o, ce qui se voit immédiatement si Ton
remarque que le changement des lignes en colonnes et des
colonnes en lignes, qui n'altère pas un déterminant, a ici
pour effet de changer les signes de tous les éléments et
par conséquent le signe du déterminant lui-même. On
en conclut que, dans le déplacement infiniment petit le
plus général d'une figure invariable, il n'y a pas de point
sans vitesse.

5. Si les termes dh, dh!, dhft sont constamment nuls,
les formules (7), qui deviennent

(9)

dx = ydb -f- zdc,

dy = — xdb + zdc',

dz •=. — xdc — ydc',

représentent le mouvement d'une figure invariable au-
tour d'un point fixe qui est ici l'origine des coordonnées,
et si les quantités de, dc\ dh" sont constamment nulles,
les mêmes formules (7), qui se réduisent à

( 1 0 )

f dx z=:ydb + dhy

dy — — œdb -4- dh\

dz — o,

représentent le déplacement d'une figure invariable pa-
rallèlement à un plan qui est ici le plan des xy.

6. Revenons au mouvement le plus général exprimé
par les formules (7).

Le déterminant (8) étant nul, il existe des valeurs
de X, ƒ*, v propres à vérifier le système d'équations

\ . o —[ idb — v de = Oj

(u) \.db-\- [L .o—vdcfz=zç>9

\.dc -f- pdcf -f- v . o = o ,

Ann. de Mathém., 7e série, t. VI. (Avril 1867.) I I



c'est-à-dire qu'il existe des facteurs X, p, v tels, qu'eu
multipliant la première des équations (7) par X, la
deuxième par ^, la troisième par v, et ajoutant ensuite
ces trois équations, on obtienne un résultat indépendant
de x,y} z. Or, ces facteurs peuvent toujours être regar-
dés comme les cosinus des angles a, (3, y qu'une certaine
direction faite avec les axes de coordonnées, et alors

dxcosoc -+- djcos p + dzcosy

est la projection du déplacement du point (a:, y, z) sur la
direction (a, (3, y). D'où l'on conclut qu'il existe une di-
rection (a, (3, y) sur laquelle les déplacements des diffé-
rents points de la figure ont des projections égales.

On trouve
de'

cos a =

cos B = _

2 + de'2

de

ros 7

+ de* + ĉ'-1

db

Prenons pour axe des 2 une parallèle à la direction
(a, [3, y) : cela revient à supposer

r/c — o, de' — o,

et les formules (7 ) se mettent sous la forme

dxz=ydb -f- dh,(

Les deux premières de ces équations, tout à fait sem-
blables aux deux premières des équations (10), montrent
que le déplacement, estimé parallèlement au plan des xy,
peut être regardé comme produit par une rotation au-
tour d'un axe parallèle à l'axe des z.



De là ce résultat bien connu, énoncé pour la première
fois par Poinsot en I834Î que tout déplacement infini-
ment petit d'une figure invariable peut être produit
par un mouvement de rotation instantané autour d'un
axe qui glisse infiniment peu sur lui-même.

En prenant Taxe de rotation pour axe des .s, on a les
formules simples

(14) dy=:-.Tdb,
dz = dh"y

dans lesquelles db est la quantité angulaire de rotation,
et dhr/ la quantité de glissement.

Des formules (7) et (i4) on peut déduire sans difficulté
toutes les propriétés géométriques du déplacement infi-
niment petit d'un corps solide^ en tant qu'il ne s'agit
que des vitesses des différents points du corps, propriétés
qui font l'objet d'un beau Mémoire de M. Chasles
(Comptes rendus, 26 juin i843).

7. Mais hàtons-nous de passer à un sujet moins étudié,
à la question des accélérations.

Les équations (7) diilérentiées donnent

1 d'.r = yd2b 4- zd'c -+- dydb -+- dzdc 4 d* h,
(i5) < d'y=z — xdH 4- zd*c'—dxdb 4- dzdc' 4- d2h',

( dH =. — xd'c ~yd2c' — dxdc — dyde'-h d-h»,

ou, en remplaçant dx, dj^ dz par leurs valeurs (7 ) ,

' d\r— — {db2 -f- de2) x -\-(d2b — dcdc')y

l + (d*c -f- dbdc') z -f- dbdh' 4- de dit" 4- d*/i,

dbdc)z~ db dh 4- r/cW -f-

ribde') x~{d"c' -\-dbde)y

fy^ z __ dedh — f/r'rfA' 4-



Si l'on prend pour axe des z l'axe instantané glissant,
il faut faire dans ces équations

de = o, de' = o, dhz=z o, dh' = o ;

elles deviennent ainsi

•zd'c

('7) ' = — xd2b—ydb2 -\-zd2c'-\-d7h',

', =. — xd2c — ydïc' -f- z . o -f- d7 h".

Les coefficients de se, j s 2 sont les éléments du déter-
minant gauche

— db7 d7b d7cy

— d7 b — db7 d2c'

— d2c — d7c o

La valeur de ce déterminant est

elle ne s'annule que pour

dbz= o,

ou
z=zo, d2c'=zo,

c'est-à-dire seulement dans le cas où le corps n'a qu'un
mouvement de translation et dans celui où l'axe instan-
tané conserve la même direction. Donc, dans le déplace-
ment continu le plus général d'un corps solide, il existe
un point dont Vaccélération est nulle. Les coordonnées
de ce point sont fournies par les équations

(18)
i xdb2 — yd* b—zd'c=z

8. Pour déterminer sa position, il faut d'abord fixer



( '65 )
la signification géométrique des quantités d*c, d*c\

On voit facilement, en différentiant les formules (12),
que, — doc et — dfi étant les compléments des angles
que le nouvel axe instantané fait avec les axes des x et
des j - , on a
(19) d2c = dbd$, d*c'= —dbda.

Si Ton prend pour plan des y z un plan parallèle à ce
nouvel axe, da sera nul, et par suite on aura

J(3 sera l'angle que forment les deux axes instantanés
consécutifs} par conséquent d*c sera le produit de la
quantité de rotation instantanée db par Vangle infini-
ment petit dfi des deux axes consécutifs.

Les quantités d*h, d^h' sont les déplacements paral-
lèles aux axes des x et des y que subit l'origine des coor-
données par la rotation autour du nouvel axe instantané.
Si l'on prend pour origine des coordonnées le pied de la
plus courte distance des deux axes et qu'on désigne par dp
cette plus courte distance, on reconnaît immédiatement
que

Quant à d*hl/, c'est la variation de la quantité de
glissement dh"'.

Lors donc qu'on prend pour axe des z l'axe instantané
glissant, pour plan des yz le plan parallèle aux deux axes
instantanés consécutifs, et pour origine le pied de la plus
courte distance de ces deux axes, les formules qui don-
nent l'accélération prennent la forme

d*x = — xdb* -+-yd2b-t- zdbdp,
( 2 1 )



( ^6)
Par suite, le point sans accélération a pour coor-

données

( 2 2 )

dbdtf

dp d2h"d2 b

d^h" dp.d*b
d$db7 dpdb*

9. Si Ton transporte l'origine en ce point sans changer
la direction des axes de coordonnées, les formules de l'ac-
célération deviennent

/ d*x = — xdb* -hfd2b -f- zdbdfl,
(23) ) d?y — — xd-*b— ydb*,

( d2z =z —

Elles ne sont autres que celles qui exprimeraient l'ac-
célération des différents points du corps si celui-ci tour-
nait sans glissement, avec la même vitesse de rotation,
autour d'un axe passant par l'origine des coordonnées,
et parallèle, dans ses deux positions consécutives, à l'axe
instantané glissant. On appelle, pour cette raison, le
point sans accélération centre des accélérations,

10. La dernière des équations ( 23 ) montre que l'accé-
lération d'un point, estimée parallèlement à Taxe instan-
tané, est proportionnelle à la distance de ce point au
plan passant par le centre des accélérations et parallèle
aux deux axes instantanés consécutifs.

Si Ton multiplie la première des équations (23) par x,
la deuxième par y et la troisième par z, et qu'on les
ajoute, on obtient

) +zd2z = —db2 (J;2

ou, en désignant par r la distance de l'origine au point



:r, y, z, et par p la distance de ce point à Taxe des

(24)

De là le théorème suivant : La composante de Vaccé-
lération dans le sens du rayon vecteur d'un point du
corps est directement proportionnelle au carré de la
distance de ce point à Vaxe des z> et en raison inverse
de sa distance à Vorigine.

11. Les formules (21) ou (23), jointes aux formules (14) ̂
fournissent immédiatement la solution d'une série de
questions sur les accélérations, comme par exemple le
lieu des points sans accélération tangentielle ou sans accé-
lération normale, le lieu des points dont l'accélération
normale est perpendiculaire ou parallèle à l'axe instan-
tané, etc. Elles font connaître le plan oscillateur et le
rayon de courbure de la trajectoire de chaque point du
corps, et elles permettent, connaissant les trajectoires de
deux des points du corps et la surface sur laquelle s'ap-
puie constamment un troisième point, de déterminer tous
les éléments nécessaires à la construction de ce plan oscu-
latenr et de ce rayon de courbure.

On peut consulter à ce sujet un Mémoire intéressant
de M. Resal, inséré au XXXVIIe Cahier du Journal de
VÉcole Polytechnique, ou le Traité de Cinématique
pure du même auteur.

12. Le calcul des suraccélérations, et eu général des
accélérations de divers ordres, se ferait comme celui de*»
accélérations simples, en dilTérentiant successivement les
équations (7) qui expriment les composantes des dépla-
cements parallèles aux axes de coordonnées.

Nous n'entrerons pas dans ces développements, le but
de ce travail étant seulement d'établir, par un procédé



nouveau, les formules propres à la résolution de toutes
les questions que l'on peut se poser sur le déplacement
continu d'un système invariable.


