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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 447

(voir t, XVII, p. 358);

Par MM. BERQUET et JOUFFRAY,
Eléves du lycée de Lyon.
Soient

x, —P; )
1
m=(p+Vp'+ qz)’,
1

wn=(p+ VP +gz_)

p et g sont supérieurs a zéro. Démontrer que :

1° Les termes x,, X4, . . ., X, vONt €n croissant ;

2° X7+ X5, — 2p est une quantité positive ;
n—2

TN L1 5
3° xy Xy Xy... X,_y n'est pas inférieure & — (2p) * 5

t n—2

40 20— 0y < — (””“’“’7’)3(7’)“—.

2=\ 2p 8p*

(GrunEerT.)

1° Si nous considérons la suite des termes x?, af,
X3, . .y Xn, nOUS VOyons qu’ils vont en croissant, puisque’
pour les avoir on ajoute a x} des quantités de plus en
plus grandes. La suite x,, x,, xs,..., x, sera donc for-
mée de termes croissants.

21.
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2° Nous avons

z} 4+ 21— 2p = \/p'+ qTu + VP + §T0ss

qui est évidemment une quantité positive, comme somme
de deux quantités positives.

3° Si nous effectuons le produit x; xs x5. .. X, s, il
vient
1

P (p+ VP +qm) (p+Vp+ qm) .

ol

o=

P+ Vp+gz.)

Si nous diminuons cette expression et que nous prou-
vions que la nouvelle quantité n’est pas inférieure a

n—2

. n—2
2
— (2p) *,
V2
la proposition sera démontrée.
Or, si nous supprimons ¢x, §xs,. .., GX,_3 sous les
radicaux, I'expression devient

n—3

r’(2p)?,

~

que nous pouvons écrire

n—2

(2p)* .

I
V2
Mais Pexpression x, x5. . . I,_, n’est jamais inférieure a

ceite quantité et pourra lui &tre égale dans le cas ou l'on

fait n — 2 =1, car alors le produit x; x,. .. x,_, se ré-
!

duit & p?, et si dans 'expression donnée on fait n = 3,

1
il reste p*. La troisiéme partie de I'énoncé se trouve donc
ainsi établie.

4° Pour démontrer cette quatriéme proposition, nous
ferous voir d'abord qu’elle est vraie pour n = 2; dans ce
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cas, on a .
z—a = (p+ o'+ qz) — (p),

et il faut montrer que Yon a

1

e 1 1 2 N\ 2
(p+Vr T gm) —p <= (LE%!E\) )
22

ou .
- 2 ~\? 1
(p+ VP +g5) <= (B—i;/;’—w’> +p’.
22

Elevant au carré les deux membres, il vient, toutes ré-
ductions faites,

-

pl+q\/17,

(P*+qyp) <(P2+9\/}'7)%+ s

inégalié qui est évidente.

Nous allons maintenant démontrer que la proposition
étant vraie pour n — 1, elle le sera pour n; a cet effet,
nous prenons le rapport

Ly = Ly

Ty — Lp—t

Si nous démontrons que ce rapport est plus grand que le
rapport des seconds membres correspondants, comme on
suppose que l'on a

1 n—3

o n-
1 (Pravr) (2N
Famr ""<2<zn—n% ( 2p ) (8/7’ ’

on en conclura I'inégalité

1 n—2

) =
1 1”+f1\/p> (_gi) :
x, x"—'<2(2n-2)%< 2p 8],3

Calculons

Tp—t = Lp—;

Tp— Ty
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Ona
xl =p+ \/;p_"_-g—‘q.r,._.,
zi_ == p 4+ VP 9T
et

(zi — p)=p* + qZu_i,

(7}, — p) =P + ¢Tu_s;
d’ou, en retranchant membre 2 membre,
(#2 + 2 —2p) (2 — 2,_,) = ¢ (Fns — Tna)-

On en déduit donc

Lo Tp—mz

(VP* 4+ gZos + VP* + qZns)

I

Zp — Tpy ;
1 1
o )\ 2

et [(l’+ \/P2+q‘rn—|)2 -+ (I)+\/P2+ (].’l‘,._g) ]

La question se trouve donc ramenée a prouver que ’on a
1 —_ -
’7 (VPI -+ gy + \/]’z -+ 9“/:—2)

< [(11 s+ (p v gy |

>2; (@;)"’
q

inégalité qui sera évidemment remplie si I'on a
b g
% e+ avp (p+ VP + g p) > 2 <;P;) ,
ou

6 - . 8p3\ ¥
D(pr+avr)p+Vp+gyp) >2 (q—'i) .

q

Cette derniére condition est toujours remplie, car en effec-
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tuant le produit dans le premier membre, on a

1
)

-:liz;l(qp.\/;+...)>2 (%@) ’

les points dans la parenthése remplacant des termes tous
I P plag

positifs. Le premier terme seul étant plus grand que le

deuxiéme membre, I'inégalité sera satisfaite, et I'on a

P LI (!”_%_Né)

o (2n—2) % 2])

n—2

g\t
(&)

ref-

ce qu'il s’agissait d’établir.

’

Question 54T,
(voir t. XIX, p. 405);

Pax M. DRIANT,
Eléve du lycée de Metz (classe de M. Ribout).

Lorsqu’une conique est circonscrite & un triangle, la
somme des carrés de ses demi-axes est égale au carrée de
la tangente menée de son centre au cercle des neuf
points, multiplié par le produit des distances de ce
centre aux cotés du triangle, et divisé par le produit des
distances de ce centre aux droites qui joignent les mi-
lieux des cétés du triangle. (Faure.)

Je prends pour axes deux cotés du triangle donné;
soient a et c les longueurs respectives de ces cotés et §
leur angle. L'équation d’une conique circonscrite sera

Ar* +Bzy +Cy*— Aax — Ccy — o.

Pour calculer la somme des carrés des axes de cette
conique, je vais la couper par un cerele ayant méme

<
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centre que la conique, et en exprimant que ce cercle est
bitangent a la conique, j'obtiendrai une équation du se-
cond degré en R? dont les racines seront les carrés des
demi-axes. .
Les coordonnées x,, y, du centre de la conique sont

C(Bc — 2Aa) Y __A(Ba—2Cc¢)
B —4AC ' T B*—fAC

x, = k

Si on transporte l'origine en ce point, I'équation de la

conique devient

AC(Ce’+Aa*—Bac)
B:— 4 AC

Ax*+ Bay + Cy? + =o.

L’équation d’un cercle concentrique est
x? 4 y? +2xycos§ — R? = o.
L’équation de I'ensemble de deux droites passant par
I'intersection de ces deux courbes est
(AR? + «)x? + (BR? + 2« cos 8)zy + (CR* + «) y*= o,
en posant

AC(Cc® + Aa®— Bac)
— 4AC

o=

Pour que ces deux droites se confondent, on doit avoir
Ré(B*— 4AC) — 4R?(A + C — Bcosd)a +...=o.
La some des carrés des demi-axes est donc

(Aa*+ Cc* — Bac)

(r) 4‘“‘ (BT — 4AC)

(A +C— Bcos).

Le produit des distances du centre aux trois cotés du
tiiangle est

P e (f—' + Q—l) sin®0
a ¢

i 1 2
-+ — 4+ — — — cO0s6
a? ¢! ac
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Le produit des distances du centre de la conique aux

droites qui joignent les milieux des cotés du triangle a
qui ] g
pour expression

(5 —)’.) <£—-I“) (-2—1l + %—1> sin30
2 2 a

c

I I 2
i2w——z+ - — —cosf
at ¢

ac

Le rapport de ces deux produits est

8z, 5, (cx, + ay, — ac)
(e—2x)(ea—2z)(2¢x,+ 2ay, —ac).

Si on remplace dans cette expression x; ety par leurs
valeurs, on trouve

3 8AC(Bc—2Aa)(Ba—2Cc)

X [Ce(Be—2Aa) —+—An(Ba——2Cc)—ac(B’——4AC)]z
[e(B* — 4AC) — 2A(Ba — 2Cc)]
%X[a(B’—4AC) — 2C(Bc— 2Aa))]
< [2Cc(Bc —2Aa)+2Aa(Ba—2Cc)— ac(B*— 4AG)]
ce qui se réduit a

8AC(Ce* + Aa* — Bac)
(2) B[2B(Cc*+ Aa’) — ac(B* + 4 AC)]

11 reste a calculer la puissance du centre de la conique

par rapport au cercle des neuf points du triangle; 1'équa-
tion de ce cercle est

a
z? -+ y* + 2xy.c0s0 — <; ~+ c.coso> z

c ac.cosf
— |- +a.cosb} y + ——— =o.
2 2
La puissance cherchée est donc
r? 4+ y? 4+ 22y cosb

a € ac.cosf
——(——{—ccose &£, —\ —+acosb) y, + =o0
2 2 2
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Si on remplace x; et y, par leurs valeurs, on a une
expression dont le dénominateur est

B — fAC),
et le numérateur est
C(Bc —2Aa)*+ A*(Ba— 2Cc)?
+2c0s0.AC(Bc —2Aa) (Ba— 2Cc)

— (B* — 4 AC) [A(Ba——ch) <~:—+ ncose)

+ C(Bc +2Aaq) (; + ccose) l

ac cos 9

— 4 AC),

2
cc qui devient, en développant,

B:(Cte? + Aa?) + 4A?C(a* + ) — 4 ABC(A + C)ac
+ 2B2ACcosb.ac— 4 ABCcosf(Aa*+Cc?) + 8 A C*ac cosd

2
uc_ [Ac(Ba— 2Ce) +2Ceccosd (Be— Aa)

+2Aacosf§(Ba—2Cc) +Ca(Bc—2A4a)]
S0 COS
—B—ZL;(LO:—G— — 4B?AC cosb.ac +8A’C*ac cos?.

Cette expression peut s'écrire en divisant tout par B :
B(C*c* + A’a?) — 2 AC(A + C)ac + 2BACac.cosf
B*accos6  Blac(A + C)
+ —
2
-+ BAC(a* + ¢*) — B*(Cc? + Aa?) cosd,

ce qui peut s'écrire

—éj—c (B* 4 4 AC)a B”O[ 2B(Ce? + Aa)]
4 accc:sSB (B? -+ 4 AC) -+ g_B(A—&—C)Q(Am-*-Ccu)'
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La puissance du centre de la conique par rapport au
cercle des neuf points est donc

(3) B(A+ C—Bcost) < [2B(Aa*+ Cec?) — ac(B*+ 4AC)]
2(B*— 4AC)

Si on fait le produit des équations (2) et (3), on ob-
tient pour résultat I'équation (r). C. Q. F. D.

Question T96;
Par M. MUZEAU,

Lieutenant d’artillerie.

On propose de démontrer que la circonférence de
Uellipse, dont les axes sont 2a et 2b, est égale a la cir-
conférence du cercle dont le rayon R est déterminé par

la formule
4R = Va? (2 + V2) + b (2 — V2)
+ Va2 (2 — V2) + b*(2 + y2),

en négligeant seulement la huitiéme puissance de U’ ex-
centricité, et l’on demande de construire R.

(Hermite.)

Vai(a+y2)+ b (a—y2) = V2 (a'+ b) + 2 (a'— b)

ou, en posant a* — b* = a’ e,

\/a‘(z 4+ y2)+ b (2 — v2)

—=V2a + 24’ — 2a%¢: + Y22

:avmz—:vz‘;:m\/,ﬂu(z—_‘vz)




2 4 2. 16
1.1.3 ¢¢(2 — /2)°
2.4.6 64

T 2.4.6.8 256

1.1.3.5 e(2— ﬁ)‘__.,].

On a de méme

Var (2 — y2 +b’(2+\/2)’“2a\/l_e’ <M)

4
=2a [x_i e(2+v2) 1.1 e(242)
2 4 2.4 6

_1.1.3 (2 + /2"

2.4.6 64
I.1. 35e’ 2+\/—
" 2.4.6.8 256 A

En négligeant la huitiéme puissance de I’excentricité,
on a donc

e[ (-3 () 552
on o (1355

le second membre de la derniére égalité est, en négli-
geant seulement la huitiéme puissance de I’excentricité,
la mesure de la circonférence de lellipse dont les axes
sont 2a et 2b.

Note. — M. Muzeau fait suivre ce calcul d’une construction de R assez
compliquée. Mais i! en existe une plus simple, conséquence d’un théo-
réme dd a Bernoulli. Soient AC=AB+BC=a-+b le diamétre d'un
cercle, ADEFC le demi-octogone regulier inscrit dans ce cercle, on aura

n:ED_T_B_F.
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On aura ainsi une valeur approchée par excés de la circonférence de V'el-
lipse (voir Nouvelles Annales, t. XIII, p. 346, et t. XXIII, p. 403).

Autres solutions par MM. Lucien Bignon, de Lima, et Th. Williére, de
Thuin.




