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DISCUSSION DE L’INTERSECTION BE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 481);

Par M. L. PAINVIN.

§ IV. — L'équation en k a deux racines égales.

14. Lorsque U'équation en A a deux racines égales,
les deux surfaces se touchent en un point unique, sile
céne correspondant a la racine double est un céne pro-
prement dit; les deux suifaces seront bitangentes et se
couperont suivant deux courbes planes, si le céne cor-
respondant & la racine double se réduit a deux plans
distincts; la droite quijoint les points de contact (¢ est-
a-dire Uintersection des deux plans) n’appartient pas
aux deux surfaces.

Réciproquement, lorsque les deux surfaces sont tan-
gentes ou doublement tangentes, l'équation en ) a deux
racines égales : dans le premier cas, le cone correspon-
dant a la racine double est un céne proprement dit;
dans le second cas, ot l'on suppose que la droite des
contacts n'est pas une droite commune ayx deux sur-
faces, le cone correspondant a la racine double se réduit
& deux plans distincts.

L’énoncé suivant plus détaillé fera mieux saisir la
position relative des deux surfaces.

Premier cas. — Le céne correspondant a la racine
double est un céne proprement dit.

Soient A le sommet du céne correspondant a la racine
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VII. {(Décembre 1868.) 34
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double, B et Cles sommets des cones correspondant aux
deux racines simples :

1° Les deux surfaces S et T se touchent au point A
les sommets B et C des deux cdnes, correspondant aux
racines simples, sont dans le plan tangent commun aux
deux surfaces. Les points de contact des plans tangents,
menés & chacune des surfaces par la droite BC, sont en
ligne droite avec le sommet A ; soit AD cette droite.

2° Les trois points A, B, C ont méme plan polaiie
par rapport aux deux surfaces; le plan polaire du
point A est le plan tangent commun BAC; les plans
polaires des points B et C sont respectivement les plans
CAD et BAD. Il n’y a que ces trois points qui aient
méme plan polaire par rapport aux deux surfaces.

3° Le cone (A), correspondant & la racine, (%ouble,
est conjugué par rapport au triédre formé par les trois
plans qui ont méme péle par rapport aux deux sui-
Jaces; les arétes de ce triedre sont les droites AB, AC,
AD précédemment définies. Les cones ayant leurs som-
mets en B et C touchent le plan tangent commun BAC ;
BA et CA sont respectivement les génératrices dc
contact.

Lorsqu’un plan tourne autour de BC, ses péles, dis-
tncts par rapport a chacune des deux surfaces, se meu-
vent sur AD, et inversement. Lorsqu'un plan tournc
autour de AC, ses péles, distincts par rapport a chacune
des surfaces, se meuvent sur AB, et inversement.

4° La courbe d’intersection des deux surfaces est une
courbe gauche du quatriéme ordre ayant un point dou-
ble au point ou les deux surfaces se touchent; les tan-
gentes en ce point double sont les intersections du plan
tangent commaun avec le cone correspondant & la racine
daouble ; ces tangentes sont conjuguées harmoniques par
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rapport aux droites qui joignent le point double aux
sommets des deux autres cones. Le point double de la
courbe gauche ne peut pas devenir un point de rebrous-
sement, tant que I’équation en X n'a que deux racines
égales. Le point double est isolé lorsque le plan BAC
coupe le cone (A) suivant deux génératrices imagi-
naires.

Deuxiime cas. — Le céne correspondant & la racine
double se réduit a deux plans distincts.

1° Les deux surfaces se coupent suivant deux courbes

 planes et se touchent en deux points situés sur la droite

d’interseetion des deux plans; cette droite n’est pas si-
tuée sur les surfaces.

Soient ABC et ABD les plans des deux courbes, A et B
les points ou les deux surfaces se touchent, CDA et CDB
les plans tangents communs.

2° Les cones, correspondant aux racines simples, ont
leurs sommets sur la droite CD, intersection des plans
tangents communs, soient C, et Dy ; les plans qui pas-
sent par les sommets G, et D, et par la droite AB des
contacts forment un systéme karmonz'que par rapport
aux deux plans ABC et ABD des courbes communes.
Les cones (C,) et (Dy) touchent a la fois les plans tan-
gents communs CDA et CDB; les plans de contact sont
précisément les plans C; AB et D, AB.

3° Un point quelconque de la corde des contacts, AB,
a méme plan polaire par rapport aux deux surfaces, et
ces plans passent tous par la droite CD, intersection des
deux plans tangents communs.

Les sommets des deux cones, correspondant aux ra-
cines simples, ont méme plan polaire par rapport aux
deux surfaces; les plans polaires des points C, etD, sont
respectivement les plans D, AB et C, AB.

34.
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Les plans polaires d’un point quelconque, pris sur CD
intersection des plans tangents communs, sont diffé-
rents pour chacune des surfaces, mais ils passent tous

par la droite AB.

15. Je vais démontrer toutes les propositions renfer-
mées dans I'énoncé qui précéde. Je ferai d’abord obser-
ver que, dans cette étude et dans les suivantes, je ne
m’occuperai plus de Ja distinction entre les solutions
réelles et les solutions imaginaires.

Reportons-nous aux équations générales (1), (2), (3),
(4) du n®1, et supposons que 'équation en A (4) posséde
une racine double 3, ; nous prendrons le sommet du cone
correspondant comme sommet A du tétraédre de réfé-
rence; I’équation de ce cone ne devra plus renfermer de
terme en x; or cette équation se déduit de I'équation (3),
n°1, eny faisant A = 2,; on devra donc avoir

A Au_ Ay A

26,

1 = = —— ==
(1) B, B, B, B,
L’équation du cone est alors

s (As =+ XBuy) y?' 4 (A + 2 Byy) 22
(2) <« +(Au—+XBy)e?+ 2 (Ay + ABy) vz
+ 2 (Ag + X Bu) yt + 2 (A + NByy) 2t =0,

et I'équation en A devient

B., B, B, B,
By(A— %) Ap—+ ABy Ay + ABy Ay + By
Bs(0—%) As-+13By Ay, + 3By Ay -+ 2B,
By (> —X) Au-+2aBy Ay -+ 3By A+ B

La racine 2, devant étre une racine double de P'équa-
tion (3), le multiplicateur de (A —2,) devra s’annuler
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pour A =1, ; on trouve ainsi la condition
Ay 4+ 2By Ay 4 2By Ay + 2By,
(4) Bi| A+ 2Bz Ay +X By Ay + 2By {=o0.
A +2Bin A+ 3Bi Au+ 2By

Cette derniére équation se décompose en deux; en
égalant & zéro le premier facteur, le céne (2) reste un
cone proprement dit; mais si 'on égale a zéro le second
facteur, on a précisément la condition pour que le cone (2)
se réduise i deux plans distincts.

Remarquons de suite que, dans le cas actuel, le cone (2)
ne peut pas se réduire a deux plans coincidents; en effet,
eu égard a la relation (4), I'équation (3) en 1 peut
s’écrire :

( By Ay —+)B; Ay + 2By
(A—%)?! Bu| By Ag 2By Ay —+ KBy,

( B, A+ 3By Aw -+ 2By
B, Au+ 2B, A+ B,
(5) —By;; | Bsy A+ 2By, A+ ABy
By Ao+ 2B Ay -+ 2By
B, An—+ 2B Ay + 2By
+By | By Ay + 2By, Ay + 3By |) —o.
\ By Au—+3iBn A+ 3By

Or, pour que le cdne (2) se réduise a deux plans coin-
cidents, on devrait avoir .

Ay + 2By Ay~ By Ay~ AoBy ’

<
Ai? + )‘0B2:‘ . A'li + )0873 —_— A'.M + )‘OBT‘ .
Ax +MBu T As 0By Au+ 2B

‘ A 4By An+3oBay _ A+ 4Ba

(6)

Mais on voit alors que, eu égard aux relations (6), la
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quantité entre parenthéses, dans 1'équation (5), s'an-
nule pour A =1, ; I'équation en 1 aurait donc trois ra-
cines égales.
Ainsi nous n’avons & examiner que les deux cas sui-
vants :

1° Le cone correspondant a la racine double est un
cone proprement dit;

2° Le cone correspondant a la racine double se réduit
4 deux plans distincts.

1° Le céne correspondant a la racine double

est un cone proprement dit.
*

16. Je prendrai pour tétraédre de référence un 1é-
traédre dont trois des sommets seront : le point A, som-
met du cone correspondant a la racine double; les points B
et C, sommets des cones correspondant aux deux racines
simples; le quatriéme sommet reste arbitraire.

Reprenons I'analyse du numéro précédent; exprimant
d’abord que le cone, correspondant a la racine double,
a son sommet en A, on a les relations

Av_ An_ As Ay
B, B, B, B,

(1) ==k

puis, en écrivant que I’équation (3) en & admet A, pour
racine double, on arrive a la relation (4), qui doit étre
vérifiée en égalant a zéro le premier facteur; on a ainsi

(2°) B,=o0, dou A, —=o,
puisque 2, n’est ni nul ui infini.

Si maintenant 1, est la premiére des racines simples,
le cone correspondant doit avoir son sommet en B, c’est-
a-dire que son équation [déduite de I'équation (3), n° 1,
en y faisant A = 2, ] ne doit pas renfermer de termes en ) ;
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on conelut de !a

° Ay Ay Ag Ay
= = = — .

B, B, By B

(3°)

De méme, le cone, correspondant 4 la racine simple 2s,
devant avoir son sommet en C, on aura
Ay Ay Ay _ As

4° —_— e = I e — — ).
() B, B, B, B, :

Comparant les rapports (3° et (4°), on voit que

Ay Ay
—_— = — — == — Ay}
B, By ”

el comme A, et 1, sont des racines distinetes, ni nulles,
ni infinies, il cn résulte

(50) Ay =o, B23 — 0.

La comparaison des rapports (1°) et (3°), pilis (1°)
et (4°), nous donne encore '

(60) A,=o0, B,=o0; Aj;=o0, B;=o.

En ayant égard aux relations (1°), (2°), (3°), (4°), (5°),
(6°), les équations (1) et (2), n® 1, des surfaces S et T,
deviennent :

(S) Any*=+ Anz*+ Aul?
+ 2A,7t +2A, 5t + 24, 2t =0,
Ay Agy

(7) {(T) ==y*+ —z"+ B¢
% N

All AZ‘ A:‘l‘
+o2 x4+ 22yt 4+ 2 ar=o.
! )o )‘l )‘2
Nous voyons déja que le plan =0 est tangent aux
deux surfaces en A, caril les coupe toutes deux suivant
deux droites qui se rencontrent en A. Ainsi :
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« Les deux surfaces se touchent en A ; ce point A est
» le sommet du cdne correspondant a la racine double,
» et les sommets B, C, des deux cones correspondant aux
» racines simples sont dans le plan tangent commun aux
» deux surfaces. »

Le plan polaire du point B est f, = o; on trouve pour
les deux surfaces

Aypy + Ayt = 0;

ce plan est donc le méme pour les deux surfaces et passe
par I'aréte AC; nous pouvons le prendre pour plan ACD
du tétraédre de référence, ce qui revient a supposer

(7°) Ay =o0;

d’ailleurs onne peut pas admettre que A,, soitnul, caralors
les équations (7) représenteraient des cones, et }'équation
en A aurait des racines nulles ou infinies. Le plan‘polaire
du point Cest f; =03 on trouve pour les deux sur-

faces
Ayz+ Ayt =o0;

ce plan est encore le méme pour les deux surfaces et
passe par l'aréte AB; nous pouvons le prendre pour
plan ABD du tétraédre de référence, c’est-a-dire sup-
poser

(8°) A =o.

Le coefficient A, ne peut pas étre nul, car les équa-
tions (7) représenteraient deux cones ayant méme som-
met, en ayant égard aux relations (7°) et (8°). Ainsi,
dans I’hypothése actuelle, les équations des deux sur-
faces pourront se mettre sous la forme définitive

(S) & 4+ cz*+ de*+22t—o0,

(8) ‘
? (T) by*~+ecz+dt*+ 2xt=o.
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L’équation en 1, correspondant aux équations (8), est
(9) (A +1)2(by +2b) (¢, +Ac) =0,
et les équations des trois cones sont

(A) (b—0b)y*+ (¢ — )+ (d—d,\)t*=o0,
correspondant 4 la racine double;

(10) {(B) (bic — be,)s* + (b, d—bd,) t?+ 2 (b, — b))zt = 0,
(C) (eb —cb,)y*+ (eid —cd) t? + 2 (¢, — c)xt = o,

\ correspondant aux racines simples.

17. Les plans
dt +~2x —0, dit+2xr—=—0

sont respectivement tangents aux surfaces (8), et les
points de contact sont évidemment sur I'aréte AD; ainsi:

« Les points de contact des plans tangents, menés a
» chacune des surfaces par la droite BC, sont en ligne
» droite avec le point A ou les deux surfaces se tou-
» chent. »

C’est sur cette droite AD que I'on place le quatriéme
sommet D du tétraédre de référence; sa position sur cette
droite reste d’ailleurs arbitraire.

« Les trois points A, B, C ont méme plan polaire par
» rapport aux deux surfaces; le plan polaire du point A
» est le plan tangent commun BAC; le plan polaire du
» point B estle plan CAD; le plan polaire du point C
» est le plan BAD. »

Ces propositious, déja démontrées, se concluent immé-
diatement des équations (8); J’ajoute que

« Les trois points A, B, C sont les seuls qui aient
» méme plan polaire par rapport aux deux surfaces. »

Car, en identifiant les équations des plans polaires
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d’un point (Xo, ¥y, Zo, L), ON a

A by, ez, __dhy+x,

t, biye caz, dit,+x,

on verra sans difficulté que ces équations ne donnent que
les trois points A, B, C, car les constantes b, ¢ sont es-
sentiellement différentes des constantes &,, ¢,, autre-
ment I'équation en 1 (9) aurait trois racines égales.

Les équations (10) mettent en évidence les propriéiés
suivantes :

« Le cone correspondant a la racine double est con-
» jugué par rapport au triédre formé par les trois plans
» qui ont méme podle par rapport aux deux surfaces; les
» arétes de ce triédre sont: lesdroites qui joignent le som-
» met (A) aux deux autres sommets (B) et (C) corres-
» pondant aux racines simples, et la droite AD sur la-
» quelle se trouvent les points de contact des plans tan-
» gents menés par la droite BC. »

Les cones ayant leurs sommets en B et C sont res-

» pectivement tangents au plan tangent commun BAC;
» BA et CA sont les génératrices de contact. »

On constatera immédiatement, a l'aide des équa-
tions (8), que:

« Lorsqu’un plan tourne autour de BC, ses poles, dis-
» tincts par rapport a chacune des surfaces, décrivent la
» droite AD, et inversement; »

« Lorsqu'un plan tourne autour de AB, ses poles, dis-
» tincts par rapport a chacune des surfaces, décrivent la
» droite AC, et inversement.

18. Il nous reste enfin 2 démontrer la proposition sui-
vante :

« La courbe d’intersection des deux surfaces est une
» courbe du quatriéme ordre ayant un point double au
» point out les deux surfaces se touchent; les tangentes
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» en ce point double sont les intersectious du plan tan-
» gent commun avec le cone correspondant a la racine
» double de I’équation en 1; ces tangentes sont conju-
» guées harmoniques par rapport aux droites qui joignent
» le point double aux sommets des deux autres cones. Le
» point double de la courbe gauche ne peut pas devenir
» un point de rebroussement tant que I'équation en A n’a
» que deux racines égales. »

~ L’équation du cone correspondant a la racine double
est, n° 16,

(11) (b—0)r*+(c—c))22+ (d — d))t*=0;

un plan quelconque passant par le sommet A aura pour
équation
Yy = mz -~ nt;

il coupera les deux surfaces (8) suivant des courbes res-
pectivement situées sur les cones

(bm?* 4 c)z*+ (bmr 4 d)1* + 2bmnzt + 2xt = o,
(12) (bim*+c)z* + (b,n* + d,) 2+ 2b,mnzt + 22t—= 0.

Ces deux cdnes touchent le plan BAC, ou t=o, suivant
Varéte BA ; par conséquent un plan quelconque passant
par le point A coupe les deux surfaces suivant deux
courbes qui se touchent en A, la tangente commune est
dans le plan BAC; en d’autres termes, un plan quel-
conque passant par le point A y rencontre la courbe
gauche, intersection de deux surfaces § et T, en deux
points coincidant avec le point A ; donc A est un point
double pour cetie courbe gauche.

Le cone (11) passe par cette courbe; les génératrices de
ce cobne, situées dans le plan t=o, rencontreront la
courbe en trois points coincidents, car tout plan passant
par une de ces génératrices coupera les deux surfaces sui-
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vant deux coniques osculatrices ; pour constater ce dernier
fait, on remarque que les génératrices en question sout

(13) t=o0, (b—10b)y*+(c—ec)z*=o;

. . c— ¢, - .
si alors on fait m = 75 ¢ S T'on assimile les
—

équations (12) a celles de deux coniques, I’équation en p,
qui correspond aux sécantes communes, est

(g +1)[(b 4+ pb)m* 4+ c4 pe]l=o,
ou, en remplacant m par sa valeur,
(p+1)=o0;

cette équation ayant ses trois racines égales, les cones (12)
sont osculateurs.

Ainsi les droites (13) sont bien les tangentes au point
double; ces deux droites forment évidemment tin systéme
harmonique par rapport aux droites AB et AC, c'est-a-
dire z =o et y = o.

Pour que le point double A soit un point de rebrous-
sement de la courbe gauche, il faudrait que les deux tan-
gentes (13) se confondissent, c’est-a-dire que I'on etit

by=b ou ¢, =c;

mais alors I'équation (g) en A posséderait trois racines
» . . b b pl
égales, ce qui est contraire a 'hypothése.

Le point double A est un point isolé, lorsque le plan
tangent commun coupe le cone correspondant a la racine
double suivant deux génératrices imaginaires.

Remarque. — La réciproque énoncée au n° 14 se dé-
montrera faeilement en prenant le point de contact des
deux surfaces pour un des sommets du tétraédre de réfé-
rence, et le plan tangent commun pour une des faces ad-
Jacentes a ce sommet, etc., etc.
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II° Le cone correspondant a la racine double
se compose de deux plans distincts.

19. Jai déja remarqué que ces deux plans ne peuvent
pas se confondre (n° 15) ; on peut donc les prendre pour
plans ABC et ABD du tétraédre de référence. Reportons-
nous aux équations (1), (2), (3)dun® 1; si %, estla ra-
cine double, I'équation (3), ot I'on remplace A par Ay, ne
devra renfermer que le terme en z¢, puisque cette équa-
tion doit représenter les deux plans ABC et ABD ou

= o0 el z =0; on aura donc

v _ A Ay du_ A
Bll BZ‘I B33 - B“ - Bil

A M Aa_ A
B, B, B, By

= .

Les équations des deux surfaces pourront alors s’écrire

(S) A,r? + Apny? -+ Ay z? 4 Ay 2
+2A,7y + 2A,22 + 2A 2t
+2Ay5)3 + 24yt + 2 A2t =0,
(T) ANz 4 Apy® 4+ Ayz® + A t?
~+ 2A,xy + 2A 22 + 2A,,x¢
\ + 2A5; )3+ 2Axyt + 2By 2t =03

I’équation en A est, dans le cas actuel,
‘ A, A, A,g()\—{'—l) A“()‘—f—l)
Ay Ayp An()—*‘l) Au()\-{—l)

|
Ay Ay Ayu(M 1) By 4-)Ay
Ay Ap By + 245 Ay (1 -+ l)

(15) (A1)

= C.

I.a droite AB rencontre les deux surfaces aux deux
mémes points; car si 'on fait z=o0, t=0, dans les équa-
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tions (14), il vient
(16) Ayx?+ 24,2y +~Apy?=—o0;

les plans tangents en ces points (o, ¥o, 2,=0, o= 0)
ont pour équation

-z'o(Anz"f' Apy +Asz+ Ay l‘)
+ fu(Azl T+ Any + Anz+ Ay t) = 0;

(17)

ces plans tangents sont aussi les mémes pour les deux
surfaces; donc les deux surfaces sont bitangentes.

Les deux points (16) sont distincts, car s'ils étaient
coincidents, on pourrait supposer A,, et A,, nuls, et on
voit alors que 1'équation en 2 (15) aurait trois racines
égales. Nous pouvons donc prendre les deux points (16)
pour sommets A et B du tétraédre de référence, ce qui
revient a supposer .

(lo) A,=o, Ajp=o.

.

Les plans tangents aux points A et B sont alors,d’apres
I’équation (17) et les relations (1°),

(18) Apy 4+ Apz+ Ayt=0, Ayrx-+ Apz—+ Ayt=o.

Or ces plans ne passent pas par la droite AB; car s'ils
. . . 7,
passalent par cette droxte, on aurait An: o, et 1 equa-
tion en A (15) aurait quatre racines égales. Nous pouvons
donc prendre les deux plans (18) pour faces ACD et BCD

du téiraédre de référence, c'est-a-dire supposer

(2°) Ay=0, A y=0; Aj—=o0, Ay=—o.

Nous concluons de 14, en ayant égard aux relations (1°)
et (2°) et en nous rappelant que A;; n’est pas nul, que
les équations des deux surfaces peuvent se ramener a la
forme définitive
(S) az*+ be* + 22y + 2c2t=o0,

(T) az*+ bt*+ 22y + 2¢,52 = 0.

19)
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L’équation générale des surfaces passant par les points
communs aux surfaces (19) est

fa(d+1)22 4+ b +1)e?
I +2(0+1)zy+2(c+re)st=o,

(20)

et I'équation en A est alors
(21) (A4 1) [ab(} 4+ 1)) — (¢ +%e,)]=o.

Si I'on prend pour 1 les racines simples de I'équa-
tion (21), savoir :

¢+ ke
A+

== \ab,

les équations des cones correspondants seront, d’aprés
I’équation (20),

(22) ‘(C.) az? + bt* ++ 22y + 2 \/ab.zt = o,

22 —

( (D) az’+ bt* 4+ 2xy — 2 yab .zt = o;
équations qui peuvent s’écrire

() (sva—+eyo) +2my=o,

{ (D) (zya—1tyb) + 22y =o.

I.es sommelts de ces deux cones sont évidemment

(22 bis)

(23) $(C.) x=o0, y=o0, zya+tyb=o,

((Dl) r=o0, y=o, Z\//—z—t\/Z:O.
Nous voyons donc que :

« SiI'éguation en ) a deux racines égales, et si le cone
» correspondant a la racine double se réduit 4 deux
» plans, les deux surfaces se coupent suivant deux cour-
» bes planes et se touchent en deux points situés sur la
» droite d'intersection des plans de ces deux courbes. »
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Réciproquement : « Lorsque deux surfaces da second
» ordre se coupent suivant deux courbes planes, ou
» mieux, lorsqu’elles sont doublement tangentes et que
» la corde des contacts n’appartient pas a ces surfaces,
» I'équation en 1 a deux racines égales, et deux seule-
» ment: le cone correspondant i la racine double se ré-
» duit a deux plans. »
Cette réciproque se démontrera sans difficulté en pre-
nant les deux plans pour plans de coordonnées ou pour
faces du tétraédre de référence.

20. Les équations ( 22 bis) nous montrent que :

« Les cones correspondant aux racines simples ont
» leurs sommets sur I'interseetion (D) des plans tangents
» communs aux deux surfaces, et touchent i la fois ces
» plans tangents communs; les plans de contact passent
» par la droite AB et forment un systéme harmonique
» par rapport aux plans ABC et ABD des deux courbes’
» planes communes. » : .

Les plans polaires, par rapport aux surfaces (19), d'un
point quelconque (xy, ¥, 2o, ¢,), ont pour équations res-
pectives :

.zoy~—4-y.,.r+z.,'(az+ct) + t(cz + bt)y=o,
Zyy + yox + 3,(az + e,t) + ti(c,z + bt) = o.

(24)

On constate immédiatement que :

« 1° Les plans polaires d’'un méme point se coupent
» sur un plan passant par la droite AB. »

« 2° Un point quelconque de la corde descontacts AB
» a méme plan polaire par rapport aux deux surfaces, et
» ces plans passent tous par 'intersection des deux plans
» tangents communs. »

« 3° Les poles des plans passant par la droite AB sont
» distincts pour les deux surfaces. »
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« 4° Les sommets des deux cones correspondant aux
racines simples ont méme plan polaire par rapport
aux deux surfaces; le plan polaire du sommet C, est
le plan D, AB, et le plan polaire du sommet D, est le
plan C,AB. »

« 5° Les plans polaires d'un point quelconque, pris
sur la droite CD, intersection des plans tangents com-
muns, sont différents pour chacune des surfaces; mais
ils passent tous par la corde des contacts, AB. »

(La suite prochainement. )



