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PROPRIETES NOUVELLES DES DIAMETRES CONJUGUES
DE L’ELLIPSE ET BE L'HYPERBOLE;

Par Georces DOSTOR,

Docteur és Sciences.
.

1. Considérons les équations
(1) @Eyr+barr=abh? | a'y — 0xt= — a*b?

de l’ellipse et de I'hyperbole rapportées a leur centre O
et a leurs axes; et soient F, F’' leurs foyers. Appe-
lons x, y les coordonnées d’un point M de ces courbes;
p le rayon central OM qui aboutit au point M; r, r/ les
rayons vecteurs menés des deux foyers au méme point;
et 2¢ I'angle compris entre ces rayons vecteurs. Dési-
gnons, en outre, par 2c¢ la distance focale FF, de sorte
que
= a*— b | = a*+ b,
2. Dans le triangle MFF’, la droite MO est la mé-

diane sur le coté FF’; par conséquent, nous avons

(2) ( 4p*=r*+r"*+ 2rr'cos2gp,
2
fer=r*+ r'*— arr'cos2g,
ou, en remplagant cos29 par cos’o — sin*¢ et en multi-

pliant 7* 4+ 7'* par sin*g + cos*p =1,
4p*=(r' -+ r)*cos’e + (r' — r)’sin’y,

(1
{0 4= (r' — r)?cos’¢ + (r' + r) sin’o,

puis, en observant que

r'+r=aa, ] r'—r=a2a,
(1)
( 4p°= fatcos’e+(r'—r)*sin’y, | 4p° = 44’ sin’g + (' + r)cos’yp,
4ct = 4a’sin’¢ + (r'—r)*cos’y. | fc*= fa’cos?q + (r' + r)?sin®y.
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3. On peut donner une autre forme a ces relations.
Dans la premiére des égalités (2), remplagons cos2¢
d’abord par 1 — 2sin’g, puis par 2cos*¢ —1; et, dans
la seconde, cos2¢ d’abord par 2cos’¢ —1, puis par
1 — 25sin*¢ : nous obtenons

| p*= a*— rr'sin’g, l

() 2

2 __ 2
p’=a’+ rr'cos’y s

= a*— rr'cos’y. | = a’+ rr'sin’o.

4. Ajoutons ces équations, de part et d’autre, membre
a membre, nous trouvons
g+ =2a’—rr'; | P+ cl=a2a’+rr;
en observant que
al— = b | @ —ct=— 0
on voit que ces relations reviennent a
(1v)

=+ b'—rr'. p’=at— b+ rr.

TukoriME 1. — Dans toute el-
lipse, le carré d’un rayon central
est égal & la somme des carrés
des demi-azes, diminuée du pro-
duit des rayons vecteurs qui abou-
tissent @ son extrémité.

THEOREME 1. — Dans toute I -
perbole, le carré d’un rayon cen-
tral est égal a la différence des
carrés des demi-azes, augmentée
du produit des rayons vecteurs
qui aboutissent & son extrémité.

8. Les secondes des égalités (IIT) donnent

(V)
] 4 2
cosq»=\/“ —_ b,
rr yrr
. rr'—b* a‘—p'
Sne=V 77 =V
S B2 T__ 2
tango = .{L__b_ ‘/a d
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pour le demi-angle des rayons vecteurs en valeurs de ces
rayons, des demi-axes et du rayon central.

6. L'inclinaison F du rayon vecteur FM est le sup-
plément de I'angle en F du triangle MFF’; par consé-
quent, si nous faisons r + '+ 2¢ = ap, nous aurons

tang L F __\/

d’out nous tirons

1
tang - F
2 P

p—2c

(3)

b
1

tang — F'
83

tang é F tangé FF=

plp—r')
—2c¢)(p — r)
(p—2c)(p—r)
plp—r) ’

p—r

p—r

Suivant que la conique est une ellipse ou une hyperbole,

on a
r'+r=2a, r'—r=n2a,

p r+r+2¢ a-+c |p—r  o2c4+r—; c—a
= = Py -
p—2c r+r—ac a—c |p—1 2¢ +1r' — 7 c+a’

1
tang;F a—+c i 1 1 c—a
(V1) — = tang - F tang ~ F' = .
tang LFr T 2 2 c+a
%
TotoriME 1. — Dans toute| TrEoREME II. — Dans toute ly-

ellipse, le quotient des tangentes
des demi-angles que font avec le
grand aze les rayons vecteurs
d’un point de la courbe est égal
au rapport de Ya somme du grand
axe et de la distance focale a
leur différence.

perbole, le produit des tangentes
des demi-angles que font avec
laze transverse les rayons vec-
teurs d’un point de la courbe est
égul au rapport de la différence
de la distance focale et de axe
| transverse & leur somme.

7. Admettons que le point M soit situé dans [’angle

31..
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des x et y positifs; nous avons
2yt =t
si nous combinons cetie équation successivement avec
chacune des équations (1) de nos coniques a centre, nous
trouvons, en ayant égard aux relations (IV),
(Vi) .

a a a a

\ r=—/p—b* = - iP—rr, r= -\ b ==+ rr,
c c c c

)

b 2 xkb ] _b T*'_b 7 J
',V:;‘/rz-—-p —F‘/I'I-—-[)Z. l ]_.(—\/p——a‘__;‘/rr——lz.

Telles sont les coordonnées du point M de I'ellipse et
de I'hyperbole en valeur des demi-axes, de la demi-dis-
tance focale et du rayon central ou des rayons vecteurs.

Si le point M de la courbe était situé dans 'un des trois
autres angles des axes, on prendrait chaque radical avec
le signe convenable, + ou —.

8. Représentons par 2p, le diamétre conjugué de 2p
dans D'ellipse, ou le diamétre qui, dans I’hyperbole con-
Juguée
(4) aty? — birt= a*b?
de I'hyperbole (1), correspond au diamétre 2p dans cette
derniére. Soient xy, ¥, les coordonnées de I'extrémité su-
périeure M, du diameétre 2p,; 7y, r, les rayons vecteurs
qui aboutissent en M,, et 29, 'angle compris entre ces

rayons. Nous avons ainsi
(V“I){h——a—-—rr‘ S‘n?n szb’-‘-"."lcosz?y

=a*—r r cos’y; ¢’ = b+ r r sin’g;

) pl=a-b—rr; pi=bl—at+r 1

a

Ve? b= rr’,-;?l-‘
Vet

ll

(1
(X
‘x :——Jp,—b ——-—\/a —rr, |z,

<
(}. t——p,._—‘/rrl——b =

a
c
b
P +a_-\/rr + b
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9. On sait que
(5)

pi+pl=a’+ b, |
d’ou l'on tire

Paz a2+ bz_Pf';

Pz__ P: = at— [}"',

Pz:az_ b+ Pfi

comparant ces expressions aux valeurs (IV), on obtient

pour l'ellipse et pour 'hyperbole

2 ’
Py =TT

(XI1)

Tuaeorime 1. — Dansl

et de méme p*=—r 7.

‘ellipse et dans U'hyperbole,

tout demi-diamétre est moyen proportionnel entre les
deux rayons wvecteurs qui aboutissent & 1extrémité de

son conjugué.

Pour 'hyperbole, les deux rayons vecteurs ry, r, par-

tent toujours des foyers de

la conjuguée et aboutissent

a I'extrémité du diamétre 2p, dans cette derniére.

10. Si nous ajoutons, puis
et que nous comparions les
nous obtiendrons

XII) a*+ b*= rr'+r, 7.
]

TukorkME IV. — La somme
des carrés des deux demi-axes
d’une cllipse est égale a la somme
des produits des rayons vecteurs
qui aboutissent aux extrémités de.
deux diamétres conjugués quel-

retranchons, les égalités (XI)
résultats aux relations (5),

@ —b=rr —rr.
TukoriME IV. — La différence
des carrés des deux demi-axes
d’une hyperbole est égale a la
différence des produits des rayons
vecteurs qui aboutissent aux ex-
trémités de deux diamétres con-

conques.

Jugués quelconques.

11. Ces derniéres relations nous donnent

G’ — Grr'+fat— 4r. 7

= 4a*— 4b%;

|
‘ 2
{ §@&°+ frri= 46°+ 4r 1,
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or

G —frr=(r'+ry—4rr' i ja@+ 4rr = (r'=r?+ grr'

= (=) = ('),
4 —hr i =(r,+ ) —4rr | 46+ 4r = (F =1 )+ 41,7,
=(r,=r) =(r\—r);
donc il vient
(XILY (F—r) +(r,— 7)) =4 r+ri=r+7r.

TukoriME V. — Dans Uellipse, | TnEOREME V. — Dans deux hy-
la somme des carrés des diffé- | perboles conjuguées, les sommes
rences des rayons vecteurs menés | des rayons vecteurs menés aux
aux extrémités de deux diamé- | extrémités de deux diamétres con-
tres conjugués est constante et'jugués sont égales entre elles.

égale au carré de la (l:.stancel
Jocale.

12. Les valeurs (XI) changent les expressions des coor-
donunées (X) dans les suivantes :

(6)

‘J:,:—:—f/n"—/;’:—;;/&“—f, : r = g‘/}}’—- b = f—.l\/p‘—— a’,

<

'.71—_- 5‘/11‘— re' = (—) ‘/F"—— b, I V= f—) Vrr'+a = - \/P'+ b,
Comparons les expressions de ces coordonnées aux

valeurs (VII) des coordonnées du point M; nous en dé-
duisons de suite

cx ¢y, 7, ! A T
XIV) \_"—-—‘ e G
) ¢
(fy @ | e
b T @ i b a ?



(4

87)

d’ou nous tirons les relations

Xy 4+ I,y =o,
(XV) { a*yy, + b*zx, = o,
Yy, — Jyxr, = ab’

dont I'interprétation géomé

i ’ ry — Xy, =0,
@cyy, —bex =o,
zy, — yx, =ab,

trique est facile.

13. Les égalités (XIV) nous dounent encore, en éle-
vant au carré, en ajoutant d'une part en croix, et en re-
tranchant en croix d’autre part,

ou bien
| 2+ ol =
2 2 . B2
{4+ yi= 0.
TukoriME VI.— Dans Uellipse :
1° la somme des carrés des ab-
scisses de deux points conjugués
est constante et égale au carré
du demi-grand axe; 2° la somme
des carrés des ordonnées des mé-
mes points est aussi constante et
égale au carrée du demi-petit axe.

(XV)

2 a2 2 .2
e*x i 2
T T Tz “
a a
cy? o efy? B
x iy Pl
|
2 2 2
at— ¥ = o,
2 2 __ A2
Y —ryi="0.

TuEoRrEME VI. — Duns deux hy-
perboles conjuguées: 1° la somme
des carrés des abscisses de deux
points Conjugué.s‘ est constante et
égale au carré du demi-axe trans-
verse de la premiére hyperbole ;
2° la somme des carrés des ordon-
nées des mémes points est aussi
constante et égale au carré du
demi-axe transverse de [’autre

hyperbole.

14. Nous avons, de méme qu’au n° 5,

' cose b _b
A

(XVIT) sinqa,z”—f’—:—b—,
Voi—b*

tangy, =~ —;

b

sin a
Sy == —»
P

wng 9=
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et, comme nous avons déja vu au n°® 3 que

b . b
C0sp = —, sing =~
g —
(XVII) { sing = Ve ¢ cosy =L =%,
e o
‘/{l‘-— P‘ tang o = "L
| tangp = ———» g7 ‘/Pz"_'?’

nous trouvons, pour P'ellipse et I'hyperbole, la relation

(XIX) % 28,
cosg,  2p,
Tatorime VII. — Dans Uellipse, ainsi que dans deux

hyperboles conjuguées, deux diamétres conjuguées sont
entre eux comme les cosinus des demi-angles que com-
prennent les rayons vecteurs menés a leurs extrémites.

13. Nous obtenons ensuite
‘ p?sin’g + p*sin’g, = ¢?, sing  2p  2a
=, )
(XX) | sing, 2p, 26

o . _c_’ tange 20
tang*y +tang'e, = b‘z’ =

tangog, 2a

Tutorime VIIL. — Dans Uellipse, la somme des carrés
des tangentes des demi-angles que font entre eux les
rayons vecteurs menés aux extrémités de deux dia-
métres conjugués est constante, et égale le rapport du
carré de la distance focale au carré du petit are.

Tatoreme 1X. — Dans deux hyperboles conjuguées,
le rapport de deux diamétres conjugués, dwvisé par le
rapport des axes transverses, est égal au rapport des
sinus des demi-angles que comprennent les rayons vec-
teurs menés aux extrémités de ces diamétres.

Tuatorkme X. — Dans deux hyperboles conjuguces,
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les deux axes transverses sont réciproquement propor-
tionnels aux tangentes des demi-angles que compren-

nent les rayons vecteurs de deux points conjugués.

16. Appelons V langle aigu compris entre les dia-
meétres conjugués 2p, 2p,. On sait que

(7)

ppisinV = ab;

or les formules (XVI) et (XVII) donnent

(8)

b*— pp, cos 9 COSY, ;

ab = pp, sing sing, ;

substituant les valeurs (8) dans (7), on trouve

(XXI) sinV —_—%
TuEkorEME XI. — Dans toute
cllipse, le sinus de Pangle com-

pris entre dewx diametres conju-

COS¢ COS¢,.

gués est égal aw rapport des.
axes multiplié par le produit des l

cosinus des demi-angles que com-
prennent les rayons vecteurs me-
nés aux extrémités de ces dia-
métres.

sinV = sing sing,.

TaeosiME XI. — Dans deux
hyperboles conjuguées, le sinus de
U'angle compris entre deux dia-
meétres conjugués est égal ar pro-
duit des sinus des demi-angles
que comprennent les rayons vec-
leurs menés aux extrémités de
ces diamétres.

17. Nous obtenons ensuite, par I'égalité (7),

cosV =

Vipi— @b

3

P

ou, en remplacant p} par ses valeurs tirées des rela-

tons (5),

cosV =

‘/P‘(!l:—i"fli;—{i:)—uzbg
N &

V@I,

PP

_ Ve —a+ ) — 'l
ee
_VE=a)(p+b)
ee

cosV

d’ou il nous vient, en ayant égard aux formules (XVII)
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et (XVHI),

L v+ b
(XXII}) cosV = sing sing,. © cosV =~ _C0SY COSY,.
| Ve
Tutorime XII. — Dans toute ellipse, le cosinus de
Uangle aigu compris entre deux diamétres conjugués
est égal au produit des sinus des demi-angles que com-
prennent les rayons vecteurs menés aux extrémités de
ces diamétres.

18. Si nous divisons (XXI) par (XXII), nous aurons

| 2 2

(XXIII) tangV tango tangy, = ’—bl l tangV = ‘/‘:;:_ [é; tangy tangy,.

Tutoreme XIII. — Dans toute ellipse, st Ion multiplie
entre elles les tangentes des trois angles que forment
entre eux d’abord deux diamétres conjugués, puis les
rayons vecteurs de leurs extrémités avec les normales
correspondantes, on obtient un produit constant et égal
au rapport des axes. :

19. Les abscisses d’un point de 'ellipse et de 'hyper-
bole peuvent aussi s’exprimer en valeur des rayons vec-
teurs qui y aboutissent, et les ordonnées en valeur de
l’angle compris entre ces rayons vecteurs.

1° En eflet, on a

at—rr a’+rr
_fa@— 4 e i
4 4
(F+ri—4rr (F—r)p? (F'—ragrr (P47
= - == ) = - =
4 4 4 4
@& —rr rr—al
_ 44— qn 7 w‘{"trlﬁ*"!‘l)?_(.z
4 4
_ (r 1\ V=40, B (r,—r")?. . (r,+ 7,

= i TR T Ty T
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substituant dans les valeurs (III) et (X), on tronve

{XXIV)
(r'—r) _r"—r | alr'+r) ri—1rt
= ) X = = Y
‘ 2c 4¢ | 2¢ 4¢
a(r, — 7 r:—nr" 2c ; S /%
(——-x‘z { v ‘):_- i ,..!l.tl:-t—’- (r,+7r)—4e (*);
2° Les formules (V) et (XVII) donnent
rr'— b'= b*tang’y, ! rr'— b = b*cot’y,
p*— 6*= b*tang’o,; | pib*=c'+pt—a'=c’+a’cot’y;

mettant ces valeurs dans les expressions (VII) et (6), on
obtient

b ‘ b
‘J’= ; tange, y = coty,
(XXV) <

(y‘ n——-tangw‘, by :g‘/c_"+(1’cot’cp‘ (*).

v b

20. Supposons que les deux diamérres conjugués de

Vellipse soient égauc ; dans ce cas p = p', et, d’aprés (XI),
.
2
(XXVI) rr!=rr = 2 _: b .

Tutoreme XIV. — Dans Uellipse, le produit des rayons
vecteurs qui aboutissent & lextrémité de l'un des dia-
métres conjugués égaux est constant et égal a la demi-
somme des carrés des demi-axes.

21. Puisque r + 1'=7r, + 1’ = 2a, on a, cn vertu

de (XXVI)

(r+r' Y —qrr=(r.+7r ) —4r 7,

(*) On trouve

a® b(rit—r1)
H= coty,, = —.'T-—'-'
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ou
("— ’)2: (r. - "1)2’

ce qui change la relation (XIII) dans la suivante
(XXVII) r—r=r —r'|=c\/;.

Tatorkme XV. — Dans $’ellipse, le difféerence des
rayons vecteurs qui aboutissent & I extrémité de lun des
diamétres conjugués égaux est égale au coté du carré

inscrit dans le cercle qui a la distance focale pour dia-
métre.

22. On trouve, pour ces rayons vecteurs, les valeurs,

c c
(XXVIH) r’=a+ — r—a— —-
V2 V2

23. Si L’hyperbole est équilatére, c’est-a-dire si a = b,
il viendra c=a a2, pt=rr, sing= g, puis
gx=y,=2vlm=.‘cf¢m,
c

(XXIX)

})’:.1:‘::: Z—- \/rr'_ai_—:;a_\/P2__az-

Tutorime XVI. — Dans l'hyperbole équilatére, tout
rayon central est moyen proportionnel entre les deux
rayons wecteurs qui y aboutissent.




