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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CORDES PRINCIPALES ET PLANS PRINCIPAUX D’UNE SURFACE
DU SECOND ORDRE;

Par M. E. VAZEILLE.

Prenons une surface quelconque du second ordre re-
présentée en coordonnées rectangles par I’équation car-
tésienne

Ax?+ A'y?+ A"z°+ 2Byz + 2B'zx + 2B"zy
~+ 2Cx + 2Cy + 20"z +D=o.

L’on sait qu’a toute direction de cordes correspond un
plan diamétral; et si I'on nomme «, 3, y les cosinus des
angles que la direction de ces cordes fait avec les axes des
coordonnées, I'équation du plan diamétral est

(Ae +B"B + B'y)z + (B"a + A'B + By)y
+ (B'a + BB+ A"y)z + Ca + C'B + C’y =03

7 . . . . .
P'on nomme corde principale toute direction perpendi-
culaire & son plan diamétral; une telle direction doit
donc étre assujettie aux deux conditions suivantes :

Aa—+ B"8 + B’y - B7a + A’{}—-{— B'y__ Ba —f—Bﬁ-a‘—A”'y
P - 8 - b )
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Ces deux conditions, jointes a la relation connue
az + p? + 72 —_ l,

montrent d'abord que les directions cherchées, étant tra-
cées a partir de I'origine et désignées chacuue par le point
ou elle perce une sphére décrite autour de I'origine comme
centre avec un rayon égal & I'uniié de longueur, sont les
génératrices communes aux trois cones de méme sommet,
dont les équations sont

Ao+ BB+ By B”a- A8 + By
—_— 2

@ 4
B’x + A'8 +-By Bz -+ BB + A"y
B - 7 ’
B'a +BB4+ A"y Aa—+ BB+ B"y,
v a

et 'on arriverait facilement 4 démontrer que ces trois
cones du second ordre ont trois génératrices en commun;
la démonstration serait au fond la méme, mais moins
elaire dans la forme, que celles dont I'exposition va
suivre.

Si nous désignons par S la valeur commune des trois
rapports dout I'égalité caractérise toute direction de
cordes principales, et si nous prenons S comme inconnue
auxiliaire, nous dirons :

A toute direction principale correspond une valeur
de S qui rend compatibles, par rapport aux inconnues «,
B, 7, le systéme linéaire et homogéne

Aa + BB+ B'y = Sa,
« B"a 4 A'ﬁ—f—- By =88,
B’z + BB + A"y =S8y,

—_
-
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ou, ce qui revient au méme, le systéme

S (A—S)e+ BB + By =o,
(2) B’ + (A'—S)B + By =o,
( Ba + BB +(A"—S)y=o;

donc S est déterminé par I'équation suivante :
|A—8 B” B

(3) { B A'—S B =o,
i B B A"—S

laquelle peut s’écrire

; (S—A)(S—A')(S—A")—B(S—A)
4 — B1(S—A’) — B"*(S— A”) — 2BB'B" =o,
ou bien encore
S*—(A+A'+ A”)S?
(5) + (A’A"— B+ A”A — B"*+ AA’ — B")S
—_— (AA.IA”+ 2BB,B”'— ABz__AI BI:__AIIB”,): o.

Cette équation est susceptible, du moins tant que les
coefficients B, B’, B” sont essentiellement différents de
zéro, de prendre une autre forme remarquable, ainsi que
nous allons le prouver en suivant une marche indiquée
par M. Lamé dans ses Lecons sur la théorie mathéma-
tigue de U’élasticité.

Les équations (1), en ajoutant a leurs deux membres
des expressions convenablement choisies, aprés les avoir
multipliées respectivement par B, B/, B, deviennent

o ” B'B”
B'B"a + B"BB + BB'y — B« <S——A+—B—),

/

B’'B” U ’ , ,, B’B
a«+ B"Bf + BBy =B'B S——A+———~B, ’

B'B"x + B"Bp -+ BBy = By (S—A”+ 1::, >,
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ou, en désignant par V le premier membre qui est com-

7 7
mun A toutes, et par &, 7/, 2" les expressions A — Eﬁli_,
B”B BB’
r__ n___
A BI ’ A B// ?
I _a I . g ! 1
B(S—4) V B(S—FK)_ V B(S—&) V

Si Ton multiplie ces trois équations respectivement
par les facteurs B’B”, B’B, BB/, et si on les ajoute en-
suite, il vient

B'B BB BB/

6 - ‘ _
© BT TEFE—#) T EFs—#)

I,

comme résultat de I’élimination de a, {3, y entre les équa-
tions du groupe (1); c’est donc la une forme nouvelle de
Péquation (3). Mais, ainsi que nous 'avons dit déja, cette
forme ne subsiste que si les coeflicients B, B/, B” sont tous
différents de zéro; le calcul qui précéde le démontre clai-
rement.

En résumé, I'inconnue auxiliaire S est déterminée par
une équation du troisi¢éme degré; S aura donc, en général,
trots valeurs distinctes; chacune de ces valeurs, portée
dans les équations (2), les rendra compatibles, c’est-a-dire
les réduira & deux équations distinctes, d’ot 'on déduira
un systéme de valeurs proportionnelles pour «, 3,7 ; ainsi
toute valeur de S produit une direction principale; on
peut donc déja dire, au point de vue algébrique, que le
probléme a trois solutions ; mais il est indispensable d’en-
trer dans le détail, d’étudier soigneusement I’équation
auxiliaire du troisiéme degré, et de montrer les consé-
quences de cette étude pour les sufaces du second ordre.

C’est dans cette étude détaillée que nous rencontrerons
les noms de nos plus grands géométres, Lagrange, Cau-
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chy, Lamé, Chasles parmi les Francais, Jacobi parmi les
Allemands; d’ailleurs I'ordre que nous suivrons ne con-
cordera que bien rarement avec I'ordre historique.

Nous démontrerons d’abord que I’équation du troi-
sidme degré a ses trois racines réelles et généralement
distinctes; nous donnerons de ce fait plusieurs démons-
trations différentes, parce que chacune d’elles aura des
conséquences nouvelles.

Premiire mETHODE. — La compatibilité des équations
qui forment le systéme (1) ou (2) étant exprimée, on a,
par cela méme, exprimé que la courbe

Az’ +A'y*+A"+2By+ 2B z+2B"zy—S (2’4 y*+1)=o0,
menée par l'intersection des deux coniques

Az’ + A’y?+ A"+ 2By + 2B’z + 2B zy —o
et
2+ yi+1=o,

est un systéme de deux droites; or 'une des deux coni-
ques au moins, celle dont I'équation est x*+y*+1=o0,
est une conique imaginaire; donc I'équation du troisiéme
degré, qui sert a déterminer les systémes de cordes com-
munes, c'est-a-dire ’équation (3), a ses trois racines
réelles ; et ces trois racines sont en général distinctes, car
I’autre conique est absolument quelconque en vertu des
valeurs absolument quelconques des coefficients A, A/,
A", B, B/, B”.

Cette méthode est, au fond, trés-indirecte, car elle
suppose connu, sur I'intersection de deux coniques, un
théoréme fondamental; néanmoins nous avons dii la
mentionner d’abord a cause de son origine géométrique;
car nous pouvons la rattacher a un procédé de M.Chasles, .
procédé dont elle est en quelque sorte la traduction ana-
lytique.
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Pour expliquer commodément cette interprétation,
nous rappellerons :

1° Que, dans toute conique, on peut construire un
nombre illimité de triangles polaires conjugués relative-
ment i cette conique;

2° Que, si cette conique sert de base a un cdne ayant
son sommet en un point quelconque de I’espace, les trois
droites allant du sommet du céne aux trois sommets d’un
triangle polaire conjugué forment un systéme de dia-
métres conjugués de la surface conique; cela résulte
immédiatement de ce que toute section dont le plan est
paralléle a deux des trois droites a son centre sur la
troisiéme.

Cela posé, les deux courbes dont les équations sont

Az?+ A'y*+ A"+ 2By + 2B’z + 2B"zy —o,
4 y'4+1=o0

sont les intersections, par un méme plan dont I’équation
est z =1, des deux cbnes représentés par

Ax?+ A'y*+ A"z'+ 2Byz + 2B'zz + 2B xy — o

et .
x4+ y?+ 2’ =o.

Ces deux cones, qui ont pour sommet commun l'origine,
sont asymptotiques, le premier a la surface du second
ordre, 'autre 4 une sphére quelconque; et la résolution
de I’équation en S détermine en réalité les systémes de
directions conjuguées communs & la surface quelconque
du second ordre et a une sphére; done

Toute surface du second ordre a un systéme de dia-
métres conjugués qui lui est commun (en direction) avec
une sphére; en d’autres termes, une surface quelconque
du second ordre a trois directions distinctes de cordes



(1)
principales, et ces directions sont perpendiculaires entre
elles deuxr & deux; en outre, ces directions sont les
mémes pour toutes les surfaces du second ordre qui ont
le méme cone asymptotique.

On voit que notre premier mode de démonstration
nous conduit immédiatement i une proposition impor-
tante, i savoir : la rectangularité des cordes principales
entre elles; or il est utile, il est facile aussi d’établir cette
proposition par le calcul.

Désignons en effet par S, et S; deux racines distinctes
de I'équation (3); désignons ensuite par ay, 4, 71, et
par s, (35, 7s les solutions qui leur correspondent res-
pectivement par les équations (1); .on aura identique-
ment les relations

Ao, + B”ﬂt‘i— B’7| = S, , Aay + B”ﬁz’f— B’?z = Szan
B”an -+ A'ﬁl -+ B7| =S, [5( 3 B”az -+ A,pz -+ B?z = S: pn
B'a; + BB, + A"y, = S,9,, B'a;+ BB, +A"y; = S:7,.

Multiplions les trois premiéres respectivement par a4,
Bs, 723 multiplions les trois autres respectivement par
ayy PB4y 71, €t de la somme des unes retranchons la somme
des autres; il restera

(SI —_ Sg) (a.a, -+ ﬁl Bm"‘*‘ 7172) = 0.

Or, par hypothése, S, et S, sont des racines distinctes;
on a donc la simple condition

(7) aja,+ B, B+ i 72=o.

On peut remarquer que cette relation (7) vient d’étre
démontrée par un procédé purement algébrique, et qu’elle
ne suppose en rien la réalité démontrée des expressions S,
et S,; il est méme possible, el trés-simplement, par voie
de réduction a I'absurde, de montrer que la relation (7)
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entraine la réalité des racines de I'équation (3); mais
nous ne croyons pas devoir insister sur ce détail. Reve-
nant donc a la méthode qui fait 'objet de ce paragraphe,
nous dirons qu’elle a é1é exposée sous la forme purement
géométrique par M. Chasles dans un Mémoire intitulé :
Sur les lignes conjointes dans les coniques (*); le lec-
teur y trouvera, en effet, la solution de ce probléme :
Etant donné un céne du second degré dont on connait
la base et le sommet, on demande de déterminer ses
axes principaux; et I'auteur raméne la question a la
recherche des points de concours des lignes conjointes
relatives 4 une conique et a4 un cercle imaginaire, de
telle sorte que notre premié¢re méthode peut et doit éwe
considérée comme une traduction algébrique des raison-
nements géométriques de M. Chasles. Il se trouve ainsi
prouvé, une fois de plus, que les plus illustres propaga-
teurs de la Géométrie pure ont fait et font encore sou-
vent de I’Algébre a leur maniére; la forme ne fait rien a
Paffaire; d’ailleurs la possibilité de reproduire leurs rai-
sonnements sous des formes algébriquement élégantes
et simples est un moyen aussi de montrer la haunte va-
leur scientifique des hommes qui, comme Poncelet et
M. Chasles, font la gloire de la France sans rien em-
prunter aux étrangers.

Druxikme mtraope. — Elle consiste 4 se servir de
I’équation du troisiéme degré sous la forme (6), et porte
le nom de méthode de Jacobi; elle est donc restreinte
au cas ou les coefficients B, B/, B” sont tous différents
de zéro; elle n’en a pas moins une grande importance et
une généralité suffisante, car nous verrons bientot que
I'une des conséquences pratiques de la résolution de notre
équation du troisiéme degré est de faire disparaitre, par

(*) Journal de Mathématiques, 17 série, t. 111, p. §27.
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un choix convenable d’axes, les trois rectangles des va-
riables de D'équation générale des surfaces du second
ordre. \
Cela dit, remarquons que les trois quantités

BIBM B”B BBI
B’ B B

ont le méme signe; de sorte qu’en appelant m?, n*, p*
leurs valeurs absolues, et en supposant que les quan-
tités &, ', h” soient différentes et rangées dans I'ordre
de grandeur croissante, I’équation s’écrit
mﬁ ”2 PZ

— e —— + S FI=o0.

S—aTs=wTs—wT
Dés lors, si I'on fait dans le premier membre les substi-
tutions successives

—w h—e|lh+e A—c| b+ M—ze|h' +¢ —+oo,

on trouvera les signes

+ —®o|l+® —o|[+®  —n|+o
donc il y a une racine réelle entre % et &', une autre
entre &’ et 4”5 la troisiéme est antérieure a & si le pro-
duit BB'B” est négatif; elle vient au contraire aprés h”
si le produit BB'B” est positif.

Ce}te dém.onslration suppose que les quantités &, A',
h", c’est-a-dire

'R
A BB, BE
B B’ B’
sont différentes les unes des autres; or cette supposition

est 1égitime, puisque, dans le cas général, les coefficients
A, A’, A” sont indépendants les uns les autres.
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Comme la premiére démonstration, la seconde montre
d’une maniére évidente que les trois racines de 'équa-
tion (6) sont distinctes; comme la premiére aussi, elle
fait voir que les directions de cordes principales qui en
résultent sont bien déterminées, et au nombre de trois
seulement. Pour établir ce dernier fait, il faut démon-
trer que chacune des valeurs de S, qui réduit les équa-
tions (2) 4 un systéme homogéne de deux équations seu-
lement, laisse ces deux équations fournir des valeurs
bien déterminées pour les rapports («:y) et (B:7).

Or des deux premiéres, par exemple, on tire

@ B

B'B—B'(A'—S)  BB'—BA—5) 7

ou bien
o i B o
B(S—4) B(S—hk)

Or, d’aprés la séparation établie plus haut, aucune
valeur de S, dans le cas général, n’est égale ni a 4, ni a

. a a . .
k', ni a4 h"; donc les rapports R qui proviennent de

chaque valeur de S, sont bien déterminés.

La démonstration algébrique, pour établir que les di-
rections principales sont rectangulaires entre elles deux
a deux, se ferait comme nous I’avons vu en exposant la
premiére méthode, et nous ne devons pas y revenir.

Troistime MérHODE. — Cette méthode, dite méthode
de Cauchy, démontre, comme la seconde, la réalité des
racines au moyen de substitutions convenablement choi-
sies; mais elle a 'avantage de n’étre pas soumise aux
mémes restrictions que la méthode de Jacobi, de s’adapter
trés-naturellement aux divers cas particuliers, et d’étre
spécialement commode dans certaines applications.

Prenons I'équation du troisiéme degré sous la forme (4),
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et écrivons-la comme ci-dessous :
(S— A)[(S—A) (S —A") — B"]
_ [B'*(S — A’) +B"(S — A”) + 2BB'B"] =0,
et cherchons les valeurs de S qui annulent la fonction
du second degré
(S — A') (S — A”) — B

Il existe deux valeurs réelles et distinctes de S qui an-
nulent cette quantité, et si 'on suppose, par exemple,
A’ << A”, ces deux valeurs sont I'une inférieure a A/,
autre supérieure a A”. Tout cela est trés-facile a voir a
'aide de quelques substitutions. Nommons 8’ et 8” ces
deux valeurs, et soit 6'< 6”; puis remarquons que cha-
cune de ces valeurs, qui annule

(S—A’)(S — A”) — B,
fait un carré parfait, au signe prés, de ’expression
B*(S — A') + B"*(S — A”) + 2BB'B".

D’aprés cela, si nous faisons, dans le premier membre
de I'équation (4), les substitutions
- ® o 0" + o,
nous trouverons les signes
_ 4 +;

donc I’équation (4) a trois racines réelles, et ces racines
sont par cela méme séparées.

Il nous semble utile d’adjoindre a I'exposé général de
cette troisiéme méthode la discussion des cas particuliers
qui échappent 4 la seconde. _

Premier cas : B= o, 'équation (4) devient alors

(S ”“A)(S—A')(S _AII) — B’z(s——A’)—B”z(S—A”) —o,
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ct peut s'écrire
Bl; BI/:

8 A2 P
(8) S—A—§gTy " s—x

= 0.

Des lors, si nous supposons, par exemple, A’<A’, le
tableau des substitutions suivantes et des signes qu’elles
donnent au premier membre de ’équation (8)

—® Al—e | A+: A" —c | A"+« —+ ®
— + - + — -+

suffit 4 démontrer la réalité des trois racines et a séparer
ces racines.

Deuxi¢me cas: B=o avec B'=o, I'équation (4)
devient alors

(S—A)(S —A")(S— A”)— B"(S — A”) =0,

ou bien
(S—A")[(S—A)(S—A')—B"]=0,

et Pon voit qu’elle a ses trois racines réelles et générale-
ment distinctes

Troisiéme cas : B=o, B'=o0, B"=o0, I'équation (4)
devient alors

(S—A)(S—A')(S—A")=o,

et 'on voit immédiatement qu’elle a trois racines réelles
et généralement distinctes, qui sont A, A’, A”.

Ces trois cas particuliers ne présentent donc pas d’ex-
ception relativement a la réalité des racines de I'équation
auxiliaire du troisiéme degré; mais ils offrent cela de
remarquable : dans le second cas, la racine S=A",
transportée dans les équations (2), donne

(A—A")a+B'B =o,
B"x + (A’— A”)@:O;
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d’oti 'on conclut @ =o0, 3 =0, et par suite y=1; en
d’autres termes, toute surface du second ordre dont I'é-
quation ne contient aucun des deux rectangles yz et zx
a une direction de cordes principales paralléle a I'axe
des z. Dans le troisiéme cas, on verra de méme que les
trois directions de cordes principales coincident avec les
directions des axes des coordonnées rectangulaires.

D’ailleurs, dans ces divers cas particuliers, subsiste,
ainsi qu'on le voit facilement, la perpendicularité des
directions principales entre elles.

Ici se trouve donc terminée I'exposition des faits re-
latifs aux racines de 1’équation auxiliaire du troisiéme
degré, tant que cette équation reste suffisamment géné-
rale, c’est-i-dire tant que les trois racines de cette équa-
tion sont différentes les unes des autres.

Il nous reste a examiner sous quelles conditions ces

A

racines peuvent cesser d’étre distinctes.

{(La suite prochainement.)

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS POUR
LES DEUX ACADEMIES DE MONTPELLIER ET D'AIX
(ANNEE 1870);

Par M. Avcuste MACE,

Eléve de Mathématiques spéciales au lycée de Grenoble.

1. Etant donné un ellipsoide, on détermine les points
de contact des plans tangents paralléles aux plans des
sections circulaires; on méne deux sphéres tangentes
chacune en deux de ces points symétriques par rapport
au grand axe : trouver I’équation des surfaces de révo-
lution du second degré circonscrites & ces deux sphéres.
Classification et discussion de ces surfaces.

Ann. de Mathémat., 2¢ séric, t. X. (Janvier 1871.) 2
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1I. Lignes d’intersection de ces surfaces et de l'el-
lipsoide; leurs propriétés géométriques par rapport aux .
deux sphéres. Construction de la tangente. .

III. Ces lignes forment sur la surface de I’ ellipsoide
un réseau complet de courbes se coupant orthogonale-
ment.

I. Soit Dellipsoide

xz ‘yﬁ zl
— 4+ = 4+ = =1,
a? 0 ¢ ’

on sail que les plans des sections cycliques sont paralléles

1 1

AT

xr =2z —_—
\ Vi

b a

Si x, 5, 2, est 'ombilic, le plan tangent en ce point sera

an plan

XX, Y 2z
vt Ta =

et, comme ce plan doit étre paralléle au plan des sections
circulaires, on devra avoir

=o0 et o=
= a\/a’—b’—c‘\/b’—c”

on a, de plus, la relation

-

¥
a* + b? c?

‘ e

d’ou 'on déduit

a*—b? b — ¢?
try—a ’ Y1i=—0, zZ=¢ —_

a*— ¢? a*—c?
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Considérons maintenant l'ellipse ayant pour demi-
axes a et c; cette ellipse contient les ombilics C, D,
C', D'. Si nous considérons un cercle passant par C et D
et tangent en ces points i l'ellipse, et si nous faisons
tourner ce cercle autour de 'axe des x, ce cercle engen-
drera une sphére tangente a l'ellipsoide aux points C
et D. Du reste, le centre de cette sphére est sur ’axe
des x au point ou la normale en C coupe cet axe. On
voit, d’autre part, que, si 'on a décrit 'autre sphere, la
ligne des centres de ces spheéres, c’est-a-dire Paxe des x,
sera I'axe des surfaces de révolution circonscrites aux
deux sphéres; pour avoir la nature des surfaces, il suffit
de connaitre la courbe méridienne dans le plan des xz.
On a donc a mener dans ce plan deux cercles tangents
en C et D, C’ et D’ 4 une ellipse donnée, et a chercher
I’équation générale des coniques tangentes a ctes deux
cercles.

L’ellipse aura pour équation

x? z?

+ = =13
a? c? ’

toute conique tangente a celle-ci en C et D sera de la

forme
x? z? at— b2 \?
;-‘l—-&-—l'—*—k(.@—(l\/m———;—c—z)zo.

Pour que cette équation représente un cercle, il faut
que P'on ait :
1

1
=+ k= —

a 2

bl N c

d’ou

a*—¢?

h— .

a?c?

Remplagons : I'équation du premier cercle sera donc

x’—f—z’—&f\/az_bz 2 2 1 2 2
. )(a?—¢*) +a*— b2 — c? = o,

2,
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¢t celle du deuxiéme

' 28
242+ - V(a*—8?)(a*— ¢*) + a*— b'— c2=o.

Une courbe du deuxiéme degré tangente au premier-
cercle sera

22—
23427 — — \/(a’——b’) (a*—c*) +a*—b*—c*+ M (z—a)*=o0,
a
e, si elle est tangente au deuxiéme cercle, elle sera aussi
27—
24224 T \J(@—8?) (a*—¢?) + a’—b'— c*+ M (z+a)*= o.
a

Ces deux équations doivent étre identiques; on doit donc
avoir

Max = —y(a*— b?)(a*— ¢*);
d’out
(@—b) (@ =),
M2a? K

o=

donc I'équation de la conique cherchée sera

2__. ph2 2___ p2
(1+Mz*+ 22+ a*— b — '+ (a2— b (@'—¢) bwi‘(;: <) —o.

On voit que c’est une conique a centre, ce a quoi, du
reste, on devait s’attendre. Discutons cette courbe méri-
dienne, et par suite la nature de la surface cherchée.

Le bindme B*— 4 AC est égal 4 — (1+M). Or on peut
exprimer M en fonction d’un des axes de la conique; si,
en effet, on fait x=o0, on a

(a?— b*)(a’— ¢?)

C=—a’+ b+ *— H
Ma? ’
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(@ — b) (@ — o)
a(bi+ ¢ — a'— Cz)’

d’ou

M=

et I'équation de la méridienne devient
(82— a*CH) '+ a?(b?+ c?— a'— C?) 22=a* C}( b + > — a*— C?).
Nous distinguerons trois. cas :
a?> b+, at= b4, a2 b4

1° C? variant de — o a b2+ ¢*— a?, on obtent des
ellipsoides imaginaires; de b* 4 ¢*—a* a zéro, on obtient
des hyperboloides & deux nappes qui, réduits pour
C*="5*+ c*— a* 4 deux plans confondus, dégénérent

2 02

en un cone pour C?*=o. C* variant de zéro a —?—, on

IC2

obtient des hyperboloides a une nappe; de a4+,

a?
on obtient des ellipsoides. Le passage des hyperboloides
aux ellipsoides a lieu par I'intcrmédiaire d’un cylindre et

bie?
N 2 P . % e
correspond a ’hypothése C* = prals
2° C* variant de — oo 4 zéro, on obtient des ellip-

. . . , . bic? .
soides imaginaires; de zéro a —-» on obuent des hy-
p )
perboloides a4 une nappe qui, réduits pour C*=o0 a
deux plans confondus, dégénérent cn un cylindre pour

bt | . hte?
Ci= — C? variant de

4 400, on a des ellipsoides,

3° C? variant de — o 4 zéro, on obtient des ellip-
soides imaginaires; de zéro a b2+ ¢®*— a?, on a des
ellipsoides qui, réduits pour C*=o0 4 un point, dégé-
nérent en deux plans confondus pour C*= b2+ ¢* — a?.
h2c?

C? variant de 2+ ¢ — a? a —on obtient dvs hyper-

. . e, .
boloides a une nappe; de —- & + oo, on obtient des

2

a'..

ot
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ellipsoides. Le passage des hyperboloides aux ellipsoides
a lien par lintermédiaire d’un cylindre et correspond a
bic? V '

aZ

I'hypothése C* =

On peut donc résumer la discussion dans le tableau
suivant :

— 0 < G*< b*+ ¢*— a’ ellipsoid.imaginaires.

C= b+ c*— a*, deux plansconfondus.
b*+ ¢ — a*<C*<C o hyp. a deux nappes.
C=o cone.
bret
a>b'+c oL Cr<Z ﬂ: hyperb. & une nappe.
bie?
C= C cylindre.
(Zl
bec?
iaf_ <<+ x> ellipsoides.
—w<C<o ellipsoid. imaginaires.
Ct=o deux plansconfondus.
2 2
o< (< b j hyperb. a une nappe.
a=b+c “
[} 2
= ia—:— cylindre.
b2c?
— <G+ ellipsoides.
—wo <o ellipsoid. imaginaires.
C=o0 point.
o< < b*+c*— a* ellipsoides.
C= b+ ¢ —a? deux plans confondus.
2~ b2 2 bt c? .
@bt b+t — ar< 2 T: hyperb. a une nappe.
b2er
= —;,—:— cylindre.
b?e'.' A
L L+ > ellipsoides.

a?
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Si nous voulons maintenant I'équation générale
de ces surfaces de révolution, nous aurons
) : (a*— b*)(a— c*)
() (M) +22+a’— b*— e+ M o.

En effet, si x=Fk, on a bien un cercle, et si ou y ou 2z
sont nuls, 6n a la courbe méridienne obtenue. Cherchons
Uintersection de ces surfaces avec Dellipsoide; elle sera
donnée par I'équation (1) et par
(2) . %; + 2=

La courbe d’intersection ne sera donc pas plane; mais
elle jouit de certaines propriétés; la projection de cette
courbe sur les plans de coordonnées est une conique. En
effet, on sait que, si deux surfaces admettent le méme
plan diamétral pour une série de cordes paralléles, la
projection de la courbe d’intersection sur ce plan paral-
léelement aux cordes est une conique. Or, ici, les trois
plans diamétraux sont communs, et les courbes sont rap-
portées a leur centre et a leurs axes.

A Yaide de cette remarque, on peut construire la tan-
gente en un point de la courbe; en effet, connaissant le
point, on aura la valeur particuliére de la variable M;
on a donc sur le plan des yz, par exemple, une conique
dont on connait les axes, et 'on pourra construire la tan-
gente 4 la projection m de M par le procédé ordinaire.
La tangente cherchée sera dans un plan passant par cette
tangente mt parallélement 4 I'axe des x; de méme, si
Yon projette I'intersection sur le plan des xz, et si I’on
mene la tangente m'¢’ au point m’ projection de M sur
ce plan, la tangente cherchée sera également dans un
plan mené par m'¢’ parallélement a 'axe des y; donc la
tangente, étant dans deux plans, sera leur intersection ;
donc la tangente est 'intersection des plans tangents aux
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deux cylindres qui projetient la courbe sur deux des
plans de coordonnées.

III. Démontrons maintenant que ces lignes forment
sur la surface de I'ellipsoide un réseau complet de courbes
se coupant orthogonalement. Prenons les surfaces

a’——b’ at— c’)
| @=b)
Ma?
(a*—b?) (a*—c?)
M a?

(1) (1+M)z’+y*+ 22+ a’—b—c? —=o,

2) (1+M)2’+y’+ 2+ a*—b*—c* 4 =o,
) Y

et ’ellipsoide

.2:2 yz z‘:
(3) - + B + —=1.
L’équation (3) avec chacune des deux premiéres déter-
mine une courbe. Or on sait que, si 'on a la courbe

Sz, y,2)=0, F(zx,ry,z)=o,
les coefficients angu]aires\m et n d'une tangente a la
courbe au point (x, y, z) sont
_ S —fF n— fF-—fo'
SLE — F' FE,— ) F,
On sait, de plus, que, si m' et n’ sont les coeflicients

angulaires d’'une autre tangente, pour que ces deux droites
soient rectangulaires, il faut que I'on ait

‘ mm' + rr’ + 1 = o.
Or, ici, on a

I 1 1 1+ M
z b c? _z§~ c?
"M 1 n‘";l—i—M P
b2 a? h? a?
1 1 1 1+M
z b & zar | ¢

U ——— n— —_— .
z1+M 1 yi1+M
b a? ! b? a?
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Exprimons que ces courbes sont orthogonales, et pour

cela que les tangentes sont rectangulaires, nous devons
retomber sur une identité. Or on a alors

2 a' (b2 — ¢?)?

et [@(1+ M) — b*][a*(1+ W) — &)

22 b [a?(1+M) —e2][a* (14 M) — 2]

yie [a(1+ M) —b*][a’ (1+ M) — b7]

+1=o0,

ou bien

‘a—l (b*—e*)*+ .—:iz[a”(l+M)—c’][a’(1+M’)—c’]

x

(4)?

+ S (i M) — B)[@(1+ W) — b =o.

4
Soit k le coefficient de —b-z; on a

k=(a*— '+ a’M)(a*— c*+ a*W')
=(a®— )+ (a>— c*)a*(M + M') + a*MM'.
Or, en vertu de (1) _
M?a’z*+a*M (2~ y *+-2*4-a*— b*—c*) + (@*— b?)(a*—c?) = o,
ona
r_ (a’_" bz) (@*— 07)
- atz? ’
]z+ 2+ a?— br— 2

MM

MA4+M=—1

donc on aura, en remplagant,

/r:(a’—c’)’-—a’(a’-—c’)<1,_;_.7’+z’+ a?— b*— cz)

P

+ (a:_ bz)(az_cz)az

x2

a’— ¢?)a*(y* 4+ z2) + ca*(a*— ¢*)

=—c(a*—e) — ( — —

a?— ¢*
= 2
o (a*e’— c*a2— a? y?— a?z?).
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Mais, en vertu de I’équation (3),
a’cly'a"
I

a*c?— 2z — a*z? =

donc

.——a:_cz a’c’)" a’(a’—c’)(c’-—b’)y’
k= 2 ( b2 ___azy:>: big? :

§
De méme on aurait, pour le coefficient A’ de % de I'équa-
tion (4),
a*(a*— 0*)(b*— ¢*)2*

c2x?

=

donc, en substituant dans (4), on aura

at 2 212 a?b?(aﬁ_cﬁ)(cz_bi') ﬂzcz(az—'/ﬂ)(bz—02)
.;(b ¢ ) + 2 -+ z? — 0,
ou bien

a*(b*— ¢*) — a*(b*—¢?) = o,

ce qui est une identité; donc toutes ces courbes se cou-
pent orthogonalement sur la surface de I’ellipsoide.

DEMONSTRATION DES EXPRESSIONS DE COS (ax=b),
SIN (a = 4);
Par M. H. LEMONNIER.

Soient a et b deux angles quelconques. Considérons
une circonférence d’un rayon égal A I'unité. Les angles
se comptant a partir du rayon OA, soit OM le rayon
que détermine l'angle a; si 'angle b se porte a partir
de OM d’un coié et de autre, les rayons OM’, OM” qui

s'ensuivront feront avec OA les angles a + b, a — b et
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les projections Om’, Om" de ces rayons, s’estimant posi-
tives ou négatives suivant que les directions de O en m’
et de O en m” sont celles de OA, ou opposée, seront
cos (a + b), cos(a — b).

La corde M'M” rencontrant le rayon OM ou son pro-
longement en P, le point P sera le milieu de la corde, et
sa projection p celui du segment m'm”.

En conséquence, Op s’estimant comme Om' et Om?’,
on aura dans tous les cas

Om' +O0m”"=20p,
ou bien
cos(G + b)+cos(a — b)=20p.

Mais si OP est de méme direction que OM, sa valeur est
cosbh, et I'on a

Op = OP cosa — cos b cosa.

Si OP et OM sont de directions opposées, la valeur de OP
est — cosb, et alors on a

Op = OP cos(a + =) = — cos b cos(a + w) = cos b cosa.
D’aprés cela, nous avons, dans tous les cas, la formule
(1) cos(a -+ &) + cos(a—b) = 2 cosa cos b.

En y changeant @ en a + ,g, ben b+ Z, on en déduit

(2) ;cos(a+b)+'cos(a—b):2sinasinb.
Il s’ensuit

cos(a + &) = cosa cosb — sinasinb,

cos(a — b) = cosa cos b - sina sin b.

Si dans les formules (1) et (2) on change seulement a en
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k13 .
a—+ 3 clles deviennent

—sin(a + b) — sin(a — b) =-—2sina cosb,
sin(a +b) —sin(a — b)= 2cosa sinb;
et de la
sin(a + &) = sina cosb + sin b cosa,

sin(a — &) =sina cos b — sinb cosa.

SUR LE PROBLEME PROPOSE AU CONCOURS D’AGREGATION
DE 1868;
Par MM. CLAVERIE =r GARET,

Eléves du lycée de Clermont.

M. Daligault (*) a publié dans le tome VIII, 2° série,
p- 32, des Nouvelles Annales, une solution du probléme
proposé au concours d’agrégation de 1868. Il est arrivé a
ce résultat que le lieu cherché peut étre obtenu par I'in-
tersection des tangentes & deux circonférences de centre
O, (¥ et de rayon p’, p, ces tangentes étant supposées rec-
tangulaires.

Or il est intéressant de chercher quel est ce lieu : on
peut faire voir trés-simplement que c’est un limagon de
Pascal. En effet, je considére deux tangentes rectangu-
laires T et T/ aux deux cercles O et O'. Soit M leur
point d’intersection. Par les centres O et O’ des deux
cercles, je méne deux droites ¢ et ¢’ paralléles a T et T".
Soit A leur point d’intersection; j'achéve le rectangle
ayant pour ctés t et ¢’ et pour sommet M. Je joins MA;

(*) C’est par erreur que la solution a été attribuée a M. Montcoq (voir
2@ série, t. VIII, p. 34).
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cette droite ira couper la circonférence décrite sur OO’
comme diamétre en un point K. Ce point K est fixe sur
la circonférence, car I'angle OAK qui est égal 4 I'un des
angles du rectangle dont les cotés sont p et p’ est con-
stant. La diagonale MA de ce rectangle a aussi une lon-
gueur constante. Je puis donc obtenir un point du lieu
en menant d'un point fixe K de la circonférence décrite
sur OO0’ comme diamétre une sécante quelconque et pro-
longeant cette sécante d’'une longueur MA constante. Le
lieu cherché est donc une conchoide de cercle.

SUR UNE PROPRIETE DU CONE DE REVOLUTION;
Par M. HERMANN,

Ancien Eléve de I'Ecole Normale.

On sait que si I'on coupe un cone de révolution par un
plan, la somme des génératrices qui partent du sommet
du cone et aboutissent aux extrémités d'un diamétre de la
section est constante.

Cette propriété est caractéristique du cone de révolu-
tion, si toutefois le plan mené par le sommet du cone et
P'un des axes de la section est perpendiculaire au plan de
la base du cone.

Pour le démontrer, considérons un céne de révolution
dans lequel ces deux conditions sont remplies. Soient S le
sommet du cone, AA’, BB’ les deux axes de la section;
le cone de révolution décrit autour de la bissectrice de
I'angle ASA’ comme axe et passant par A et A’ passera
aussi par les deux points B et B/, et se confondra évidem-
ment avec le cone donné.

On peut se servir de cette propriété pour reconnaitre,
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dans un grand nombre de cas, si un cdne est de révolu-
tion.

Je n’en citerai qu’un exemple.

Sil'on coupe un ellipsoide de révolution allongé par
un plan, le céne qui a pour sommet le foyer d’'une sec-
tion méridienne et pour base une section plane quel-
conque est un cone de révolution.

Soient M et M’ deux points de la section situés aux
éxtrémités d’'un méme diamétre, O le centre de la
section.

On a
FM = K > MH,

FM'= KX MH,
FM + FM' —=2K < OI — const. ,

en désignant par MH, M’'H, OI les distances des
points M, M’, O au plan perpendiculaire & I'axe de la
surface et formant le lieu des directrices des sections mé-
ridiennes. Ainsi la somme des deux génératrices est con-
stante. Le cone qui a pour sommet le fover est donc de
révolution, car il est évident que le plan mené par le
sommet du cone et le grand axe de Dellipse est perpendi-
culaire sur le plan de la base.

ETUDE GEOMETRIQUE SUR UNE QUESTION DE LICENCE;
Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Déterminer les conoides droits pour lesquels les rayons
de courbure principaux en chaque point sont égaux et
dirigés en sens contraire; exprimer la longueur de ces
rayons pour les divers points d'une génératrice des co-
noides demandés.



(31)
Cette question a été résolue analytiquement dans les
Nouvelles Annales (aotit 1869); je désire cependant en
présenter ici une étude géoméirique pour ‘deux motifs.
Le premier, c’est que I'union de la géométrie et du calcul
ayant largement contribué & rendre plus simple et plus .
élégant I’enseignement de la géométrie analytique, il ne
peut étre mauvais de montrer I'application de la Géomé-
trie 2 beaucoup de questions d’analyse infinitésimale. En
second lieu, j'obtiens trés-aisément une généralisation
du probléme proposé, que le calcul intégral ne semble
pas donner aussi facilement, et qui peut offrir quelque
intérét, parce qu’on ne connait pas I'intégrale générale
de P'équation aux dérivées partielles des surfaces ayant en
chacun de leurs points une courbure moyenne nulle.
Considérons donc un conoide droit satisfaisant a la
condition du probléme, et supposons son axe vertical.
En un quelconque de ses points, M, l'indicatrice, ayant
les carrés de ses axes proportionnels aux courbures prin-
cipales, sera une hyperbole équilatére; une des asymp-
totes est la génératrice qui passe en M, 'autre lui sera
perpendiculaire, et par suite tangente a la trajectoire
orthogonale des génératrices menée par M; il s'agit de
déterminer cette trajectoire C. Comme c’est une courbe
trace sur le conoide et tangente 2 une asymptote de
I'indicatrice, elle a un contact du deuxiéme ordre avec
le plan tangent en M, et ce plan lui est osculateur; la
génératrice qui passe en M, étant située dans le plan tan-
gent, et d’ailleurs orthogonale avec C, est la normale
principale de cette courbe. La courbe cherchée a de méme
toutes ses normales principales horizontales; les tan-
gentes a son indicatrice sphérique étant paralléles a ces
normales, I'indicatrice se réduit 4 un petit cercle hori-
zontal. Les tangentes a la courbe C, étant paralléles aux
rayons qui aboutissent aux divers points de I'indicatrice
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sphérique, font un angle constant avec la direction de
Yaxe du conoide, et notre courbe direcirice C est une
hélice tracée sur un cylindre vertical orthogonal aux
génératrices. Comme celles-ci sont horizontales, la trace
horizontale du cylindre coupe a angle droit les projec-
tions des génératrices qui concourent au pied de I'axe;
cette trace est donc un cercle, la courbe C est I’hélice or-
dinaire, et le seul conoide ayant en chaque point des
rayons de courbure égaux et de sens contraire est Ihéli-
coide gauche a plan directeur.

Je dis maintenant que c’est la seule surface ayant la
propriété énoncée, non-seulement parmi les conoides,
mais encore parmi les cylindroides, ou surfaces réglées
ayant leurs génératrices paralléles a un plan que je sup-
poserai horizontal. En effet, nous reconnaitrons comme
précédemment qu’une trajectoire orthogonale quelconque
aux génératrices de ces cylindroides doit étre une hélice
tracée sur un cylindre vertical dont la base coupe a
angle droit les projections sur un plan horizontal des gé-
nératrices du cylindroide. Soient AB, AC deux de ces
projections infiniment voisines (¥), H et H' deux trajec-
toires orthogonales des projections des génératrices. Ce
-sont les projections de deux hélices tracées sur le cylin-
droide, en sorte que si j'appelle « et &’ les angles con-
stants que les tangentes aux hélices font avec le Plan
horizontal, dz la différence de niveau des génératrices
projetées en AB et AC, m et m' les points de rencontre
de AB avec H et H'; n et n' celles de AC avec H, H’,
on aura

mn=dzcota, m'n’'—=dzcota.

Les courbes H, H' ayant les mémes normales, Ia por-

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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tion telle que mm' de ces normales comprise entre les
deux courbes est constante. Désignons par ple rayon de
courbure Am de H, celui de H' en m' sera p + mm/, et
la similitude des triangles Amn, Am’n' donne, en ad-
mettant les substitutions d’infiniment petits les plus élé-
mentaires, '

mn m'n’ dz cote dz cota’
—_—— N = .
Am Am' p o ~+ mm'

La derniére égalité montre que p est constant; H ayant
une courbure constante est un cercle ; ses normales, pro-
jections des génératrices de la surface, sont concourantes,
et cette surface est encore I’hélicoide gauche.

Je dis enfin que parmi les surfaces réglées qui n’admet-
tent pas de plan directeur, il n’en est aucune dont les
courbures principales en chaque point soient égales et de
sens contraire. En effet, cette propriété dévrait apparte-
nir aux hyperboloides osculateurs a la surface le long de
ces génératrices; en chaque point de la génératrice de
contact, un de ces hyperboloides aurait pour indicatrice
une hyperbole équilatére a asymptotes rectangulaires.
Or, pour I'hyperboloide, les asymptotes de I'indicatrice
en un point sont les deux génératrices qui y passent; et,
sur un hyperboloide proprement dit, comme Pest I’hy-
perboloide osculateur a une surface dont trois génératrices
consécutives ne sont pas paralléles 4 un méme plan, ja-
mais le lien des points ou les génératrices se coupent a
angle droit n’est une génératrice : c’est, comme on sait,
la courbe d’intersection de la surface et d’une sphére. Il
n’y a donc, en définitive, aucune surface réglée, autre
que I'héligoide gauche, présentant la propriété énoncée.
On peut remarquer que les hyperboloides osculateurs a
I'hélicoide se réduisent a des paraboloides équilatéres
ayant leur sommet au point central de la génératrice de

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X. (Janvier 1871.) 3
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contact; et, pour ces paraboloides, le lieu des points ou
les génératrices sont rectangulaires est le couple de géné-
ratrices passant au sommet.

Je n’ai pas a considérer les surfaces développables, en
chaque point desquelles un rayon de courbure est tou-
jours infini ; 'autre devrait I'étre également, et la surface
se réduirait a un plan, cas particulier de I'hélicoide
gauche.

Reste a chercher I'expression des rayons de courbure
principaux R en un point d'un héligoide gauche. Soient
encore AB et AC deux génératrices infiniment voisines,
M et N deux points de ces génératrices faisant partie
d'une méme ligne de courbure; ces éléments se pro-
jettent horizontalement en ab, ac, m, n. Menons dans le
plan horizontal ms, ns perpendiculaires respectivement
a am et an; on peut les regarder comme les projections
des normales a I'héligoide en M et N, normales qui, par
la propriété des lignes de courbure se rencontrent dans
I’espace au centre de courbure S projeté en s. En appe-
lant « l'angle du plan horizontal avec I'hélice tracée
en M sur 'héligoide, on aura, sauf une erreur infini-
ment petite, s = R sina. Soient p le point de rencontre
de ms avec an, P le point correspondant sur la surface;
MP est asymptote de I'indicatrice en M, et comme celle-ci
est équilatére, MP = PN. On a évidemment

mp = MP cosz, pr—=—PN.
Les triangles semblables amp, snp donnent

ns __pn  Rsina PN 1

=, — e p——
am pm 3 PM cosa cusa

d’ou
{‘ .
sino cosa
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mais si I'on désigne par 2ma le pas de I'hélice tracée sur
un cylindre de rayon p, on sait par les éléments que

t a
anga = —;

P
donc enfin on trouve

R=%T¢F.
a

Il est aisé de construire ce rayon, et de voir qu'il est au

rayon de courbure de I'hélice dans le rapport de a a p.
On a immédiatement ’équation de la projection des

lignes de courbure. La figure précédente nous donne

pm __ PMcosa PN P pnr

dw — - — = .
am 4 [ \/a2+ P2 \/a2+Pz

Puis, selon qu’on prend 'un ou I’autre systéme de lignes
de courbure, on aura dp = == pr; car on sait qu’on peut
regarder am et ap comme égaux. L’équation différentielle
des projections des lignes de courbure est

dp
dpy —+ _—
Va4 p*

L’intégrale est bien connue
w==1(p+ ya’+ p*);
d’ou I’on tire

p=z

NIR

(e*— e™®).

Enfin le lieu des centres de courbure de I'héligoide pour
tous les points d'une génératrice s’obtient en prenant
pour axe des x la génératrice, pour axe des z I’axe du
conoide, pour axe des y une perpendiculaire aux deux
autres, On aura, en considérant 'un et I'autre des cen-

. 3.
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tres de courbure en M,
xr—am=—p,
a4 p? a

y=Ftms=Rsina =t —— — ::t\/a’—k-x’,
a \/a2+f)2

t z ad
ange —— — == — == —-»
g z x

p

Le lieu est P'intersection dn cylindre x*— y*+a*=o
et du paraboloide xy =az; c’est une coyrbe gauche
formée de deux parties séparées. Il est assez remarquable

P q
qu’on puisse la rectifier : on trouvera sans peine

de ——
ds—= - V2ai+ 4zt
En comptant I'arc & partir de x = o, cela donne

s 2 2 .,2
s= Z aage 4 L1272l b
2a 2 ay/2

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 207

( voir 1™ série, t. VIII, p. 108);

Par M. Cnarres BRISSE.

Etant donné un triangle plan, soient trois paraboles,
ayant méme foyer, dont chacune est touchée par deux
cotés du triangle; si 'on méne & la premiére de ces
paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement
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le troisiéme coté du triangle, et, de méme pour les deux
autres, les trois droites qu’on obtient ainsi seront toutes
tangentes & la méme parabole, homofocale avec les
trois autres. (STrEBOR.)

Transformons par polaires réciproques ce théoréme
connu : Les trois hauteurs d’un triangle se coupent en
un méme point. Nous obtiendrons, en nous rappelant
que angle compris entre deux droites est égal a I'angle
que forment les rayons vecteurs menés de I’origine aux
points correspondants (*), la proposition suivante :

" Etant donné un triangle ABC et un point O dans
son plan, si l'on éléve par ce point des perpendicu—
laires aux droites OA, OB, OC jusqu’a leur rencontre
avec les cotés opposés, les trois points ainsi obtenus
seront en ligne droite.

‘Transformons cet énoncé par rayons vecteurs réci-
proques, en prenant le point O pour origine, il prendra
la forme suivante : -

Etant donnés trois cercles qui se coupent en un
méme point O, si l’on éléve par ce point des perpendi-
culaires aux cordes communes OA, OB, OC des cercles
pris deux & deux, jusqu'a leurs rencontres respectives
avec les cercles OBC, OCA, OAB, les trois points ainsi
obtenus seront avec O sur un méme cercle.

Transformons enfin par polaires réciproques ce der-
nier théoréme, en prenant le point O pour origine, et

nous obtiendrons précisément cclui qui fait I'objet de la
question 207.

(*) SaLmon, Sections coniques, édition fran¢aise; Paris, Gauthier-Villars.
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Question 234

(voir 1" série, t. X, p.183);

Par UN ABONNE.
Soit I’équation

(z — a,j(.zr —a,)(z — ay)...(x — @)

+ bz — a)) (x — a,)...(x — a:) = 0;

b est un nombre positif; m un nombre entier positif;
les 2n —1 différences a,— ay, a,— a;, ay;—a,,. ..,
@31 — Qs, sONt positives; les n racines de I’équation
sont réelles et comprises entre a, et a,, as et a;, ay

el agy. ... (RicmELOT.)

Des inégalités

a,—a, > o,
a,— a, > o,
Qyp\— A3y >0,

ceeesens o
Qypy — Qg > 0,

on conclut les suivantes :

a —a,, >0, Qp. ., —ap >0,

a, — azp—|> 0, QG — Qypy, >o,

a;— @y, >0, Gy — Qypyy >0,

a,— Aayp— >0, a,; — a2p4—3> o,

..... P ee ey eeeiaececaaeney
Uypy— Qyp >0, Qyp — Ayt > 0,
@p_y— Qzp >0, Qzp,— Gy >O. ’

.

Substituons @,,_, 4 x dans le premier membre de
I’équation proposée, nous aurons & chercher le signe du
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produit

b (@sp—— @3)(@zp—1— @i). - -

ypi— Azp—a) (@ap—1— Azp) -« (@rpy — ay).
p p

Abstraction faite de &, les p —1 premiers facteurs
sont négatifs, tous les autres sont positifs; le résultat a
donc le signe de la quantité '

(—r)P—,

Substituons maintenant a,,, nous aurons a chercher
le signe du produit
(@sp—a,) (@syp—@s). .. (@p— @sp_1) (@rp— @rpt) - o - (Uap— A20s ).
Les p premiers facteurs sont négatifs, tous les autres
sont positifs; le résultat a done le signe de la quantité

(—1)Pe

Les résultats des deux substitutions étant de signes
contraires, 'équation a une racine comprise entre da,,_;
et a,,; d'oun l'on conclut qu'elle a toutes ses racines
réelles et comprises respectivement entre a, et as, a; et
@yye vy Qop_y €L Ay,

Questions 817 et 876

(voir 2° série, t. VII, p. 239);

Par M. MOREL,
Répétiteur & Sainte-Barbe.

Cr . a -

877. Lorsque la réduction d’une fraction 7 en déci-
males conduit & une période de n chiffres, toute fraction,
irréductible dont le dénominateur égale un multiple de
b donne lieu & une période dont le nombre de chiffres
est égal & un multiple de n.

(LionnEr, Algébre, 3° édit.)
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Lorsqu’une fraction irréductible est de la forme —5
on peut la considérer comme la somme de deux frac-

. x , . , .
tions —, % En effet, la résolution de I'équation

—+

Sl

—-‘t’
T mb

R

revient a la résolution en nombres entiers de I'équation
bx + my =c,

question qui admet, en général, au moins une solution.

Si maintenant je suppose que la fraction % soit pério-

dique, et que sa période soit Ajkl, celle de % étant

pqrstv, nous aurons

%’ == 0, pqrstepq rstv pqrsivpqr.. .,
,i = 0, hjkl hjkl hjkl hjkl hjkLh. . ..
n

En faisant la somme de ces deux. fractions, nous aurons
une nouvelle fraction périodique, puisque nous retrou-
verons périodiquement les mémes sommes a faire, et
cela lorsque nous aurons pris un nombre exact de pé-

. ., c . .
riodes de chaque ¢6té. Donc B sera bien une fraction
m

périodique dont le nombre de chiffres sera un multiple
de n.

Si 1 était seulement composé des facteurs 2 et 5, ou,
plus généralement, des factenrs de la base de numération,

. c . . . L .
la fraction — aurait encore n chiffres a la période;
m

mais l'origine de la période serait reculée d’autant de
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chiffres qu’il y en aurait dans la réduction en décimales

A x
de la fraction —-
m

876. 1020 étant le dénominateur d’une fraction ir-
réductible, pourquot le nombre des chiffres de la période
engendrée par cette fraction sera-t-il un des nombres
1,2, 4,8,16,32°7 (Lionner, Algébre, 3¢ édit.)

Le nombre 1020 étant égal au produit 20< 3 <17,
on aura g

A, a, b, ¢ étant premiers respectivement avec 1020, 20,
3,17,

La fraction — étant limitée n’influera pas sur le nom-

bre des chiffres de la période. Mais les fractions pério-

. b ¢ . . .
diques 3T peuvent avoir pour nombres de chiffres a
17

la période

wl >
-

1 ou 2 chiffres,

1—07’ 1, 2, 4, 8, 16 chiffres.

Le nombre des chifires de la somme g —+ -I% ne pourra
étre que 'un des nombres obtenus en multipliant les
nombres relatifs a -:—7 par ceux relatifs & -g On aura ainsi
'un des nombres 1, 2, 4, 8, 16 ou 32, et pas d’autres.
Remarque. — Le nombre de chiffres correspondant a

3

’ . ° a
donc le nombre cherché sera 16. En outre, la fraction o
o

. ¢ . b
la fraction T est 165 le nombre de chiffres pour = est 13
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. . , , Sa
donnera deux chiffres, puisqu’elle est égale a oo} donc

. A . . ST
la fraction Tosc Sera une fraction décimale périodique

mixte, ayant deux chiffres & la partie non périedique et
16 & la période.
Vérification :
173

1020

v

= 0,1696078431372549019607843. . ..

Question 949

voir »° série, t. VIIi, p. 335): 1

Par M. P. MEUTZNER,
Etudiant a Leipzig.

Trouver toutes les courbes planes pour lesquelles la
projection de la normale sur le rayon wecteur est con-
stante. On compte la normale du point de la courbe &
une droite fixe donnée et le rayon wecteur du point de
la courbe a un point fixe pris pour péle. Les coniques
donnent une solution particuliére. (Genoccnt.)

Soit b la distance du point fixe 4 la droite fixe. Par le
point fixe, pris pour pole, menons une paralléle a la
droite fixe et prenons-la pour axe polaire. Soit k la valeur
constante de la projection de la normale sur le rayon
vecteur. .

En désignant par r et ¢ les coordonnées polaires d’un
point quelconque de la courbe, 'équation différentielle
de cette courbe sera

dr
- r'zdcp

Posons

b

1 I i
= tangg + ; - cos7 —tangg.

-

- ==, .

~
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il viendra
dn 1 n (b .
0 e g (b

Si nous prenons d’abord I'équation différentielle

dn_ » (b sin
dp ~ cosg \k ?)
elle donne par l'intégration

k
b

. (r* sing cos
=1 cosp ¥

y étant une constante arbitraire.

Nous cherchons maintenant, par la méthode de la va-
riation des constantes arbitraires, a satisfaire 4 1'équa-
tion (1) en regardant y comme une fonction de ¢. Nous
trouvons, en posant

2

l—i—sinqz:u et P:d:a,
la quadrature
. [(2—u)(u—1)du
‘7——f T s :

Elle peut facilement s’effectuer et donne

1 (2— u)>+!

Fy=— fa—+1)(a+2) uot?

[(2e+3)z—2(a+1)]+4C,

C étant une constante arbitraire. Remplagons u et a par

leurs valeurs, nous aurons donc
b—k

I bsing+ & [1—sing\ 2
T= % i 7 -+ C.
k*—b* 1+ sing \1 - sing

Par conséquent, I’équation des courbes cherchées est
b—k b

(2) T 1 ‘bsincp.J,—lf l—SEﬂ(p ’—"‘*_C 1-+sing ;cos7.
r | A—%* 1+ sing \1+sing . cosg
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Si nous supposons b = o, I’équation (2) devient

1 1

7 = % + C cosyp,
ou bien

. f

(3) r=

1+ AC cos?'

On voit que c’est I'équation d’une conique. On a en
coordonnées rectangulaires

(4) (1— B+ y*= k(1 — 2Cx).

L’équation (2) montre qu'on n’obtient aucune solu-
tion en faisant b =k. Ce cas doit étre traité a part.
L’équation différentielle devient, dans I’hypothése ou
b=k,

dy 1 n .
(5) Z;_Ztangq;-i— Fs?(x—sm?).

En intégrant, on obtient

(6) Lkn—2 —1 1+ sing

— = — +C
I -+ sing 1—sing

pour I'équation des courbes satisfaisant aux conditions
de I'énoncé.

Question 971
(voir 2° série, t. VIII, p. 562);
Par M. A. MOREL,

Répétiteur 4 Sainte-Barbe.

Trouver la loi de formation des nombres dont les
carrés sont terminés par deux chiffres égaux.

(H. Brocarp.)

11 est d'abord évident qu’il suffit de chercher les nom-
bres proposés parmi les nombres inférieurs a 10o. En
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effet, prenons un nombre supérieur a 100; appelons «
le nombre formé par les centaines, et 8 le nombre formé
par les unités, de telle sorte que I'on ait

A = a>< 100 + f.

On aura
A'= (a XX 100 + B)*=a® X 100°+ 228 X 100 + f.

Si donc 3 est terminé par deux chiffres égaux, il en
sera de méme de A®, puisque la valeur de « ne peut
influer que sur les centaines.

Si maintenant 3 est un nombre inférieur & 25 qui
jouisse de cette propriété, nous aurons, jouissant de la
méme propriété, les nombres 50 —f3, 50+f3 et ro0—f3.
En effet, on a

(50 =B = 2500 1008 + B

Donc les deux derniers chiffres de (50==[3)* sont les
mémes que ceux de (3°. Il nous suffit donc de chercher
parmi les nombres inférieurs a 25 ceux qui jouissent de
la propriété demandée. Nous pouvons exclure immédia-
tement les nombres terminés par 5, dont le carré est ter-
miné par 25, et les nombres terminés par un zéro, qui
ont toujours leurs carrés terminés par deux zéros. Il nous
reste donc a essayer les nombres 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9,
11, 12,13, 14, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24. Les trois
premiers, n’ayant qu'un chiffre au carré, doivent étre
exclus.

Parmi les dix-sept nombres (ui nous restent, nous
n’avons que le nombre 12 dont le carié 144 soit terminé
par deux chiffres égaux. Nous trouverons donc les nom-
bres 12, 38, 62, 88, dont le carré soit terminé par deux
chiffres égaux; nous remarquerons en outre que ces chif-
fres sont deux 4.
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Donc
Tout nombre terminé par 12, 38, 62, 88 aura son
carré terminé par 44; ces nombres seuls ont leur carré
terminé par deux chiffres égaux.

Question 983

(voir 2° série, t. IX, p. 93);

Par M. A. MOREL.

Imaginons deux ellipses concentriques, l’une inté-
rieure, I’ autre extérieure, dont les axes ont les mémes
directions. Cela posé, quelles relations doivent exister
entre les demi-axes de ces deux ellipses pour que la
courbe polaire réciproque d’une d’elles par rapport &
Uautre soit un cercle de rayon donné?

(HarkeMmA.)
Premiére solution. — Soient ‘
x3 ]2 .
(l) ;; -+ F —1=0,
x? ‘7-7
(2) F —+ F —I=0

les équations des deux coniques. Soit («, ) un point du
lieu cherché. Ce point ayant pour polaire par rapport a
la courbe (1) une tangente a la courbe (2), on aura les
relations

“« B
@ b
(3) —=—=1;
e '’
PEE T
on tire de ces relations
x _ada y b
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Portant ces valeurs dans I’équation (2), on aura, pour la
polaire réciproque de cette courbe,

a'?a? b2 ﬁ’

— 4+ —~ —1=o0,

at b
ou _
a'*bta? + b'2ag4 pz — a‘'b*— o.
Cette courbe sera un cercle si 'on a
a'? bt = b'*a;

son rayon sera, en outre, égal a r si I'on a

]
..a_. —r?
a*”
Cette derniére condition nous donne, en ne prenant
que les valeurs absolues,

az
a = —3
on trouverait de méme
p="2.
-
Deuxiéme solution. — La polaire réciproque d'une

conique étant une autre conique, la polaire réciproque
de A’ par rapport & A sera une ellipse, puisque la
courbe A’ ne passe pas par le centre de A, et que, par
suite, sa courbe réciproque n’a pas de point & Iinfini.
En outre, la courbe A’ étant symétrique par rapport aux
axes, sa réciproque le sera également. Cette courbe sera
un cercle si les segments qu’elle intercepte sur les axes

sont égaux. Soit r le segment intercepté sur chaque axe;
on doit avoir les relations

ar=a? br==b,

ce qui donne les relations trouvées précédemment.
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Si I'on voulait, en outre, que le cercle fit 1a polaire
réciproque de I'une quelconque des deux courbes par
rapport a I’autre, il faudrait que I'on efit

a'r=a? b'r—==u?
avec

ar=a'*, br=10%
ce qui exigerait que I'on eiit

a=a, b=">b et a=h.

Dans ce cas, les deux coniques se réduisent a deux cercles
égaux et concentriques, et, si nous prenons un point et
la tangente en ce point, 'enveloppe de cette tangente est
le cercle lui-méme, qui répond ainsi & la question.

EXERCICE.

Lorsqu’on joint deux points M'(x', y’), M"(x”, y")
de la parabole y* = 2 px & un point quelconque O (X, Y)
de son plan, la surface du triangle résultant OM'M” a
pour expression

YI — YI/
’ "N _ Al 1
gy ) =ty —2p X,

ou encore
| ——
SV 2pe(Yy —p(X + =),
x, y étant les coordonnées du pole P de la corde M'M".
En déduire la surface

=2 " =" " — )
4p

dua triangle M'M”M" inscrit dans la parabole.
(G. Dostor.)
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BIBLIOGRAPHIE (*).

Table de Logarithmes a wingt-sept décimales pour les
calculs de précision, par Ftoor Troman. Grand in-8°,
1867.— Paris, librairie Gauthier-Villars. Prix : 5 fr.

Le savant auteur de ce trés-remarquable écrit a laissé
de nombreux amis qui conserveront, avec une haute es-
time pour ses talents, le souvenir de son excellent et af-
fectueux caractére. Les géométres admiraientl'ingénieuse
simplicité de ses méthodes, les administrateurs des grandes
compagnies connaissaient I’exactitude irréprochable de
ses calculs, et les financiers les plus actifs mettaient a
profit la merveilleuse rapidité de ses réponses a des ques-
tions sans cesse renouvelées. Sa mort prématurée laisse
un vide difficile a remplir. Nous ignorons le nom véri-
table caché sous le pseudonyme de Fédor Thoman. On
raconte qu'un jour, au milieu d’une féte et devant de
nombreux témoins, I’héritier de I'un des noms les plus
illustres de la Russie le salua du titre de prince. Fédor
Thoman, impassible, répondit simplement : « Vous étes
» sans doute abusé par quelque ressemblance. » Le sei-
gneur russe s'inclina sans poursuivre la conversation,
mais, un quart d’heure aprés, les deux compatriotes échan-
geaient quelques mots dans un salon écarté et s’éloignaient
dans la méme voiture.

Je n’ai ni le moyen ni le droit de rechercher ici un se-
cret que, pendant un séjour de vingt-cinq ans, Fédor
Thoman, je crois en étre certain, n’a confié 4 aucun Fran-
¢ais. Plus d’une supposition a été hasardée, mais aucune

(*) Extrait du Journal des Savants, décembre 1870.

Ann. de'Mathémat., 2¢ série, t. X. (Février 1871.) 4
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d’elles, Je veux me borner 4 le dire, n’a fait planer le
plus léger soupgon sur la délicatesse et la droiture de cet
homme excellent et réellement supérieur a plus d’un titre.
Les écrits de Fédor Thoman sont nombreux, il a
abordé la chimie, la cristallographie, les hautes mathé-
matiques et la théorie des opérations financiéres, en y
portant la grande profondeur de savoir et la minutieuse
précision dont sa nature lui faisait une loi. Je me propose
seulement ici de faire connaitre son opuscule sur le cal-
cul des logarithmes, véritable tour de force 4 mes yeux
et chef-d’ceuvre de dextérité arithmétique. Le sujet est .
de hauteimportance ; il semblait depuis longtemps épuisé,
lorsque Fédor Thoman est venu y apporter un progrés
considérable et évident. .
Les Tables de logarithmes employées par tous les calcu-
lateurs sont 4 sept décimales. Ce nombre de chiffres n'a
pas été choisi au hasard, et il ne faut pas croire qu’avec
huit ou dix figures on obtiendrait sans peine des calculs
plus exacts. En effet, plus les calculs sont précis, pluson
est assuré d’y rencontrer des nombres et surtout des lo-
garithmes qui ne se trouvent pas exactement dans la table;;
il faut alors, ceux qui ont calculé le savent, recourir a
une interpolation. Une proportion suffit quand on calcule
a sept décimales; mais, si I'on en prend dix, cette pro-
portion, dans le plus grand nombre de cas, donnerait
trois chiffres inexacts et, par conséquent, plus nuisibles
qu’utiles. Un coup d’ceil jeté sur les Tables de Vlacq ne
peut laisser sur ce point aucun doute : les différences
premiéres ne sont pas constantes, et, pour en faire
usage, il faut recourir aux formules d’interpolation, dont
la complication, qui rend les calculs extrémement péni-
bles, s’accroit rapidement avec le nombre des chiffres
conservés. C’est pour cela, et non par des motifs d’éco-
nomie, que les grandes Tables du cadastre a quinze déci -
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males, qui devaient, dans I'intention du gouvernement
républicain, former le monumentde calcul le plus waste
et le plus imposant qui et jamais €té exécuté ou méme
concu, n'ont pas encore été publiées et ne le seront vrai-
semblablement jamais.

Fédor Thoman, comme l'indique le titre de sa bro-
chure, veut mettre 4 la disposition des calculateurs les
logarithmes de tous les nombres et les nombres corres-
pondants aux logarithmes avec une exactitude qui, jus-
qu’ici, n’a été ni atteinte ni cherchée, et les Tables com-
plétes, qui sembleraient devoir remplir des centaines de
volumes in-folio, pourraient aisément étre réunies sur
une seule page; si elles en occupent dix dans I’écrit que
je signale a Pattention des savants, c’est qu'on n’a pas
cherché & ménager la place. :

Dans ces dix pages, cela va sans dire, les logarithmes
ne sont pas inscrits, mais on trouve tout ce qu’il faut
pour les calculer par un procédé toujours uniforme, qui
n’exige que des additions et des multiplications dans les-
quelles le multiplicateur n’a qu’un chiffre, et dans une
seule il en a deux; aucune interpolation n’est nécessaire,
etiln’y a pas une seule division.

La méthode de Fédor Thoman est fondée sur un prin-
cipe fort simple, déja utilisé par Briggs. Quand un nom-
bre différe peu de 'unité, le calcul de son logarithme est
facile, et I'on a, en négligeant 6%, :

(1) 1(1 4 8) = 4o,

k étant un facteur toujours le méme, que I'on peut cal-
culer une fois pour toutes, et dont une Table donne les
produits par tous les nombres inférieurs a 100. Rien de
plus facile dés lors que de former %6 : quels que soient
les chiffres de 6, on les partage en groupes de deux, et
les produits par chaque groupe qui se trouvent écrits

4 s
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dans la Table sont ensuite ajoutés les uns aux autres.

Toute la question se borne donc a réduire un nombre
quelconque N a la forme 1+ 6, en faisant 6 assez petit
pour que la formule (1) soitapplicable. La méthode trés-
ingénieuse de Thoman counsiste a multiplier N par des
facteurs successifs tellement choisis que le produit con-
verge rapidement vers 'uaité. Ces facteurs font toujours
partie des nombres inscrits dans une Table; on trouve,
sans tdtonnement, celui qui convient a chaque opéra-
tion, et a c6té de lui son logarithme calculé a 'avance;
chaque facteur enfin, a partir du second, n’a qu’un chiffre
significatif, et le premier en a deux. Soit donc N le nom-
bre donné, p le premier facteur tellement choisi que Np
différe peu de l'unité; soient 1 —a, 1—5b, 1—c,...
les facteurs suivants dont les logarithmes sont —a, —f3,
— 7y .., ON aura

Np(rt—a)(1—b)(1—¢)... = 146,
et
IN+lp—a—B—9qg... =4k6;

par conséquent,
IN = comp.logp +o—+B+y+... + 40,

Pour bien montrer la simplicité de la méthode, calculons
A15 décimales le logarithme de m=3,141592653589793.

Une premiére Table nous apprend que, les deux pre-
miers chiffres étant 31, il convient d’adopter pour pre-
mier multiplicateur 32, afin que le produit différe aussi
peu que possible de 'unité (la position de la virgule est,
bien entendu, insignifiante); le produit 327 est

100,530964914873376.

Les multiplicateurs 1 — a, 1— b, 1—¢,... sont suc-

cessivement 1— 0,005, 1-—o0,0002, I— 0,00008,

1—0,000003, 1— 0, 00000003, et le produit obtenu 1+ 6
[ 4
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est 1,00000000763015282, et I'on peut, sans commettre
d’erreur sur le quinzi¢me chiffre décimal, chercher son
logarithme par la formule (1).
Voici le détail complet du calcul; tous les chiffres qui-
y sont inscrits sont directement copiés sur la Table sans
calcul accessoire et sans titonnement.

3,141592653589793 < 32

6283185307179586
9424777960769379
1,00530964914873376 <X 1 — 0,005
502654824574367
28310090299009 < 1 — 0,0002
20005662018060
8304428280949 ><.1 —0,00008
8000664354262
303763926687 < 1 — 0,000003
300000911292
3763015395 < 1 — 0,00000003
13

763015282 = ¢

330063806
1302883
6514

122

I

331373326 =log(1 + 0)
1302883465
130288540004
3474494836873
8686758342858
217691925427455
49485002.168009402

logm = 0,497149872694134
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Supposons maintenant qu’ayant a sa disposition les
Tables & quinze décimales du cadastre, on veuille cher-
cher le méme logarithme, on y trouvera seulement ceux
des nombres

31415, 31416, 31417, 31418, 31419, 31420,

et ces logarithmes serviront i calculer les différences suc-
cessives dont la cinquiéme seulement est constante; il
faudra done, pour avoir le logarithme de =, faire usage
de la formule d’interpolation du cinquiéme degré. En
posant

q = 0,92653589793,

on devra ajouter au logarithme de 31415 le nombre donné
par la formule :

q(qg—1) +q(<1—l)(q~2)

un+_2_—Ai‘a 1.2.3 au
q(9—1)(g—2)(g—3) ,,
+ 1.2.3.4 atu
q(g—1)(g—2)(g—3)(9—4) ,
+ 1.2.3.4.5 ata,

o Au, A’u, A%u, A'u, A%u sont les nombres fournis par
la Table, et le calcul sera dix fois plus long au moins que
celui de Fédor Thoman, dont la supériorité parait dé-
courageante pour les calculateurs qui voudraient, a I'a-
venir, perfectionner de nouveau le calcul numérique des
logarithmes.

La recherche du nombre correspondant a un logarithme
donné est tout aussi simple. Si le logarithme est petit et
que lon ait

logz =6,
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on pourra prendre
6

(2) .‘I,‘:l-*'-z‘

en négligeant le carré de 6.

Comment réduire maintenant un logarithme quel-
conque a ceux auxquels la formule (2) est applicable?

Thoman y parvient en retranchant successivement de
ce logarithme des logarihmes connus dont I’ensemble
forme deux petites Tables d'une page chacune et choisis-
sant a chaque fois, dansla Table dont on doit faire usage,
le logarithme le plus proche du résultat de la soustraction
précédente.

Soient x le nombre cherché et logN, log(r—+a),
log(1 +5)...., etc., les logarithmes successivement
soustraits, le nombre cherché sera

z=N(1+a)(1+8)(1+c)... <r+£)s

. : . 6
a, b, ¢ ne conticnnent chacun qu’un seul chiflre, et y:

se calcule, comme on I'a dit, par de simples additions.
Cherchons, par exemple, 4 onze décimales, le nombre
dont le logarithme est

0,497149872694.

Le plus grand logarithme, parmi ceux des cent pre-
miers nombres que 1'on puisse retrancher du proposé,
est celui de 31 ; il reste

0,005788178860
dont on retranche successivement les logarithmes de 1,01,

1,003, 1,0003, 1,00008, et il reste 0,000000861083,
auquel peut s’appliquer la formule (2).
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Voici tout le calcul :
logz = o0,497149872604
491361693834 = log3+
5788178860
4321393783 =log 1,01
1466805077
1300933020 — log 1,003
165872057
130268805 — log1,0003
35603252
34742169 = log ¥ ,00008
81083
1980223
2303
191
r,ooooo;§82717><1,00008
8ooo0159g

1,000081982876 < 1,0003
300024595
1,000383153493 < 1,003

3001146022

P ,003383153493 X< 1,01
1,0033831535

1,013416985028 < 31
30, 40250955084

x = 3,14159265359

11 semble difficile de concevoir, pour la solution d'un
tel probléme, une méthode plus élégante et plus sire et
des calculs moins laborieux. Comme le grand nombre des
chiffres inscrits dans chaque ligne est une des nécessités
de la question, on ne doit s’attacher qu’a compter le
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nombre des lignes, en remarquant que chacune s’écrit
en quelque sorte sans travail, lorsqu’elle n’est pas pure-
ment etsimplement copiéedansuneTable d’uneseule page.

Je n’essayerai pas de refaire ici I’histoire bien connue
et souvent étudiée de la théorie des logarithmes. Six vo-
lumes in-4°, publiés en 1791 sous le titre général Scrip-
tores logarithmict, démontrent suffisamment I’ardeur des
tentatives sans cesse renouvelées depuis deux siécles pour
simplifier les calculs en agrandissant le cadre des Tables.
Je puis cependant, sans m’écarter du sujet de cet ar-
ticle, citer le nom illustre de Huyghens, qui ne figure pas
daps la collection des Scriptores logarithmici. Fédor
Thoman, en effet, avait étudié avec le plus grand soin
les travaux de l'illustre géomgtre relatifs au calcul nu-
mérique, et sa méthode, trés-différente de celle d’Huy-
ghens, montre pourtant qu’il en a fait son profit.

Les procés-verbaux manuscrits de I’Académie des
Sciences pour I’année 1666 contiennent cette méthode
trés-ingénieuse, donnée sans démonstration et parfaite-
ment élucidée dans les Comptes rendus de U’ Académie
des Sciences (t. LXVI, n°® 13; 1868) par un commen-
taire de Thoman (*). L’illustre académicien connait évi-
demment la série qui représente 1(1 + %), et que Merca-
tor, d’ailleurs, publia en 1664, et sa méthode consiste a
substituer a une certaine série, aisément déduite de celle
de Mercator, une autre série dont les premiers termes
sont les mémes, et dont la somme exacte représente une
fraction rationnelle aisée 4 calculer.

La méthode inventée par Huyghens est restée inédite
Jusqu’a ces derniers temps. Dans les ceuvres imprimées
de l'illustre géométre, il n’en est fait aucune mention,

(*) Voir aussi les Nouvelles Annales de Mathématigues, 2 série, t. VII,
P- 32; juillet 1868.
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mais, chose singuliére, on en trouve une autre fort dif-
férente de la sienne, dont Huyghens a accru la célébrité
en critiquant trés-justement 1'une des assertions de son
trés-ingénieux et trés-savant inventeur,Jacques Grégory.
Les éditeurs des ceuvres d’'Huyghens ont inséré en entier,
dans le second des quatre volumes qu'ils ont publiés, le
Mémoire de Grégory, fondé sur la remarque, faite pour
la premiére fois par Grégoire Saint-Vincent, de I'identité
de la recherche d’'un logarithme népérien avec le calcul
d’une aire hyperbolique; et, pour calculer ce segment,
Grégory emploie la méthode méme qui donne I'aire du
segment du cercle, c’est-a-dire I’évaluation de polygoges
inscrits et circonscrits dont le nombre des c6tés va sans
cesse en doublant. Les formules, dans les deux cas, sont
exactement les mémes. Une premiére difficulté se présente
au début, mais elle est bien vite écartée : les polygones
considérés dans le cercle sont réguliers, et leurs proprié-
tés s’en déduisent. Quels doivent étre, dans ’hyperbole,
les polygones correspondants pour que l'analogie soit
conservée? Quand on passe du cercle a ellipse, la so-
lution s’apergoit aisément. Le polygone inscrit ou cir-
conscrit a lellipse doit étre la projection du polygone
régulier inscrit ou circonserit au cercle, et, pour cela, les
triangles ayant pour sommet commun le centre de I'el-
lipse et pour bases les divers cotés, doivent étre équiva-
lents. Tl en est de méme des polygones considérés par
Grégory, inscrits ou circonscrits @ un arc d’hyperbole.
Les triangles dont leurs cotés sont les bases et dont les
sommets sont au centre doivent éire équivalents. La re-
lation entre I'aire des polygones inscrits et circonscrits
a un secteur hyperbolique et celles des polygones d’un
nombre de colés double sont alors les mémes que pour le
secteur circulaire, et le calcul de la surface d’un secteur
hyperbolique devient par 12 extrémement facile.



(59)

Aprés avoir ainsi choisi le procédé de calcul, Grégory
apercut aussitdt que certains secteurs, pour étre obtenus
avec une approximation donnée, exigent moins de cal-
culs que d’autres, et, si 'on veut parler des logarithmes
qu'il faut connaitre, que ceux des nombres voisins de
I'unité sont les plus faciles a obtenir. Le parti qu’il tire
de cette remarque est fort ingénieux. Apres avoir calculé
a vingt-six décimales le logarithme népérien de 1o, il veut
ensuite obtenir ceux des nombres premiers inférieurs a
100, et, comme il les obtient par ordre en commencant
par le plus petit, log2, il suffit évidemment, pour obtenir
logp, de trouver une fraction %, peu différente de I'unité
et telle que, p étant 'un des facteurs des nombres a ou
b premiers entre eux, les autres soient tous moindres que
p. On a, par exemple,

664848 = 7 >< 13 X< 25 < 3¢,
664849 =3 > 472’

et par conséquent

66484 .
logmé:log?yl ~+2log47—log7—log13—5log2—6log3,

et, le premier membre se calculant, on en déduira le lo-

garithme de 47, lorsque ceux des nombres premiers infé-
rieurs seront connus.

Les nombres auxiliaires dont Grégory fait usage pour

calculer le lpgarithme de 2 et celuide 3 (celuide 10 étant
connu) sont

1000 = 23 X< 53,

1024 = 2",
32805 =5 X 3¢,
32768 = 2.
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1024 ot 32805
1000 32768
P'unité, mais toutes celles qu'il considére ensuite s’en
rapprochent bien davantage, et la différence entre les
deux termes, qui grandissent rapidement, est toujours

d’une seule unité. On a, par exemple,

Les fractions difféerent notablement de

2400 = 3 < 25 XX 52,

2401 = 7%,

9800 = 23 X< 57 < 77,

9801 = 11 X< 34,
123200 = 7 XX 11 X 57X 2%,
123201 = 13? X< 3¢.

Le premier groupe servira a calculer le logarithme de
7, le second celui de 11, et le troisiéme celui de 13.

Les logarithmes des nombres inférieurs 4 100 étant
connus, pour obtenir les suivants, Grégory considére la

formule
(a1)(a—1)*
(a—2)a®

Le numérateur et le dénominateur ont au moins les
six premiers chiffres communs, elle différe donc fort peu
de I'unité, et son logarithme, étant connu, permetira de
calculer loga, au moyen des logarithmes qui le précédent,
car les facteurs de @ + 1, @ étant impair, sont nécessai-
rement moindres que a. Si, par exemple, on faita =641,
la fraction est égale a

+ 1281
' 168296446719

Elle est de celles pour lesquelles un seul terme de la
formule donne, pour le logarithme, plus de douze déci-
males exactes.

D’aprés cet exposé, tout lecteur attentif comprendra
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I'exactitude de la méthode de Grégory. Huyghens aussi
ne I’a pas contestée, et la critique qu’il lui oppose porte
sur un autre point. Le calcul successif des polygones peut
étre poussé aussi loin qu’on veut, et I'approximation
qu’on en peut déduire n’a aucune limite. Mais pourrait-
on obtenir le résultat exact et rigoureux? Peut-onen un
mot, assigner la limite vers laquelle converge cette suite
indéfinie d’expressions que Grégory enseigne a former?
Les deux premiéres étant A et B, celles qu’on en déduit
A’ et B/, sont données par les équations

- — \/X]—}.,

,__  2AB .

" A-+VAB
Pour prouver qu'il est impossible d’assigner analyti-
quement la limite vers laquelle convergent les quantités
ainsi calculées, Grégory fait le raisonnement suivant :
Si cette limite existe, elle doit étre une fonction déter-
minée de A et de B; nous écririons aujourd’hui ¢ (A, B);

mais on aurait pu prendre pour valeur initiale A’ et B';
la limite aurait été ¢ (A’,B’); on doit donc avoir

¢(A,B) = ¢ (A, B').

Cela est parfaitement exact, mais le géométre anglais
affirme a tort, ou tout au moins sans preuve suﬂisante,
que cette équation est impossible. Posons, dit-il,

.

A = a®* + a*b,
(%) 3

= ab* + b3,
on en déduira

[ A—
(5 A’ = ab(a+ b),

B' = 2ab?,

et il affirme qu’aucune fonction algébrique de a® + a*b
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et de ab*® + b* ne peut rester invariable quand on y rem-
place les deux bindémes par les expressions (&). La preuve
de Grégory est exposée en termes douteux et enveloppés,
qui doivent tout d’abord la rendre suspecte. Il n’a pas le
droit, d’ailleurs, de choisir arbitrairement A et B. A doit
étre un polygone inscrit et B le polygone circonscrit cor-
respondant. Par conséquent, 1'impossibilité de trouver
une limite dans le cas qu’il a choisi n’entrainerait nulle-
ment la conséquence relative au cas dont on doit s’occu-
per. Il est singulier que Montucla, éclairé par la critique
précise et ferme d’Huyghens, n’ait pas démélé I'erreur
de Grégory sous la subtilité apparente de sa polémique;
le jugement qu’il en porte marque, en effet, un embarras
que le géomeétre ne doit pas connaitre : « Les géométres,
dit-il, ne me paralssent pas avoir prononcé sur cette
contestation, et, quoique je sois porté a regarder la dé-
monstration de Grégory comme concluante, je les imi-
terai. »

On me pardonnera de revesir sur des travaux si an-
ciens, fort oubliés, il est vrai, aujourd’hui, mais qui se
trouvent dans toutes les bibliothéques. Leur souvenir
chez moi est lié a celui de Thoman, qui les admirait et
en parlait souvent. 1l était bon juge sur les questions de
ce genre, comme sur toutes celles qu’il avait étudiées a
fond ; le nombre en était grand ; sur les autres il se taisait
systématiquement : Je ne saurais wous le dire était la
réponse la plus habituelle de ce curieux infatigable, dont
les études profondes et variées n’ont cessé qu’avec la vie,
et dont la mémoire, sans cesse exercée, était la plus siire
peut-étre et la plus solidement nourrie qu’il m’ait été
donné de consulter. J. BErTRAND.
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SUR LA RESOLUTION TRIGONOMETRIQUE DE L’EQUATION
DU TROISIEME DEGRE ;

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Un des procédés les plus simples pour le calcul loga-
rithmique des racines de I’équation du troisiéme degré,
quand elles sont toutes réelles, est fourni par la compa-
raison de I'équation proposée avec celle qui donne cos } a
en fonction de cosa. Je veux faire remarquer que la méme
méthode conduit aux formules employées ordinairement
pour le calcul logarithmique des racines quand deux
d’entre elles sont imaginaires. Seulement nous aurons a
employer des arcs imaginaires, dont le cosinus se définira,
en vertu de I'équation d’Euler, par I'identité

cui+ e
cCoOSUY — ——————
: 2

Comme on a d’ailleurs, quels que soient s et ¢,
eSel — L,.H—t’

la combinaison de ces deux formules donne

COS(.\‘ -+ ti) — _;. (e-fi—l —+ e-—-si+1)
:%[e—t(coss -+ isins) + e’(coss . isins)],
ou
N et ef—et
(1) cos (s + ti) = COSS — i sins.

Soit I'équation

X3 -4 pxr + q = o.
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Nous savons que I'équation
(2) x3— 3Nx — 1) cosa—=o0
admet pour racines

2w +a fr+a

(3) .z',:).cos-(f, x, =) cos 3 x; — ) coS 3

3

Si donc on identifie ’équation proposée avec (2), elle

aura les mémes racines qui nous sont connues, et nous

pourrons les calculer par logarithmes. 1l sutfit pour cette
identification de prendre

(4) ).—2\/———, cosa — —————
2[)\/—-———

) et a ne seront réels que si les trois racines de la pro-
posée le sont elles-mémes.

Dans le cas d’'une seule racine réelle, on remarquera
que les sinus et cosinus des arcs imaginaires satisfaisant
aux équations ordinaires de la Trigonométrie, on peut
dire que I’équation (2) admet toujours les racines (3),
quels que soient X et a. En ne s'astreignant plus a les
prendre réels, I'identification précédente reste possible,
et les racines de la proposée ont toujours la forme (3);
mais nous devons les expliciter, et pour cela distinguer
deux cas, suivant le signe de p.

Soit p <o, mais 4p*+ 27¢* > o. Les équations de
condition (4) donnent pour 1 et cosa des valeurs réelles;
mais cette derniére plus grande que l'unité. On devra
donc prendre a de la forme s + i, et en vertu de I'éga-
lité (1), la seconde condition (4) donnera

3q

i
RV

(5) 2.cosa=—(¢'+ e coss — i(e! —e~!)sins =
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Le second membre étant réel, le coefficient de # dans le
premier doit s’annuler, ce qui exige ou e‘=¢~', ou
sins = 0. La premiére hypothése donne ¢ = o, « réel,
ce qui est inadmissible;; il faut donc vérifier la seconde
condition, et il suffit de prendre s = o. L’équation (5)
devient alors

39

Vg
2p — =
/ \/ 3
Soit 3« I'une des deux racines réelles de cette équation,
qu’on peut résoudre par logarithmes en posant

N

+

e'=—colg, e ‘=—tangy, €'+ e i=

sin2¢ )
: Les racines de I’équation proposée, qui ont toujours la
‘ forme (4), sont, eu égard & I'égalité (1),

Acos & =1 cosai ay Py 33—
@ =hcos 3 = cos“"—\/—g(e“—i—e““):\/-—g(\/cotq)-{-\/tang?),

lx,:lcos(%? + ai) :\/_——é [— -;—(e“—}—e"") —il;—g (e* — e—")]’
xazlcos(%f -+ ai):\/:_é [—— -;—(e“+ e®) +i%§- (e* — e—«)] .

On sait rendre ces formules calculables par logarithmes
en posant
et = f/cotq; =cotd,

et on retrouve le calcul connu, pour la premiére racine,
qui est réelle, et les deux auntres imaginaires.

Dans le cas ou p est positif, les conditions (4) donnent
pour A et cosa des valeurs imaginaires, sans partie réelle;
I'angle a se déterminera encore par I'équation (5); mais
ici c’est la partie réelle du premier membre qui doit dis-

Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. X. (Février 1871.) 5
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paraitre, et il suffit pour cela de poser s = 2 Si on in-

troduit le méme angle ¢ que précédemment, I'équation (5)
devient

e'—et=2colag=

-
\/3

Désignons encore par 3a la racine réelle de cette équa-
tion, ce qui donne

T .
a=— ~+ 3ai,
2

les racines de la proposée seront

m.:)cos(% +ai>: \/‘%[z\-fg (€*+e*) + %(f’“—e‘“)]a
.z-,:lcos(%—r+ai> = \/’—g[— i%—:—%— (e“—i—e‘“)—{—i(e“—e—“)]’

x,,:)cos(%”—}—ai): \/g(e‘“»e“):— \/g (f/(?&@—f/tang?)'

On saura encore rendre ces formules calculables par loga-
rithmes, et la troisiéme racine se présentera seule comme
réelle.

PROPRIETES FOCALES DES FIGURES HOMOGRAPHIQUES.

(Extrait d’un Rapport présenté a la Société royale de Londres par M. Henry-
J. Stephen Smith, professeur a ’Université d’Oxford.)

1. Définition du foyer dans les figures homographi-
ques. — Lorsque deux figures planes (Q, ») sont en per-
spective; S étant le centre de perspective, {1, I'axe de
perspective, nous savons qu’il existe dans chacune des
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figures une droite qui a sa perspective sur I’autre p]?n a
I'infini ; nous appellerons ces deux lignes les lignes eva-
nouissantes des deux figures. Ces lignes partagent les
deux plans en deux régions. Je les appellerai (2,), (Qs)
et (), (ws). Je suppose que (£2,) soit la région de
Q ou se trouve ;w,; alors cette ligne sera également
située dans (w,); on pourra voir alors que, si P, p sont
des points correspondants de (£2,) et (v,), les rayons SP,
sp sont de méme signe, tandis que, si P etp sont des
points correspondants de (Q,) et de (w,), les rayons SP,
sp sont de signes contraires.

Lorsque les directions positive et négative d’'une ligne
droite dans I'un des plans £ et » sont déterminées, il en
est de méme des directions correspondantes de la ligne
perspective, c’est-a-dire que, si un point se meut dans la
direction positive d’une droite sur un des plans, son image
sur I'autre plan se meut dans la direction positive cor-
respondante de I’autre plan. Si, par suite, P, Q sont deux
points de la méme région’ de {2, et p, ¢ leurs images, qui
sont nécessairement dans la région correspondante de w,
la direction de P a Q le long du segment fini PQ est de
méme signe que la direction de p 4 ¢ le long du segment
Jinipq. Mais si P, Q sont dans des régions opposées de §2,
de sorte que le segment fini PQ est rencontré intéricure-
ment par la ligne évanouissante de Q au point A, la di-
rection p oo g correspond a la direction PAQ, et les direc-
tions des segments finis PQ, pg sont de signes contraires.
Si A est un point quelconque de la ligne évanouissante de
Q, aux lignes PA et QA devront correspondre des direc-
tions semblables ou dissemblables de deux droites paral-
léles, images de PA et QA, suivant que P et Q sont dans
la méme région ou dans des régions différentes de Q.

De plus, si dans le plan Q on considére une des deux
directions de rotation autour d’'un point comme positive

5.
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(par exemple celle qui, vue du point S, parait se diriger
vers la droite), les signes des directions correspondantes
de rotation dans » seront déterminés. Mais la direetion
qui parait se diriger sur la droite sera positive dans (w,)
et négative dans (w,).

Par le point S passent deux droites perpendiculaires
aux plans bissecteurs de I’angle diédre formé par les plans
qui se coupent, { et w. Supposons que ces lignes cou-
pent le plan Q en F,, F, et le plan w en f, f;. Suppo-
sons que f, SF, soit perpendiculaire au plan qui se trouve
dans le méme angle diédre que S. Alors SF,, Sf, sont de
méme sigue, et Fy, f; sont respectivement dans les ré-
gions (£,) et (w,), tandis que SF,, Sf, étant de signes
contraires, F, et f; sont dans les régions (Q,) et (w,). La
propriété fondamentale de ces points est la suivante :

Les angles qui ont leurs sommets en ¥, ou I,, et sont
dans le plan Q, sont projetés sur le plan w suivant des
angles égaux dont les sommets sont f, ou f,, ou, en
précisant davantage :

L'angle formé par des directions données de deux
droites de Q, se coupant en FyouF,, est égal & Vangle
Jormé par les directions correspondantes des droites
correspondantes de », se coupant en f, ou f,.

Ce sont précisément ces points F,, F,, fi, f; que 'au-
teur appelle les foyers de perspective sur les deux plans
respectifs Q, w. Les directions de rotation, vues du
point S, étant les mémes pour les points F, et f;, tandis
qu’elles sont opposées autour de F, et f;, les foyers F, et
fi seront appelés semblables, tandis que les foyers F,, f,

seront dissemblables.

II. Lignes équisegmentaires, — Tout point de Q, o,
étant a lui-méme sa perspective, on peut dire, en ne
faisant pas attention a la coincidence de ces points, que
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Q, w, est un axe équisegmentaire, c’est-a-dire qu’a tout
segment de Q,0,, considéré comme appartenant au pre-
mier plan, correspond un segment égal dans I'autre plan.
Mais il y a aussi un second systéme de lignes équiseg-
mentaires qui ne coincident pas. En effet, menons par le
point S un plan paralléle au plan qui contient les deux
lignes évanouissantes, ce plan coupe le plan des deux
figures suivant des lignes wyy, 2,Y, qui sont des lignes
équisegmentaires ; mais ici ces lignes sont dissemblables,
la ligne Q, w, représentant les axes semblables.

Lorsque I’on fait tourner 'un des plans, par exemple
w, autour de I'axe de perspective, on sait que les figures
restent en perspective, et que le point S décrit un cercle
situé dans le plan de symétrie et décrit sur F,F; comme
diamétre. Sil'on fait tourner I'un des plans, par exemple
w, autour d’un axe perpendiculaire au plan Q,», et mené
par S, aprés une rotation de 180 degrés, les deux figures
sont encore en perspective, mais les foyers, qui d’abord
étaient semblables, deviendront dissemblables et wice
versd. Il en sera de méme des axes équisegmentaires. On
ne peut donc pas distinguer d’une maniére absolue les
foyers en semblables ou dissemblables. Nous dirons seu-
lement que, si un foyer est semblable 3 un autre, I'axe le
plus voisin est semblable 4 I'axe le plus voisin de ’autre
foyer, €t inversement.

C’est en partant de ces définitions que ’auteur a établi
toute la théorie des propriétés focales des figures homo-
graphiques, tant planes que dans I'espace. Ces propriétés
sont trés-curieuses a4 étudier et pourront certainement
ouvrir une nouvelle voie aux investigations. Si nous pre-
nons les titres de quelques chapitres, par exemple, nous
trouvons ceux-ci :

1. Angles changés en angles égaux ou supplémen-
taires;
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12. Segments changés en segments égaux ;
14. Indicatrice, ou ellipse génératrice, etc.

De plus, 'auteur nous présente, a la fin de son ou-
vrage, une note historique relative 4 la question, note que
nous allons reproduire ici.

« L’existence de deux couples d’axes équisegmentaires
paralléles dans deux figures homographiques était établie
par M. Mobius en 1827 (Barycentrische Calcul,p. 320,
sect. 230). M. Mobius a montré aussi que, si les points
correspondants de deux axes équisegmentaires coincident
sur la ligne d’intersection des deux plans homographi-
ques, ces plans sont en perspective. Magnus (Sammlung
von Aufgaben und Lehrsitzen aus der analytischen
Geometrie; Berlin, 1833 ; p. 41, sect. 12) a prouvé que,
dans deux figures planes homographiques, il existe un
couple de points correspondants pour lesquels les fais-
ceaux correspondants sont équiangulaires, et que, si les
figures sont placées dans un méme plan, avec ces centres
de collinéation coincidant, et que chacune d’elles tourne
dans son propre plan autour du centre de collinéation,
elle deviendra homologique & ’autre dans deux positions
diamétralement opposées. Dans I'une de ces positions,
une paire d’axes équisegmentaires coincideront, tandis
que, dans P'autre position, ce sera 'autre paire. Magnus
dit expressément que « de deux systémes placés collinéai-
» rement (c’est-a-dire deux figures planes dont les lignes
» de l'infini ne coincident pas), chacun a, en général, un
» seul centre de collinéation. » Comme Magnus suppose
tacitement que les figures ne sont pas dans une position
quelconque relativement 'une a I'autre, mais sont déja
placées dans le méme plan, ce rapport n’est pas erroné;
mais ce n’est qu'une partie de la vérité, et I'analyse par
laquelle Magnus obtient un centre de collinéation dans
chaque figure, en fournira aussi une autre paire, si I'on
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change le signe de la constante p dans les équations (1) de
la page 42 (loc. cit.). Il est tout & fait vrai que, si les deux
figures sont une fois placées dans le méme plan, il y a
seulement un point de chacune qui peut étre considéré
comme centre de collinéation. Et ce fait, que Magnus a
prouvé analytiquement, M. Salmon I'a aussi reconnu géo-
métriquement (Higher plane Curves, art. 230, p. 246).
Mais il faut se rappeler que deux plans peuvent étre pla-
cés en coincidence de deux maniéres différentes, suivant
qu'ils sont placés face a face ou faisant le méme lieu, et
que, dans I'une de ces positions de coincidence, 'un des
couples de foyers donne les centres de collinéation, tandis
que c’est Pautre couple dans la seconde position. 11 est
utile d’ajouter que, tandis que, comme I’a observé M. Sal-
mon, la position des points circulaires a 'infini n’est pas
altérée par un mouvement de translation ou de rotation
d’une figure plane dans son propre plan, ces deux points
imaginaires sont intervertis, si la figure tourne d’un angle
de 180 degrés autour d’un axe situé dans son plan. Et le
changement du centre de collinéation, qui arrive lorsque
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