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THEORIE DES INDICES PAR RAPPORT A UNE COURBE
ET UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ;

[suite, voir même tonie, p. ->r>r );

PAR M. FAURE,

Chef d'escadrons d'Artillerie.

Indice d\in plan par rapport à une surface
du second degré.

V. DÉFINITION. — U indice dhin plan par rapport à
une surface du second degré est égal à Vindice du point
où le plan est rencontré par le diamètre conjugué à sa
direction, divisé par le produit des carrés des demi-axes
de la section diamétrale parallèle au plan.

Les théorèmes suivants peuvent aussi servir de défini-
tion à l'indice d'un plan.

i° L'indice d'un plan est égal au produit des distances
de ce plan aux plans tangents parallèles au plan donné,
divisé par le carré du produit des demi-axes de la sur-
face ;

i° L'indice d'un plan est égal au produit des distances
du pôle de ce plan et du centre de la surface au plan,
divisé par le produit des carrés des demi-axes de la sur-
face;

3° Si l'on trace dans le plan donné une droite arbi-
traire, l'indice de ce plan, pris en signe contraire, sera
égal au produit des sinus des angles formés par le plan
donné avec les plans tangents menés à la surface par la
droite arbitraire, divisé par le produit des sinus des angles
formés par les plans tangents avec le plan diamétral qui
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passe par cette droite et par le carré des demi -axes de la
section déterminée par le plan diamétral;

4° L'indice d'un plan est égal au carré de la distance
du centre de la surface à ce plan, divisé par le produit
des carrés des demi-axes de la surface, diminué de l'in-
verse du produit des carrés des demi-axes de la section
diamétrale parallèle au plan;

5° L'indice d'un plan, pris en signe contraire, est
égal au produit des demi-axes de la section déterminée par
ce plan, divisé par le cube du produit des demi-axes de
la section diamétrale parallèle au plan;

6° L^indice d'un plan, pris en signe contraire, est égal
à l'inverse du produit que Ton obtient en multipliant le
produit des demi-axes de la section diamétrale parallèle
au plan par le produit des demi-axes de la conique dé-
terminée par ce plan diamétral dans le cône circonscrit
à la surface suivant son intersection avec le plan donné;

7° On mène à la surface un plan tangent en un quel-
conque de ses points d'intersection avec le plan donné;
l'indice de ce plan, pris en signe contraire, sera égal au
carré du sinus de l'angle de ces plans, divisé par le carré
delà distance du centre de la surface au plan tangent et
par le carré du demi-diamèlre parallèle à l'intersection
des deux plans.

Nota. — L'indice d'un plan tangent à la surface est
nul, et l'indice d'un plan qui passe par le centre de la
surface est égal et de signe contraire à l'inverse du carré
du produit des demi-axes de la section déterminée par ce
plan.

VI. Notations. — Nous indiquerons les points par des
lettres romaines minuscules, les plans par des lettres ro-
maines majuscules, et les droites par des lettres grecques.
Les indices étant désignés par l'initiale I, nous écrirons



lrt) I«5 IA P o u r indiquer l'indice du point a, de la droite
a et du plan A.

VIL LEMME. — Quatre points a, £, c7 d sont donnés
sur une droite ; on prend sur cette droite le point a'
conjugué harmonique du point a par rapport aux points
c et d, le point b' conjugué harmonique du point b par
rapport aux mêmes points c et d. Si Von désigne par A
le rapport anharmonique (a, è, c, d), et par h! le rap-
port anharmonique (a, &, b1', <?'), on a la relation.

En effet, les points a, a', c, d étant en position har-
monique, on a [Géométiie supérieure, 63), b étant un
point arbitraire,

bà bc bd
aa' ac ad

les points />, b\ c, Adonnent de même la relation

ab' ac ad
2 Tb' ~ Te + Je?

dans laquelle a est un point arbitraire.
Si l'on multiplie ces deux égalités membre à membre,

on obtient celle du lemme.
On remarquera que Ton peut remplacer, dans cette

égalité, le rapport A par son inverse ; on voit également
que notre lerame s'applique au cas où les points c et d
seraient imaginaires, puisque le rapport de (1 4- A)* à A
peut s'exprimer au moyen des éléments qui déterminent
les points donnés, c'est-à-dire la somme et le produit de
leurs distances à une origine fixe. Les points a et b pour-
raient aussi être imaginaires.

Remarque. — Si l'on conçoit une conique passant par
25.
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les points c et d (réels ou imaginaires), et que l'on
prenne les polaires des points a et b par rapport à cette
conique, ces polaires passeront par les points a! et è', de
sorte que le rapport A' sera égal au rapport des distances
du point a aux polaires des points b et a divisé par le
rapport des distances du point b à ces mêmes polaires.

De même, si l'on conçoit une surface du second degré
passant par les points c et <i, et que Ton prenne les plans
polaires des points a et b par rapport à cette surface, le
rapport anharmonique A' sera égal au rapport des dis-
tances du point a aux plans polaires des points b et a
divisé par le rapport des distances du point b à ces mêmes
plans polaires.

Relations entre les indices des points et des droites
par rapport à une conique,

VIII. Puisqu'une droite se détermine par deux de ses
points, l'indice d'une droite doit pouvoir s'obtenir à
l'aide des indices de deux de ses points 5 de même, puis-
qu'un point se détermine par l'intersection de deux
droites, l'indice d'un point doit pouvoir s'obtenir à laide
des indices de deux droites passant par ce point.

Nous allons établir ces relations.

PREMIÈRE RELATION. — Indice d'une droite déterminée
par deux points.

On donne deux points m, n sur une droite 1 rencon-
trant une conique aux points a et b [réels ou imagi-
naires) \ si Von désigne par 4^ le rapport anlianno-
nique (m, n, a, £), on aura la relation
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En efï'el, le rapport anharmonique 4̂  donne d'abord

(1 — J^}'1 (ma.nb— mb.na)*
.(̂  ma.rnb .na.nb

ou, à cause de l'identité,

ma.bn -\- mb .na -+- mn.ab =- o,

(1 — j^y _ mnKab2

JÇ^ ma .mb .na.nb

Or, d'après nos définitions, D étant le demi-diamètre de
la conique parallèle à la droite mn, on a

ma .mb na.nb ab7

m:==~B~' ' ^ " D 7 " ' l=~~Jïy'

d'où résulte la relation que nous voulions démontrer.
On peut donner au théorème une forme dîfl'érente, en

V \m\té aux deux membres de V égalité démontrée.

Son premier membre -—T~r̂ ~ ' d'après le lemme, devient

un rapport anliarmonique, et, d'après la remarque de
ce lemme, ce rapport a pour valeur

( m , v) %(/ï , v)

(m, f * ) ' ( " , p )

les droites pietv étant les polaires des points m et n.
Mais, d'après un théorème connu, lorsque l'on a deux

droites et leurs pôles par rapport à une conique, les dis-
tances de chacune de ces droites au pôle de l'autre sont
entre elles comme les distances de ces mêmes droites au
centre o de la conique. On a donc

(M, v) _ (o, v)



et par conséquent

=
441 ~~ lmln ~~ ( W , f * ) ( / I , V ) ( O , p )

Or, d'après la définition (i°) de l'indice du point,

(°>f*) (°> V)
remplaçant au dénominateur de l'expression précédente
Im et I„ par ces valeurs, on obtient ce théorème :

Le produit des indices de deux points y diminué de
Vindice de la droite qui les joint, multiplié par le carré
de leur distancey est égal au carré de la distance de
Vun des points à la polaire de Vautre divisé par le
carré de la distance du centre de la conique à cette
polaire

T I 3T _ {n>^2 — <W> V ) '

( o , * y ( o , v)2

DEUXIÈME RELATION. — Indice d'un point déterminé
par deux droites.

On donne deux droites p et v se coupant au point li
si ton mène de ce point les tangentes CL et & à une co-
nique, et que Von désigne par 4̂  le rapport anharmo-
nique du faisceau (p,v,a, (3), on aura la relation

dans laquelle S indique le produit des demi-axes de la
conique.

La démonstration de ce théorème se fera d'une ma-
nière analogue à la précédente; après avoir exprimé la
valeur de la fonction anharmonique du premier membre,
au moyen des sinus des angles que forment entre elles les
droites données et les tangentes, on fera usage de la défi-



iiitioii (4°) de l'indice d'une droite et de la définition (8°)
de l'indice du point.

Si Ton ajoute l'unité aux deux membres de l'égalité
précédente, on arrive facilement à cet autre théorème :

Étant données deux droites f* et v se coupant au
point l et les pôles ni et n de ces droites par rapport à
une conique qui a pour centre le point o, on a la re-
lation

dans laquelle S désigne le produit des demi-axes prin-

cipaux de la conique.

Nous indiquerons une troisième relation, celle qui a
lieu entre les indices d'un point et d'une droite quel-
conques.

TROISIÈME RELATION. — Etant donnés un point m et

une droite 1, si Von joint le point m au pôle l de la

droite X par rapport à une conique et que Von désigne

par R le rapport anhar trio nique déterminé par les

points m* l et les traces de la droite lm sur la conique,

on aura la relation

(i-4-R)2 (m,\)*

En effet, d'après la remarque du lemme, (JL étant la
polaire du point m,

( i + R ) 2 _ ( ™ , \)m(l, X)
4R ~ ( m , p ) - (/ ,p) '

mais, le point o étant le centre de la conique, on a

__ _ (m,?) _ [I,\)(o9\) (m, l) _ (o, \)

d'où résulte la relation indiquée,



Lorsque la droite 1 est la polaire du point m, on a

R=i;

par conséquent, le produit des indices d'une droite et de
son pôle, changé de signe, est égal au carré de la distance
du pôle à la droite, divisé par le carré du produit des
demi-axes de la conique.

Relations entre les indices des points, des droites et des
plans, par rapport à une surface du second degré,

IX. PREMIÈRE RELATION. — Indice d'une droite déter-
minée par deux points.

On donne deux points m et n sur une droite 1» ren-
contrant une surface du second degré aux points a et h;
si l'on désigne par J^le rapport an harmonique (in, n,a,b),
on aura la relation

- — ^ - = — nui1 —— •
4 C H .

Cette relation peut se démontrer comme son analogue
dans le plan, en suivant une marche identique} on peut
la déduire aussi de celle-ci en y remplaçant les indices
pris par rapport à une conique par les indices pris par
rapport à la surface, d'après les deux principes cités
(III et IV).

On peut donner au théorème cet autre énoncé, en ajou-
tant l'unité aux deux membres de l'égalité :

Étant donnés deux points m et n sur une droite A,
ainsi que les plans polaires M, N de ces points, par rap-
port à une surface du second degré qui a pour centre le
point oy on a

, , _ _ „ _ > . M)'_(W,N)'
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DEUXIÈME RELATION . — Indice d'un point ou d'un plan

déterminé par deux droites.

Étant données une surface du second degré et deux
droites pet v se coupant au point Z, si Von mène par ce
point les tangentes a. et (3 à la section de la surface par
le plan P, déterminé par les droites données, et que Von
désigne par £ le rapport anharmonique du faisceau
( ^ v, et, (3), on aura la relation

- Q 2

)

Cette relation peut se démontrer directement, mais il
est plus simple de la déduire de la deuxième relation re-
lative aux coniques, en y faisant la substitution d'indices
indiquée ci-dessus. On aura égard à la définition 5° de
l'indice d'un plan.

En ajoutant l'unité aux deux membres de l'égalité, on
obtient cet autre théorème :

Étant données une surface du second degré et deux
droites [A, v 5e coupant au point /, si Von désigne par m
le pôle de Vune des droites f*, par rapport à la conique
déterminée par le plan P des droites données, par o le
centre de cette conique, et par a le produit de ses demi-
axes principaux, on a la relation

TROISIÈME RELATION. — Indice d'un plan déterminé
par une droite et un point.

Étant donnés une surface du second degré, un point l
et une droite X, si Von joint le point l au pôle f de la
droite 1 par rapport à la section déterminée par le
plan P qui passe par le point l et la droite X, et que Ion
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désigne par R le rapport anharmonique formé avec les
points l,f et les traces de la droite If sur la surface,
on a

Cette relation se déduit immédiatement de la troisième
relation relative aux coniques, en y faisant la substitution
d'indices déjà indiquée, et en ayant égard à la définition
5° de l'indice du plan.

QUATRIÈME RELATION. — Indice d'un plan déterminé
par trois points.

Étant donnés trois points /, m, n déterminant un
plan P et une surface du second degré} on désigne par
j^le rapport anharmonique déterminé par les points m,
n et les tracts de la droite mn sur la surface, par R le
rapport anharmonique déterminé par le point /, le pôle
de la droite mn (par rapport à la section de la surface
par le plan P) et les traces sur la surface de la droite
menée de ce pôle au point L On a alors la relation

(r — ^ ) 2 (i H- R)2 _ _ 4//K/?2IP

_
4-C 4R ~~~ W*i» '

dans laquelle Imn désigne la surface du triangle déter-
miné par les points donnés.

Cette relation s'obtient en multipliant membre à
membre la première relation par la troisième.

CINQUIÈME RELATION. — Indice d'une droite détermi-
née par deux plans.

Étant donnés une surface du second degré et deux
plans Met N se coupant suivant la droite i , si l'on mène
par cette droite les plans tangents A, B à la surface, et
que l'on désigne par £ le rapport anharmonique du



faisceau de plans (M, JN, A, B), on aura la relation

(i —.^)J_sin'(M, N) Ix

dans laquelle E indique le produit des demi-axes priti"
cipaur de la surface.

Pour démontrer ce théorème, on peut suivre une mar-
che analogue à celle que nous avons indiquée pour dé-
montrer la première relation relative aux coniques. Ecri-
vant la valeur de la fonction anharmonique du premier
membre, et ayant égard à l'identité connue qui existe
entre les sinus des angles formés par quatre plans, on
trouve

(i — V2__ sin2(M, N)sin2(A, B)
4^ ~~ s in(M, A ) s i n ( M , B ) s i n ( N , A)sin(JN, B ) '

Or d'après la définition 3° de l'indice d'un plan, D étant
le produit des demi-axes de la section diamétrale qui
passe par l'intersection 1 des plans M et N,

_ sin(M, A)sin(M,B) sin (N, A) sinfJN, B)
M ~~ ~ D2sin(D, A)sin(D, B)' N "" ~ D2sin(D, A)sin(D, B)'

et, d'après la définition 4° de l'indice d'une droite,

__ ^sin*(A, B)
X~~4D<sin3(D, A)sin2(D, B)'

de là résulte la relation indiquée.
Si l'on ajoute Puni té aux deux membres de cette rela-

tion, on arrive à ce théorème :

Étant donnés deux plans M, N et les pôles m, n de
ces plans, par rapport à une surface du second degré
qui a pour centre le point o, on a la relation



SIXIÈME RELATION. — Indice d'un point déterminé par
une droite et un plan.

Étant donnés un plan L et une droite X, 5e coupant au
point p, et une surface du second degré, si Von dé-
signe par F le plan qui passe par le point p et la po-
laire de la droite donnée, par R le rapport anharmo-
nique formé parles plans L, F et les plans tangents à la
surface menés par Vintersection des deux premiers, on a

(i-4-R)2__ sin'(>, L)!,
4R ~~ i2hiL

Désignons par letf les pôles des plans L et F, et me-
nons la droite If Cette droite rencontre le plan F en un
point conjugué au point/, et le plan L en un point con-
jugué au point /. Mais le pôle ƒ se trouve au point d'in-
tersection de la droite 1 avec le plan polaire du point p-,
ainsi les points ƒ? et ƒ sont conjugués à la surface. Il ré-
sulte de là que le premier membre de l'égalité ci-dessus
(voir le lemme) est égal au rapport anharmonique formé
avec les points Z, ƒ et les traces de la droite If sur la sur-
face, ou, ce qui revient au même,

(i-f-R)» (/, F) .( / ,F)
4R (/,L)"(/,L)

Or, le point o étant le centre de la surface,

(l, F) (o,F).
(ƒ, L) (o,L)-

d'où résulte, par l'élimination de la distance (l, F),

4R - (
Or

!/,L)r=/psm{-k, L),



et, par définition,

_ (),L)(.,L) _ (/, F)

Comme d'ailleurs les points ƒ et p sont conjugués, notre
première relation donne

Iflp=fp>h.

De ces valeurs résulte l'égalité à démontrer.

SEPTIÈME RELATION. — Indice d'un point déterminé

par trois plans.

Étant donnés trois plans L, M, N, se coupant au

point p, et une surface du second degré ; parla droite i ,
intersection des plans M et N, on mène les plans tan-

gents à la surface, et Von désigne par .£_ le rapport

anharmonique déterminé par les plans M, N et ces deux

plans tangents. Par le point p et la polaire de la

droite 1 on fait passer un plan F, et Von désigne pat R
le rapport anharmonique déterminé par les plans h, F
et les plans tangents à la SUT face menés par V intersec-

tion de ces plans; on a alors la relation

(i —£)2 (i + R ) 2 _ sin'LMNI,

~JÏ W~~~ 2* II In IN '

Ce théorème se démontre en multipliant membre à
membre la cinquième et la sixième de nos relations, et
remarquant que le volume V d'un tétraèdre formé par
les plans L, M, N et un quatrième plan quelconque est
donné par la relation

(3V)2= 2LMNsin(M, N)sin(>, L) = 2LMN sinLMN,

L, M, N désignant les aires des faces (*).

(*) Le sinus de l'angle solide LMN est aussi égal au facteur par lequel
il faut multiplier le produit des trois arêtes issues du point p pour obte-
nir six fois le volume du tétraèdre.



HUITIÈME RELATION. — Relation entre les indices d'un
point et d'un plan.

Etant donnés un point /, un plan M et une surface
du second degré, on désigne par R le rapport anhar-
monique déterminé par le point /, le pôle m du plan et
les traces de la droite lm sur la surface,

( i+R) 2 _ (I, M)'
4R ~ 2 ' W J I '

Le lemtne donne, en effet, L étant le plan polaire du
point /,

( i + R f (/ ,M). (m, M).
4R • (I, L)*(m, L ) '

or, o étant le centre de la surface,

(/, L) =(m,M)(o,M) II, M) (o, M).
' (o, L) ' M X ' (/»,L) (o,L)'

de là résulte la relation indiquée.
Il est facile de trouver d autres relations entre les in-

dices, par exemple, en combinant de diverses manières
celles que nous venons d'obtenir. C'est ce que nous
allons faire dans le paragraphe suivant pour des cas parti-
culiers.

Propriétés d'un système de deux, trois ou quatre points,
droites et plans conjugués à une surface du second
ordre,

X. Les relations établies précédemment donnent,
comme cas particuliers, les suivantes, dans le même
ordre.

Première proposition. — Le produit des indices de
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deux points conjugués est égal à l'indice de la droite qui
joint ces points, multiplié par le carré de leur distance.

Deuxième proposition. — Le produit des indices de
deux droites conjuguées est égal à l'indice du plan qu'elles
déterminent, multiplié par l'indice de leur point d'in-
tersection et par le carré du sinus de leur angle.

Troisième proposition. — Le produit des indices d'un
point et d'une droite conjugués est égal à l'indice du plan
déterminé par le point et la droite, multiplié par le carré
de la distance du point à la droite.

Quatrième proposition. — Le produit des indices des
sommets d'un triangle conjugué est égal à l'indice du
plan du triangle, multiplié par le carré du double de sa
surface.

Cinquième proposition. — Le produit des indices de
deux plans conjugués, pris en signe contraire, est égal à
l'indice de leur droite d'intersection, multiplié par le
carré du sinus de leur angle et divisé par le produit des
carrés des demi-axes de la surface.

Sixième proposition. — Le produit des indices d'une
droite et d'un plan conjugués, pris en signe contraire,
est égal à l'indice de leur point d'intersection, multiplié
par le carré du sinus de leur angle et divisé par le pro-
duit des carrés des demi-axes de la surface.

Septième proposition. — Le produit des indices des
faces d'un trièdre conjugué est égal à l'indice de son som-
met, multiplié par le carré du sinus de l'angle solide for-
mé par ces trois faces, divisé par la quatrième puissance
du produit des demi-axes de la surface.

Huitième proposition. — Le produit des indices d'un
plan et de son pôle est égal et de signe contraire au carré
de la distance du pôle au plan, divisé par le produit des
carrés des demi-axes de sa surface.

Neuvième proposition. — Le produit des indices des
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côtés d'un triangle conjugué est égal au carré de l'indice
du plan du triangle, multiplié par le carré du rapport
crue l'on oblient en divisant le produit des hauteurs du
triangle par le double de sa surface.

Ce théorème se déduit de la proposition quatrième,
dans laquelle on élimine les indices des sommets à l'aide
de la proposition troisième.

Dixième proposition. — Le produit, pris en signe
contraire, des indices des arêtes d'un trièdre conjugué,
est égal au carré du sinus de l'angle solide trièdre, divisé
par le carré du produit des demi-axes de la surface.

Pour démontrer ce théorème, on se sert de la propo-
sition deuxième, on multiplie les deux membres de l'éga-
lité par l'indice de la troisième arête^ et l'on a égard à
la proposition sixième.

Onzième proposition, — Le produit, pris en signe
contraire, des indices des sommets d'un tétraèdre con-
jugué est égal au carré du sextuple de son volume, di-
visé par le produit des carrés des demi-axes de la surface.

On se sert de la proposition quatrième, on multiplie
les deux membres de l'égalité par l'indice du quatrième
sommet, et l'on a égard à la proposition huitième.

Douzième proposition. — Le produit, pris en signe
contraire, des indices des faces d'un tétraèdre conjugué,
est égal au carré du produit des hauteurs du tétraèdre,
divisé par la sixième puissance du produit des demi -axes
de la surface et par le carré du sextuple du volume du
tétraèdre.

Cette proposition se déduit de la précédente, dans la-
quelle on élimine les indices des sommets au moyen de
la huitième proposition.

Treizième proposition. — Le produit des indices de
deux droites polaires réciproques par rapport à une sur-
face du second degré est égal et de signe contraire au
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carré du sinus de leur angle, multiplié par le carré de
leur plus courte distance et divisé par le carré du produit
des demi-axes de la surface.

En effet, l et m étant deux points de la première droite,
n et p deux points de la seconde, choisis de façon que le
tétraèdre Imnp soit conjugué à la surface, la première
proposition donne le produit des indices des points letm
et le produit des indices des points n et p. Si Ton mul-
tiplie entre eux ces deux produits, en ayant égard à la on-
zième proposition et à l'expression du volume d'un té-
traèdre en fonction des arêtes opposées et de leur plus
courte distance, on obtient le théorème que l'on voulait
établir.

Considérons un tétraèdre Imnp conjugué à une sur-
face du second ordre dont le centre est au point o.
L'indice du point p, à cause de la définition i° , est égal
et de signe contraire au rapport du volume Imnp au vo-
lume olmn ; les indices des points /, m, n s'expriment
d'une manière analogue, et, comme le volume du tétraèdre
donné est la somme algébrique des quatre tétraèdres qui
ont pour sommet le centre o et pour bases les faces du
tétraèdre Imnp, on voit que :

Quatorzième proposition. — La somme des valeurs
inverses des indices des sommets d'un tétraèdre conjugué
est égale à — i.

Laissant fixe le sommet p du tétraèdre, le triangle
conjugué Imn pourra occuper une infinité de positions
dans son plan P (plan polaire du point p), d'où il suit
que, si Ton considère dans un plan P la série des trian-
gles Imn conjugués à la surface, on aura

i i i i
- H- — -4- - = — i — T = const.
1/ I/n *n lp

Pour trouver la valeur de la constante, nous suppose-
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rons que le triangle conjugué a pour l'un de ses sommets

' le centre de la section déterminée par le plan P ; les deux
autres étant à l'infini, il en résulte que :

Quinzième proposition. — La somme des inverses
des indices des sommets d'un triangle conjugué est égale
à l'inverse de l'indice du centre de la section déterminée1

dans la surface par le plan du triangle.
Si le plan du triangle passe par le centre de la surface,

la somme dont il s'agit est égale à — i. Considérons donc
un triangle Imn conjugué à la surface et situé dans un
plan diamétral. Laissant fixe le sommet n du triangle,
les couples de points l et m pourront occuper une infi-
nité de positions sur la droite /w, et Ton aura

i i i
- -f- 7- = •— i — ^- = const.
1/ I«i In

On déterminera la constante en supposant que l'un des
points conjugués est le milieu de la corde déterminée
dans la surface ; donc :

Seizième proposition. — La somme des inverses des
indices de deux points conjugués est égale à l'inverse de
l'indice du point milieu de la corde déterminée dans la
surface par la droite qui joint les deux points.

Pour compléter cette série de propriétés, nous don-
nons sans démonstration les propositions suivantes. Nous
montrerons, dans un autie article, que tous ces théo-
rèmes sont des cas particuliers de quelques énoncés très-
généraux.

Dix-septième proposition. — Si, par un point fixe
d'un plan donné, on mène dans ce plan des couples de
droites conjuguées, la somme des inverses des indices
de ces droites est constante.

Dix-huitième proposition. — Lorsqu'un triangle ebt
conjugué, la somme des inverses des indices des côtés de
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ce triangle est égale à la somme des carrés des inverses des
demi-axes de la section diamétrale de la surface parallèle
au plan du triangle, divisée par l'indice de ce plan.

Dix-neuvième proposition. — Lorsqu'un trièdre est
conjugué, la somme des inverses des indices de ses arêtes
est égale au carré de la distance de son sommet au centre
de la surface, diminué de la somme des carrés des demi-
axes de cette surface, la différence étant divisée par l'in-
dice du sommet du trièdre, pris en signe contraire.

Vingtième proposition. — Lorsqu'un tétraèdre est
conjugué, la somme des inverses des indices de ses six
arêtes est égale à la somme des carrés des demi-axes de
la surface, prise en signe contraire.

Vingt et unième proposition. — Si, par une droite
fixe, on mène deux plans conjugués, la somme des in-
verses des indices de ces plans est constante.

Vingt-deuxième proposition. — Si, par un point fixe,
on mène trois plans conjugués, la somme des inverses des
indices de ces plans est constante.

Vingt-troisième proposition. — La somme des in-
verses des indices des faces d'un tétraèdre conjugué est
égale et de signe contraire à la somme des carrés des
rectangles construits sur les demi-axes de la surface.

Vingt-quatrième proposition. — La somme des in-
dices de deux, de trois ou quatre points conjugués est
égale à l'indice du point de moyenne distance de ces
points, multiplié par le carré du nombre des points.

Vingt-cinquième proposition. — Si, par un point
fixe d'un plan donné, on mène dans ce plan des couples
de droites conjuguées, la somme des indices de ces droites,
divisée par le carré du sinus de leur angle, est constante.

Vingt-sixième proposition. — Si, par un point fixe,
on mène trois droites conjuguées, la somme que Ton
obtient en divisant l'indice de chaque droite par le carré



du sinus de l'angle que forme cette droite avec le plan des
deux autres est constante et égale à la somme des indices
de trois droites rectangulaires passant par le point fixe.

Vingt-septième proposition, — Si, par une droite
fixe, on mène deux plans conjugués, la somme des in-
dices de ces plans, divisée par le carré du sinus de leur
angle, est constante.

Vingt-huitième proposition. — Si, par un point fixe,
on mène trois plans conjugués, la somme que l'on obtient
en divisant l'indice de chaque plan par le carré du sinus
de l'angle que fait ce plan avec l'intersection des deux
autres est constante et égale à la somme des indices do
trois plans rectangulaires passant par le point fixe.


