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PROPOSITIONS RELATIVES A LA THEORIE DES NOMBRES;

PAR M. E. CATALAN.

I.

1. Soit Véquation

(6JC q=l)2-h ( 6 j qil)a-f- (62 q=l)2rrr 3

dans laquelle les inconnues ne peuvent recevoir que des
valeurs entières, nulles ou positives. L'excès du nombre
des valeurs paires sur le nombre des valeurs impaires
de x-h y -h z égale [in -J-1) (— 1)".

2. Soit Véquation

dans laquelle les valeurs des inconnues sont encore as~
sujetties aux conditions précédentes. Si le second
membre n'est pas le triple d'un carré, la somme
x -f- y -+- z admet autant de valeurs paires que de va-
leurs impaires. (JACOBI.)

3. Le triple d'un carré impair est toujours décompo-
sable en trois carrés de la forme (6fjtq=i)2. Si le
nombre donné est 3 [in -j- 1)% il y a au moins autant
de décompositions que Vindique le plus grand entier

, 2ff+I
contenu dans —ô

4. Soit. Véquation

( *) Les conditions relatives aux valeurs q\xe peuvent recevoir les in-
connues sont les mêmes que précédemment.



& excès du nombre des valeurs paires de

sur le nombre des valeurs impaires, égale (2 rc -4-1) (— 1 )"

5. Soit Véquation

Si le second membre nest pas le sextuple dyun carré,
la quantité

admet autant de valeurs paires que de valeurs im-
paires.

6. Le sextuple d^un carré impair est toujours décom-
posabie en trois carrés. Les deux premiers ont la forme
(6{JL =p i)% et le troisième la forme 4 (6[x qp i)*.

7. <5o/£ Véquation

{ix -Hi)2+ [p-y -\-i)2-h i6z2 = (zn -hi)\

Soit, pour z = o, e Vexcès du nombre des valeurs
Y (Y ' 1 1̂

paires sur le nombre des valeurs impaires de — •

Soit, semblablement, e' l'excès du nombre des valeurs

paires de h z sur le nombre des valeurs im-

paires, z étant positif. On a

8. L'excès du nombre des valeurs paires de x, satis-
faisant à Véquation



( 5ao )
sur le nombre des valeurs impaires, est

9. Si un nombre premier, P, n'est pas la somme
de deux carrés, P* est décomposable en trois carrés.

10. Si un nombre premier, P, est égal à la somme
de trois carrés, P* est généralement égal aussi à la
somme de trois carrés.

11. L'équation

(22 H-I) 2= 8N - M ,

dans laquelle le second membre n'est pas carré, est
vérifiée par un même nombre de valeurs paires et de
valeurs impaires de x (**)•

12. a étant le nombre des solutions de Véquation

(ix 4 - i ) 2 - f - ( 2 j - 4 - i ) 2 = 2 (in - h i ) %

l'excès du nombre des valeurs paires de z, qui vérifient

(2J7-+-l)2+(27-f-l)2-f-8z2— 2 (in -f-l)2,

sur le nombre des valeurs impaires, est

_ _ ( 2 / 2 - f - i ) ( — \)n— a

2

13. Si Von fait n = A', le nombre des solutions de
Véquation

i\ •+• i j •+• i"î • + - . . - - 4 - i\ = 8n

(*) Dans l'application de ce théorème, on peut faire^ = o, mais non
x = o. En outre, à cause de la valeur de «, n doit être pair. On peut
donc remplacer l'équation par 4^*-^ 4^*-H (as-t-i)* = (4/Jt"+~I)*> e t

alors la formule devient e = /*.
(**) On fait toujours abstraction de x = o.



est égal à la somme des cubes des diviseurs d (*).

14. Si; de plus, 4n = *' H- ir\ alors

*{/? Xf i") =8ld* (**).

15. La somme des diviseurs d'un nombre impair, iy

est égale à la somme des produits deux à deux des excès
relatifs aux nombres impairs dont la somme est 2 i (***).

IL

Les propositions précédentes sont extraites d'un Mé-
moire intitulé : Recherches sur quelques produits indé-

finis. MM. Le Besgue et Chabanel ont fait voir que la
proposition 10, corollaire du théorème 8, est tout sim-
plement la traduction de l'identité

(«*-f-*a+c ï)1=(a î+*2—c î)J-+-(aac) î-|-(2*c)a (****).

Ce moyen de démonstration, basé sur de simples iden-
tités, est-il applicable à quelques-unes des propositions
énoncées ci-dessus? Cela est désirable. Quoiqu'il en soit,

(*) h h* '*> *8» • • • désignent des nombres impairs.
(**) La notation fp, employée par Euler, représente la somme des

diviseurs de p.
(***) J'appelle exces relatif à un nombre impair N l'excès du nombre

des diviseurs de N, ayant la forme 4 /* ~*~ * ? s u r ' e nombre de ceux qui
ont la forme 4 /* — 1 •

(****) En outre, comme le fait observer M. Chabanel : i° il est inutile
que le nombre a*-+- P-i-c* soit premier ; 2° on peut permuter les lettres
a, b, c. dette seconde remarque donne lieu, par exemple, aux trois dé-
compositions suivantes :

( 4 » _ H 3 » 4 _ 2 « ) Î = = 2 4 Ï - } - I 6 5 - H 3»,



voici quelques identités (*) qui se rapportent à la dé-

composition, en quatre carrés, du carré d'une somme

de trois carrés :

(c>-ha*y-+ (bc + ba)2

( 4 - ( * * — *«)»-4-

(3
c2)2 — («2-f~ £2)'-f- (ca -h cb)2

(4)

(6)

(i)

(8)

(9)

(10)

(a7-h b2+c2)2=z (c2-f-2û6)24- (ca — cb)2

2 _ /C

(*) Toutes ces relations sont des cas particuliers de l'égalité

trouvée par Euler. Je ferai remarquer, en passant, que le second membre
de celle-ci peut être écrit d'au moins ningt-quatre manières différentes.



(12)
(a2-h £J-f- c2Y= (ca -hab— bc)2+ (£2H- ca)

III.

Puisque l'occasion s'en présente, je rappellerai ici les
énoncés de deux théorèmes d'Arithmétique démontrés
dans des recueils peu répandus :

i° a, J étant deux nombres entiers, premiers entre
eux, la fraction

i . 2 , 3 , , , ( g + ^ - i )
i . 3 . 3 . . .a X i . 2 . 3 b

est réductible à un nombre entier.
2° a> b étant deux nombres entiers quelconques, la

fraction

( f l + i ) ( f l 4 - 2 ) . . .iaX(b -hi)(b -\-i). . .ib
1.2.3. , \ a -t-*

est réductible à un nombre entier.


