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TETRAEDRE DONT LES SIX ARETES SONT TANGENTES
A UNE MEME SPHERE;
Par M. G. DOSTOR,

Docteur és sciences.

1. Supposons que le tétra¢dre SABC soit circonscrip-
tible par les arétes a une sphére, dont nous désignerons
le rayon par p. Posons SA=a, SB=253, SC=c¢ et
BC=a', CA=10', AB=c', et soient A/, B, C’, A",
B”, C" les points de contact de ces arétes. Nous avons
évidemment

AA'=AB"=AC"=4a, BB'=BC"=BA" =B,
£C=CA"=CB"=1+, SA'=SB'=SC =y,

de sorte que ‘

a=AA" + SA’ =« 4+,

b =BB + SB = § + 4,

c =CC + SC' =9 +8;

(1) a=BA" 4+ A"C=28 + v,
'=CB"+B"A=¢y +q,
d=AC"+ C'B=qa+p.

36.
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Ajoutons ces égalités membre & membre, nous obte-
nons les relations

a+a =b+b=c+c=a+ B+ g+

Donc, dans tout tétraédre circonscriptible par les
arétes, les sommes des arétes opposées sont égales
entre elles.

2. Désignons par 6§, 6', 6” les inclinaisons mutuelles
des arétes opposées a et a’, b et b', ¢ et ¢’. Nous avons
prouvé dans ce journal (Nouvelles Annales, 1867,

p- 452) que

2aa’cosd = b+ b —c2—c,. ...

Si nous remplagons les arétes par les segments tangen-
tiels (I), nous trouvons les expressions

_(d—a)(B—7)
COSO“(3+°¢)(?+7)
:_@__p)(?'—“)

(1 =B v+ a)
//___( _7)(“—ﬁ).

s = ) (ar B)

nous en tirons

rape? & — 1088 @+a)f+9)—(F—a)@—p)
e T et G+ —B)’

ou bien .
g § =2
(1) tang? Z—’ = S; = ;';,
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Multiplions ces trois égalités membre 4 membre, et ex-
trayons la racine carrée du résultat; il nous vient

’ ”

6
(IV) tang — tang — tang — =1.

2

3. Soit O le centre de la sphére tangente aux arétes
du tétraédre; représentons par ¢ I'inclinaison commune
de la droite SO sur les trois arétes contigués SA, SB, SC.
Si I'on pose I'angle

BSC=1, CSA—=p, ASB—y,

et que I'on désigne par x, y, z les coordonnées du centre
O, on a les relations

— p —+ x cOSg + y COSg —+ 2 COSY = O,

— pCOSY —+ & ~ ¥ COSv —+ Z COSp. = O,

— p €OS¢ —+ T oSy + ¥ + 2cosk = o,

— pCOSQ + 2 COSE ¥ COSX - 2 = 0,

qui donnent

I COSp COSg COS9
cosg 1 cosv  Ccosp
—=o0
cosg COSvy I cosk ’
| cosy cosu cosk 1
ou, en développant,
cos?q [sin?} -+ 2 (cosp. cogy — cosk)
-+ sin?p + 2 (cosv cos) — cosp.)
- sin’» -+ 2(cosk cosp — cosv)] = A?,

A* ayant la valeur

A?—= 1 — c0s’} — €0S’p. — CO0S*y -+ 2 COSA COS 2 COSV.

Cette égalité peut s’écrire, en intervertissant les
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membres,
A= cos’¢ [ A*+ 2 (1 — cos)) (1 — cosp) (1 — cosv)],
et donne

2 (1 — cos}) (1— cosp) (1 — cosv)
— cos’) — cos?p — €0s?v -+ 2 oSk cosp cosv’

(V) tang’e = -

ou encore

R B
2 S81n — sin — sin —
2 2 2

(VI) tang ¢ —

) — . — . )
\/sin +F+vsiny+” A sxnv+1 FLsm)\_‘-y' 4
2 2 2 2

Telest l’angle ¢ que fait avec trois axes obliques la
droite également inclinée sur ces axes.

4. Le triangle SBC donne

a’'*= b*+4 ¢*— 2 bccos),
ou
(B+9P=(L + )+ (v +3)*— 2bccos),

de sorte qu'on a
2By 2y 248
I) cosh—=1— /" —1— —
(VII) I e’ cose 2} CoSV=I1——n

et, par suite,

., A . 2 .
(vi) SID’;:?Za sin & = 7%, sm’y—:i@»

be 2 ca 2 ab
d’ou
A L.
(IX) sin = sin £ sin 2 — aBy
2 2 2 abe

Si nous substituons cette valeur dans 'expression (VI)

et que nous remplacions tan ar son équivalent £,
q p g9 P €q s
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nous obtenons

. . fafyd _ 2afy¢
(X) P="abca — 3V’

pour Uexpression du rayon de la sphére tangente aux
six arétes du tétraédre dont le volume est V.

5. Si la sphére tangente aux arétes BC, CA, AB tou-
chait extérieurement les arétes SA, SB, SC aux points
Ay, By, C,, on aurait toujours

=B+, b=y+a =a+B;
mais il viendrait
a=d—a2, b=0—B, c=d—79,

ou
¢’=8A, =SB, = SC..

On trouverait alors que
(XI) a+B+9—d=a'—a=b—b=c—c,

c’est-a-dire que les différences des arétes opposées se-
raient égales entre elles.
2 afyd’

Le rayon de la sphére serait, dans ce cas, p' = 3y

’ \ ’ . a
6. Pour le tétraédre régulier,ona o =f=y=—=4d= -
2
a2 . . .
et V= ——\L', il vient, par suite,
12

(X1r) p= 2

2y2

et, comme les rayons des sphéres, 'une inscrite, 1’autre

circonscrite, sont
a \/6 ay6
~/— R=——>

re————

12



on voit que
(XI1I) ’= o = Rr.

Donc, dans le tétraédre régulier, le rayon de la
sphére tangente aux six arétes est moyen proportionnel
entre le rayon de la sphére inscrite et celui de la sphére
circonscrite.



