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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

GENERATION DES LIGNES ET DES SURFACES DU SECOND
DEGRE, D’APRES JACOBI;

Par M. I. WAILLE.

Lignes du second degre (¥).

Deux bases fixes RS, rs étant données, st l'on con-
struit le triangle rs M dont les cé1és rM, sM sont res-
pectivement égaux a deux longueurs Rm, Sm, le lieu
de M est une ellipse ou une hyperbole, quand l'aire du
triangle RSm est nulle, c’est-a-dire quand m est un
point quelconque de la ligne RS; en effet, la somme
ou la différence des longueurs rM, sM est alors con-
stamment égale a4 RS.

Jacobi, qui a ainsi modifié la définition de I'ellipse et
de I'hyperbole, fait remarquer que le lieu de M est une
ligne du second degré, lorsque m décrit une droite quel-
conque. La méthode qu’il a donnée dans le cas ou m se
meut sur la seconde base 7s, et ol les deux bases sont
situées de maniére qu’on ait Rs= Sr, est fondée sur le
théoréme d’Ivory, et conduit 2 un mode de génération

(*) Voir le Journal de Crelle, 2¢ cahier, t. LXXIIL. Un travail ana-
logue de M. Hermés a paru dans le 3¢ cahier du méme tome.
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analogue des surfaces du second degré. Cette méthode est
résumée dans ce qui suit.
L’équation d’une ellipse étant

(1) ==,

on considére une seconde ellipse ayant les mémes foyers
F et F/, et dont I'équation est

(2) =y,

u étant moindre que b°.
Un point R de la premiére courbe a pour coordonnées
aa, b3, en supposant a®+ 3= 1. Les coordonnées d'un

point r de la deuxiéme sont o \/a®— u, B/6* — u; R et
r sont appelés points correspondants (*).

En remplacant «, 3 par ’, 5, on a deux autres points
correspondants S, s, et, par suite,

Rs?—Sri:e: ] (aac ——a'\/m)z _:_(bp — ﬁ/~/m)z
—(aa' —a ya —u) —(bp' — B V& — u)*

=u(a?+- f?— &'?— f'?) =o0;
donc
Rs =Sr.

C’est le théoréme d’Ivory, démontré dans le cas de I’el-
lipse.

Cette propriéié a lieu quelle que soit la valeur de
u < b%. Dans le cas limite ot u = b2, les ordonnées des
points r, s sont nulles; leurs abscisses sont ac, a’c, et,
comme a*® et 2’ sont moindres que 1, ces points sont sur

(*) Ces deux points sont sur une hyperbole qui a les mémes foyers
" 2 2
que les ellipses (1) et (2), et dont I’équation ;I,? — ,E:—c_’ =1 se déduit

de (2) en y remplagant u par a'— «*c* = b*+ gict.
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le grand axe entre les deux foyers F et F'. Il en est de
méme pour tous les points de cet axe correspondants des
points de lellipse.

On peut remarquer que, pour u = b*, I'équation (2)
donne y =o et x*<c?,puisque la quantité indéterminée

,y-?
b—
mite FF'.

Si l'on suppose fixes les points R, S de lellipse
donnée et les points correspondants r, s de I'axe des x,
et si M est un point quelconque de la courbe correspon-
dant a un point m de 'axe, comme on a

est positive : elle représente ainsi I'ellipse li-

‘Mr:Rm et ‘Ms:Sm,

M est le point de rencontre de deux circonférences
dont les centres sont r et s et les rayons Rm et Sm.

Quand R et S sont les deux sommets A et A’ du grand
axe, r et s sont les foyers F et I''; donc MF = Am,
MF'= A’'m, et par suite MF + MF' = AA’.

Les calculs relatifs a 'hyperbole se déduisent des pré-
cédents en changeant b* en — 5%, 5* en —f3%, etc., et en
supposant i > — b*. Il en résulte la méme propriété des
points correspondants et la méme construction d’un point
de I'hyperbole, avec cette différence que les points r, s,
m, etc., pour u == — b*, sont sur la portion mdeﬁme de
I'axe des x extérieure 3 FF'.

Dans le cas de la parabole, on démontre le théoréme
d’Ivory en observant que deux points correspondants de
deux paraboles homofocales dirigées dans le méme sens
s’obtiennent en coupant les deux courbes par une troi-
siéme parabole ayant le méme foyer et le méme axe, mais
dirigée en sens contraire. Le calcul se fait en prenant le
foyer pour origine des coordonnées, et il en résulte I'é-
gahte Rs=Sr.
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Si ’on suppose nul le paraméire de la seconde para-
bole, elle se confond avec I’axe des x, dont chaque point
au dela du foyer F est le correspondant d’un point de la
parabole donnée, et I'on a ainsi, comme dans Dellipse et
’hyperbole,

Mr—=Rm, Ms—=—Sm.

Ces propriétés des courbes du second degré se dédui-
sent facilement de la méthode élémentaire qui sert a les
construire.

A et A’ étant les sommets de ’axe focal d’une ellipse
ou d’une hyperbole, et 7 un point de cet axe, on sait que
le point R de la courbe s’obtient par les conditions
RF =Ar, RF'=A’r. s étant un deuxiéme point de
I'axe correspondant au point S, on a aussi

SF=—As, SF'=A’'s.

Or, si &’ et 2" désignent les abscisses de R et de S, on a

J "
RF:i(a—%i), SF:—_"<a+-:I—>;
a a
donc, O étant le centre de la courbe,

! "

cr . ex

Or==4 —, Os=—=Fx —.
a a

De ces valeurs on déduit

Rs=Sr,

en tenant compte de I’équation de la courbe.
Dans la parabole, I'origine étant au sommet A, on a

RF:Ar:a:’-i—g, SF = As:x"-&—}],
2
d’ou résulte aussi
Rs=Snr.
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A .
On a donc, dans les trois cas,

Mr=BRm, Ms=Sm.

R'S' étant la projection de RS sur la ligne rs, on a,
d’aprés les abscisses des extrémités de ces droites :
1° Dans lellipse
rs < R'S';

2° Dans I’hyperbole

s >R'S;
3° Dans la parabole

rs=R'S".

On peuat déterminer le centre et les quaniités a, b,
2p, au moyen des coordonnées des points R, S, r, s; on
a d’ailleurs

RF—SF=rs ou RF —+ SF=rs,

d’ou résulte une construction simple des foyers F et F,
un de ces points étant a l'infini quand rs = R'S'.

Les deux foyers sc confondent, et I'on a deux droites
concourantes : 1° quand RS = rs; 2° quand Rr et Ss
font des angles égaux avec rs. Ils sont & 'infini, et 'on a
deux droites paralléles quand rs = RS = R’S'. Enfin, si
RS est perpendiculaire & rs en O, avec la condition
O7*— OR* = Os*— 08?, on a la droite ORS dont tous
les points sont des foyers.

En prenant pour axe des x la ligne rs, et en désignant
par &', 5’ les coordonnées de R, par z”, y" celles de S et
par Xy, x, les abscisses de r et de s, 'équation du lieu

de M est

r=N—1){z—a)2— 2(A+1)(2—z)(z—2')+y'*=o0,
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A= -:—l;:f;.
xTr —

La courbe est une ellipse quand 2*< 1, une hyperbole
quand A* >>1, et une parabole si A =1.

On a deux droites concourantes lorsque
P—1)y2=0N+1)(z'—z),

d’o1i résulte, en supposant V'origine au point de rencontre
de RS et de rs, I'égalité

(22— 2" z,) (2 @+ 2" 2, — 22" 2" ) = o,

qui exprime les conditions géométriques indiquées.
L’équation représente deux droites paralléles quand

J =1 aveec x'= x,, ou quand A = —1; dans ce dernier
cas,
x4z, z” + x,
- 9
2 2

ce qu'on voit aussi par la Géométrie,
Enfin, pour &’ = x”, X est infini, et 'équation donne

(x —2')*=o.

. En résumé, deux longueurs RS, rs étant situées de
maniére que Rs = Sr, si ’on joint R et S 4 un point m
de rs, le point M déterminé par les conditions Mr=Rm,
Ms == Sm est sur une ligne du second degré, et, si R'S’
est la projection de RS sur la ligne rs, le lieu est :

1° Une ellipse quand R’S' > rs (un cercle si rs == o);

2° Une hyperbole lorsque R'S' < rs;

3° Une parabole si R'S' = rs;

4° Deuxdroites concourantes quand RS =rs, ouquand
2\ N\
Rrs = Ssr;

5° Deux droites paralléles si RS = rs = R’S';

6° Une droite quand RS est perpendiculaire a rs.
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Surfaces du second degré.

Le changement que Jacobi a introduit dans la défini-
tion de 'ellipse et de I'hyperbole I’a conduit au théoréme
suivant : ’

Etant donnés deux triangles RST, rst, si I’on con-
struit sur ce dernier comme base une pyramide triangu-
laire rstM, dont les trois arétes rM, sM, tM sont res-
pectivement égales & trois longueurs Rm, Sm, Tm, le
lieu de M est une surface du second degré, quand le
volume de la pyramide RSTm est nul, c'est-a-dire
quand m est dans le plan RST.

Le lieu, comme le calcul le montre, est du second
degré, lorsque m se meut dans un plan quelconque. Le
théoréme se démontre par une méthode analogue a celle
qu’on a vue pour les lignes du second degré, dans le cas
ou /m est dans le plan rst, et ou les triangles RST, rs¢ sont
situés de maniére qu’on ait

Rs=Sr, Rt=Tr, St=Ts.

Ellipsoide. — L’équation de la surface étant

(1) =+ 5+

ou l'on suppose a®>> 52> ¢?, on considére un second
ellipsoide ayant pour équation

(2) oo ®

a*— u b — u ct—u

1

ou u < ¢* Ces deux ellipsoides sont homofocaux.
Un point R du premier a pour coordonnées ac, bf,
€y, en supposant o’ —+ [5* 4+ y* = 1. Les quantités
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aya* —u, B\b* —u, y\/c*— u sont les coordonnées
du point correspondant r de la seconde surface (*).
Si l'on remplace a, 5, y par o, &', 7/, on a deux autres
points correspondants S, s. On a, par suite,

Rs?*— Sri—= (aa—a’¢a2—lt)’+(bp—"db’—u)2
ey =y Yo—u)p—(ad'— aVar—u)

— (6 — B o — ) —(cy — 9 Vet — u)r=0;

donc Rs = Sr. Le théoréme d’Ivory est ainsi démontré,

Cette égalité a lieu quelle que soit la valeur de 2 <C ¢*.
Pour le cas limite ou u = ¢?, I’équation (2) donne z=o,
et, a cause de I'indétermination de la quantité positive

pe S elle représente un ellipsoide limite dont tous les
Tte— U

points sont dans le plan des x)- et intérieurs a la courbe
qui a pour équation

T y'
3 _ — =1.
(3) ai— c“+b"——c’ !

On voit d’ailleurs que I'x et I’y du point r qui, par’hy-

pothése u==c?, sont devenus « \/a® — c?, B> — c?,
donnent, par leur substitutiondans le premier membre de
(3), la quantité a®*+ 5* ou 1 — y* qui est plus petite que
le second membre. La méme vérification se fera pour s.
La courbe (3) est la focale de la surface dans le plan des
xy : elle a les mémes foyers que I'ellipse principale de

(™) On obtient ’équation d’un hyperboloide a une nappe et celle d'un
hyperboloide a deux nappes, passant par R et r, en substituant succes-
sivement a u dans 1’équation (2) les racines de I’équation
ut — ufat+ b*— o*(a*—c') — BH(b'— )] + a'bt — x?b*(a’— c*)

— Blal(B*—c')=o,

une des racines étant comprise entre & et ¢, et 'autre entre a* et b*
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ce plan
o 1,‘3
Soient T et M deux autres points de I'ellipsoide donné,
ayant pour correspondants dans le plan des xy les points
t, m situés comme r et s dans I'intérieur de la courbe (3);
on aura les égalités

R¢=Tr, St=Ts, Mr—=Rm, Ms=8m, Mt=Tm.

En supposant fixes les points R, S, T de la surface et
leurs correspondants r, s, t, il résulte des trois derniéres
égalités qu'un point quelconque M de Iellipsoide est
Uintersection de trois sphéres dont les centres sont r, s,
t et dont les rayons sont les distances des points R, S,
T & un point mn pris dans lintérieur de la focale.

Lorsque les points R, S, T sont sur la section princi-
paledu plan des xy, r, s, t sont sur la focale. Les triangles
rst, RST sont alors dans le méme plan et inscrits dans les
deux ellipses homofocales (3) et (4), de maniére que
leurs sommets soient respectivement des points corres-
pondants des deux courbes. On peut de cette maniére
construire par points un ellipsoide dont on connait les
trois axes.

Quand b =a, c’est-a-dire quand Dellipsoide est de
révolution autour du petit axe, les coniques (3) et (4)
sont des circonférences concentriques de rayons \/Z’———c’
et a. Les coordonnées de R éiant aa, af3, et celles de r,
ayJa*—c?, \Ja*—c*, la ligne R passe par le centre;
il en est de méme des lignes Ss et Tt. Les triangles RST,

rst, inscrits dans les deux courbes, ont leurs cotés paral-
leles.

Lorsque b = ¢, I'ellipsoide est de révolution autour du
grand axe. L’équation (3 ) donne alors y = o par suite,
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les points r, s, t, m, etc. sont sur 'axe des x, et les trois
sphéres se coupent suivant une circonférence dont le
plan est perpendiculaire a cet axe.

Les quantités RS? — rs?, RT? — re*, ST* — st* sont po-
sitives ; de plus, dans le casou R, S, T sont sur la courbe
(4), on peut remplacer dans les expressions de ces
quantités o« et § par coso et sing, ete. On verra alors

qu’une quelconque des longueurs RS*—rs*, \/RTQ— re?,
VST?® —st* est plus petite que la somme des deux autres,
c'est-a-dire que ces trois lignes sont les cotés d’un
triangle. Jac bi a établi cette propriété caractéristique
de l'ellipsoide par des considérations de Statique.

La méthode précédente appliquée aux autres surfaces
a centre donne les résultats suivants :

Hyperboloide & une nappe. — Un point M de cette
surface peut étre construit de deux maniéres :

les points correspondants de V'ellipse focale

o . x?
1° R, S, T étant sur l'ellipse = - =1, r, s, t sont
a

r? ),2

are e U

et le point m correspondant & M est extérieur a la fo-
cale.
La surface est de révolution quand les deux coniques

sont des circonférences de rayons a et \/a®+ c*.

Les quantités RS*— rs?, RT*— ri®, ST? — st* sont
négatives.

x* 2

2° R, S, T éiant trois points de I'hyperbole S a0
ry s, t sont les points correspondants de 1'Ayperbole fo-
2 z'l
ca[e aT:_b’ —_ m
a M est encore extérieur a la focale.

=1, et le point m correspondant
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Quand b = a, la derniére équation donne

X == 0,

r, s, t, m, etc. sont alors sur I'axe des z, et les trois
sphéres se coupent suivant un paralléle de la surface de
révolution.

Les expressions simplifiées des quantités \/RS® —7s,

VRT?—re®, yST?— st* montrent que ces quantités sont
imaginaires ou que deux sont réelles et la troisiéme ima-
ginaire.

Iy perboloide & deux nappes. — Trois points R, S, T

. x? z .
de I'hyperbole ST a= L et les points correspon-

dantsr,s, tde I hyperbole focale ;ﬂ__q——’_b— — b_z——ir:—c‘ ==
déterminent le point M de la surface, le point correspon-
dant m étant  Vintérieur de la focale (*).

Quand b = a, les points r, s, t, m sont sur I'axe des z,
et la construction donne un paralléle de la surface de

_révolution.

Le caleul des quantités /RS* — rs*, RT® — ré?,
ST®— s fait voir que deux de ces quantités sont ima-
ginaires, et la troisiéme réelle, ou bien qu’clles sont

x-

; On peut construire le point M d’une autre maniére. R, S, T, étant

trois points de la surface & une distance 2> ¢ du plan des .y, ont pour
o .. . x* I 1] .

projections les points R’, S’, T’ de 'ellipse e +%; =51 Soient 7,
1 1.3 y! h:

s, ¢ les points correspondants de V'ellipse ——— 4 o = — —1; 1

’ p P de Dellip a’+c+b’+c’ c? 3 le

point M est l'intersection de trois sphéres ayant 7, s, ¢ pour centres, et

dont les rayons sont les trois longueurs yh'—+ R'm?, yh*+ S'm?,

VA*~~T'm?, m étant un point quelconque du plan des xy.

Cette construction s’applique a ’ellipsoide, a I'hyperboloide 2 une
nappe et au cone, en modifiant convenablement les seconds membres des

€quations des deux ellipses, et la situation du point m dans le plan
des xy.
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toutes les trois réelles, mais que la plus grande est supé-
rieure a la somme des deux autres.
Cione. — Soit O le sommet; les deux points R, S
x 2z
étant sur la génératric =0, - + -~ = o0, les points
ta 8 ey e s ) po1

correspondants r, s sont sur la ligne focale

x 4 2z
Y=o =0
? ~/ai_b1 \/bz__*_cz ’

de maniére que Or =OR et Os=0S; le troisiéme

. e . x 2z
point T est surla generatrice ) = o, 2 = =o, et le

. . x z
point ¢ surlaligne focale y =0, ——= — —— =o
¢a2__ b? \/bz+cz
a la distance Ot = OT; le point m qui correspond au
point M de la surface est situé entre les deux lignes fo-

cales.

Quand ¢ =0, le cone est de révolution, les deux lignes
focales se confondent avec ’axe des z, et les points r, s, ¢,
m sont sur cette droite.

Dans le cone RS* — rs®* = o, RT?—t? et ST?— 512
sont des quantités positives ou négatives.

Cylindres. — La construction est analogue a celle du
cone. R, S éant sur la génératrice y = o, x =—a, r, s
sont sur la focale y = o0, xr = — ¢ et & la méme distance
du plan des xy; T est sur la droite y =o,x =aeL t, 2
la méme hauteur, sur y = o0, x =c.

Dans le cylindre elliptique, m est entre les deux lignes
Sfocales x = == ¢, el, dans le cylindre hyperbolique, il est
dans la portion indéfinie du plan des xz, en dehors de
ces deux droites.

D’aprés la position des points fixes, on a

RS*—rs*—=o0 et RT?— rt:=ST?— se? == b2,
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Le cylindre parabolique y*= apx étant considéré
comme la limite d’'un cylindre elliptique, et les lignes
ARS, Frs étant fixes, T et t s’éloignent indéfiniment, et
la sphére décritede ¢ comme centre, avec Tm pour rayon,
a pour limite un plan paralléle au plan tangent au som-
met A,dont il est éloigné d'une quantité égale a I'abscisse
de m diminuée de AF.

Paraboloides. — Pour démontrer le théoréme d’Ivory
dans le cas des paraboloides homofocaux, on met I'équa-
tion de ces surfaces sous la forme

‘7-2 z2
A — =2 h
(#) Iz+l+lz—-l r 4
en prenant pour origine le point milien de la distance
des foyers FF’, et en posant

p—p =2, p+p =2k

[ est supposé positif, et,suivant les valeurs de %, on a des
paraboloides elliptiques dirigés dans un sens ou dans
'autre, et des paraboloides hyperboliques.

Soit h>>1; si I'on coupe le paraboloide (%) par un
paraboloide dirigé en sens contraire, ayant pour équa-
tion

7.2 22

. N
(«) a—l+ac+l 22 + 2, o0 a>/
la projection de I'intersection sur le plan des xz a pour
équation

2

(B ly(z—1

22

(h— 1) (a—+1)

=1,

) -+
donc &', y', 2’ désignant les coordonnées d’un point R
commun aux deux surfaces, on peut poser

yr=yplh+1)(a —1), z?= s(h—1)(a+1),
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XIV. (Janvier 1875.) 2
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p et v étant positifs et remplissant la condition p+v =1.
On a, par suite,

a—h

l
x' = 5 -—-;(2;:4—1).

Si I'on remplace % par %, on a les coordonnées x;, ¥,
z, d'un point r commun aux deux surfaces (%) et (a);
on a ainsi

R et » sont deux points correspondants des deux para-
boloides (%) et (F).

On a deux autres points correspondants S, s, en chan-
geant o, ;v en o, ', V.

Des coordonnées de ces points résulte 1’égalité

Rs?*—8Sr'==0 ou Rs=Sr.

Si I'on fait A =1, le second paraboloide se confond
avec la partie du plan des xy comprise dans I'intéricur

de la courbe g == 22 -/, qui est la focale du parabo-
loide (%) dans le plan des xy. Les coordonnées de r de-
viennent

J:,:E;-—yl, = zy-l(aj—_[), z,=o0.

La substitution de ces valeurs dans I’équation de la focale
montre que 7 est intérieur i cette courbe : il en est de
méme de tous les points du plan des xy correspondants
des points du paraboloide (%).

R, S, T étant trois points fixes de la surface, et r, 5, ¢
les points correspondants du plan des xy, un point quel-
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conque M est déterminé par les conditions

Mr=Rm, Ms—=Sm, Mt=Tm,

m étant un point pris a I'intérieur de la focale.

Si R, S, T sont sur la parabole principale du plan des
xyyr, s, t sont sur la focale, et les deux triangles sont
inscrits dans ces deux coniques homofocales, de maniére
que leurs sommets soient des points correspondants : on
peut ainsi construire un paraboloide dont on connait les
parameétres 2p et 2p'.

Le paraboloide est de révolution si /= o; la focale
devient y* == o, et les points r, s, 1, m sont sur I'axe de
la courbe.

1l est facile de vérifier que les quantités \/RS’ —rst,
VRT® — 722, \/ST? —st* sont réelles et que la plus grande
est égale a la somme des deux autres.

Les résultats relatifs au paraboloide hyperbolique se
déduisent des précédents en changeant v en — v, et en
supposant /s compris entre — / et -~ /. Les points du plan
des xy correspondants des points de la surface sont exté-
rieurs a la focale, dont les points r, s, t correspondent a
trois points fixes de la parabole principale.

Les quantités RS®* —rs?, (RT* — re?, (ST? —s2°
sontimaginaires, et]’'une d’entre elles est égale a la somme
des deux autres.

D’aprés les considérations qui précédent, on a ce théo-
reme :

Deux triangles RST, rst sont inscrits dans deux lignes
du seconddegr‘e' homofocales, de maniére que Rs = Sr,
Rt =Tr, St =Ts; si Uon joint R, S, T @ un point m
du plan, le point d’intersection de trois sphéres ayant
Ty 8, t pour centres et Rm, Sm, Tm pour rayons est sur

2.
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unc surface du second degré (*), et si 'on forme les
guantités RS'— rs*, \JRT*— ri}, \/ST* — 2%, le lieu
est :

1° Un ellipsoide, quand les trois quantités sont réelles
et peuvent étre les trois cétés d’un triangle;

2° Un hyperboloide & une nappe, lorsqu’elles sont
imaginaires ou que deux sont réelles et la troisiéme
imaginaire ;

3° Un hyperboloide a deux nappes, si deux des quan-
tités sont imaginaires et la troisiéeme réelle, ou si, étant
réelles toutes les trois, la plus grande est supéricure & la

somme des deux autres ;

4° Un paraboloide elliptique, si elles sont réelles et si
Uune d’elles est égale & la somme des deux autres ;

5° Un paraboloide hyperbolique, si elles sont imag:-
naires et si l'on a la méme égalité;

6° Un cone, quand l'une d’elles est nulle, les deux
autres étant réelles ou imaginaires ;

(*) On a une construction analogue quand les deux triangles ne sont
pas dans le méme plan; dans ce cas, on peut avoir un systéme de deux
plans.

Soient OA, OA’ les traces de deux plans donnés sur le plan des xy
perpendiculaire a leur intersection, et x’ Ox la trace d’un plan bissecteur
pris pour plan des zz. Un point R du systéme étant projeté en R/, on
porte sur O.x’ ou sur Oux, suivant la position du point, la longueur
Or' = OR’, et Von ¢léve la perpendiculaire 7'r = R'R; r est le point
correspondant de R ; on aura de méme s et ¢ correspondants de S et de T.
Au moyen des deux triangles ainsi obtenus, on pourra construire un
point quelconque de I'un ou Pautre plan.

On aura un seul plan quand OA et OA’ se confondront avec la per-
pendiculaire a Ox.

Si les deux plans sont paralléles, on peut prendre pour point corres-
pondant de R sa projection R’ sur le plan de symétrie. On peut aussi
considérer un point quelconque r de ce dernier plan comme corres-
pondant de R, et, pour avoir s et ¢, on joint les projections ', T’ au
point O milicu de R'r, et on prolonge des quantités Os= 0S' et
0O¢ = OT'.
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7° Un cylindre, quand l'une d’elles est nulle et les
deux autres égales ;
8° Une surface de révolution : 1° quand les deux
coniques sont des circonférences concentriques, les
triangles inscrits ayant leurs cétés paralléles; 2° lorsque
les trois points r, s, tsont sur l'axe de la ligne du se-
cond degré qui contient les points R, S, T.

SUR L’HYPOCYGLOEDE A TROIS REBROUSSEMENTS ;
Par M. Cu.-Pua. CAHEN.

Steiner a énoncé (sans démonstration) un certain
nombre de propriétés de I'hypocycloide a trois rebrous-
sements.

Cette courbe est engendrée par un point de la circon-
férence d’un cercle qui roule intérieurement, sans glisser,
sur la circonférence d’un cercle de rayon triple.

Une démonstration de ces propriétés a été publiée par
M. Cremona dans le Journal de Crelle (année 1865,
p. 101).

On trouve dans le Mémoire de M. Cremona (p. 106,
§ 11) une propriéié de I'hypocycloide & trois rebrousse-
ments qui est présentée sous une forme un peu différente
dans les Nouvelles Annales du mois de janvier 1869
(question 898).

Je rappelle ici la solution de cette question 898, et je
vais montrer tout le parti qu’on peut en tirer pour dé-
montrer par la Géométrie les propriétés démontrées par
M. Cremona d’une autre maniére.

Enfin jappliquerai cette méme méthode 2 la démon-
stration de la question 868 proposée dans les Nouvelles
Annales du mois de mai 1868.
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I. On donne un cercle C ( fig. 1) tangent i une droite
D en O. D’un point M de la circonférence on méne MA
perpendiculaire 4 D, et 'on prend AB = AO. On joint
BM et I'on demande ’enveloppe de la droite BM quand
le point M se déplace sur la circonférence. L’enveloppe
cherchée admet trois axes de symétrie et trois points de
rebroussement remarquables (question 898).

Fig. 1. Fig. 2.

Remarquons d’abord que I'arc OM qui mesure I'angle
en O du triangle isoscéle MOB est moitié de ’arc ON
qui mesure P'angle M extérieur a ce triangle, ce qui
montre que la question proposée revient a la propriété
suivante énoncée par M. Cremona (Journal de Crelle,
p- 106): .

Deux rayons CM, CN du cercle C tournent simultané-
ment autour du point C, en sens opposé et avec la con-
dition que leurs vitesses angulaires aient le rapport 1 : 2;
trouver I'enveloppe de la corde MN (*}.

Si’on considére deux de ces cordes MN et M'N’ (fig. 2)
se coupant en H, le triangle M'NH, qui a deux angles
égaux, est isoscéle, et par suite, lorsque les cordes MN,
M'N’ se rapprochent jusqu’a se confondre, on aura a la
limite MN == MH.

Cela résulte de ce que I'arc NN’ est double de I’arc

MM’

(*) Voir Crelle, p. 117, § 33.
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On est donc ramené a chercher le lieu du point H tel
que MH =MN, D’arc ON étant double de I'arc OM.
Pour cela, il suffira de mener un cercle touchanten M
(fig. 3) le cercle donné C et passant par le point H, de

Fig. 3.

prolonger le rayon CM en E ou il rencontre cette se-
conde circonférence. Si, de C comme centre, on décrit

N ]
I'arc EF qui sous-tend un angle OCF tel que l'on ait
. PO
O/CE = 60°, on aura ECF = 60°— OCM.

D’autre part, I'art EH = arc NK = z — 3(OM); donc

angle 3 ﬁ' = E& et arc EF = arc EH.

Il résulte de la que, si ’on fait rouler sur le cercle CF
le cercle C’ qui le touche primitivement en F, ce point F
du cercle C' viendra en H quand le contact des deux cer-
cles se fera en E.

Le lieu du point H est donc I'hypocycloide.

II. Remarque. — En se reportant a la fig. 2, on voit
que, étant donnée une droite fixe coupant le cercle C
aux points M et N, si une droite mobile qui coupe le
cercle aux points M’ et N’ se déplace de maniére qu’on
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ait constamment arcNN' = 2arc MM/, la droite M’

enveloppera une hypocycloide qu’elle touche au point H
tel que M'H =M'N'.

III. Zieu des sommets des angles droits circonscrits
a Uhypocycloide (*).

Reportons-nous a la fig. 1.

Soit M’B’ la tangente a I’hypocycloide qui passe par
le point M’ diamétralement opposé a M; les angles M'OB/,
MOB étant complémentaires, les angles M'B'O, MBO
respectivement égaux aux précédents le seront aussi:
donc les tangentes MB, M'B’ & I’hypocycloide sont per-
pendiculaires et se coupent sur la circonférence C qui
est le lieu cherché. _

IV. Du point M situé surle cercle C (fig. 4), on peut

Fig. 4.

mener a I’ hypocycloide trois tangentes dont deux sont
rectangulaires.

Soit MR celle de ces tangentes qui fait avec les
deux autres des angles aigus, MT une tangente au

(*) Crelle, p. 103, § 6.
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cercle C; si MK est bissectrice de I'angle @, comme
arc OR = 2arcOM, il en résulte arc OM = 2arc OK,
donc MK est une tangente a I'’hypocycloide ; donc :

Si, par un point du cercle C, on méne une tangente
au cercle et trois tangentes & I'hypocycloide, deux de
ces tangentes sont les bissectrices des angles formés par
la troisiéme et la tangente au cercle.

V. Arc MK = arcKR (fig. 4) : donc MR est perpen-
diculaire a KC (¥).

1l résulte de 1a que, MK, MK', MR étant trois tangentes
menées par un point du cercle C a 'hypocycloide, la
parallele RL 4 KK’ touche I'hypocycloide, parce que
P’angle R est droit et que le cercle C est le lieu des som-
mets des angles droits circonscrits a la courbe.

En prenant px = pR, on a le point de contact 1 de
cette tangente, et comme KL = KM, que K'L’ ==K'M,
les points L, L' sont les points de contact des tangentes
KL,K'L".

Alnsi

VI. La droite LI, qui joint les points de contact L,

L' de deux tangentes rectangulaires, est tangente a la
courbe (**).

VII. La longueur LL' est constante et égale a quatre
Sois le rayon du cercle C.

Réciproque du théoréme VI :
VII. Les tangentes & l’/zypocycloi’de aux points L,

’ \ 1
L, ou une tangente a cette courbe la rencontre, sont
rectangulaires.

(*) Crelle, p. 103, § 9.
(**) Crelle, p. 106, § 12.
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Menons la tangente LM en L (fig. 4) a 'hypocycloide
et la tangente ML’ perpendiculaire 4 ML; la droite LL’
est tangente a I’hypocycloide d’aprés le théoréme VI, et
comme, par un point L pris sur la courbe, on ne peut
mener que deux tangentes LM et LL/, LL” se confond
avec LL/, et le point L” avec le point L', car LL” = LL".

IX. Si I’on achéve le rectangle LML'S dont la diago-
nale MS passe par les points C et p milieux des droites
KK/, LL/, on a le théoréme suivant :

Le lieu des intersections S des normales rectangu-
laires est une circonférence qui a C pour centre et pour

rayon 3CM.
X. Développée. — Les trois normales SL, SL/, S

enveloppent évidemment une hypocycloide inversement
homothétique (le point C étant le centre d’homothétie)
de celle qu’enveloppent leurs homologues MK, MK/, MR,
c’est-a-dire que :

La développée de ULypocycloide est une hypocy-
cloide inversement homothétique & la premicre (C est
le centre d’homothétie); le rapport d’homothétie est +.

Reportons-nous 4 la fig. 4, nous verrons que la para-
bole qui a S pour foyer et qui touche les droites ML,
ML’ a pour tangente au sommet la droite LL’ qui passe
par les pieds L et L' des perpendiculaires abaissées du
foyer S sur les tangentes ML, ML/; par suite, cette para-
bole a son sommet au point %, ou LL' touche 'hypocy-
cloide.

Il résulte de 1a que :

XI. Cette parabole enveloppe U'hypocycloide elle-

méme;

XIL. Son axe enveloppe la développée de I’ hypocy-
cloide;
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XIII. Son sommet A décrit I’ hypocycloide ;
XIV. Son foyer S décrit le cercle qui passe par les
trois points de rebroussement de I’ hypocycloide ;

Enfin :

XV. Sa directrice est la paralléle mence par le point
M & LL/, et,comme cette paralléle est symétrique deLL’
par rapport au point C, elle enveloppe une hypocycloide
symétrigue par rapport au point C de celle quenve-
loppe LL.

XVI. Considérons deux langentes AA’, BB (fig. 5)
a ’hypocycloide.
Fig. 3.

Soit arc OA = «, et par suite arcOA’ = 2 o ; de méme
.
OB =[5 et OB’ == 25. L’angle ADV a pour mesure

B - ! —_— - —_ -
arcé._;_B_é_ ::arciﬁ_ @ - 22 ﬁ:arcl - p,
2

Les angles B' et A’ ont aussi chacun pour mesure

B

arc “_F; donc les triangles DAB', DBA’ sont isoscéles.

XVIL On voit par la que :

Etant donnée une tangente AA’ a I'hypocycloide et un
point D sur cette tangente, pour mener par D une se-
conde tangente, il suffit de décrire du point A (le plus
rapproché de O des deux points A, A’) un arc de cercle
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de rayon AD qui coupe le cercle C au point B'; joignant
B'D, on a une tangente BD a I'hypocycloide.

XVIII. Soit AA’ (fig. 6) une tangente menée a I’hypo-
cycloide par un point arbitraire D.

Fig. 6.

Du point E ou AA’ coupe le cercle C comme centre,
décrivons avec ED comme rayon une circonférence qui
coupe la circonférence C aux points B’ et C'; d’aprés ce
qui a été dit (XVII), B'D et C'D seront des tangentes
menées par le point D a I'hypocycloide.

Ces deux tangentes coupent encore le cercle C en F et
en G.

En se reportant au théoréme XVI, on voit que les
triangles FDA’, GDA’ sont isoscéles ; donc FG est per-
pendiculaire au milieu de A’D ; de méme EF est perpen-
diculaire au milien de C'D, et EG est perpendiculaire au
milieu de B'D.

Il résulte de 12 que les paralléles menées aux cotés du
triangle EFG respectivement par les points A’, B/, C'
forment un triangle ABC homothétique 4 EFG, le point
d’intersection D des hauteurs du triangle EFG étant le
centre d’homothétie, et, par suite, le triangle ABC a
pour hauteurs celles du triangle EFG qui, comme on
sait, touchent I'hypocycloide.

Si, maintenant, on se reporte a la fig. 1, on voit que
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MN étant une tangente a 'hypocycloide, si I'on a
2arc OM = arc ON,

c’est par le point N que passe la tangente perpendicu-
laire 4 MN.

Si, d’un autre cdté, nous nous reportons a la fig. 5,
nous verrons que, si 'on a 2arc OA = arcOA’, c'est du
pomt A comme centre qu'on a décrit la circonférence
qui sert a déterminer une nouvelle tangente BB'.

Comme, dans le probléme actuel ( fig. 6), nous avons
décrit le cercle du point E comme centre, c’est la droite
BC qui sera une langente a I'hypocycloide; il en sera de
méme de AB et de AC.

Donc :

8¢ trois tangentes a I'hypocycloide passent par un
méme point, les tangentes perpendiculaires respective-
ment ¢ celles-la forment un triangle dont les trois pre-
miéres tangentes sont les hauteurs.

XIX. D’un point quelconque ¥ du cercle circonscrit
au triangle ABC, abaissons des perpendiculaires sur
les cotés de ce triangle. On sait que les pieds de ces

perpendiculaires sont en ligne droite; trouver l'enve-
loppe de cette droite (question 868) (*).

(™} Voir Crelle, p. 110, § 19, et Nouvelles Annales, 2 série, t. 1X,
P- 73, la solution de M. P. Serret.
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La droite ab (fig. 7) qui joint les pieds des perpendi-
culaires est tangente au sommet d’une parabole inscrite
au triangle ABC. Cette parabole a le point F pour foyer,
et sa dircetrice passe par le point de concours H des
hauteurs.

La droite HF rencontre ab e¢n d, et le point d est le
milieu de HC; donc les triangles dp H et da F sont égaux
et da =dp.

11 résulte de 1a que le triangle dam est isoscéle.

Comme d’ailleurs le cercle des neuf points du triangle
ABC passe par les milieux de HA, HB, HC, il passera
aussi par le milieu d de HF.

On voit par la que ABC (fig. 8) élant le triangle
donné, m le pied de la hauteur Am, ad une des droites

Fig. 8.

! . d

dont on cherche I'enveloppe et qui rencontre en a le
coté BC et en d le cercle des neuf points, le triangle adm
est isoscéle. Or I'angle m de ce triangle a pour mesure

arcdi , arc! mk — di)
» 2 'angle en a a pour mesure —————

; donc

arcmk =2arcdi, donc la droite ab enveloppe une hypo-
cycloide circonscrite au cercle des neuf points et touchant
les trois cotés et les trois hauteurs du triangle donné, ce
qu’on pouvait prévoir en prenant le point F' 4 un som-
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met ou au point diamétralement opposé a un sommet de

ce triangle.
On voit aussi que ’hypocycloide est ’enveloppe des

tangentes au sommet des paraboles inscrites & un

triangle (*).

DISCUSSION ALGEBRIQUE DE L’EQUATION BN 2;
Par M. A. PICART.

Soient
(1) S=Az*+2Bzy +~Cy*-+2Dx +-2Ey +F =o,
(2) S'=A'x*+ 2B zy +Cy*+ 2Dz +2Ey +F=o0

les équations de deux coniques;
(3) S—28=o

I'équation générale des coniques qui passent par leurs
points d’intersection.

En exprimant que cette derniére équation représente
deux droites, on obtient la condition

iA——)\A’ B —2B" D—iD’
B—1AB" C--AC" E —)F

(4)
’D—-)D’ E—)E F —)F

|
|

c’est I'équation en 2.

Pour qu’a une valeur réelle de X corresponde un sys-
teme de sécantes communes réelles, il faut que cette va-
leur de 2 rende positive la quantité

(B—2B')2— (A—2A")(C—1C),

que nous appellerons A, ou bien I’annule en rendant

(*) Crelle, p. 110, § 20.
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positive la quantité
(E—)E Jt— (C—1C') (F—\F),
que nous désignerons par A,.
Or I'équation (4 ) peut s’écrire
‘ (F—F)[(A—2A') (C—2C')— (B —B'))
(5) — (A—2A") (E—)E/)2— (C—1C)(D— AD’)?
2 4+ 2(B—)B')(D — \D")(E — \E') = o.
Supposons d’abord A'C'— B* >> o; I'équation du se-
cond degré
(6) (A—2A")(C—)C')— (B—2B') =0,
dont le terme en 2* a pour coefficient A’C'— B, a ses
racines réelles; car, pour A = oo, son premier membre
est positif, et, pour A = % ou %7 il est négatif. Nous
B

luons le cas oi I it = o = o *
excluons le cas ou I'on aurait 7 = & = &, parce qu'a-
1 yoit immédiatement e 2 re

ors on voi édiatement que, pour 1 = - I'équa-
tion (3) représente deux droites réelles dont une :‘a Pinfini.

Désignons par e et B ces deux racines; sl < (‘” I'une
1 tit I'aut 1 d ¢
est p us pe 1le que bwil au re p us gran € que C , SO".

a< -5 p>c, Substituons successivement « et f3 a

la place de % dans le premier membre de I'équation (5),
ce premier membre devient, pour A = a,

— (A —aA") (E—aE')?— (C—aC')(D — aD')?
+ 2(E—aE')(D —aD’) /(A —2A")(C—aC');

mais

a<<
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d’ou I'on tire, puisqu’on (peut )toujours supposer A' > o,
par suite C'>> 0, en vertu de Phypothése A’C'— B"” > o,
A—aA' >0, C—al >o;
donc le résultat de la substitution est
— [(E — «E) \/;\.—TI— (D —aD') J-Cv:;ﬁcg’]’,

c'est-a-dire négatif,
Pour A = f3, le résultat de la substitution est, puisque

B> f‘g' > %, et, par suite, A— BA'< 0, C— C' <o,

+[(E—BE) VBA — A+ (D— D) /BC—C],
c’est-a-dire positif. Donc I'équation (5) a une ou trois
racines réelles comprises entre « et 3. Soit ' I'une de
ces racines ; cette valeur, mise a la place de X dans le
premier membre de I'équation (6), le rend négatif, puis-
qu’'elle est comprise entre ses deux racines; donc, pour
A=V, la quantité A est positive.
Considérons en second lieu le cas ou

A'C— B?*<o.
Les racines de 1'équation (6) peuvent étre réelles ou
imaginaires. Supposons-les d’abord réelles; soient « et 3

. A
ces deux racines : elles sont toutes deux ou < a2 ou

. A C C o . \
comprises entre ; et &> ou > G Si on les substitue &
la place de ) dans le premier membre de I'équation (5),
comme A — a2 A’ et C— «C' sont de méme signe, ainsi

que A— (A’ et C — BC, puisque leur produit est positif,
on obtient ou
—[(E— a®)yA —ad’ — (D — D) yC—aC |1,
—l(E—pE) VA1 — (D—pp)ye=FC,

Ann. de Mathém., »° série, t. XIV. (Janvier 1875.) 3
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ou
+ [(E — «E') Y22 =& + (D — uD’)y2C' — C],
+ [(E— BE)VBA'— A + (D — BD') yEC' — C]1,

c’est-a-dire toujours deux résultats de méme signe. Donc
I’équation en X a une ou trois racines réelles en dehors
de I'intervalle compris entre « et 3; mais toute valeur de
A non comprise entre « et (3 fait prendre au premier
membre de 1'équation (6) le signe —; donc, encore dans
ce cas, il y a au moins une racine de I'équation en 2 qui
rend positive la quantité A.

Si nous supposons maintenant les racines de I'équa-
tion (6) imaginaires, son premier membre prend toujours
le signe — pour toute valeur de A ; par conséquent, toutes
les racines réelles de I’équation en 2 rendront positive la
quantité A. ’

Il nous reste encore a faire voir que, quand I'une des
racines réelles de I'équation en X annule A, s'il n’y en a
pas d’autre qui rende A positif, elle rend positive ou
nulle la quantité A,, c’est-a-dire que, pour cette valeur
de A, I’équation (3) représente deux droites réelles paral-
léles distinctes ou une droite double réelle. En effet,
I’équation en A peut s’écrire

(B —B')(E—)E'} —(C — AC')(D — D'}
—[(B—2B')— (A—12A") (C—2C")]
< [(E—AE')-— (C—C')(F —F")] = o,

ce qui montre que A et 4, quand ils ne sont pas nuls,
sont de méme signe. Or, si la racine réelle ¥ qui rend
généralement A positif 'annule, on peut supposer que
les coefficients A, A’y B, B/, C, C,... soient altérés de
quantités infiniment petites qui ne feront que modifier
infiniment peu les deux courbes; la racine ¥’ deviendra
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¥+ 0X; elle cessera d’annuler la quantité A pour la
rendre positive; par suite, elle rendra positive la quan-
tité A, ; mais la nouvelle valeur de A, différe infiniment
peu de la premiére; donc celle-ci était positive pour
A=Y, 2 moins qu'elle ne fit nulle en méme temps
que A.

Sans vouloir entrer dans le détail des cas particuliers,
il nous faut pourtant examiner encore spécialement le
cas ou A'C'—B*=o.

Alors I’équation (6) se réduit a
(6') (2BB' — AC' — CA’)) + AC — B* = o;

I'une de ses racines est infinie. Désignons I'autre par 3 .
si 2BB'— AC'— CA’ >> o, cette racine est plus grande

que %l, et, si 2BB'— AC'— CA’'<Co, elle est plus petite

A . .
que 4 En effet, dans le premier cas, on a bien

B:— AC C
SBE —AC —CA' — &

car, sil'on chasse les dénominateurs, cette inégalité de-
vient, en tenant compte de I’hypothése A'C'— B"* = o,

(BYC' —Cya' ) >o0;
dans le second cas, on a bien
B*— AC A
>BB _AC—CA' ~ &
car, aprés avoir chassé les dénominateurs, on obtient
(BYA'— AVT ) >o.

Mais, dans le premier cas, si 'on substitue 8 a A dans
Yéquation (5), son premier membre devient

+[(E—BE)VBA'— A+ (D — BD') yBC — CJ,
3.
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¢’ est-a-dire positif; dans le second, il devient

c’est-a-dire négatif. D'ailleurs, si 'on substitue +oc a 2,
on trouve le signe du discriminant
A'E"+ C'D'*— 2B'D'E' + F(B?— A'C),
qui se réduit ici & ,
A'E+ /D" — 2B DE’
ou
(B VK — D),
c’est a-dire le signe +. Donc l'équation en A a une ou
trois racines réelles inférieures a4 3 dans le premier cas,
et supérieures a 5 dans le second ; mais, dans le premier
cas, tout nombre inférieur a (3, mis a la place de 2, rend
le premier membre de I'équation (6') négatif; dans le
second, la méme chose a lien pour tout nombre supé-
rieur a 3; donc il y a au moins une racine réelle de
I'équation en 2 qui rend positive la quantité A, réduite
ici &
— (2BB' — AC'— CA’)) — AC + B~.
Si, en méme temps que

A'C—B*=o,

on a
2BB'— AC'— CA’ = o,
on en tire
g (AC+CA'7 _ (AC+CA)  AC  ACT+CA%
S Y U GA'C
Or

ArC 4 C?A'? _ AC
T{AC T

car cette inégalité revient a

(AC'— CA')*>0;
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donc B* — AC est positif : la quantité A est alors con-
stante et positive.

SUR LA SEPARATION DES RACINES DES EQUATIONS;
Par M. H. LAURENT.

Je rappelle d’abord un théoréme bien connu : le po-
lynéme du second degré X, homogéne en xy, s, Xy,...,
x, peut étre décomposé en une somme de 7 carrés po-
sitifs, négatifs ou nuls, et cela, du reste, d’une infinité de
maniéres, ainsi que le prouve la méthode des coefficients
indéterminés. Ce que nous voulons prouver, c’est que,
de quelque maniére que s'effectue la décomposition, le
nombre des carrés positifs, négatifs ou nuls, sera tou-
jours le méme.

Le théoréme est évident pour le cas d’'une et deux va-
riables. En effet, un polynéme homogéne a deux variables
ne saurait étre i la fois une somme et une différence de
carrés ; car ses racines seraient a la fois imaginaires et
réelles, ce qui est absurde. Il ne saurait non plus étre
une somme de carrés positifs et une somme de carrés
négatifs : ainsi le théoréme est établi pour le cas de
deux variables. La discussion des courbes du second de-
gré, celle des surfaces du second ordre prouvent qu’il a
lieu encore pour les cas de trois el quatre variables.

Admettons qu’il ait lieu pour le cas de 7 variables.
Considérons ensuite un polynéme P quelconque homo
geéne et du second degré a n 41 variables, x,, x,,...,
Zny1 5 supposons-le susceptible des deux décompositions

P=oa, X} +a: X2 +...4 20 X2,
P:ﬁan +sz§ +.. .+ §n+1Y12:+n

X et Y désignant des fonctions linéaires, et «, 5 I'un des
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nombres — 1,0, + 1. On aura

(M X4+ X4+, 4o X2 =B Y+ o+ B Yo

1° Observons que I'une des quantités o est de méme
signe que 'une des quantités 3; car si tous les «, par
exemple, étaient positifs et tous les {3 négatifs, le pre-
mier membre de (1) serait positif, etle second négatif,
ce qui est inadmissible. '

2° Si nous supposons o,y = (3,41, On pourra poser

XIH—I = Yn+l ou XH-H - Yn+l = 0,

et I’on pourra en conclure x,,,, par exemple, en fonc-
tion linéaire de x,, x,,..., x,, & moins que I'on n’ait
identiquement X, ,, =Y, ; mais, méme dans ce cas, on
pourrait choisir pour x,,, une fonction linéaire arbi-
traire de Xy, Xy ooy Xy

La formule (1), quand on y remplace x,.4 par sa va-
leur, prend la forme

(2) @ X} 2, X b 0, X B, Y B, Y 4 Ba Y2,

X’ et Y’ désignant les valeurs de X et Y exprimées en
Ty, Xy, .., X, Celte formule (2) est identique comme
la formule (1) ; car x,,, seul, qui n’y entre plus, cesse
d’étre arbitraire.

Or, par hypothése, une identité telle que (2) ne sau-
rait avoir lieu entre n variables, si elle ne contient pas
le méme nombre de carrés positifs, négatifs ou nuls dans
ses deux membres. Donc, etc.

Cela posé, considérons le polynéme du second degré
€N XLgy Tyyun ey Loyt

t—a)(m + ool . AT T )

(
(3) (‘ =+ (t-- “:)(Io‘i‘az‘tn +a) x4+ ..—I—a';_lxn—')z

( -+ (t'_ a")(xo T S N S -+“Z_Izn—')z
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tout décomposé en carrés, dans lequel o, a,,..., @,
sont les 7 racines de I’équation a coefficients réels

f(z)=o,

et t une indéterminée ; désignons ce polyndme par ¢ (¢).
Je dis que le nombre des carrés positifs dans lesquels on
peut le décomposer est égal au nombre des racines réelles
moindres que . Cela est évident quand toutes les racines
sont réelles ; mais, quand il y en a d’imaginaires, la for-
mule (3) semble compliquée d’imaginaires, et 'on ne
voit pas aussi bien les choses.

Supposons &, imaginaire; soit «, la racine conjuguée;
les deux premiéres lignes de la formule (3) seront des
expressions conjuguées : leur somme sera donc réelle. Il
est facile de voir qu’elle est la différence de deux carrés.
En effet, posant

t—a, =A-+By—1, t—a=A—By—,
o+ +...=P4+Qy—1,
Tyt ma, .= P — Qy—1,
la somme des deux premiéres lignes de (3) sera
(A+By—1)(P— Q*+2PQy—1)
4 (A—By—1)(PP—Q— 2PQy—1)

24 (P'— Q°) — 4BPQ,

ou

c’est-a-dire

o (P 0= 2r0) = (p- o) e (1 2]

Ainsi, dans le cas ou les racines ne sont pas toutes
réelles, le nombre des carrés positifs, ¢, sera égal au
nombre ide couples de racines imaginaires, augmenté
du nombre r des racines réelles inférieures a t. Soit n’
le nombre des racines réelles inférieures a t'yetc'le

1
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nombre des carrés positifs dans ¢ (¢’); on aura
n4+i—=c n4+i="c,
d’ou 'on conclut
n—n=c—°c.

Ainsi le nombre des racines réelles comprises entre ¢
et ¢’ est la différence du nombre des carrés positifs dans
lesquels on peut décomposer ¢(t) et ¢(t').

Reste 2 montrer comment on formera la fonction sy-
métrique ¢ (¢) des racines de f = o.

Posons
(¢t —z)(m+x2+x22 4. . .+ 7 2" ) =F (2);
{ 7
le coefficient de —zl— dans ﬂ})(};)(z) sera précisément

F(a,)+ F(a)+... ou g¢(z).
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette pro-
position, trés-connue d’ailleurs.

Le théoréme précédent, analogue a celui que M. Her-
mite afaitconnaitre pour remplacer le théorémede Sturm,
est d’'une application beaucoup plus facile que ce der-
nier, une simple division suffisant 4 faire connaitre le
résultat.

BIBLIOGRAPHIE.

.

Théorie des fonctions de wariables imaginaires, par
M. Maximirien Marig, répétiteur a I'Ecole Polytech-
nique, t. I*. — Nouvelle Géométrie analytique, ou
extension des méthodes de la Géométrie de Descartes
a létude des lieux qui peuvent étre représentés par
les solutions imaginaires des équations & deux et &
trois variables.

M. Maximilien Marie se propose de développer, dans un

seul Ouvrage, une série de travaux déja publiés par lui a di-
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verses époques, mais-que le lecteur ne saurait pas toujours se
procurer facilement.

Le premier volume de cet Ouvrage vient de paraitre : il con-
tient le développement d’un nouveau systéme de Géométrie
analytique, qui a surtout pour but 'interprétation des solutions
imaginaires des équations & deux et A trois variables. Dans ce
systéme de Géométrie, une seule et méme équation ne repré-
sente pas seulement une courbe réelle, mais une infinité
d’autres courbes réelles, que I’on appelle les conjuguées de
celle-ci, et qui ont une grande analogie de propriétés avec
elle.

Sans entrer ici dans de grands détails, nous allons donner
une idée de la théorie de M. Marie.

Considérons I’équation

f('l'ay) =0,

et soit z =a -+ By—1, y =o'+ B'\/—1 une solution de
cette équation ; nous la représenterons par le point dont les
coordonnées réelles seraient

Z'=a + B,
y=da + .

Cela posé, si I'on établit entre B et B’ une relation ' = Be,
¢ désignant une constante, on aura

% z'=o« + B,
y'=do + Be.

(1)

Or «, B, @’ étant liés entre eux par les deux équations dans
lesquelles se décompose

fla+By=1, «+py—1)=o0,

les équations (1) donneront 2’ et y' en fonction d’un seul
des paramétres «, §, «’. Le lieu des points =/, y’, pour une va-
leur donnée de ¢, est ce que I'on appelle la conjuguée ¢ du
lieu /(z, y) = 0; ¢ en est la caractéristique. La caractéristique
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de chaque conjuguée dépend du choix des axes, mais non la
figure ni la position de cette conjuguée.

M. Marie montre que la quantité ¢ est le coefficient angu-
laire de la direction qu’il faudrait donner i I’axe des y pour
rendre les abscisses x de la conjuguée ¢ réelles.

Les conjuguées d’un lieu du premier degré i coefficients
imaginaires sont des droites issues d’un méme point.

Les conjuguées d’une ellipse sont les hyperboles ayant les
mémes diamétres conjugués que cette ellipse et touchant cette
ellipse.

Lorsque 'on considére deux équations

flzsy)=o0, ¢(z,y)=

GY % VY

e TRy Ty
ces deux équations seront tangentes. Il en est de méme des

conjuguées de ces courbes réelles qui passent au point (z, y),
lorsque ce point est imaginaire.

—» les courbes réelles représentées par

Si I’'on remplace en particulier ’équation 9 — o par

(x—n)L+x—nL=o,

la droite représentée par cette équation sera tangente /= o,
et si le point x, y est imaginaire, la conjuguée de cette droite
qui y passera sera tangente 4 la conjuguée de méme caracté-
ristique de la courbe f— o.

L’enveloppe des conjuguées d’une courbe donnée par I'équa-
tion f(x, y) —o comprend évidemment la courbe réelle repré-
sentée par cette équation ; mais cette courbe n’est pas la seule
enveloppe des conjuguées en question. M. Marie trouve-la

. dy ;
seconde partie de I'enveloppe en exprimant que —- est réel;

I’enveloppe imaginaire des conjuguées jouit de plusieurs pro-
priétés intéressantes que nous ne pouvons pas énoncer dans un
apercu nécessairement succinct.

M. Marie étudie successivement la théorie des asymptotes,
des centres et des diamétres, etc., dans les courbes et leurs
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conjuguées, et presque toujours les conjuguées semblent en
quelque sorte compléter la courbe réelle; les propriétés des
conjuguées rappellent celles des hyperboles tangentes & une
méme ellipse et possédant les mémes diamétres conjugués.
Le Chapitre XI du livre de M. Marie est une introduction &
la théorie de la courbure des lignes, on y étudie le lieu

(.z'——a——a’\/:—ly—\‘— (r —6— by —1)'= (r+ry—1)

et ses conjuguées’; 'enveloppe de ces conjuguées est un cercle.
La théorie de la courbure des lignes planes est étudiée dans le
Chapitre suivant; on y remarque le théoréme suivant :

La développée de U'enveloppe imaginaire des conjuguées
d’une courbe est l'enveloppe imaginaire des conjugudes de la
développée de cette courbe.

Le Chapitre XIV est consacré a I’étude des points singuliers
des courbes planes.

Le Chapitre XV traite de la quadrature des courbes planes
et de leurs conjuguées. En appelant § 'angle des axes, la no-
tation suivante, ou les limites z,, ¥, et x, y, se rapportent &
deux points d’une méme conjuguée,

Il Al '7[
sinf [ ydz,

X000

représente, par sa partie imaginaire, I'aire comprise entre la
conjuguée et le diamétre correspondant i ses cordes réelles,
et, par sa partie réelle, ’aire comprise entre le diamétre, ’axe
des et les deux ordonnées extrémes.

Parmi les résultats trouvés par M. Marie, on remarque le
suivant :

L’arc de U’enveloppe imaginaire des conjuguées est fourni
par la méme intégrale que ’arc de l'cnveloppe réclle ou de la
courbe proposée. '

Nous bornouns a ces considérations le compte rendu de I'Ou-
vrage de M. Marie; mais nous ajouterons, pour en donner une
idée et inspirer au lecteur le désir d’en faire la lecture, que
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I'auteur étend toutes les considérations dont nous venons de
parler 4 la Géométrie dans I’espace.
Ainsi, a toute surface on peut adjoindre une infinité de sur-
faces conjuguées dont I'étude est aussi simple que celle des con-
juguées des courbes planes. H. LaurenT.

Histoire des Mathématiques depuis leur origine jus-
qu’au commencement du xi1x° siécle, par M. F.HoErer,
1874. — Paris, Hachette. Un vol. de 600 pages, avec
42 figures dans le texte. Prix : 4 francs.

Le livre que nous annoncons fait partie de la collection inti-
tulée Histoire universelle, publiée sous la direction de M. V.
Duruy. On doit déja 3 M. Heefer une série d’ouvrages relatifs
A Phistoire des sciences physiques, astronomiques et naturelles.
L'Histoire des Mathématiques forme le complément de cette
série importante.

L’auteur de cet Ouvrage a suivi dans ce travail une méthode
excellente qui établit les quatre grandes penodes principales
de I’évolution de la science :

1° Invention des nombres, des chiffres et des premiers élé-
ments de 'Arithmétique et de la Géométrie.

C’est & ces seules notions, & part quelques faits particuliers,
que se bornérent les connaissances des peuples de ’Orient, In-
dous, Egyptiens, Chinois, etc.

2° Kcoles grecques fondées par Thalés, Démocrite et Anaxa-
gore, Pythagore et Platon. Ecoles d’Alexandrie, fondées par
Euclide, puis par Ptolémée.

Ces diverses Ecoles poussérent les sciences mathématiques
fort loin, mais ne réussirent pas & dégager de loi générale.

3° Période de transition : développement de 'Algébre pen-
dant le moyen ige.

4° Temps modernes : invention et usage du Calcul infinité-
simal, des séries et des fonctions.

L’Histoire générale des Mathématiques a toujours offert un
grand intérét. Elle a démontré combien ont été pénibles les

efforts de 'esprit humain a dégager la vérité, a créer les mé-
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thodes de raisonnement et d’investigation, i généraliser les
résultats en possession desquels il s’est trouvé peu 2 peu.

Le progrés dans ce genre de recherches a éprouvé des fluc-
tuations bien singuliéres, liées intimement a I'histoire des pen-
ples qui ont constitué la grande famille de 'humanité. En
dehors des Grecs, par exemple, quel peuple nous a légué une
plus abondante moisson de vérités mathématiques? Cest A ce
peuple, a I'esprit si net, a I'intelligence si vive, que la science
moderne est redevable de toutes ses méthodes les plus délicates.
Les Arabes, dont on a vanté I’habileté, n’ont pas, a4 beaucoup
prés, contribué autant que les Grecs au progrés des Mathéma-
tiques. Ils ont eu principalement la gloire d’avoir traduit et
commenté leurs ouvrages, mais les véritables géométres arabes -
sont en bien petit nombre, et leur passage a été de bien courte
durée. :

Ces diverses particularités, M. Heefer les a trés-bien signa-
lées dans les livres III et IV, dont I'importance n’échappera pas
au lecteur. Il nous suffirait de mentionner ici les savants grecs
qui ont attaché leur nom a divers théorémes d’Analyse et de
Géométrie bien connus; mais ce détail nous ménerait trop
loin et nous forcerait 2 paraphraser I'exposé de I'auteur.

L’histoire des Mathématiques chez les Grecs est précédée de
considérations sur les origines des Mathématiques, formant le
Livre I*r de I'Ouvrage, et du Livre II consacré aux Mathémati-
ques dans I'antiquité.

Le Livre V renferme I'historique de la période de transfor-
mation, qui embrasse tout le moyen 4ge, dont elle a gardé
I’empreinte caractéristique. L’esprit humain, a cette époque, se
livra aux combinaisons compliquées a plaisir. L’idée simple
devait éprouver la plus grande difficulté 4 se dégager; des con-
sidérations astrologiques et mystiques servirent & envelopper la
science, dont elles retardérent longtemps encore le dévelop-
ment. Nous les retrouvons pour la derniére fois au xvi® siecle :
elles ont servi de base aux immortels travaux de Kepler. Enfin
cette méme époque vit éclore aussi ces vaines recherches aux-
quelles donna lieu la quadrature du cercle, dont I'histoire a
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fait 'objet de nombreux développements dans le grand Ouvrage
de Montucla, et dans un livre spécial que publia ce méme au-
teur en 1754.

Le Livre VI et dernier est consacré A I’historique succinct des
progrés des Mathématiques pendant les xvi®, xvui® et xviu® sié-
cles. La question de l'origine et de la priorité du Calcul infini-
tésimal est soigneusement élucidée ; Pauteur a dd, malheureu-
sement, réduire son exposé aux faits les plus essentiels; il lui a
fallu se renfermer dans les modestes limites d’un traité élémen-
taire, et qui, pour étre spécial,exigerait plusieurs gros volumes,
a en juger déja d’apreés les recherches de Montucla et de de la
Lande, qui s’arrétent aussi au x1x° siécle, tandis que, depuis,
-de nouvelles méthodes ont été créées, qui ont produit les ré-
sultats les plus inattendus.

L’esprit de méthode et la concision dans I'exposé recom-
mandent cet Ouvrage & toutes les personnes qui s’intéressent
au progrés des Mathématiques. Les éléves des classes de Ma-
thématiques spéciales, les candidats  la licence et 4 ’agrégation
y trouveront des éléments utiles a leurs recherches et a leurs
travaux ; enfin ce livre sera lu aussi par les personnes qui n’ont
pas fait des Mathématiques élevées I'objet de leurs études, I'au-
teur ayant écarté soigneusement les théories arides et les for-
mules compliquées.

L’histoire compléte des Mathématiques exigerait bien d’autres
développements. Elle devrait comprendre la biographie des
mathématiciens, le détail de leur correspondance avec les géo-
métres de leur temps, 'exposé de leurs méthodes et la critique
de leurs ouvrages. Pour I’étude de plus d’une question, il fau-
drait consulter de nombreux documents, reproduire les origi-
naux les plus importants, interpréter méme les passages obscurs
et difficiles. Tel n’a pas été le programme du travail de M. Heefer.
Il a été obligé de le restreindre 2 des proportions plus modestes,
qui le rendent ainsi accessible 2 un plus grand nombre de lec-
teurs,

De nos jours ou la science a été mise, pour ainsi dire, a la
portée de tous, un ouvrage élémentaire, un exposé succinct,



(47)

répond 2 un besoin réel et suffit grandement 3 combler une
lacune. Tel est le cas de cet Ouvrage, qu’il faudra consulter
lorsqu’on écrira Thistoire compléte des Mathématiques, pour
faire suite an grand Traité de Montucla, achevé et publié par
de la Lande, et i I'Histoire de I'Astronomie par Delambre et par
Bailly, ouvrages précieux par les exposés lucides et les docu-
ments originaux qu’ils renferment en si grand nombre.

L’Histoire des Mathématiques de M. Heefer s’arréte, avons-
nous dit, au commencement de notre siécle. Depuis cette époque,
PAnpalyse et la Géométrie se sont enrichies de méthodes et de
théories toutes nouvelles, dont le principe date de nos jours.
En Analyse, la théorie des fonctions elliptiques, les méthodes
d’intégration ; en Géométrie analytique, les coordonnées curvi-
lignes, les propriétés des courbes gauches; en Géométrie, la
théorie des surfaces, le principe de correspondance et ses nom-
breuses applications dans la voie féconde ouverte par M. Chasles
et suivie par les géométres contemporains : tels sont les prin-
cipaux résultats acquis & la science depuis ces derniers temps.

Les progrés de la Géométrie et de I’ Analyse en France ont fait
I'cbjet de rapports présentés par M. Chasles et par M. Bertrand.
Mais I’exposé historique des progrés accomplis a la fois en France
et & ’étranger neécessitera de longues et savantes recherches, qui
exigeront, de la part de celui qui les entreprendra, une connais-
sance approfondie des théories modernes, afin qu’il puisse éta-
blir, entre des méthodes si variées, la coordination qui existe
entre elles, et qui représente le caractére philosophique de cette
histoire des progrés de I'esprit humain.

H. Brocarp.

CORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre de M. J. de la Gournerie. —
Le numéro de novembre 1874 des Nouvelles Annales
contient une Note trés-intéressante de M. Haton de la
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Goupilli¢re, sur l'enveloppe’ d'une droite dont deux
points décrivent des lignes rectangulaires.

Cette enveloppe est une variété d’une courbe que j’ai
étudiée sous le nom de trilatérale harmonique, et dont
j’'ai fait connaitre diverses propriétés en la considérant
soit isolément, soit dans ses relations avec certaines sur-
faces symétriques par rapport aux plans et aux sommets
d’un tétraédre.

Il ne me serait pas possible de reproduire en quelques
lignes les théorémes assez nombreux auxquels je fais
allusion. Je désire seulement ajouter cette indication a
I'énumération que M. Haton de la Goupilliére a faite
des résultats obtenus par divers géométres sur la cubo-
cycloide.

QUESTION.

1155. On donne la parabole semi-cubique
(1) z’— 3ay’=o;

d’un point quelconque du plan on peut mener trois tan-
gentes a la courbe; désignons par (C) le cercle qui passe
par les trois points de contact. Chercher :

1° Le lieu des points P pour lesquels le cercle (C) a
un rayon constant ;

2° Le lieu des points P pour lesquels le centre du
cercle (C) est constamment sur la courbe (1);

3° Le lieu des points P pour lesquels le cercle (C)
touche la courbe (1).

Résoudre les mémes questions pour le cas de la para-
bole cubique
(2) x3—3ay —o.

(L. Parnvix.)
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SUR LES QUADRATURES;
 Par M. C. POSSE,

Privat-docent 4 I’Université de Saint-Pétersbourg.

Les propriétés connues des fractions continues algé-
briques permettent d’obtenir sur-le-champ une formule
générale pour I'évaluation approximative des intégrales

de la forme
+1

S(x)g(x)dz,
—1
et dont la formule célébre de Gauss n’est qu’un cas par-
ticulier. En faisant des hypothéses particuliéres sur la
forme de la fonction donnée f(x), on tombe, dans le

-1
cas de f(x) = (1—x*) 2, sur la formule connue

+I<‘9(x) dr

= ’;‘l[?(x.)+ (@) .. o(z)] + . ..

¥

ou

1
(z—x)z—ax).. . (2--x,)= pre cos (n arccosz).

Cette formule, déja démontrée de diverses maniéres (*),
occupe un rang tout particulier parmi les autres for-
mules du méme genre : d’un coté, elle appartient a celles
que donne la théorie des fractions continues avec le de-
gré d’approximation qui leur est propre ; d’un autre, elle
est uneformule des quadratures a coefficients égaux (**).

(*) Poir M. Cu. Hermite, Cours d’Analyse, p. 52 ; M. MEsLER, Journal
de Crelle, t. 63, p. 152.

(**) Voir Sur les Quadratures, par M. P. TcresicHEFF (Journal de Liou-
ville, 2¢ série, t. XVIII).

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. XIV. (Février 1875.) 4
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Je démontre qu'elle est la seule jouissant de cette
double propriété, en me proposant de résoudre directe-
ment la question suivante :

Trouver la forme de la fonction f(x) qui, restant
positive entre les limites — 1 et -1 de la variable,
donne

f" lr)e(a)de = klo(m) - o)t o5 (]
—
T Oy o Qg & ..,
k étant indépendant de la forme de ¢ (x), et
Sy Ay - @y X Ay X gy T AL

o' x

T

~or

. oL
En faisant ¢ (x) = - —>» intégrant les deux membres
-

Yz L7 L \
de I'égalité précédente par rapport a z, et passant en-
suite des logarithmes aux nombres, on apercoit immé-
diatement que la question proposée est équivalente a
cettc autre :

Trouver la fonction f(x), positive entre les limites
-1 et -~ 1 de la variable, pour laquelle
fﬂf{’) log(z—z)dz € ¢
—1
L4

Pt (Z)-;————i————{-—...,

zn zn+k

F (z) désignant une fonction entiére de degré n.

D’autres cas particuliers, qu'on trouve développés
dans cette Note, m’ont paru dignes d’attention, a cause
de leur simplicité et de la facilité avec laquelle on les
déduit de la formule générale.

1. La fonction f(x) restant positive entre les limites
—1 et +1 de la variable, on sait que le développement
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en fraction continue de I'intégrale

T f(x)dx
2 — X

peut étre mis sous la forme

i .
1
Z A

@z - B . __._,L_<

x,y—*-B,-q .,
iR}

tous les quotients incomplets étant linéaires par rapport

a z.

L P . N
Désignant par " la réduite du rang n**"*, nous aurons

Qn
-+ <
O i S
o Z— X Q" z:’u+l 2'211-1—1

Soit
Q. == C(Z — ‘L-‘)(z — ‘Z‘g). . .(Z — -vu) ’

C étant une constante et x;, Ls,..., x, des quantités
réelles, inégales et comprises entre les limites — 1 et
-i-1; nous obtiendrons

i=n X
.P'f —“Z [P,,(Ii) 1
Q. Q. (i) z--
i=1
Posant ¢(2) =@, + a; 2 +~.. .-~ @y, 2" 4. .., muli-

pliant les deux membres de la formule (1) par 9(2) et

égalant de part et d’autre les coefficients de ! =» mous au-

rons la formule generale des quadratures

f o(#)f(z)ds —--2 Q. fx,' g(a) - A,
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ou A est de la forme a,, ¢ + a,,,, ¢’ ... et s’annule,
par conséquent, chaque fois que ¢(x) est une fonction
enti¢re d’un degré inférieur a 27.
Remarquant que
TS () Qu(2)dx

P" (x,) = - -—‘;—:‘;;_._.
» . Pn ('Z'z)
et dénotant par A, le coefficient Qu (z)" DOUS aurons
41
x) Qu(z)d.
() A= f(#) Qulz)dr
Qn (.l‘,') —1 T —x;

et la formule précédente prend la forme

i=n

“+1
(3) | Sl@)g(a)dr =2 Asg(xi) + 4.

i=1
La formule de Gauss correspond au cas de f(x) =1.
2. Passant aux applications, nous ferons d’abord

I

\/x—x’.

Sflz)=

Dans ce cas, on obtient

—+1 dzx _ L - T 7
f_,<z—x>r‘—:—x’ VF—1 -t (E—i—s)

d’ou le développement suivant :

f+l dx _ T
—1 (z—x)y1—a? a1
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Les expressions de Q, et de la racine x; sont ici
Q. = cos(rarccosz) == cosrng, pour z = cosg,
et

20 —1 2] —1
Z; = €0S§ { ——— T | == COSa, pour x=— — -—— m.
an an

La formule (2) donne

. (21‘——1 \)
sin| ——x .
2 cosn od
A— n f nody
) o

T [2i—1 COS9 — COsx
n sin ™ !
2
ou, observant que cosna = o,

sine T cosng — cosnua
A= — - — e dy.
0

nsinna COSY — COS &

Or, il est aisé de vérifier la relation suivante :

cosrng — cosna . . .
—=-tC_ ~sine=sin(ra)+2cosgsin(r —1)x+...
(4) €O8¢p — COS&
“+2cos(n —1)gsina,

ou le nombre des termes a retenir dans le second membre
est égal & n; elle est évidemment vraie pour » —1 et
n = 2, et se généralise de la maniére ordinaire, en par-
tant de ce que

cos(n -+ 1)p = 2 cosg cosny — cos(n —1)g.

D’aprés cela, U'expression de A; devient simplement

1 T, ™
Ai———— sinradp = —.
nsinr« ° n

La formule (3) se réduit donc, dans le cas considéré,
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a la formule connue

i=n

+T1 o(x)dx I3
5 L—_—:— E / ;) == — '4—‘..
(%) —1 V1= ",_A,(P:x') @ € - Qg €
ou

20 — 1
2 7= COS| —— — e
. 2n

3. On aura deux autres formules trés-simples, en
posant

- fla)=yi =,
et

20

11— 2t dr r P

e i—F T p_arz ez—(z—yF_1)

™
- b
I
22 — -

Vi1 +2

d’ou le développement '

N1 — xtdx ™
z—ax 1

1 0F — e
1
22— —

2% —.

Posant z = cos¢, on aura, comme il est aisé de voir,

sin (7 +1)9 i
Q.= T NE g — cos ( ) = cosa.
sing r 41
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L’expression de A; devient alors

. i
sz( -+ 1)
n
Ai:" ——————

(r—+ 1) cosim

f" sin(z + 1) o singdy
o COSp — CcOSa

ou, observant que sin (n +1)a = o,

sin?a Tsin{n + 1)gsing — sin(n + 1)a sina i
= — RV - e e,
(r—+1)cos{n+1)a J, COSp — COSx ’

Or
sin(rn +1}osing — sin(z + 1)z sing
=% {cosng — cosnx — [cos(n + 2)p — cos(n + 2)al};

d’ou 'on tire, a Paide de la formule (4), aprés de
simples réductions,

L3 . i
A;—= ——sin?| —— )
n 1 n—41

7

Ainsi I'on obtient cette formule trés-simple

ou
iw
z; _-.cos<———~>-
\72 -+ I
2° Pour
' —x
f=)= 1--x
na
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Posant z = cos¢, on obtient

2T
—_— X;=—COS| ———— ) == COS« .
.1 \27 + 1
sin —9
2

et

L1 z n--1 \
4sm ~asina sm e qz)sm ?d?
Ao - :
cos<y — cosa
(2!: ,—Hcos —Hﬁa)

Comme
. [2n -1
sin{=——a) = o,
2

on peut substituer sous le signe d’intégration, au lieu de

’

. jon+1 1
sin K — sin T
Pexpression

. an -1 N . 2n +1 N
sin | ————- ¢ ] SIN—¢ — SIN | ————- %] Si0 — =
2 2 2 2

’.V|"'

{cosnm — cosna —[cos(n ~+1)p —cos{n + xu]g

et de 14, en vertu de la relation (4), on tire sans diffi-
culié

br . ir 27 " 2im \
A= ——sm?{ ——r- - - 1— cos|— ——1] |-
an -+ 1 27 -1 27 -1

Donc, dans le cas actuel, la formule (3) se réduit a la
suivante :

- i=n
1 T om
) f \/Y—‘— r?\x)dx_zn—i—l Z(]_xi)?(xi)—‘_A’
—_—1 oo

=t
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’

207
Ly == COS | ———-—— |+
2n -+ 1

Les expressions si simples des éléments de ces formules
les rendent trés-commodes dans les applications.

La formule (5 ) différe des autres en ce que I’expres-
sion de A; est indépendante de la racine correspondante
x;; nous allons voir tout de suite qu’elle est la seule qui,
jouissant de cette propriété, donne a I'erreur A la forme
assignée.

4. Pour le faire voir, proposons-nous de résoudre di-
rectement la question suivante:

Trouver la fonction f(x) qui, restant positive entre
les limites —1 et 4~ 1 de la variable, donne

i=n
v —i=1

S o(z)de =k Z 9 E) T Qo+ Qe e,

—t .
i1=1

k désignant une quantité indépendante de la forme de
9{x), et

2141

e(T)=a,--a,x ... @pWd*" + Gy —. ...

Supposant pour un moment 9 (x) =1, on aura

1
f S(z)dx = nk;

+1
désignant la valeur de [ f(x)dzx par C, et introdui-

o —1
sant la fonction f; (x) = éf(x), nous réduirons la ques-

tion proposée a la détermination de f;(x), remplissant
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la condition suivante :
. . i=n
(8) Silz)g(z) =~ 2@9(%‘) A o€+ i€

—1 :
1=1

. 1
Mettons pour ¢ (x) la fonction oo, ¢t posons
N -_—T

Flz)={z—x{z—m)...(2 — x,),
la formule (8) donnera

—+1 r ’ ¢
fi(x) _dr __ F'(z)

— ""__L'-o-’
—_— n 41
— 2 — nfF{z) 3z

d’ott il résulte immédiatement que la fraction irréduc-
. F'(z) 3 Y. . .
tible ;:'F(Zl)‘ est la niém préduite de la fraction continue

1

z-+a-+
az A4 [§ 4+ — o
5+ B +.
Cherchons donc a déterminer les constantes inconnues
a4, a, 5y ay,..., de maniére & vérifier la condition iden-
tique par rapport & z

nP, = Q’IH

pour toute valeur entiére et positive de n, P, et Q, dési-
gnant, comme plus haut, le numérateur et le dénomina-
teur de la n'm réduite.

Calculant les réduites des trois premiers rangs, nous
aurons

P=1, P.—uz+§, Py=(az+B8)P.+P,
Q=z+4+a, Q=az’+ (av+B)z+af +1,
Q:=(z2+B)Q:+ Q..
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La condition 2P, == 0, donne
203+ f=120az+aa+ B,
d’ou
= a%
et, par suilte,

P—=a(z+ a), Q=uaz*+ 2a2z+ a*z+1,
Py—=o0u2’+ a(B + aa))z + aaf, +1,

et enfin )

Qi== a3+« (Bi+ 2 22,) 2+ (@’aa,+ 2 @B, - 1)z + a*af,+ a.
La condition 3P; = Q/, fournit deux équations

3Bi+ax)=2(B+2ax,), 3(ac +1)=a’uz,+2aaf,+1,

d’onx
Bi=aa, o,=2;

ainsi 'on aura, en posant P, == o, Q, =1, les relations

Pz:‘-ﬁ(z—:“a)Pl—!“Po, Qz—':“(z"§“a)Ql+Qoa
P,==2(z+a)P,~-P, Qy=2(z+a)Q,- Q.

Il est facile de voir que, en poursuivant de la méme
maniére, on aura généralement

ﬁ/‘:aa;,, Oy = Uy = Oy ==L .. T= 2y Uy T Uy T= BT . . TS 2
ou, ce qui revient au méme,

Q,,,, - 2 (Z -+ (Z)sz—x -+ Q2m—2,
Qi =2 (2 — @) Qom + Qum—i.

En effet, ayant

Qn = (Dt,,_, z Bn-?) Qn—-l -+ Qn—z,

(9)

et supposant que

Quo1=(72~-1)Poty Quoz= (1 — 2) Prs,
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on aura

Q,n = tp—z Quy + (”n-—‘z 2+ ﬁn-z)Q’n—i -+ Q,rz—27

ou

Q’,, == %2 Qn-vl =+ (” —_ I) (an-—?.z -+ ﬁu—l)Pn——l -+ (/Z - 2] Pn—z'
Pour calculer «,_, et f,_,, on prendra la relation
nP,=Q),, qui se réduit, en vertu de la précédente, a

(IO) Lp—2 Qn—l = (“n—z 2+ @n_y‘) Pn.__y -+ 2Pn_2.

Le nombre n étant 53, la comparaison des coefficients
de z"~? et z"~*dans les deux membres de la relation (10)
fournira deux équations, qui ne peuvent étre identiques
par rapport & a,_, et 3, o, vu que les coefficients de
z"=? dans P,_, et de z"~* dans P,_, ne sont pas nuls.
Donc les constantes a et « sont les seules qui restent ar-
bitraires.

Il nous reste & montrer que les relations supposées,
savoir les formules (9), entrainent comme conséquence
nécessaire I'identité nP, = Q;,, pour toute valeur en-
tiére et positive de 7.

Ayant vérifié, par ce qui précéde, I’exactitude de la
formule (11) pour n = 2 et n = 3, nous la supposerons
vraie pour n = 2m et n = 2m —+ 1, et nous allons voir
qu’'elle le sera aussi pour n == 2m + 2 et n = 2m - 3.

En effet, en vertu de (9), la formule (10) donne

% Qo = @ (z -+ ﬂ) Ponri + 2Pop = Popyr + Popy
2 Q».-,,, —=2 ( 2~ (l) Pyn -+ 2P = P?nz+| —+ Pon—s-
Or
Qnyr=2(2 + a) Quass -+ Qums
donc

Q’zm+2 = @ Qunyy + “(z -+ a)Q,zm+: +Q,2mv
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ou

lem+z: aQ?m-H -+ (Z -+ a) (2”2 -+ I)P'zm-(-l —+-2m Pm:
:(2m —+ 2) Pinion

Absolument de la méme maniére, on trouverait
U
Qmasz= (2m ~+ 3) Poms.

Ainsi il est démontré que la condition identique (11)
n’est vérifiée que pour la fraction continue de la forme

1
° = —

I

z2+4+a -+ .
w(z+a)+ .
2(z 4 a) + —
)
a(z+a) - —
20z +a)+.
Soit ¢ la fraction périodique
I
. 1
a(z -+ a)+ —
. I
2 .
(z+a)+a(z+a)+..
)
on aura
I
v =
(z4+a)+ '
a3 — Ty
2(z+4a)+v
d’on
2
”:_(Z+a)+\/(z+ﬂ)’+—
x
et enfin
I I
u— — —_—
24+a-t+v °
(z+a)p+ =
-4
Posant, pour abréger,
— 2 —2
a =—=-—a— T’ a, =—a - ——
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uU—= — e

Viz—a)(z —ar)
Or

I T f”ﬂ dx .
Ve e Goa) T Ve aa o)
Donc, si 'on fait

e e e kg

I

on conclut nécessairement que

a —=—1I, a,—=-+1,
d’ou
a=—0, «=——2
ct
\ 1 1
Silr)e= == s
T Vi—a

car autrement on pourrait assigner a z une valeur qui
ne rendrait pas infinis simultanément les deux membres
de Végalité précédente.

La forme générale de lafonction cherchée f (x) est donc

C érant une constante.

On voit, d’aprés cela, qu'on ne saurait trouver une
formule des quadratures, a coefficients égaux, différente
de la formule (5), en assignant a I'erreur A la forme

!
A€+ Ay & ...
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NOTE SUR LA QUESTION 206

(voir 1™ série, t.IX, p. 116);

Par e P. PEPIN, S. J.

Trouver des nombres rationnels qui satisfassent aux
équations
x4y — 1=z

x4yt — 1 == ul

Sil'on s’en tient & cet énoncé, la solution donnée a
I’endroit cité est pleinement suffisante; mais on peut
donner a cette question plus d’étendue et demander une
méthode qui permette de trouver toutes les solutions
rationnelles dont les termes entiers ne dépassent pas une
limite assignée. Supposons que les valeurs rationnelles
des inconnues réduites au plus petit dénominateur com-
mun solenv

m n .p q
x::T, ]“_—;7, 2:7’ 11.—:7;

I, m,n, p, q désigneront cinq nombres entiers premiers
entre eux. Si 'on multiplie par £* les équations proposées
et qu'on les combine successivement par addition et par
soustraction, on en déduira le systéme équivalent

(1) 20 == pt — ¢2,

(2) 2(m*— )= p*+ ¢*.

Soit 7. le plus grand diviseur commun des trois nom-
bres n : 'équation (1) sera résolue de la maniére la
sPyqileq
plus générale par les formules

(3) r=2a)st, p=2\(s1+28), gq=02A(s*— 22).
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L’équation (2) devient ensuite
4) m— = (s 1),

Aucun facteur de 1 ne peut diviser en méme temps les
deux nombres m et /, parce qu’alors il serait diviseur
commun des cinq nombres [, m, n, p, g, que nous sup-
posons premiers entre eux. D’ailleurs on peut supposer
A pair ou impair. Soit A == 2 MN et s*+ 41* =PQ; on
résoudra I’équation (4) en posant
. { m+-1=2MP, m—I1=2NQ,
() | m==MP + N:Q, !=MP—NQ.
Dans ce cas, I et m seront de méme parité ; comme n, p,
g sont déja pairs, il faut que les deux nombres / et m soient
impairs.

Soit A = MN impair; on aura

m -~ | =M*P, m-—1=NQ,
d’on
MP--NQ ., MP—NAQ
2 T T

m —

Il faut, dans ce cas, que les deux nombres P et Q soient
de méme parité. Du reste, les solutions des équations
proposées sont données dans les deux cas par les for-
mules

M:P —+ N*Q 4MN st
o 1TTwRINQ T T ey
(6) ' ___2MN(s’+ 217 _ 2MN(s?— 227
 fTTwP—NQ 0 ‘T TMP—NQ

Les quatre nombres M, N, s et ¢ ne sont assujettis qu’a
la seule condition que les deux nombres M et N soient
premiers entre eux, ainsi que les deux nombres s et 2.On
voit aisément que I'on pourra déduire de ces formules
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toutes les solutions dans lesquelles le numérateur de y,
LMN st ne surpasse pas une limite assignée. Pour chaque
systéme de valeurs des nombres M, N, s, ¢ qui satisfont
i cette condition, on décomposera de toutes les maniéres
possibles le nombre (s*+ 4¢*) en deux facteurs P et Q,
et les formules (6) donneront une solution des équations
proposées pour chacune de ces décompositions.

Une partie de ces solutions peut s’exprimer d'une ma-
niére générale en fonction des quatre nombres entiers M,
N, s, t; il suffit de remplacer dans les équations (6) P et
Q par 'un des systémes de valeurs

P—1, Q =s*—+ 4144,
P—=s'+arttast, Q=s'+20 25z

Les valeurs données par les formules (6) seront en-
tiéres si les quatre nombres M, N, P, Q vérifient la con-
dition

M:P — N*Q ==t1.
On pourra prendre arbitrairement les deux nombres s,
t; comme la somme s*+ 4¢* ne peut jamais étre un carré,
on pourra toujours trouver une infinité de solutions de
I'équation '
(7) M — (s + 4 )N =1,

Soit, par exemple, s =1t =r1; on vérifiera 'équation
M? —5N* =1, en posant M =2, N=1. Les autres
solutions se déduiront de la formule

M+ VBN = (2 -+ V5)r,

en faisant varier 72 de 1 4 o0 . On aura

Pour chaque valeur de 7, on obtiendra une solution en
Arn. de Mathémat., 2¢ série, t. XIV. (Février 1875.) 5
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nombres entiers des équations proposées, savoir
(8) #=M*+5N?, y —=4MN, z=6MN, z=2MN.

On peut aussi obtenir des solutions entiéres exprimées
d’une maniére générale en fonction d’'un nombre entier
arbitraire. En effet, on vérifie 'équation (7) en prenant
s=1, P=1, Q=1+ 42*, M=22*, N=1. De cette
solution, on en déduira une infinité d’autres, ot P et Q
conservant les mémes valeurs 1 et 1 4 4¢*, les valeurs de
M et de N seront données par la formule

(9) M+\/}_—§_—7}7N=(2q“+s/r+4qi>"..__

Les valeurs n =1, n = 2 de I'exposant donnent res-
pectivement les solutions

z=1+8¢, y =8¢, z=40(1+2), a=4e(1— 28),
=824+ 1)2+ 16 (1 + 41°), y =168 (1 + 8¢).
z=828¢ +1) (14 2¢°),
u=82(8t +1) (1 — 22).

Les formules deviennent de plus en plus compliquées a
mesure que I'exposant 2 prend une valeur plus grande.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 99
( voir 1™ série, t. IV, p.370);

Par M. H. BROCARD.

Soient un hyperboloide, son cone asymptote et un
plan principal commun. Tout plan, tangent & Ulyper-
boloide, perpendiculaire au plan principal, retranche
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du céne asymptote un céne fermé, de volume constant.
Démontrer le théoréme général dont celui-ci est un co-
rollaire. (Terquem.)

Le théoréme général a établir est le suivant :

Lenveloppe d’un plan mobile qui détache d’un cone
quelconque du second degré un cone fermé, de volume
constant, est un hyperboloide a deux nappes admettant
le cone donné pour cone asymptote.

A

L’équation du codne rapporté i ses axes principaux
étant

22 y? 27
— =
a? b* ct

celle du plan variable est
axr —+ p]‘ —i—-'/z:a,

a, 3, y désignant les cosinus des angles que fait la nor-
male au plan avec les axes, et d la distance de I'origine a
ce plan. Eliminant z, on a la projection de la conique
d’intersection sur le plan des xy

(@2yr+ b*x*) 9 = a*b* (6 — ax — By )3,

dont la surface a pour expression

A— 2mabcd?y

3°?
(¢ — a*a? — b ﬁ’)?
et, comme le cosinus de I'angle du plan sécant avec le
plan des xy est y, l'ellipse de section a pour surface A
7

Mais la hauteur du cone détaché est égale a J; le volume
de ce cone est donc

2mabed? amabe #
V= 3= 3 )
3(6272_ ata?— bz@?)?

5.
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d’ou
d=rkyey—atar — b
On a donc & chercher I'enveloppe du plan
axr + By +~yz=~F Veigi— atar — b2p2,

sous la condition
@Byt =1.

Sous cette forme d’équation, on reconnait que ce plan
est tangent a 'hyperboloide a deux nappes

I2 2 22 __
—_ 4+ Y = \/ 3
a? b ’

dont le cone asymptote n’est autre que le cone donné.

Questions 767 et 768

(voir 2° série, t. V, p. 383);

Pas M. E. PELLET.

T67. Les cercles circonscrits aux différents triangles
semi-réguliers inscrits dans une ellipse ont pour centre
radical commun le centre de cette ellipse.

(Fourer.)

768. Etant donnée une conique et un point dans son
plan, de ce point on abaisse des perpendiculaires sur
les cotés d’un triangle circonscrit & cette conique et tel
que les droites qui joignent les sommets aux points de
contact des cétés opposés se coupent au point donné;
le cercle passant par les pieds de ces trois perpendi-
culaires et les centres analogues ont le méme centre
radical.

Le lieu de leurs centres est une conique. Leur enve-
loppe est une anallagmatique du quatriéme ordre.

(Fourer.)
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Ces deux questions sont des conséquences d'un théo-
réme trés-général qui, je crois, n’a pas été remarqué (¥).
D’aprés un théoréme de M. Faure, les cercles circonscrits
aux différents triangles conjugués a une conique coupent
orthogonalement le cercle diagonal de cette conique,
c’est-a-dire le cercle lieu des angles droits circonscrits a
cette conique. Transformons la conique et les triangles
par polaires réciproques, en prenant pour conique de ré-
férence un cercle situé dans le plan de la conique, et les
cercles par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour
pole le centre du cercle de référence et pour module de
transformation le carré du rayon de ce cercle. Nous au-
rons ce théoréme :

D’un point O, pris dans le plan d’une conique, on
abaisse des perpendiculaires sur les cotés d’un triangle
conjugué a cette conique; le cercle passant par les pieds
de ces trois perpendiculaires et les cercles analogues
ont le méme centre radical. On l’obtiendra aisément
en abaissant du point O des perpendiculaires sur deux
diameétres conjugués et menant la droite qui joint les
pieds de ces perpendiculaires et les droites analogues :
elles passent toutes par ce centre radical.

On a évidemment le théoréme analogue pour Ves-
pace :

D'un point O quelconque on abaisse des perpendi-
culaires sur les c6tés d’un tétraédre conjugué & une sur-
SJace du second ordre ; la sphére passant par les pieds
de ces quatre perpendiculaires et les sphéres analogues
ont le méme centre radical. On Uobtiendra aisément
en abaissant du point O des perpendiculaires sur trois
plans diamétraux conjugués et menant le plan qui

(*) Poir 17© série, t. XX, p 8o, et 2° série, t. VI, p. 466.



(70)
passe par les pieds de ces perpendiculaires et les plans
analogues : ils passent tous par ce centre radical.

Lorsqu’un triangle est circonscrit 4 une conique, les
droites qui joignent chaque sommet au point de contact
du cbté opposé concourent en un méme point. Si 'on fait
varier le triangle de maniére que ce point-la soit fixe,
ses sommets resteront sur une conique. En effet, on peut
projeter la figure de maniéré qu’a la conique corresponde
un cercle, et au point donné le centre du cercle; alors le

" triangle se projettera suivant un triangle équilatéral cir-
conscrit. L’équation du cercle étant x*+ y*— 2* =o,
les sommets du triangle équilatéral parcourront le cercle
x*+ y*— 4 2* = 0. On voit immédiatement que ce trian-

gle restera toujours conjugué au cercle x*+ y*+2z°=o.
Revenant a la figure primitive, on voit que les sommets
du triangle parcourront une conique bitangente a la pre-
miére, et que le triangle restera conjugué a une conique
bitangente aux deux premiéres. En disposant convena-
blement le triangle de référence, les équations des co-
niques pourront s’écrire

z?--yt4- z2=o0,
x4 42 =0,

x'—+4- y*— 2z = o0.

On a le théoréme analogue pour les surfaces du second
degré.

Les tétraédres circonscrits a une surface du second
degré, et tels que les droites qui joignent chaque sommet
au point de contact de la face opposée se coupent en un
méme point donné, ont leurs sommets situés sur une sur-
face du second degré circonscrite a la premiére, et sont
conjugués a une autre surface. Si 'on prend pour té-
traédre de référence un tétraédre conjugué a la premiére
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surface et ayant un de ses sommets au point donné, les
équations de ces surfaces pourront s’écrire, en prenant
pour face =0 celle qui est opposée au point donné

214y 224 *=o,
224y 4 2'+grf=o0,
x4y z'—3t?=o.

En rapprochant ces divers théorémes, on a le sui-
vant :

8i un triangle se meut en restant tangent a une co-
nique, et de maniére que les droites quijoignent chaque
sommet au point de contact du coté opposé se coupent
en un point donné : 1° les circonférences qui lur sont
circonscrites coupent orthogonalement une méme cir-
conférence, et par suite ont pour enveloppe une courbe
anallagmatique; 2° il en est de méme des cercles qui
passent par les pieds des perpendiculaires abaissées
d’un point donné du plan sur les cétés du triangle.

Etle théoréme analogue pour I'espace.

Question 932

( voir 2* série, t. VIII, p. 192);

Par M. MORET-BLANC.

Le lieu des sommets des triangles semblables a un
triangle donné, construits sur les rayons de courbure
d’une épicycloide (cycloide) ordinaire et d’un méme
coté de ces rayons de courbure, est une épicycloide
(cycloide) allongée ou raccourcie. (Fourer.)

Soient m un point de ’épicycloide; c la position cor-
respondante du centre du cercle mobile; O le centre du
cercle fixe; n le point de contact de ces deux cercles; a et r
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leurs rayons; mu le rayon de courbure de I'épicycloide
au point m, et mum’ le triangle semblable au triangle
donné construit sur mp (*).

Le point n divisant mp dans un rapport constant

mn a+-5r . ,

— = ——2), le triangle mnm' est constamment

mp. a—+r

semblable a un triangle déterminé, que je désignerai par
MNM'.

Sur c¢n, construisons le triangle cnc’ semblable a
mnm’ ou a MNM/', et joignons ¢'m’. Les deux triangles
nem, ne'm’ ayant un angle égal en n, compris entre
cOtés proportionnels, sont semblables, et comme

cm == c¢n,

on a aussi
dm'=c"n,

valeur constante; de plus

NN N s

¢'m'yc’'n = cnc’ — mnm’ = MNM’,
valeur aussi constante. Ainsi 'on obtiendra le point m’
en menant par le point ¢’ une droite de longueur con-

!

B\

NM
égal a MNM’, dans un sens déterminé.
Cela posé, menons nn' paralléle a cc’, qui coupe Oc’

stante ¢'m’' =c'n=cn » faisant avec ¢m un angle

au point 7/, et des points O et ¢’ avec On'=1"et¢'n'=a’
pour rayons décrivons deux circonférences. Supposons
le point m'1ié invariablement a la circonférence c¢’, et
faisons rouler les circonférences ¢ et ¢’ sur les cercles
fixes On et On' avec des vitesses telles que I'angle On’
. 4 L
reste constant. Soientc,, ny, my, c,, 1, m, les positions
des points ¢, n, m, ¢/, n', m’ quand les rayons On,
P y y, m, ’

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Or' ont tourné d’'un angle nOn, =n'On’, = 9. Les deux
circonférences mobiles auront tourné du méme angle

r v . .
e - 95 parsuite, les lignes correspondantes ¢, m,,

¢, m feront entre elles un angle constant égal 3 MNM'.
Le point m/, coincidera donc encore avec le sommet d’un
triangle semblable & MNM/' construit sur m, n, : donc
le licu de ce sommet est I'épicycloide allongée ou rac-
courcie (suivant que ¢’m’ ou ¢’z est plus grand ou plus
petit que a'), décrite par le point m'1ié invariablement
a la circonférence ¢/, roulant sur la circonférence de
rayon On'.

Pour une cycloide, on construira, comme précédem-
ment, le triangle cnc’ semblable & MNM’, on ménera
¢'n’ égale et paralléle a cn, et par n' une paralléle z'y’
ala droite xy sur laquelle roule la circonférence c.

Le lieu du point m' sera la cycloide allongée ou rac-
courcie décrite par le point m’, 1ié invariablement a la
circonférence ¢’ roulant sur x'y’avec la méme vitesse
que ¢ roule sur xy : la démonstration est la méme.

Question 1046

(voir 2° série, t. X, p. 557);

Par M. MORET-BLANC.

Tout nombre premier p = 8¢ -1 prend d’une seule
maniére chacune des deux formes

p=ax-+16y?, p=1- 8u’.

Pour q impair, ou p =16r + 9, des deux nombres
y et u, U'un est pair, ’autre impair.
Pour g pair, ou p:16r'—+—1, les nombres y et u
sont tous deux pairs ou tous deux impairs.
(LeBEScuE.)
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Je m’appuierai sur ce théoréme de la théorie des
nombres : Tout diviseur de I’expression t*+ au®, dans
laquelle t et u sont des nombres premiers entre eux, est
compris dans la forme quadratique

Py +2qyz +rz
oulon a
pr—g=a, 29 S';’

y et z étant d’ailleurs premiers entre eux.

Si @ =1, on a nécessairement ¢ = o, p =1, r=1.

Si a = 2, on a nécessairement g=o,p=1,r=2.

Sia=—2,0nanécessairement g—o, p =1,r=—2,
oug=o0,p=2,r=—1.

Il en résulte que tout diviseur de I'une des expressions

'+, '+ 24, P—a2u® (ou 21— u?)
est de méme forme que le dividende, car les deux formes
y'-—2z* el 2y —2z°
sont équivalentes. En eflet
yi—ae2z=oa2(y—zP—(y —2z)

Cela posé, p étant un nombre premier, ’expression
xF~' —1 ou x* — 1 est divisible par p pour toutes les
valeurs entiéres de x non multiples de p, et en particu-
lier pour les 8¢ nombres entiers compris entre zéro et p
(théoréme de Fermat). Or

2% —1 = (2% 1) (21 —1),

et comme il n’y a pas plus de 44 nombres entre zéro et p
qui puissent rendre I'un des facteurs divisible par p, il
y en a précisément 4¢ qui rendent x*7 + 1 divisible
par p.
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Pour 'une de ces valeurs, x*¢ 41 étant la somme de
deux carrés premiers entre eux, son diviseur p sera de la
méme forme, et 1’on aura

p=ax+ 2
T 4 1= (21— 1+ 227,

de la forme t* 4 2¢*; donc p sera de la méme forme, et

I'on aura
p =1+ 2.

On sait qu’'un nombre premier ne peut prendre que
d’une seule maniére la forme y* + az®, a étant un
nombre positif (Lecenore, Théorie desnombres, n® 236);
donc on aura d’une seule maniére

p=xt+4 =1t 4 20

x? et t* étant des carrés impairs, de la forme 8¢ —+1,
2* et 2v* devront étre divisibles par 8, et I'on aura

z’:le’, ("‘:4!{7,
d'out
p =x+16y*—= >+ 8u?;
x sera de la forme 8m == 3, si g est impair, et de la forme
8m == 1, si g est pair.
Dans tous les cas, on aura
) (2 0) (& — 1) = 8 (@ — 277).

Premier cas: p =16r+9, x=8m=*=3.

1° Soit t = 87 *=1, la relation (1) devient

8(mn)[8(m=*=n)=6]=8(u'— 2y?)
ou
2(mn)({ (mEzn)£3]=u— ay2.

Les signes placés entre m et n se correspondent ainsi
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que ceux qui précédent le terme numérique; mais les
premiers sont indépendants des seconds, et vice versd.
Je ferai remarquer d’abord qu’aucun des facteurs du
premier membre ne peut éire de la forme 8m ==3. En
effet, on peut écrire

w—a2y’=2*(2k + 1) (u} —2y7),

2* étant le produit de tous les facteurs 2, et (2k —+1)%le
produit de tous les facteurs impairs communs a u® et a
¥?, et ug, y; des nombres premiers entre eux.

u* — 2y} n’admet que des diviseurs de la méme forme
quadratique, et, par suite, de la forme linéaire 8m == 1.

Sil'un des facteurs du premier membre, par exemple
le facteur entre crochets, était de la forme 8 m =3, il de-
vrait renfermer a la premiére puissance 2k + 1, oul'un
de ses diviseurs, qui devrait dés lors diviser aussi I'autre
facteur (m == n); mais alors ce diviseur diviserait u, y,
xr +t, x—1, et, par suite, x et £; ce qui est impos-
sible, puisque x et y sont premiers entre eux, ainsi que
tetu.

Donc m et n devront étre I'un pair et I'autre impair;
u’— 2y* sera divisible par 2, mais non par 4 : donc u
est pair et y impair.

2° Soit ¢ = 8n %=1, onaura

(B(mz=n)=4][8(mEn)=2]=8{w— 2y7%)

ou

D’aprés la remarque faite plus haut, m et n seront tous
deux pairs ou tous deux impairs; les facteurs du pre-
mier membre seront impairs, tous deux de la forme
8m + 1 ou tous deux de la forme 8m — 1 (4 cause de la
correspondance des signes placés devant 1); leur produit
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sera de la forme 8m -+ 1, ce qui exige que u soit impair
et y pair.

DeuxiiME cAs : p =167 +1, x=8m =£1.

1° Soit t = 8n =1, on aura

[B(m=xnr)=2][8(mn)]|=8(s'—2y?),
ou
2(m=En)[f(m*En)E1]=u*— 2y
On voit, comme précédemment, que m et n doivent
étre tous deux pairs ou tous deux impairs: u®— 2y * est
donc divisible par 4, et, par suite, u et y sont pairs.
2° Soit t = 8n =3, on aura, en divisant par 8,

[4 (m 2= ) 1) [2(mmmn) 1) = w— 2y

m et n devront étre encore de méme parité; les facteurs
du premier membre sont, 'un de la forme 8m —+1,
I'autre de la forme 8 m— 1; leur produit est de la forme
8m —1, ce qui exige que u et y soient impairs.

Question 1077

(voir 2* série, t. XI, p. 191);

Par M. MORET-BLANC.

Appelant projections d’un point sur une courbe les
pieds des normales abaissées de ce point sur la courbe,
on demande :

1° Quel est le lieu des projections d’un méme point
sur toutes les droites qui passent par un point donné ;

2° Quel est le lieu des projections d’un méme point
sur toutes les circonférences quipassent par deux points
donnés ;

3° Quel est le lieu des projections d’un méine point
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sur toutes les paraboles qui passent par trois poimts
donnés ;

4° Quel est le lieu des projections d’un méme point
sur toutes les coniques qui passent par quatre points
donnés ;

5° Peut-on déduire de la solution de cette derniére
question les solutions des questions précédentes?

(MaxNEEIM,)

1° Le lien est évidemment la circonférence ayant
pour diamétre la droite qui joint le point que I'on pro-
jette au point donné.

2° Je prends la droite qui joint les deux points donués
pour axe des x, et la perpendiculaire élevée sur le milien
de cette droite pour axe des y. Soient 2a la distance des
deux points ; Xy, ¥, les coordonnées du point qu’on pro-
jette, et 3 'ordonnée du centre de 1'une des circonfé-
rences.

Les équations de la circonférence et de la normale
seront

i+ (y —Bp=p+a,
y—B_r—8
x x,

L’¢limination de {3 entre ces deux équations donne

I’équation du lieu
(2P +y2—a?) (x — 2) + 2y (Zy — yox) = 0.

Si le point qu’on projette est sur 'axe des y, I’équa-

tion se réduit a
Z(z?+y'— 27y —a')=o;

elle représente I’axe des y, et la circonférence ayant pour
centre le point (o, y,) et passant par les deux points

donnés, comme on pouvait le prévoir.
3° Soient A, B, C les trois points donnés, et O le



(79)
point que l'on projette. Je prends le point A pour eri-
gine des coordonnées rectangulaires et la ligne AB pour
axe des x. Soient xy, y; les coordonnées du point C;
o, yo celles du point O et b I’abscisse du point B.
L’équation d’une parabole passant par A, B, C sera

(1) a’y?+2azy + 2 — bx —cy =o,
avec la condition
(2) a’y!+2az, y,+xl — bx,—cy,—o.

Le coefficient angulaire de la normale au point (x, y)

est
2a'y+2ax—c Yy —

2ay +2z—b z—a,
d’ou
(3) 2a*y (x— x,) +2a[z(x—z)—y(r — )]
_(2x;b)(y_Y0)_c(1“xo):0.

On aura I’équation du lieu des pieds des normales, en
éliminant a et ¢ entre ces trois équations, ce qui conduit
a une équation du septieme degré.

4° Je prends le point que I'on projette pour origine
des coordonnées rectangulaires. Soient xy, y,; Xy, ¥s;
X3, Y35 L4, Vi les coordonnées des quatre points donnés,

et
ax’+ bxy +cy*+dxcy +1=0o0

I’équation d’une conique passant par ces quatre points.
Le coeflicient angulaire de la normale au point (x, y)
sera
bz +2cy +e¢__y

—

20z + by +d %
si la normale passe par I'origine; d’ou
2azxy +b(y’—a?) —2cxy +dy —ex=o.

On obtiendra I'équation du lieu demandé en éliminant
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a, b, ¢, d, e entre les six équations

az® +bxy —4cy* “dr ey +1=o,
axl4-bx y, +cy? +dr,+ey,+1=o0,

2azy +-b(y’—x*) — 2cxy +~dy—ex—=o.

11 suffit d’égaler I'éliminant  zéro :

; z? zy ? z r I
AT T SR TR TR
! T, X i Zy Y I
‘ Iy, 75 Zy )3 ) o
| 22 Ty rs L7 I
i 2Ly y*—x* —2xy y —&x O

La courbe est du quatriéme degré, et passe par 'ori-
gine et par les quatre points donnés.

5° De ce dernier résultat on pourrait déduire les
précédents.

Une parabole est une conique tangente a la droite de
Vinfini ; mais, tandis qu'un cinquiéme point détermine
complétement une conique passant par quatre points
donnés, si I'on donne un quatriéme point d’'une conique
passant par trois points et tangente a une droite donnée,
il y a deux coniques satisfaisant a ces conditions. L’indé-
termination d’une parabole dont on donne trois points
est donc double de celle d'une conique dont on donne
quatre points, et le lieu cherché doit étre pour la para-
bole de degré double de ce qu’il est pour la conique,
c’est-a-dire du huitidme degré ; mais la droite de I'infini
fait évidemment partie du lieu, car le point a I'infini sur
chaque parabole est le pied de la normale menée du
point donné parallélement a I'axe. L’équation du lieu
doit donc se réduire au septiéme degré.
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Un cercle passant par deux points donnés est une
conique passant par ces deux points et par les deux points
circulaires de l'infini; la droite de l'infini fait encore
partie du lieu, dont 1'équation doit se réduire au troisi¢me
degré.

Enfin, si 'un des deux points donnés s’éloigne a I'in-
fini, la droite de I'infini devient une solution double, et
I'équation du lieu se réduit au deuxiéme degré. On re-
connait d’ailleurs immédiatement que le lieu est une cir-
conférence.

Remargue. — Dans le premier, le deuxiéme et le qua-
triéme cas, le lieu cherché passe par tous les points don-
nés.

Dans le cas de la parabole, il passera par le point O,
si ce point est extérieur au triangle ayant pour sommets
les trois autres. Il passera par chacun de ceux-ci, si la
perpendiculaire, menée par ce point & la droite qui le
joint au point O, ne passe pas entre les deux autres.

Question 1126

(voir 2° série, t. XIII, p. 65 );

Par M. BOURGUET.

Trouver l'enveloppe d’une sphére a une surface du
second degré et coupant orthogonalement une sphére
de rayon donné. (E. PeLLer.)

Jétablirai d’abord la proposition suivante :

Toutes les sphéres qui se coupent en un point A et
coupent orthogonalement une sphére O, de rayon R, se
coupent en un autre point A' situé sur la ligne OA et
tel qu'on a

OA.O0A'=R".

En’effet, OA.OA’ = OT = R*.

Ann. de Mathémac., 2¢ série, t. XIV. (Février 1874.) 6
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Cela posé, trois sphéres tangentes 2 une surface S,
dans le voisinage du point A, coupent orthogonalement
une méme sphére. Ces trois sphéres se coupent en un
méme point qui a pour limite A, et en un autre point A’
qui, a la limite, se trouve sur la droite OA, et tel que
I'on a

0A.O0A’' =R>
Comme OA est connu, on construira QA’ sans difficulté.
Cette équation peut étre considérée comme I'équation de

la surface cherchée.
La solution analytique est la traduction de la solution

géométrique.

Soient &y, y;, z; les coordonnées du centre de la
sphére mobile : son équation sera

224 y*+ 22— R*— 2(xzx, + yr, -+ 22— R?)
=2+ y?+ 22— 227, — 2yy, — 22z, -- R"=o.

Entre ,, yy, z, existe une certaine relation dépendant
de la surface directrice 3(xy,y,, z;) = 0. Pour avoir
Péquation du lieu, il faut éliminer x, y, z entre les trois
équations
(l) ?(.z‘l,y., z.):o,
(2) 2y 2P — 227, — 2)y, — 223+ R* = o,

x y z

3) - = 7 ="
( ?.l', ?71 ?21

Les équations (3) indiquent que les deux points d’in-
tersection de trois sphéres infiniment voisines sont sur
une droite passant par 'origine. Appelons x,y, z les
coordonnées d’un des deux points, et &, y/, 2’ les coor-
données de celui qui est sur la surface directrice; on aura
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Les coordonnées des deux points devant satisfaire a
Péquation (2), on déduit

' —R*=o0,

qui nous raméne 4 la méme conclusion que la solution
géométrique.

Soit F(x/,y’,2') = o 'équation de la surface direc-
trice; I'’équation de la surface chercliée sera

N x v 2z
F{R*-, Rz'—;a R?— ) =o.
_a e P

Si F représente une surface du second degré, le lieu
cherché sera du quatriéme degré; I'origine sera un point
conique double ou un point isolé, suivant que la sur-
face directrice est infinie ou finie.

Tout plan passant par origine et par une génératrice
rectiligne de la surface directrice coupe la seconde sur-
face suivant un cercle passant par l'origine. Le point
conique de la surface est tangent a un cone homothétique
au cone asymptote.

Note. — La méme question a été résolue d’'une maniére analogue par
MM. Alfred Rousset et Genty. M. Moret-Blanc a borné son calcul au cas
ou la surface du second degré touchée est une sphére. Enfin M. V. Hioux
a étendu la question en se proposant de trouver d’abord le lieu du centre

de la sphére mobile, c’est-a-dire la déférente de ’anallagmatique dont
la sphére fixe est la directrice.

Question 1129

(voir 2* série, t. XII[, p. 112);

Par M. GAMBEY.

Un triangle ABC, rectangle en A, tourne autour
d’un axe mené par B, parallélement & AC. Calculer
ses trois cotés sous la double condition que son péri-

6.
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métre ait une valeur donnée et que le volume engendré
par lui en un tour complet soit maximum.

Soient a, b, ¢ les cotés, et 2p le périmétre, qui est
donné. 11 s'agit de déterminer ces cotés par la condition
que le produit bc* soit maximum.

Or, des relations connues

a-+b+c=2p,

a*=b*+ ¢,
on déduit facilement

p2PP—c)
2p —¢
d’ou
be? — _———__2’)62([) —°) .
- 2[)—-0

Egalant a zéro la dérivée de cette expression par rap-
port a c, il vient

c(2e>— qpec + 4p*) =0
et, par suite,

(7= vig).

¢ =— 0, Cc —

%

La racine ¢ = o répond au minimum de b¢*. La sui-
vante

c=%(7—\/75)

répond au maximum cherché.
Quant i la troisi¢me, il faut la rejeter, car on a tou-

. 2 o
jours ¢ < —?{3, et a fortior

c<§(7+\/ﬁ)-
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Les valeurs correspondantes de a et b sont

=P (=34 i),

et celle de bc?
b =T (71 —17V17).

Note. — Solution analogue de MM. de Marsilly; Launay, instituteur
adjoint & Méziéres (Ille-et-Vilaine); Paul Henriot, éléve du collége Sta-
nislas; Barthe et Souriau, éléves du lycée de Poitiers; Launoy, maitre
auxiliaire au lycée de Lille; Louis Goulin, éléve du lycée du Havre; et
A. Monier.

Question 1130

( voir 2* série, t. XIII, p. 112);

Par M. CHABANEL.

Etant donnée une courbe plane quelconque et une
surface du second degré, trouver les surfaces dévelop-
pables qui, passant par la courbe, ont leur aréte de
rebrousstément sur la surface : 'équation différentielle
du premier ordre & laquelle se raméne la solution de
ce probléme peut toujours s’intégrer par de simples
quadratures. (E. LacuErre.)

Soit i un pointdel’aréte de rebroussement de 'une des
surfaces développables cherchées, surface que je dési-
gnerai par X. La tangente menee a cette aréte, le contact
étant en u, est génératrice de cette surface, et rencontre
la courbe plane donnée en m. Par ce point m, on peut
mener une infinité de droites tangentes & la surface du
second degré donnée ; le lieu de ces tangentes est un céne
du second degré .

Si l'on fait varier le point p sur I'aréte de rebrousse-
ment, a chacune des positions de ce point correspondront
une génératrice um et un cdne X; considérons deux
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points ¢’ et u” infiniment voisins I'un de I'autre. Les gé-
nératrices p'm’ et p”m” se rencontreront en l'un des
deux points g et p”, en p” par exemple; ce point appar-
tiendra a l'intersection des cones ' et " et, par suite,
a I’enveloppe des cones Z. Mais cette enveloppe est tan-
gente au cone X, et, puisqu’elle passe par le point p.”,
elle contient la génératrice p.”m”. Ainsi I’enveloppe des
cobnes X est le lieu des génératrices um, lieu qui n’est
autre chose que la surface développable X. Le probléme
revient donc & déterminer 1'équation de I'enveloppe des
cdnes X circonscrits a la surface du second degré donnée,
et dont les sommets sont situés sur la courbe plane aussi
donnée.

Je prends pour plan des xy le plan de cette courbe, et
je donne aux axes des x et des y des positions telles, que
Péquation de la surface du second degré donnée se ré-
duise a

(1)S=— Az’ A’y*+ A"2’+ 2Bxz +2Byz2+2Cz -+D=o.
Soient « et (3 les coordonnées du point m, et
(2) f=o(x)
I'équation de la courbe plane donnée.
L’équation du cone Z est
2 =[2(Azx +Bz)+p(Ay +B'z)+ Cz+ D}
—S(Ax+ A'f*+D)=o,
ou bien
(3, ZS=la*+mP'+2naB-+2pa—+ 298 + r==o,
!, m, n, p, q, r étant des fonctions indépendantes de «
et de f3.
En différentiant cette équation par rapport a « eta 3,
ona

(4) da(la+nB +p)+ dB(mB+ na-+q)=o,
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équation que I'on rend homogéne en posant

— o ']” — P A _11
*= im—n* p="8 lm —n’
et dont on obtient ensuite 'intégrale générale par de
simples quadratures.

Soit
(5) 9{2 P x, 7, 2,2)=0

cette intégrale générale.

L’élimination de « et de {3 entre les équations (2), (3)
et (5) donnera I'équation de la surface développable X,
qui répond aux conditions gén®rales du probléme, cette
surface étant particularisée par la valeur donnée i la con-
stante A,

Questions 1132 et 1133

( voir 2° série, t. XIII, p. 207);

Par M. BOURGUET.

1132. On donne trois droites quelconques Dy, Dg, D¢,
un triangle dont les cétés sont A, B, C et un point O
dans le plan de ce triangle.

Par le point O, on méne un plan quelcongue qui
coupe les trois droites données en a, b, c. Les plans
(A, a), (B, b), (C, ¢) se coupent en un point m, dont
on demande le lieu lorsqu’on fait varier le plan qu
passe par le point O. (MaNNHEIM.)

1133. On donne un triangle dont les cétés sont
A,B, C, un triédre dont le sommet est un point du plan
de ce triangle et un point quelconque O.

Par le point O, on méne unetransversale quelconque
qui coupe les faces du triédre aux points a, b, c.

Les plans (A, a), (B, b), (C, c) se coupent en un
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point m, dont on demande le lieu lorsqu’on fait varier
la transversale qui passe en O. (MaANNHEIM.)

Prenons une droite quelconque MN et cherchons les
points d’intersection de cette droite avec la surface. Pour
cela, par le point M je méne deux plans (A, a), (B, &);
le plan (C, ¢) correspondant déterminera un point N
tel, qu’a un point M correspondra un seul point N.

Réciproquement, étant donné N, cherchons M : pour
cela, je fais tourner le plan mobile autour de Ocj; les
deux plans (A, a), (B, ) correspondants formeront
deux faisceaux homographiques, et leur intersection en-
gendrera un cdne du second degré et ce sont les intersec-
tions de ce cone par la droite MN qui seront le point M.
On voitqu’a chaque point N correspondent deux pointsM;
les points d’intersection de MN avec la surface sont
ceux qui se correspondent a eux-mémes : on sait qu’il y
en a trois. Donc la surface est du troisieéme degré. Sile
point O est dans le plan du triangle, 'un des trois points
sera dans ce méme plan, qui fera partie de la surface, et
le reste de cette surface sera du second degré. Si l'on fait
coincider les deux plans (A, a), (B, b) avec le plan du
triangle, les trois plans se couperont dans le cas général,
suivant la droite C : donc les trois cotés du triangle font
partie du lieu: Menons par le point O une droite ab
coupant les deux droites D,, Dyg; il est évident que l'in-
tersection des deux plans (A, a), (B, 6) fera aussi partie
du lieu. Ces six génératrices avec Lrois autres points dé-
termineront la surface. Dans le cas particulier ou O est
dans le plan du triangle, la surface du second degré est
déterminée par les trois derniéres génératrices.

Corrtrarir. — Etant donnés trois droites, un plan
et un tricdre ayant son sommet dans le plan, par un
point du plan et par les trois droites on fait passer trois
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plans qui coupent les arétes du triédre aux points a, b,
c. L’enveloppe du plan abc est une surface du second
degré, inscrite dans le triédre. 1l est facile de construire
trois génératrices.

Solution analogue pour la question 1133.

CorrevaTir. — Etant donnés un triangle, un triédre
ayant son sommet dans le plan dutriangle et un plan
quelconque, on trace une droite dans ce dernier plan :
par cette droite et par les trois sommets du triangle on
fait passer trois plans qui coupent les arétes du triangle
aux points a, b, c¢; Uenveloppe du plan abc est une
surface du second degré inscrite dans le tétraédre.

Note. — Solutions géométriques analogues de MM. Chabanel, Dewulf
et Genty. Solutions analytiques de MM. Gambey, Genty, Lemelle, Mar-
quet et Moret-Blanc.

Question 1135

( voir 2° série, t. XIII, p. 207).

Par M. BOURGUET.

a et b étant *deux nombres entiers quelconques, la
fraction

(a+1)(a+2)...2a(b+1)(0+2)...2b
1.2.3...(a +b)

est égale & un nombre entier. (CaraLan.)
Celte question peut se généraliser ainsi : prouver que

T (ka,)T (ka,)...T (kag)
I'(a,)T(a;).. .I‘(a,,) C(a 4 a —+...+ a)

est un nombre entier.

.
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Cela revient a prouver que

R T
. 2< > 2 (“) . '*zé ( > gﬁ(’_"_f_‘ﬁ; _::__4_1‘2‘),

ou, a fortiori,
(l-a,> <l‘m>
— ) +{= )+
P P
2 ( ﬁi) -+
=\j=

Soient @', 4,,. .., a, la partie entiére du quotient de
ay,...,a,par p*eta,, as,. .., a; les restes; cela revient

a prouver que
(Lau) +(/uxz> 4 N (f‘_zg)z(a‘—i—aa—!—x.,.+m>.
r v P 2
Ce qui est évident, puisque le terme le plus grand du

premier membre est 4 lui seul plus grand que le second
membre. .

k
+ (%)
p
(&) R (i‘f) . <“':tﬁ:“_:_..i’f)
Pi’ PI 1)1

\ 7/

C’est une application de la formule de M. Désiré
André, donnée dans la 2° série, t. XIII, p. 185.

Note. — Solution analogue de MM. L. Jacques, a Crémone ; Moret-Blanc;
J. de Virieu, a Lyon.

Question 1136

(voir 2° série, t. XIII, p. 206);

Par M. MORET-BLANC.

Le nombre entier p étant la somme de quatre carrés
enliers, on a
P7:P:+Q2+R3 - S’,
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P, Q, R, S étant des entiers, positifs ou négatifs, tels
que la somme algébrique
2p+P4+-Q+R 4S8
est égale & un carré, et 'on a aussi

pP=P7* 4+ Q4R+ 87

P, Q, R, § étant des entiers dont la somme algébrique
est égale a p. (S. Reavss.)
Soit
p=r-«—s4+ 4 u.
1° Si I'on pose
st tu 4+ su — r*=2~,
tu+ru-+rt—s2=Q,
ru-+~rs +su—t'—R,
rs + st 4-rt —u*=S_,
on aura
=P+ QR+ 8
et
2p +P-+-Q+R+S=(r+s+t-+u)
2° Si l'on pose
24 st =+ su 4 tu = P’,
sf—tu—+rt —ru—=Q’, -
—su—+ru—rs =R,
u— st +rs —rt=2~8,
on aura
pr=Pr4 Q'+ R7+%"
et
P4+ Q 4+ R 4+ 8=p.

Cette derniére sdlution n’étant pas symétrique, on
en déduit trois autres par la permutation circulaire des
lettres r, s, t, u.
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Il est évident qu’une autre décomposition du nombre p
en somme de quatre carrés donnerait d’autres solutions.

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. Genocchi. — Votre colla-
borateur, M. Picart, dans le numéro de février de vos
Annales (t. XIII, p. 81-82), cite M. Maximilien Marie
au sujet de la limite a laquelle s’arréte la convergence de
la série de Taylor, et qui n’est pas nécessairement la va-
leur de la variable offrant le plus petit module parmi
celles qui rendent la fonction ou sa dérivée infinie.

Dans une Note publiée en 1873, dont j’ai I'honneur
de vous adresser un exemplaire, j’ai montré que cette
remarque doit étre attribuée & mon compatriote M. Félix
Chio, qui I'a faite le premier expressément et avec toute
la précision. Je ne me suis pas appuyé surtdes documents
rares ou inédits, mais sur le recueil des Comptes rendus
et sur un Rapport rédigé par Cauchy lui-méme, qui,
aprés avoir rappelé son célébre théoréme sur la conver-
gence de la série de Maclaurin, s’exprimait de la maniére
suivante :

« En appliquant ce méme théoréme, dans mes Exer-
cices d’ Analyse, a la série de Lagrange et en supposant
cette série ordonnée suivant les puissances ascendantes
d’un paramétre variable, j'ai dit qu'elle demeure con-
vergente quand le jnodule du paramétre est inférieur au
plus petit de ceux qui introduisent des racines égales
dans ’équation donunée. Cette proposition est exacte; mais
il convient d’ajouter, avec M. Chio, que la série de La-
grange demeure convergente, quand le module du para-
métre est inférieur au plus petit de ceux quirendent égales
deux racines, dont I'une est précisément la somme de la
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série. Telle est, en effet, la conséquerrce qui se déduit
naturellement du simple énoncé du théoréme général. »
(Comptes rendus, t. XXXI1V, p. 304-305.)

J’ai montré aussi dans la méme Note que Cauchy avait,
dés 1844, remarqué les exceptions que comporte la régle
tirée des racines égales de I’équation et proposé de la
remplacer par une autre régle relative aux valeurs infi-
nies de la fonction ou de ses dérivées (Comptes rendus,
t. XIX, p. 157), en ajoutant que cette derniére régle
avait été adoptée par Chid dans son Mémoire de la méme
année. Le calcul de Cauchy est identique a celui qu’a
développé M. Puiseux dans son Rapport surles Mémoires
de M. Marie. Chio ainsisté sur la distinction précédente
dans un Mémoire postérieur présenté ala Sociéié Philo-

‘mathique, et je vous prie, Monsieur,d’en agréer un exem-
plaire.

Ainsi la priorité de mon compatriote est, je pense,
trés-clairement établie. Je suis heureux d’ajouter que,
dans deux lettres que M. Marie a bien voulu m’adresser,
il a loyalement reconnu les droits de Félix Chio, en re-
grettant que les sentiments d’admiration et de recon-
naissance voués par ce dernier 4 Cauchy I'aient empéché
de faire valoir ses droits exclusifs. « Son silence, dit
M. Marie, a eu pour résultat définitif de tellement ense-
velir sa découverte, que les disciples de Cauchy, ceux
mémes qui ont dit compulser ses moindres écrits, n’en
eurent pas connaissance, puisqu’ils n’en ont pas profité,
et qu’ainsi la Science en resta privée pendant une ving-
taine d’années. » M. Marie ajoutait : « Je vous remercie
de I’envoi du troisiéme Mémoire de M. Chid que j’ai lu
avec un vif intérét et qui montre quelle rectitude de juge-
ment M. Chid apportait dans les difficiles recherches qui
I'ont occupé. » Il finissait par ces mots : « Et maintenant
Je viens me mettre a votre disposition au sujet de ce qu’il
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conviendrait de.faire dans l'intérét de la mémoire de
M. Chio. »

Je vous demande donc, Monsieur, de vouloir bien faire
une petite rectification a I'article de M. Picart. Ce sera
une ceuvre juste et pieuse dont nous serons infiniment
reconnaissants, la famille de M. Chio et moi. Je pourrais
disculer quelque autre affirmation de M. Picart, mais je
me borne i citer les paroles suivantes de M. Darboux :
« Les conditions nécessaires et suffisantes pour la conver-
gence de la série de Lagrange sont bien connues : elles
ont été indiquées avec toute la netteté possible par Cauchy
et par Félix Chid.Il n’y a donc plus rien de nouveau a
élablir sur cette question, et ce qui a pu faire illusion,
dans ces derniers temps, a quelques géomeétres, c’est que,
dans son beau Mémoire sur cette série, M. Rouché s’est
contenté de donner une condition suffisante pour la
convergence, mais nullement nécessaire. » (Bulletin des
Sciences mathématiques et astronomigues, t. VI, p. 67,

1874.)

Omission. — C’est par erreur que nous avons oublié
de mentionner M. Brocard comme ayant résolu la ques-

tion 900.

QUESTIONS.

1156. On a une masse quelconque, attirant suivant la
loi de la gravitation. Soit dv un élément infiniment petit
de volume pris n’importe ou dans ’espace. Si on le sup-
pose rempli d'une matiére homogéne ayant pour densité 1,
il supportera une attraction R de la part de la masse
attirante. Soit r la distance de cet élément dv 4 un point
fixe M, et ¢ 'angle que la direction de R fait avec la
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direction de la droite qui joint I'élément dv au point M.

Si I'on fait la somme de toutes les expressions Ri‘:s? qui
se rapportent a tous les éléments dv de I'espace, le ré-
sultat sera égal au produit du potentiel de la masse atti-
rante relativement au point M, par 47f, © étant le
rapport de la circonférence au diamétre et f la force’
d’attraction de deux points matériels de masse 1, situés

a l'unité de distance. (F. Dipon.)

1157. Etant donnés un systéme quelconque de points
matériels et deux droites fixes dans ’espace, on demande
le lieu des droites qui rencontrent les deux droites fixes
et qui sont axes principaux d’inertie par rapport a un de
leurs points. Lieu de ce point. On examinera en parti-
culier le cas ou I'une des droites fixes passe par le centre
de gravité du systéme, et aussi le cas ou l'une de ces droites
est axe principal d’inertie relativement au centre de gra-
vité. (F. Dipon.)

1158. Etant donnée une masse quelconque dont chaque
molécule attire suivant une loi qu’on suppose étre repré-
sentée par une simple fonction de la distance au point
attiré, on peut se proposer de trouver toutes les surfaces
jouissant de cette propriété, que les droites suivant les-
quelles sont dirigées les attractions de la masse sur des
points matériels placés en tous les points de 'une quel-
conque d’entre elles soient normales & une méme sur-
face. Démontrer que, pour chacune des surfaces cher-
chées, il existe une relation constante f(R,V)=o0
entre le potentiel de la masse relatif a chaque point de
cette surface et la grandeur R de ['attraction de la masse
sur ce point. Si la relation ne contient pas R, elle donne
des surfaces de niveau; si clle ne contient pas V, elle
donne ce qu’on peut appeler des surfaces d’égale at-
traction. (F. Dipon.)
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1159. Lorsqu’un angle constant 2¢ se déplace en res-
tant tangent a une courbe plane convexe et fermée d’un
périmétre S, la bissectrice extérieure de cet angle enve-

. Loa S
loppe une courbe fermée dont le périmétre est vt
?

En faisant varier I'angle 29 et réduisant par I’homo-
thétie chacune des courbes obtenues dans un rapport
égal a sing, on forme une série de courbes fermées isopé-
rimétres. Quelle est celle de ces courbes qui comprend
la plus grande aire? (G. Fourer.)

1160. Etant donné un ensemble de sphéres ayant un
axe radical commun, on les coupe par unede leurs sphéres
orthogonales, et 'on prend les circonférences obtenues
comme bases d’autant de cones ayant pour sommet com-
mun un point de I’axe radical. Chacun de ces cones coupe
la sphére correspondante suivant une deaxiéme circon-
férence : toutes ces circonférences sont situées sur une
méme sphére orthogonale aux sphéres données. Réci-

proque. (G. Fourer.)
1161.. Si, d’'un point M pris sur une branche d’hy-

perbole, on méne une tangente MT au cercle bitangent
a la courbe selon son axe transverse, et si, du méme
point M, on méne une paralléele a asymptote jusqu’a
son point d’intersection Q avec I’axe transverse de I'hy-
perbole, le triangle MTQ est isoscéle.

(L.-A. Lgvar.)

1162. Construire une hyperbole, étant donné I'axe
transverse AA’ et un point M de la courbe.
(L.-A. Levar.)
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DETERMINATION DES DIVISEURS A COEFFICIENTS COMMEN-
SURABLES, D’UN DEGRE DONNE, D'UN POLYNOME ENTIER
EN = A GOEFFICIENTS COMMENSURABLES;

Par M. L. MALEYX.

I. Deux diviseurs d’un polyndme entier en x qui ne
différent que par un coeflicient constant, ayant la méme
composition algébrique, ne sont pas considérés comme
distincts.

II. En muliipliant un polynéme entier en x, 4 coefli-
cients commensurables, par un multiple commun des
dénominateurs de ses coefficients, et en divisant les coef-
ficients du produit par leur plus grand commun diviseur,
on forme un nouveau polyndme a coefficients entiers
premiers entre eux; le nouveau polyndéme, qui ne différe
du premier que par un coefficient constant, admet les
mémes diviseurs que lui, et conserve la qualité de diviser
exactement tous ceux que le premier divisait lui-méme.

III. De la résulte que la recherche de tous les divi-
seurs a coefficients commensurables d'un polynéme entier
en x i coefficients commensurables se raméne a celle de
tous les diviseurs a coefficients entiers premiers entre eux

d’un polynéme entier en x jouissant des mémes pro-
priétés.

IV. Le produit d’un polyndme entier en x 2 coeffi-
cients entiers premiers entre eux par un polynéme entier
dont certains coefficients sont des nombres fractionnaires

Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. X1V. (Mars 1875.) 7
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irréductibles ne peut étre un polynéme a coefficients en-
tiers.

Réduisons tous les coefficients du polynéme multi-
plicateur a leur plus petit dénominateur commun, et soit
o I'un des facteurs premiers de ce dénominateur que nous
représenterons par « >< m; le polyndme multiplicateur
est de la forme

axXP-+Q
_;X m

2

«>< P étant la somme des numérateurs des termes dont
le coefficient est divisible par «, et Q la somme de ceux
dont aucun coefficient n’est divisible par a. Mettons de
méme le multiplicande sous la forme

X P -+Q,;

.

Q contient au moins un terme différent de zéro, sans
quoi « > m ne serait pas le plus petit dénominateur
commun des coelficients du multiplicateur, et Q, con-
tient aussi au moins un terme, puisque les coefficients
du multiplicande sont premiers entre eux.

Cela posé, effectuons le produit; on trouve

a*PP, -~ «P,Q + «PQ, + QQ,
o >X m ’

et, pour démontrer que tous les coefficients du produit
ne sont pas entiers, il suffit de montrer que I'un au moins
des coefficients du numérateur n’est pas divisible par le
facteur « qui entre au dénominateur.

Or, parmi les termes du produit Q >< Q;, il en existe
au moins un qui ne se réduit pas avec les autres et dont
le coefficient n’est pas divisible par «, puisqu’il est le
produit de deux nombres dont aucun n’est divisible par
le nombre premier «. Ce terme ne peut admettre de
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semblables que parmi ceux des produits «*PP,, 2P, Q,
aPQ;, qui sont tous divisibles par «; le coefficient du
terme résultant de leur réduction étant la somme de
plusieurs nombres divisibles par « et d’un seul qui ne
P’est pas ne saurait étre divisible par «.

Il en résulte que la division d’'un polyndme 2 coeffi-
cients entiers par un polynéme a coefficients entiers
premiers entre eux ne peut se faire exactement que tout
autant que le quotient est un polynéme a coefficients
entiers.

V. Soient
Flz) = Az"+ Aa™ "' 4. ..+ A,
un polyndme entier en x et a coefficients entiers;
o(z)=—axP 4+ bar~' +...+ 1

un second polynéme entier en x, & coefficients entiers
premiers entre eux et diviseur du premier; ¢(x) le quo-
tient dont les coefficients doivent étre des nombres en-
tiers d’aprés le numéro précédent ; on aura

F(z)=¢(x)> $().

Remplagons-y x par %, et multiplions les deux mem-

bres par 3"; on aura

e )ref) <

Ao™ -+ A 1B+ ... 4 An "
=(aaP+ bar—'B +...+ 37 )K,

ou

K étant un nombre entier.
D’aprés cela, aa? +-baP~' & +... 4+ Ifr doit &tre

-
7
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un diviseur arithmétique du nombre

A4 A om=' B .. 4+ A, 87

Désignons ce diviseur par M, on aura I’équation du pre-
mier degré
aaP +boP~' B+, .. I8P =M

entre les p + 1 coefficients inconnus a, b, . .., du po-

lynéme cherché.
@ %s
=

%y
oI
B B B
73 . , . , . .
-£: si'on désigne généralement par M, un diviseur con-
p

venablement choisi de ﬁ',"F(

téme des p + 1 équations

c e . @ ..
SiI'on donne a E p -+ 1 valeurs distinctes <y

%t

B

), la résolution du sys-

aal —baP~'f 4. ..+ IBP=M,
aal + bal 7B, +. . IR =M,,

aal + [)a,’:_’ﬁu—%-‘ R lﬁ{': M.,
......................... R
aa,ﬁ_*_ ba;}"ﬁp-!—. . .—l—lﬁ;:MP

fera counaitre les p -1 coefficients du diviseur ¢(x).

VI. Désignons maintenant par m, le nombre des divi-
m «

seurs de [, F (El

¢

valeurs de tous ces diviseurs dans le systéme des
p —+ 1 équations du numéro précédent, on formera un
nombre de systémes analogues égal a

) . Si ’on donne a M, successivement les

m X m X my 3. X .

En résolvant chacun de ces systémes, on déterminera
les coefficients d’un nombre égal de polyndémes de degré p,
parmi lesquels figureront tous les diviseurs de degré p a
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coefficients entiers premiers entre eux du polynéme F(x).
Mais en méme temps qu’on obtiendrait ainsi les coef-
ficients de tous les polyndémes cherchés, on obtiendrait
aussi ceux d’un nombre considérable de polyndmes qui
ne conviendraient pas a la question, et qu’il faut cher-
cher a exclure.

VII. On peut exclure tout systéme de valeurs de M,
M,,..., M,, pour lequel :

1° L’un de ces coefficients désignés d’avance, M par
exemple, aurait une valeur négative;en effet, en chan-
geant simultanément les signes de M, M,,..., M, on
pourrait rendre M positif, et I'on ne ferait ainsi que
changer les signes de «, b,. .., 1, ce qui n’altérerait pas
le diviseur correspondant;

2° On trouverait des valeurs fractionnaires de a,
b,...,1;

3° On trouverait des valeurs entiéres de a, b,..., [,
admettant un facteur commun ;

4° On trouverait des valeursdea, d,.. ., 7, nerendant

Lpgt \ ge s m Lp+ z ,
pas (.9 (-’—*—'—') diviseur de ,C‘;,,,,_,F(L) Ze+t gtant
pP-H / \ p,u-n ;3‘04.;
4
distincte des p + 1 valeurs déja donuées a E
5° On trouverait des valeurs de a, &, . . ., [ ne rendant

pas ¢(x) diviseur de I (x), ce qui arriverait nécessaire-
ment si Pon était conduit & mettre un coefficient frac-
tionnaire au quotient.

VIII. Ces différents moyens d'exclusion peuvent se
combiner et s’appliquer diversement suivant les valeurs
de p, 2, 55 nous nous bornerons dans ce qui suit a ex-
poser quelques procédés réguliers conduisant au résultat
quand p a I'une des valeurs 1, 2, 3, puis a indiquer d’une
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facon générale comment on pourrait opérer pour les de-
grés supérieurs.

Diviseurs du premier degré.

IX. Tout diviseur du premier degré d’'un polynéme
entier en x est de la forme ax + b, a étant un diviseur
du coefficient A du premier terme du polynéme consi-
déré, b un diviseur de son dernier terme A,,.

Nous supposerons que nous ayons préalablement sup-
primé dans F(x) les diviseurs & —1 ou x +1 s’ilsy
étaient contenus.

On peut, d’aprés ce qu’on a vu n° VII, exclure comme
valeurs de a les diviseurs négatifs de A, l'association
dans un méme binéme d'un diviseur de A et d’un divi-
seur de A,, admettant un facteur commun.

Un systéme de valeursde a etde b ne peut étre accepté
que tout autant que leur somme, résultat de la substitu-
tion de t dans le binébme ax + b, et que leur différence,
résultat de la substitution de — 1 dans le méme bin6me,
seront des diviseurs respectifs de F (1) et de F(—1) qui
ne sont pas nuls.

On formera tous les bindbmes ne satisfaisant pas a ces
conditions d’exclusion et on les essayera par la division,
en prenant soin de 'ordonner de maniére que le premier
terme du diviseur ait le plus grand coefficient.

Pour faciliter ces opérations, on forme d’abord le ta-
bleau des valeurs possibles de a + & qu’on compare a
celui des diviseurs de F (1), puis le tableau des valeurs
possibles de @ — & qu’on compare a celui des diviseurs
de F(—1).

Soit, pour exemple, le polynéme

F(z) =152+ 162" — 62*— 5z + 6.
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1 n 11 v v
a b a+b F()=—14 a—b F(—1)=—236
15| 6 15+2 17 14 15-+1 16 36
5 3 1541 16 7 5—2 3 18
31 2 15— VY 5+3 8 12
1 1 15—2 13 1 5+6 | 11 9
—1 5-+6 11 3+1 4 6
—2 5+3 8 3-+2 5 4
—3 542 7 1—6 |— 5 3
—6 5-+1 6 1+2 3 2
5—:3 4 1+3 4 1
5—2 3
5—3 2
5—6 |— 1
32 5 .
31 4
3—1 2 |
3—2 1 !
1+6 7 |
1-+3 4 ]
1-+2 3 |
1I—2 |— 1 |
1—3 |- 2 |
1-6 [~ 5 |

On inscrit d’abord dans un premier tableau I les di-
viseurs positifs de 15 qui sont les valeurs possibles de a,
et a coté tous les diviseurs de six valeurs possibles de 4.

Dans un deuxiéme tableau II, on inscrit les sommes
de chaque valeur de a avec chaque valeur de b premiére
avec celle de a, et les résultats effectués de ces additions.

En comparant ces résultats avec les diviseurs de F' (1)
disposés dans un troisiéme tableau III, on reconnait qu’on
ne peut accepter que neuf associations possibles d'une
valeur de a et d’une valeur correspondante de &.

Dans un quatri¢éme tableau IV, on inscrit les neuf
valeurs correspondantes de la différence a—b, et les
résultats effectués de ces soustractions.



( 104 )

La comparaison de ces résultats avec les diviseurs de
F(—1) contenus dans un cinqui¢me tableau V permet
de réduire & quatre le nombre des associations possibles
d’une valeur de a et d’une valeur de b.

Il ne peut donc exister que quatre diviseurs du pre-
mier degré du polynéme proposé : ces diviseurs sont

Sr+2, 3x—1, z—2, 2—3;

vérifiés par la division, il n’en reste que deux d’accep-
tables, a savoir : 5x -+ 2, 3x — 1.

Tel est le procédé a peu prés suivi dans toutes les
Algébres pour la détermination des racines commensu-
rables, et qui résout la question proposée.

Diviseurs du second degré.

X. Tout diviseur du second degré d’un polyndéme
entier I'(x) a la forme ax®+ bx *+ c. D’aprés le n® V
et en désignant par M, M,, M,, M; des diviseurs conve-

nablement choisis et respectifs de " F <%)  pF <— %) )

a"‘F<§> ) a'"F(—— E), on doit avoir
% . @
a4 baf 4B =M,
az?— baf -+ cB2== M,
af-+ baf 4+ ca* =M,
aB?— baf + c®*=M,.

Trois de ces équations suffisent pour déterminer a,
b, c¢; la quatriéme sera une équation de condition servant
de moyen d’exclusion d’aprés le n°® VII. Or, pour qu’un
systéme de valeurs de M, My, M,, M puisse fournir pour
a, b, c des valeurs entiéres satisfaisant aux quatre équa-
tions précédentes, il faut que M -+ M, soit un multiple
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de a4 f3*; qu'il en soit de méme de M,+ M,; que
M + M; =M, + M,; que M — M, soit un multiple de
2af3; qu'enfin M — M, le soit de «®— 3*. Les systémes
de valeurs de M, M,, M,, M;, qui satisferont a ces con-
ditions, seront généralement assez peu nombreux pour
qu’on puisse tenter la résolution des systémes d’équations
correspondants.

Pour déterminer les valeurs de M, M,, M, qui satis-
font a ces conditions, on formera un tableau composé de
neuf colonnes verticales; dans la deuxiéme, on inscrira
Iune au-dessous de I'autre toutes les valeurs possibles
de M, c’est-a-dire des diviseurs de " F (g-), dans la pre-
miére et la troisiéme, on inscrira respectivement, a gauche
et a droite de chaque valeur de M, les restes positifs de
ses divisions par «®— (2% et par 2«5. De méme, on pla-
cera dans la cinquiéme, et les unes au-dessous des autres,
les valeurs de M, diviseurs de £"F (— E)a et dans les
quatriéme et sixiéme colonnes, a gauche et a droite de
chaque valeur de M,, les restes positifs de ses divisions
par 220 et par o* + 3. Enfin, dans la huitiéme colonne,
on placera I'une au-dessous de I’autre toutes les valeurs

de M,, diviseurs de oc”'F(S) » et dans les septiéme et neu-
viéme, a gauche et a droite de chaque valeur de M,, les
restes positifs de ses divisions par «®- £ et par a* — [3*.

Pour qu’un systéme de valeurs de M, M,, M, soit ac-
ceptable, il faut que M -- M, soit multiple de 2af3, c’est-
a-dire que les restes des divisions de M et M, par 23
soient égaux, ce qu'on constate a I'aide des nombres des
troisiéme et quatriéme colonnes; que M, ~+ M, soit un
multiple de o+ 2, ¢’est-a-dire que les restes des divi-
sions de M, et M, par 2®+ [3* forment une somme égale
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a o®+ 5%, ce que I'on constate 4 I'aide des nombres con-
tenus dans les sixiéme et septi¢me colonnes; enfin que
M — M, soit un multiple de a®— 3%, ce qui se voit a
Iaide des restes des premiére et neuviéme colonnes.

M |12 12 M, 13013 My |5
4 399| 3| 9| 1089 | 10| 10| 816 |1
3 133 1 3 363 | 12 5| 408 | 3
2 57 9 1 121 4|12 272 2
1 21 91| 3 99 | 8| g | 2004 |4
4 9] 71 9 33 5| 6] 136 | 1x
2 7 7 11 11 11 11 102 2
3 31 3] 9 9| 9| 3| 683
I 1 1 3 30 3|12 511
bl— 1|1 1 1 1 9 48 1 3
2 |— 3 9|11 |{— 1|12 8 34 | 4
3= 9] 5] 9]j— 3 10| | 2|4
Tl—ag | 5| 3 )= of 41 41 172
4 |— o1 3 1 |l— 1 2| 3 16 | 1
31—59 31 31— 33| 6112 12| 2
2 1133 | 11 9|— 99| 5 8 813
£1-399 | 9| 11 |— 121 9| 6 6|1
9 =363 1 4| 4|4
3 |—1089g 3 3 313
2 2 |2
1 I 1

M M, M,

133 121 48

21 33 6

31— 9o 48

— 1 | —121 4

— 3 9 17

— 3| —363 12

—133 | —12r1 17

—399 | —363 | 51

399
133
57
57
57
21
21
21
21

2

— 363
99

— 363
— 363

99

1
— 121
1089
33

33

— 363

204
48
17

272
12
16

136

16
51
408
48
51
4
17
272
12
204
4o8
48

17
16
136

16

1
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Pour éclaircir ce qui précede, prenons pour exemple
le polyndme considéré dans le n® IX

F(x)=152"+162*— 462?— 5x 4+ 6.

Posonsa=3,5=12;0na

2'F(3)= 399 =3 > 17X 19,

— 2'F(—%)=1089 =3 117,
—3F(2)= 816=2* <3 X 17,
— 3'F(—21)=1044 = 2* < 3? < 29,

—fr=>5, 2ef=12, 2+ B2=13.

Formons le tableau & neuf colonnes dont nous venons
de nous occuper, et dans un second tableau a trois co-
lonnes, et placé & droite du premier, nous disposerons
par lignes horizontales les systémes de valeurs de M,
M,, M, qui peuvent se correspondre d’aprés nos vérifi-
cations.

Pour un motif donné, il suffit d’inscrire dans le pre-
mier tableau les valeurs positives possibles de I'une des
trois quantités M, M,, M,, soit de M,.

Le tableau étant constitué, nous prenons I'une des va-
leurs de M, 399 par exemple. Le restede sadivision par 12
étant 3, les seules valeurs de M; qui puissent corres-
pondre sont 363, 99, 3, —9, —33, —1089; lereste dela
division de 363 par 13 étant 12,lesseules valeurs de M, qui
puissent lui correspondre sont celles qui, divisées par 13,
fournissent pour reste 1, soit 1; mais comme cette valeur
de M, divisée par 5 donne pour reste 1, tandis que 399
donne le reste différent 4, elle est a rejeter. On reconnait
de méme que 399 ne peut s'associer a g9 ni 43. — 9
divisé par 13 donne pour reste 4 et peut s’associer aux
valeurs de M;, qui, divisées par 13, donnent pour reste 9;
ces valeurs sont 204, 48; la premiére seule divisée par
5 denne le méme reste que 399, et par conséquent est la
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seule acceptable. Nous inscrirons donc dans le second
tableau comme pouvant se correspondre les valeurs de
M, M,, M, respectivement égales a 399, — 9, 204. On
voit par ce moyen que 399 ne peut s’associer ni a — 33
ni 4 —108g.

En répétant successivement les mémes opérations pour
chacune des valeurs de M, on constitue le tableau com-
plet des valeurs de M, M,, M, qui peuvent étre associées
en groupes, au nombre de 27, el consignées dans le second
tableau.

Le nombre de ces associations peut étre diminué en
observant que M, + M, = M + M;; on ne devra donc
retenir que les systémes pour lesquels M, + M,— M

sera un diviseurde 3*F{ — % ; il est facile de juger s’il en

estainsi en formantles différentes valeurs de M, +M,—M
prises dans le second tableau et en les comparant au ta-

bleau des diviseurs de 3*F <—— 3)
3
On reconnait ainsi qu’il n’y en a que huit qui sont
acceptables, et on les a placés dans un troisiéme tableau
voisin des deux premiers.
De la résolution des huit systémes d’équations corres-

pondants on déduit les huit trindmes diviseurs possibles

152t~z — 2, '+ x — 3,
3zt~ x, 152 — 30z + 12,
3x2—2x— 6, 1922 < 2 — 11,

5x*— 10x -4, B572*~+ 3x—33.

On reconnait qu'on peut rejeter a priori le sixiéme et
le huitiéme comme n’ayant pas leurs coefficients pre-
miers entre eux ; le septiéme, dont le coefficient du pre-
mier terme, 19, ne divise pas le coefficient 15 du premier
terme de F (x); le deuxiéme et le quatriéme, dont les
termes indépendants o, 4 ne divisent pas le terme indé-
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pendant 6 du polynéme F (). Il ne reste donc a essayer
par la division que le premier, le troisiéme et le cin-
quiéme; le premier et le cinquiéme sont les seuls pour
lesquels elle se fasse. Le polynoéme proposé n’admet donc
que deux diviseurs du second degré a coefficients com-
mensurables premiers entre eux
152242 — 3,
x4z — 3.

XI. On sait qu’'une équation algébrique de degré m, a
coefficients commensurables, qui admet une racine in-
commensurable d'une équation du second degré A coeffi-
cients commensurables, admet aussi la seconde racine de
cette équation ; la détermination des diviseurs du second
degré a coefficients commensurables d'un polynéme de
degré m ayant la méme propriété permet de déterminer
les racines incommensurables de la forme a -+ /6 d’une
équation algébrique a coefficients commensurables.

Diviseurs du troisiéme degreé.

XII. Les diviseurs du troisiéme degré d’une fonction
entié¢re F (x) ont la forme

axd+ bx*+ cx + d;

et, toujours d’aprés len® V, en désignant par M, M,,
M,, M, des diviseurs convenablement choisis et res-
pectifs de

el () ) ool

on a
ax’ 4~ ba?B + caf? - df*=M,

ao® — ba?B - caf?— dg2=M,
ai--bof’ +ca?fi-dat =M,
aBs— baﬁ’-—i—ca’p—— dad=—M,.
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La résolution de ces quatre équations fera connaitre
les valeurs inconnues et cherchées de a, b, c, d. Recher-
chons d’abord, comme dans le n°® X, des conditions
simples auxquelles soient assujettis M, M,, M,, M;, pour
pouvoir se correspondre. Ces conditions se déduisent en
général de la propriété que doit avoir un systéme de va-
leurs de M, M,, M,, M;, de fournir pour a, b, ¢, d des
valeurs entiéres.

Multiplions la premiére de ces quatre équations par
a + 3, la deuxiéme par « — 3, la troisiéme par o + (3,
la quatriéme par § — «; elles deviennent

a4+ (a+ b) B+ (b + c)a?fp?
+(c-|—.d)a:ﬁ’+ dB*=M (« + 8),
act —(a—+b)a*f + (b + c) a?f?
— (c+ d) 2B+ dB* =M, (« — B),
aBt+(a+ b)af + (b +c) 2
+(c+d)a*f + da* =M, (« + B),
afi—(a—+ b)af+ (b +c)a?f?
e+ d) @B + dat = M, (B — a).
Retranchons maintenant la seconde de la premiére, la

troisi¢me de la seconde, la quatriéme de la troisiéme, la
premiére de la quatriéme, on a

M (a~+8) — M (« —B)=12aB[a}a + b))+ (c+4d)]
M (2 —B) — M; (2 + B)

=(+f)[(e—b)(*— p) —aB(a+ b + c +d)],
My(a~+f)— M (B—a)=2aB[f(a + &) + o (¢ + d)),
M,(f—a)— M (z+8)

= (4 p)[(a — @) (B*— ) — «B(a + & +c -+ d)].
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On voit, d’aprés cela, que, pour qu’un systéme de va-
leurs de M, M,, M,, M; puisse é&tre acceptable, il faut
que M(a + 3) et M, (« — @3) divisés par 223 donnent le
méme reste; qu’il en soit de méme de M, (« —f3) et
M, (« +3), divisés par & + *; M, (« + ) etM; (f —a),
divisés par 2083 M, (B — «) et M (« + f3), divisés par
o+ 3.

On vérifie aussi facilement sur les quatre équations
initiales que M + M, et que M, + M; sont des multiples
de « + 3; donc M et — M,, divisés par « + (3, doivent
fournir le méme reste; il en est de méme de M, et
— M,. Pour faciliter la vérification de ces conditions,
on formera un tablean composé de seize colonnes verti-
cales. Dans la seconde, on écrira tous les diviseurs de

-4
gF (E) I'un au-dessous de I’autre; cette colonne ren-

ferme ainsi les valeurs possibles de M, a gauche de
chaque valeur de M, et dans la premiére colonne on pla-
cera le reste de la division de M (« + {3) par o* + f3%; &
droite de chaque valeur de M on placera dansla troisiéme
colonne le reste de sa division par « + (3, et dans la
quatriéme colonne le reste de la division de M (« + 3)
par 2af3.

La sixiéme colonne renfermera les valeurs de M,, cha-
cune précédée dans la cinquiéme colonne du reste de la
division de M, (¢ — {3) par 2af3, et suivie dans la sep-
tiéme du reste de la division de M, par « + 3, et dans la
huitiéme du reste de la division de M, (« —f3) par
(4" + 7).

Dans la dixiéme, on placerales valeurs de M, ; & gauche
de chaque valeur de M,, dans la neuviéme colonne, on
mettra le reste de la division de M, (& + ) par o®~+ f8%;
a droite dans la onziéme, le reste de la division de — M,
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par « -+ [3, et dans la douziéme le reste de la division de
M, («+ f) par 2af3.

Enfin la quatorziéme colonne renfermera les valeurs
de M;; a gauche de chacune d’elles, on placera dans la
treiziéme colonne le reste de la division de M (f — «)
par 2af3; & droite dans la quinziéme le reste de la divi-
sion de — M, par « + (3, et dans la seiziéme le reste de
la division de M; (5 — a) par a® -+ (2. '

1l est toujours entendu, pour un motif donné, qu'on
peut n’inscrire dans ce tableau que les valeurs positives
de I'une des quatre quantités M, M,, M,, M;.

Par le moyen de ce tableau, on détermine les systémes
de valeurs de M, M,, M;, M;, qui peuvent se corres-
pondre d’aprés les conditions qu’'on vient d’établir, et
on les consignera dans un second tableau. Si le nombre
de ces systémes est considérable, on pourra éliminer
ceux qui fournissent une valeur de a, qui ne divise pas A,
ou une valeur de d qui ne divise pas A,,. Les valeurs de
a et de d sont assez simples;on trouve, en ajoutant et re~
tranchant la premiére et la deuxiéme des équations con-
sidérées, ainsi que la troisiéme et la quatriéme,

2a &+ 2¢afP =M + M, 26?B-+-2d=M—M,

2a B+ 2c?B =M, +M;, 2baf’+ 2d>=M,— M,

d’oui I'on déduit facilement

(M4 M) — 8 (M, + M,)

2 (2 — B ’

g ¢(My—M;) — (M —M,)
2 (af— f*)

Si l'on accepte comme convenable un systéme de va-
leurs de M, M;, M,, M;, et qu'on veuille faire le calcul
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des valeurs correspondantes de a, b, ¢, d, au lieu de les
calculer directement, il peut étre plus commode de faire
le calcul initial des quantités a+c¢, a —c¢, b+ d, b —d,
définies par les formules suivantes, se déduisant facile-
ment de celles qui précédent :

oo — 1 (M+M. M,—{-Ma)
T o2(a?+P7) « B

@ — 1 (M~M1_Mz—_l\'}3>,
T 2(2—B) | o« g

botd— 1 (M—M, M,—-Ma),
+ 2 (a?+ B?) B «

b—d— 1 M——Ml_M,——MS).
2(«’-—!32)( B «

XIII. Nous allons appliquer ce qui précéde a un
exemple. Prenons

F(z) =182+ 792*— 552° — 3104
+ 202+ 3072 + 29z — fo.

Posons

on a
20 =12, &+ p=13, «—+f=25,

«a—f=1, ﬁ-—a:———[;
de plus, on trouve
— 2'F (é)::.zzSS, —27F(—— i>::>.516,
2 2
3'F (%) =133878, 3'F (— %) = 50466.
Formons sur ces nombres les deux tableaux dont on a

donné I'explication générale dans le numéro précédent.
Anrn. de Mathémat., 2€ série, t. XIV. (Mars 1875.) 8



(114)

1_3_ ° ow o0 m o N0 ~ &~ amO O 00 © o o
| — -
.._.._5—423./43/...132 A NN e o S -
@D A e N > © ™ ©m - AN O MmO S o @
» O A = 0T -~ ] ©n] /.149/4.8u297w%
F AR r0 O A DS © N DO NF® &
= QD © WM m = n 0 Oy O
cT Ll LT TT
- 2_632163 - © o =w oo - A O A ~ O OW ~ 0 »©
_ - - - - -
2_6 - ©m O © © ™ o A OO = O NN OO =0 o
- = o~ - =
-
-
_ _2142/.12 Bl ~F DS ] OO e N - N N oD
W DO MO M -0 O ©m a -~ Ao m© - N O MmO oo
NN A = N O AN - o v O Bl O N =~ N~
B DO M QW W = = 0 A M O Do
N W N AN N - AN AN O
N QO TN N3O
) RN LT
3_ O = & ~O A @ O F N O WOM = DD » WO = Ao
- - - - = - -
3_ QY O a0 ] W & O Nt
- - - - L]
5_13/43/.13 [ ™ R I I
© 0 DO NF O DNF O~ - o N
~ = AR N0 o - MmN O T
= o & O~ =
Q-
2_80 [C o - 0 ~a ~~Foow
= = - - - o =
_4. N 0 T [~ 0 & o S0 S
| o & = - ~r o « - GG
[e oISl ISR e o] ~t © =} W N N~
QO N N S S ®© N -
[ T Vo I B ] =
A
°o o © o ™0 © -~ o © & om = ~oW




(115)

M M, M, M,

2288 | — 68 2 | —16822 M l M, l ", l u,
2288 | —2516 | —133878 50466

1144 2516 2526 | —50466 208 | — 148 | — 53 13
1144 68 | — 66939 | —25233 W3 | — 1g | — 38| — o8
572 148 53 | — 13 7 7
572 4 318 50466

572 | — 68 1263 25233

286 74— 6 50466

286 2 159 25233

286 2 | — 44626 | —16822

286 | —12358 | — 106 | —16822 a 4 ! e d
208 68 | — 1263 [ —25233 )

208 | — 4| — 318 | —bo466 2 13 —2 -7
208 | — 148 | — 53 13 9 8 —15 —8
43 ] — 17| — 318 — 78

143 | — G299 | — 53 | — 8411

104 4 6 50466

52 2516 133858 | —b50466

52 68 | — 2 16822

Aprés avoir formé nos tableaux, prenons dans le pre-
mier une des valeurs de M, 2288 par exemple; le reste
de la division de son quintuple par 12 étant 4, il ne
peut y avoir de valeurs correspondantes de M, que celles
qui, divisées par 12, donnent pour reste 4, & savoir 148,4,
— 68, — 2516, que nous allons examiner séparément.

148 divisé par 13 donnant pour reste 5, et 2288 divisé
par 5 donnant pour reste 3, on ne peut accepter de va-
leurs correspondantes de M, que celles dont le quin-
tuple divisé par 13 donne pour reste 5, et dontle produit
par —1 donne le reste 3. Or il n’en existe pas : donc 148
ne peut s’associer a 2288. Passons a 4 qui, divisé par13,
donne le reste 4; les valeurs de M, qui peuvent corres-
pondre ont un quintuple qui, divisé par 13, donne pour
reste 4, et un produit par — 1 qui, divisé par 5, donne

" 8.
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our reste 3 : on reconnait, comme pour 148, qu'il n’en
P ) P » g
existe pas.

— 68 divisé par 13 donne pour reste 10; on ne peut
prendre de valeurs correspondantes de M, que celles dont
le quintuple divisé par 13 donne le reste 10, et dont le
produit par — 1, divisé par 5, donne le reste 3. Il n’y a

ue 2 qui jouisse de cette propriété; le quintuple de 2
q qui j prop y leq P
divisé par 12 donne le reste 10, — 68 divisé par 5

p ’ P
donne pour reste 2, le quintuple de 2288 divisé par 13
donne pour reste zéro; une valeur de M; ne peut s’asso-
cier a
M=12288, M,=—68, M,=—o2,

que tout autant que son produit par — 1, divisé par 12
donne le reste 10, divisé par 5 donne pour reste 2, di-
visé par 13 donne pour reste zéro; il n’y a parmi les va-
leurs de My que — 16822 qui jouisse de cette propriéié.
On peut donc accepter le systéme

M=12288, M,=—68, M;=2, M,=— 16822,

consigné dans la premiére ligne horizontale du second
tableau. On reconnait de méme que M, = 2288 peut
s’associer a

M, =— 2516, M,=—133878, M, = 50466,

et qu’il ne peut étre réuni a aucun autre systéme de va-
leurs de M,, M,, M,.

En répétant les mémes vérifications sur chacune des
valeurs de M, on reconnait qu’on ne peut accepter
que dix-neuf systémes de valeurs de M, M,, M,, M,, sys-
témes inscrits dansle second tableau. Le nombre de ces
systémes étant encore assez considérable, nous allons cal-
culer la valeur de a, relative a chacun d’eux, d’aprés une
formule connue, et nous ne retiendrons que ceux pour



(117)
lesquels a sera un diviseur de 18, coefficient du premier
terme de F ().

On trouve ainsi qu'il n’existe que deux systémes ac-
ceptables inscrits dans un troisiéme tableau, placé au-
dessous du second; et dans un quatriéme tableau, on a
inscrit les valeurs correspondantes de a, b, ¢, d.

Le premier des systémes de valeurs de a, b, ¢, d ne
convient pas, parce que la valeur de d =— 7 ne divise
pas — 40, terme indépendant de I (x). Le seul diviseur
du troisiéme degré a coeflicients entiers premiers entre
eux que puisse admettre F (x) est donc

9z*+ 8x'— 15z — 8.

Effectuant la division, elle réussit, et I'on trouve pour
quotient
2x' + 7x* — gx*— 13z + 5.

XIV. On peut, par des moyens analogues, déterminer
lesdiviseurs a coefficients commensurables premiers entre
eux de tous les degrés d’un polyndéme donné; seulement
la longueur des opérations croit avec le degré, c’est-a-dire
avec le nombre des coefficients & déterminer dans le di-
viseur. On a vu, dans les trois cas examinés, que géné-
ralement la question se résume a déterminer les associa-
tions possibles des diviseurs désignés par M, M,,...,
M, dans le n° V, et a rejeter les autres; et qu'on y est
parvenu par un moyen qui permet de voir facilement si
deux quelconquesde cesdiviseurs peuventfaire partied’ un
méme groupe. Or on peut toujours trouver un tel moyen
de la maniére suivante; considérons les deux égalités

aul 4 bal~r B ... - IfP = M,,
aal +bal 7 B ... I =M,

multiplions la premiére par 3%, la seconde par 32, et re-



(118)

tranchons-les, on a

a(as ﬁ;—a}"ﬁ{‘i)—{—-bﬁkﬁg(“g-xﬁlr:—:_az—x gé-.) ’
+cBE B (#D T BR T — 2B = Mg — My B].

On en conclut que M,f7 — M,(? est divisible par
ey Br— oz f3,; en conséquence, lesrestes des divisions de
M, 3% et de M, par «, f—o; 3, doivent étre égaux;
de la une vérification permettant de reconnaitre, au
moyen d’un tableau analogue i ceux dont nous nous
sommes déja servis, si les diviseurs M,, M, peuvent étre
associés.

XV. On établit en Algébre qu’'une équation a coeffi-
cients commensurables, dont le degré ne surpasse pas
cinq et qui n’a pas de racines commensurables, ne peut
avoir de racines multiples, & moins qu’elle ne soit du
quatriéme degré et que son premier membre ne soit un
carré parfait, En d’autres termes, si un polynome a coef-
ficients commensurables, dont le degré ne surpasse pas
cinq, n’admet aucun facteur du premier degré a coeffi-
cients commensurables, il n’est divisible par aucun fac-
teur a coefficients commensurables élevé a une puissance
supérieure a la premiére, & moins qu’il ne soit du qua-
triéme degré et carré parfait.

De méme, si un polynéme i coefficients commensu-
rables, dont le degré ne surpasse pas huit, n’admet pas
de facteurs du premier ou du second degré a coeflicients
commensurables, il n’est divisible par aucun facteur a
coefficients commensurables élevé a une puissance supé-
rieure a la premiére, 3 moins qu'il ne soit du sixiéme ou
du huitiéme degré, et dans ces deux cas carré parfait,
c’est-a-dire que I'équation formée en égalant ce poly-
nome a zéro ne peut avoir de racines égales a moins que
son premier membre ne soit un carré.
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En effet, dans les hypothéses faites, le facteur multiple
qui pourrait entrer dans le polynéme considéré serait au
moins du troisiéme degré et devrait entrer dans le poly-
nbéme au moins deux fois, ce qui exigerait que ce poly-
ndme fiit au moins du sixiéme degré; dans ce cas, le po-
lynéme serait un carré. Si le polyndme était du septiéme
ou du huitiéme degré, et divisible par le carré d’un fac-
teur du troisiéme 2 coefficients commensurables, le quo-
tient serait aussi un diviseur du premier ou du second
degré & coefficients commensurables, ce qui est contraire
a 'hypothése; si le facteur multiple était du quatriéme
degré, le polynéme proposé, dont le degré ne surpasse pas
huit, serait le carré de ce facteur multiple. On voit, par
un raisonnement analogue, qu’un polynéme i coefficients
commensurables dont le degré ne surpasse pas onze,
n’admettant pas de diviseur a coefficients commensurables
des degrés un, deux, trois, ne peut admettre de facteur
multiple, Amoinsqu’il nesoit des degrés huitou dix et dans
les deux cas carré parfait.

XVI. 1l est facile d’appliquer ce qui a été dit dans les
numéros de I 2 XIV a la recherche des communs divi-
seurs d'un degré donné, de deux ou plusieurs polynémes
A coefficients commensurables. Cette recherche serait
méme simplifiée, car, si 'on désigne par F(x), F, (x),...
ces différents polynodmes, on ne devrait accepter pour M
que les valeurs des diviseurs communs de

gnF <§> 8 F, <§),

XVII. La recherche des facteurs multiples, d’un de-
gré donné, d’un polynéme a coefficients commensurables,
peut encore se déduire de ce qui précéde par une modi-
fication encore plus restrictive; en effet, si I'on suppose

+
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que le polyndme cherché doive entrer 4 la puissance p
dans le polynéme F (x), on ne devra accepter pour M
qu’un diviseur commun des nombres

ra(y e e

le diviseur devant entrer p fois dans le premier, (p —1)
fois dans le second,. .., une fois dans le dernier.

En usant convenablement de ces principes, on peut
arriver plus facilement a la détermination des facteurs
multiples, des degrés différents, qui peuvent entrer dans
un polynéme a coefficients commensurables, que par le
procédé du plus grand commun diviseur algébrique.

INTEGRATION DE L’EQUATION D’EULER PAR LES LIGNES
DE COURBURE DE L’HYPERBOLOIDE REGLE.
Par M. FLOQUET,

Professeur au lycée de Belfort.

Soit I'hyperboloide réglé

x? ¥? z2

@ B e "

ol nous supposons a > b.
Coordonnées u et v.

Considérons les deux couples d’équations

z .
== - CcOoSsu —+ s1nu,
c

(1)

z ..
== - SIn«& -— coS u;
c

z .
= - cosv - sino,
c

IR QIR ™R ORIy

S ———— . — N ——

z .
— - SIn¢ -+ COSv.
c
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u variant de zéro & 2w, le couple (1) représente suc-
cessivement toutes les génératrices de 'un des systémes,
et, v variant de zéro a 2, le couple (2) donne toutes les
génératrices de I'autre. Or nous pouvons prendre comme
lignes coordonnées d’un point de la surface les deux gé-
nératrices qui passent par ce point; mais ces deux géné-
ratrices sont définies par un couple de valeurs des para-
métres angulaires u et v : donc nous dirons que les deux
coordonnées d’un point de ’hyperboloide sont u et v.

Transformation des coordonnées.

Evaluons les coordonnées x, y, z d'un point de la sur-
face en fonction de son u et de son v. Il nous suffit, pour
cela, de résoudre par rapport a x, y, z les quatre équa-
tions (1) et (2), lesquelles se réduisent & trois. Nous trou-

vons ainsi
| u—+v

Proevime. — Trouver les deux équations en u et v
quireprésentent les deux lignes de courbure passant par
le point (u= o, v = v,).

Pour résoudre la question, nous pouvons opérer de
deux fagons : 1°soit en remplagant simplement x et y par
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les valeurs (3) dans I’équation connue de la projection
d’une ligne de courbure sur le plan des xy, puis déter-
minant convenablement la constante ; 2° soit en suivant
la marche directe.

Premier procédé. — L’équation (voir Calcul différen-
tiel et intégral de M. Serret, t. II, p. 509) de la projec-

tion d’'une ligne de courbure sur le plan des xy est
a (b + ¢*) 20" .
+ [8%(a* + ) a2t — a*(B* + ¢*) y' — a? b*(a®— b*)] O
— b*(a*+ ¢?)y? =o.
Or les formules (3) donnent

1+ cos (u —+ o)

ot L xmcosle )
1— cos (z— o) 1— cos (u — v)
Substituons
b2+ ¢?
@ e L1 cos (u 4-0)] €
2 { b+
+a b7’.‘+ cos(u —+v¢) — m[r——cos(u—f-o)]
ar— B2 R
~ e w— )

— b*[1 — cos (& +v)] = o.
Mais si nous posons

b? at— b? ) . ,
e A* (k compris entre zéro et 1),
I'équatjon précédente s’écrira
(1 — &)1+ cos (u + o) ] C?
(4) ¢ — 2[(1— &*)sinasine — cosu cos¢]C
—[1—cos(u+v¢)]=o.

Déterminons maintenant la constante C, de facon que,

pour u = 0, on aity = v,

(5) (1— #)(1 + cosv,) C* + 2 cos¢y . C — (1— €os¢,) = 0;



( 123 )

puis éliminons C : le résultat de I'élimination de C
entre les deux équations du second degré (4) et (5) est,
. d’aprés la formule ordinaire,

{ cos¢, [1 -+ cos (z + ¢)]

+ (1 +cose,) [ (1 — &?) sinz sine — cosu cos‘)]g
< % cose, [1— cos(u =+ ¢)]
—+ (1 — cosv,) [ (1 — &?) sinu sine — cosu cosv];
= (1 — k*)[cosv, — cos (u + ¢)].

Ce résultat se met successivement sous les trois formes
suivantes :
(1 — 4?) [cosp, — cos(u + o) ?

= [cosv, — cos (& —+¢) — A*sinusine]* — A*cos?v, sin’u sin?e,
k[ cosv, — cos (u —+ o)

— 2. k*[cosv, — cos(u —+ v)[sinusine + A*sin’e, sin’z sin*v —o, -

(1 — A*sin’*u sin?v) sin’o, — cos (# + v)cos (. — v) — 1
= — 20S% COS¥ COSP,.

Elevons maintenant les deux membres au carré, et
remplagons cos® v, par 1 —sin’vy :

[(1 — A*sin’u sinv)sin®e, — cos (& + ¢) cos(u — ¢)— I

= 4 cos?u cos?¢ (1— sin2p,).

Ordonnons par rapport a siny, :
(r — A*sin’z sin?¢)?sin‘ o,

+ 2 i 2 cos*u cos?y — (1 — A*sin’u sin®v)

> [ 1+ cos ( + ¢) cos {(z — v)] % sin?v,
—+ [cos (& + ) cos(z — ¢) ~+1]'— 4 cos*ucos’y = o.

Enfin, remarquant les deux identités
2c08*u €0s?v — (1 — A*sin?z sin?v)[ 1 + cos (# + ¢)cos(z — ¢)]

—_ [sin’u (1 — A2sin®v) cos?e + sin’e (1 — A*sin?u) cos?u],

[cos (& +v)cos(u— o) + 12— fcos?ucos?e = (cos?u — cos?¢)?,
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nous écrirons notre équation
(1 — A*sin®u sin?v)? sin‘e,
— 2[sin?« (1 — A?sin?v) cos?¢ + sin’e (1— A*sin’u) cos’«]
< sin?e, + (cos*u — cos?¢)? = o.
Elle est alors de la forme bicarrée
o?sin‘ vy — 2.0 sin®v, + 9? = 0.

Résolvons par rapport a sinv,

. 3 1+ oy I B — omy
sinp, === ~ \/ﬁ_z_“'li - \/B’]—UL
-3

mais on a
-+ . .
E‘z—'y = sin?o cos?u (1 — A*siniu),
o . .
f—ay = sin’u cos?v (1 — A*sin’s).
2

Donc la valeur de siny, est

(6) sinv,= “+sinvcosu /1 — A? sin’u—tsinu cosv\/1— k?sin’e
0— - - .
1 — A?sin®u sin%¢

Il semblerait, d’aprés cela, que siny, a quatre valeurs;
mais il n’en est rien : deux seulement répondent a la
question. L’équation (5) exprime, en effet, non pas que,
pour u = 0, on a v = ¢, comme il le faudrait, mais sim-
plen}ent que, pour u = 0, 0N a COS¥ = COS ¥, C est-a-dire
v=y, ou ¥ =27 — ¢,. De 13 'introduction de deux
valeurs étrangéres au probléme, puisqu’elles appartien-
nent a sin(2m — ¢,) ou — sinv,, et non a —+ sinv,. Il
est facile de distinguer ces deux solutions étrangéres;
car, dans la formule (6), faisons les hypothéses u = o et
v = v,, nous trouvons

sine, == == sin¢, 0.

C’est donc le signe — du premier signe == qu'il faut
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supprimer pour les éliminer, de sorte que, finalement,
les deux équations en u et v qui représentent les deux
lignes de courbure passant par le point (z=o0,v =v,)
sont
~+sinvcosz\/'1— A* sin?utsinucose /1 — A sin’e

(7) sinp,— - n
1 — k?sin*u sin%v

Second procédé. — Suivons la marche directe. Cal-
culons dx, dy, dz :

cosudv — cosvdu sinude — sinvdu
dr—a-————" 'y dy=b————
u—v¢ LU —0

2 51n?

’

dv —d
dz:c-o——o—‘i—-;
_—v

. u
2sin?

puis écrivons que (pdx + gdy — dz) est nul
(acosu.p + bsinu.g— c)dv —(acosv.p + bsinv.g —c)du—o,

ce qui donne
acosu.p + bsinu.q =,

acosv.p + bsinv.qg = c.
De 1a déduisons p et ¢ :

u—+v . u+v
cos sm~;——

U —v

CO3 — CcoS
2

Remplacons enfin, dans I’égalité

dlz+pz) _dr+q2)

dp dq
les lettres x, y, z, p, g par leurs valeurs en u et v, et,
toutes réductions faites, nous obtenons I'équation

(8) du? dv?
. = n ’
atcos’u + b*sin’u + ¢* a*cos?v + bisin?e + ¢?
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qui est I'équation différentielle des lignes de courbure de
Phyperboloide proposé. Or, si nous désignons toujours
ai:_ - par A%, I'équation (8) s'écrit

du® dv?

(9) =

1 — A*sin’n I — Asine’
donc I'équation différentielle  intégrer n’est autre chose
que I’équation d’Euler. Si nous posions
sinu =X, sine=Y,
nous ’aurions sous sa forme ordinaire, savoir :

( dx? _ ay? _
°) =X G—FX) =T (1 —#7)

En intégrant alors cette équation par une des méthodes
connues, nous achéverions la solution du probléme.

Intégration de I’équation d’Euler.

Le rapprochement des deux procédés de solution donne
Iintégrale de I’équation d’Euler et en fournit une mé-
thode d’intégration. Il est évident, en effet, que I'équa-
tion (7) est 'intégrale de I’équation différentielle (g), et
par suite que I'égquation

+ YVI—XW1 — X=X Y — Y i — Y

Z - I — A,'JX:YZ

est l'intégrale de I'équation différentielle (10), sinu,

siny et siny, ayant été remplacés par X, Y et Z. Ainsi le

probléme proposé conduit aV'intégrale algébrique d’Euler.
L’équation (10) se décompose en deux, il est vrai,

(x1) {X = 4Y ’
Vi—X) (1 — &X?) Ja—Y)(1— kY
(12) ax B b = 0;

VO=X )1 —%X?) Ji—=Y)(1—&Y?)
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mais il n’en résulte aucun mconvement, et I'on voit fa-
cilement que (11) intégre

SN, <Y ey o I QYo ol ey =3
2

(13) z= 1— FXiY

tandis que (12) intégre

+YVi—X1— XX V1Y I — BY?
1— BXY? ’

(14) 2=

Si, en effet, nous supposons k= o, Vellipse de gorge
devient circulaire, mais les termes des équations (11) et
(12) aussi, de sorte qu’on les intégre de suite.

(11) devient du = dv, et donne, par consequent,
v, = v —u (paralléle), ce que fournit précisément
(7) quand on y garde le signe —, c’est-a-dire ce que
fournit (13).

(r2) devient du + dv = o, et donne, par conséquent,
vy = ¢ -+ u (méridien), ce que fournit précisément (7)
quand on y garde le signe -+, c'est-a-dire ce que
fournit (14).

Ainsi (11) est 'intégrale de (13), et (12) celle de (14).

En résumé, on voit que 'équation en u et v de la
ligne de courbure d’un hyperboloide réglé est précisé-
ment ’intégrale algébrique d’Euler ou I'on a introduit
les amplitudes. Les lignes de courbure de cette surface
intégrent donc I'équation différentielle d’Euler, grice a
Pemploi de ces coordonnées u et v; et méme 'intégrale
s’amene facilement 4 la forme qu’on lui donne d’habi-
tude.
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SUR LA BIAGAUSTIQUE D’UNE SURFACE PLANE;
Par M. J. MOUTIER.

Soient deux milieux réfringents séparés par une surface
plane, A un point lumineux, MN Pintersection de cette
surface par un plan perpendiculaire mené par le point A.
Les rayons lumineux partant du point A se réfractent la
surface de séparation des deux milieux ; ’enveloppe des
rayons réfractés est la caustique par réfraction ou la
diacaustigue. La forme de cette courbe peut se déterminer
par des considérations géométriques assez simples.

1° Supposons le point lumineux A placé dans le mi-
lieu le plus réfringent ; I'indice de réfraction n est alors
inférieur a I'unité.

Soient AB un rayon incident, BR le rayon réfracté,
A’ le point symétrique du point lumineux A par rapport
a MN, Cle point ou le prolongement du rayon réfracté
BR coupe AA’. L’angle BAA'= i est I'angle d'incidence;
I’angle BCA! = r est I’angle de réfraction.

Construisons le cercle qui passe par les trois points
A, B, A’; la droite BC prolongée coupe la circonférence
au point P, Cettedroite est la bissectrice de ’angle APA’;
I’angle BPA' est inscrit dans le méme segment que I'angle
BAA’; on a donc

BPA' = APC =..

Daus les triangles APC, A’/PC, on a

AC sini
—_— = ——n
AP sinr ’
A'C  sini

A'P  sinr

= n.
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On déduit de 1a
AC+ A'C
AP + A'P

La somme des rayons vecteurs AP et A'P est con-
stante : le lien des points P est donc une ellipse, qui a
pour foyers les points A et A’, pour excentricité I'indice
de réfraction.

Le prolongement du rayon réfracté BP, qui divise
I'angle APA’ en deux parties égales, est donc la normale
a lellipse au point P; par suite la diacaustique est la dé-
veloppée de cette ellipse.

2° Supposons le point lumineux A placé dans le mi-
lieu le moins réfringent; I'indice de réfraction n est
alors supérieur a I'unité.

Soient AB un rayon incident, BR le rayon réfracté,
A’ le point symétrique du point lumineux A par rapport
a MN, C le point ou le prolongement du rayon réfracté
BR coupe la droite AA’ prolongée. L’angle BAA' =1 est
I'angle d’incidence; I'angle BCA'= r est I'angle de ré-
fraction.

Construisons le cercle qui passe par les trois points
A, B, A’; la droite BC coupe la circonférence au point P.
Cette droite est la bissectrice de I'angle formé par la
droite PA avec le prolongement de la droite PA’; 'angle
BPA’ est inscrit dans le méme segment que I'angle BAA':
on a done

BPA' = APC = i.

Dans les triangles APC, A'PC, on a

AC  sini
AP sinr 7
A'C  sini
AP sinr

Aun. de Mathémat., 2° série, t. X1V. (Mars 1875.) 9



(130 )
On déduit de 1a
A'C — AC
AP —ap "

La différence des rayous vecteurs A’P et AP est con-
stante; le lieu des points P est donc une hyperbole qui a
pour foyers les points A et A/, pour excentricité I'indice
de réfraction.

Le prolongement du rayon réfracté BP, qui divise en
deux parties égales I’angle formé par AP et le prolonge-
mentde A’P, est doncla normale a 'hyperbole au point P;
par suite la diacaustique est la développée de cette hy-

perbole.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1140

(voir 2° série, t. XIIJ, p. 208);

Par M. MEYL,

Ancien officier d’Artillerie a la Haye (Hollande).

Parlessommets A, B, C d’un triangle inscrit dans un
cercle, on méne des paralléles aux cotés opposés; elles
rencontrent la circonférence en des points A’, B/, C'.
On prolonge les cordes A'B'y A'C/, B'C, qui coupent
respectivement les cétés AB, AC, BC du triangle
donné aux points c, b, a.

Démontrer que le point de rencontre des hauteurs du
triangle abc est le centre du cercle donné.

(Brocarp.)

On sait que les dr;)iles AA’, BB, CC, suffisamment
prolongées, forment un triangle fy semblable a2 ABC,
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et que le cercle donné est le cercle des neuf points de ce
triangle. Or je dis que les points «, 3, y sont respecti-

veinent en ligne droite avec be, ac, ab.

Soit, par exemple, pour le point y et ab; il suffit de
montrer que les triangles baC et by A sont semblables,

puisque C5 A est une droite et aC paralléle a A-.
On a, dans les triangles 5CC' et aCC/,

bC : CC' =sinC : sin(A — C),

CC' : aC = sin(B — C) : sin (C);
d’on

(1) bC: Ca=sin(B — C) : sin(A — C),
et, dans le triangle 5AA’,
bA : AN =sin(B+C) ou sinA:sin(A— C).
Mais on sait que
AA'=o2sin(B—C) et Ay =BC=2sinA
(le rayon du cercle pris pour unité) ; par conséquent

bA:2sin(B—C)=1Ay:sin (A— C)
ou
bA: Ay —=sin(B—C):sin(A — C),

et, a cause de I'équation (1),
6C:Ca=0bA: Ay;

donc ab et y sont en ligne droite.
Considérons maintenant I'hexagone inscrit

ACBA'C'B'A,
dont les cotés opposés AC et A'C/, CB et C'B, BA

et

B'A se rencontrent respectivement aux points b, a, 7. Il
s’ensuit que ¥ est aussi sur la droite ab; mais, dans le
quadrilatére inscrit AA'B'B, le point ¢ estle pole de 7/

ou de ab.

9.
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On en conclut que les sommets du triangle abc sont
les poles des cotés opposés, par rapport au cercle donné;
donc les hauteurs de ce triangle doivent passer par le
centre du cercle. c. Q. F. D.

Note. — La méme question a été résolue, A Vaide des équipollences,
par M. L. Bourguet; géométriquement, par M. Chadu; analytiquement,
par MM. Lez et Moret~Blanc.

Question 1143

( voir 2® série, t. X111, p. 303);
Par M. C. MOREAU,

Capitaine au 37¢ d’Artillerie.

Construire une parabole connaissant le sommet, une
tangente et un point. (Larsant.)

La solution de ce probléme est une conséquence de la
propriété suivante, qui peut se démontrer aisément :

Dans toute parabole, les longueurs dont le pole et les
extrémités d'une corde quelconque sont distants d'une
tangente également quelconque sont telles, que la pre-
miére est moyenne proportionnelle entre les deux autres.

Alors, soient A et M le sommet et le point donnés et
Ile milieu de la corde AM; le pole de cette corde est
situé, d’une part, sur la circonférence de cercle décrite
sur Al comnme diameétre, et, d’autre part, sa distance & la
tangente donnée est connue par le théoréme précédent.
Ce point peut donc é&tre déterminé facilement, et, en le
joignant au point A, on a la tangente au sommet, etc.
(Les deux points A et M doivent étre situés d'un méme
¢oté de la tangente donnée.)

Il y a en général quatre solutions.

Note. = La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc;

Charles Chabanel; J. Murent, licencié és sciences; E. Momy, éléve du
lycée de Bordeaux.
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. Question 1145

( voir 2* série, t. XIII, p. 304);

Par M. GENTY.

Or donne une surface du second degré et deux
points e et € : par le point e on méne une transversale
quelconque rencontrant la surface aux points a et b;
par le point €, on méne une paralléle a la transver-
sale; cette paralléle rencontre aux points a' et b les
plans tangents aux points a et b.

Si D est le diamétre paralléle & la transversale, Uex-
pression

ea.e’'b +-eb.e'a
DZ
a une wvaleur constante, quelle que soit la direction
de la transversale. (Favre.)

Soient X, Y, Z les coordonnées du point e; X', Y/, Z/
celles du point ¢'; o, 5, o, [¥/ les distances ea, eb, €'a’ et
€' b respectivement.

Soient enfin

Ax? + By? -+ Cz* =1

I’équation de la surface rapportée a ses trois plans prin-
cipaux, et A, u et v les angles que la transversale fait
avec les axes.

Les longueurs « et 5 seront les racines de ’équation

A(X+ zcosh)? +B(Y-+axcosp) + C(Z + zcosv)' =1

ou
(1) 2? -+ 2KD*x — ID* = o,
€n remarquant que *

A cos*) + Beos?p -+ Ceos?y = j;‘z
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et en posant
K = AX cos) + BYcosp -+~ CZcosv,
I=1— AX®— BY?— CZ2.

L’équation du plan tangent a la surface au point a sera
Az (X + «cos)) + By (Y + acosp.) + Cz (Z+ zcosv) = 1; -
et la distance a' sera déterminée par I'équation

A(X' + o' cos) ) (X - acosh)+ ... =1
ou

’

a'(K—i—]—;;) =1, — oK/,

/

en posant pour abréger
I, =1 — AXX' —BYY' — CZZ'
K' = AX' cos X + BY' cosp. + CZ' cosv.
De I’équation ci-dessus on tire

, DL — «K’)

2r KD
on trouverait de méme
g DL—BK),
B+ KD
Or P’équation (1) donne
KD? o — iy ﬁ',
2
donc on a
, D*(I, —aK’)
-= 2 - - —'y9
«—B
. D*(I, — BK")
poa g
et, par suite,
’ ’
g ;', B“, — — I, = + 2 (AXX’ & BYY' -+ CZZ' —1).
Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc et ~

Charles Cbabanel.
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Question 1146

{ voir 2* série, t. XIII, p. 304 );

Par M. Cumasres CHABANEL.

On donne une surface du second degré et deux
droites L,” M. Sur la premiére L on prend deux points
arbitraires a, b, et l’on trace les plans polaires de ces
points. Désignons par c et d les points d’intersection
de ces plans avec la seconde M par e et f les points
d'intersection de ces mémes plans avec le diamétre pa-
ralléle & M : Dexpression

b
Oe.Of:—l(—i,

dans laquelle O est le centre de la surface, a une va-
leur constante. (Faure.)

Les plans polaires de tous les points situés sur la
droite L passent par une droite fixe P; réciproque-
ment, les poles de tous les plans qui tournent autour de
la droite P sont sur la droite L. Soient donc Q, R deux
plans dont la droite P est I'intersection, et qui sont ren-
contrés par la droite M en des points ¢, r. Les poles de
ces plans sont deux points s, ¢ situés sur ladroite L.

Le rapport anharmonique des points s, ¢, a, b de la
droite L est égal au rapport anharmonique des plans po-
laires de ces points. Ces plans polaires rencontrent res-
peciivement la droite M en ¢, r, ¢, d; on adonc

(1) ge.re sz,
gd " rd " sb’" th
Si I'on fait passer le plan Q par le centre O, le pole s
de ce plan sera a I'infini de la droite L; on aura, par
sa
sb

suite, ;=1 Si le plan R devient paralléle a la droite M,
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e point r sera a I'infini de cette droite, et I'on aura
r N T
alors — =1 Pour ces directions particuliéres des plans
Q, R, I'équation (1) se réduit a
th

(2) ==

qd  ta
De cette égalité de rapports on déduit

qc-—qd__tb-——ta

q(l'— Tt
ou
dg +-gqc  at --1b
qd  — ta
ce qui donne
b
3 ta -— — qd a——-s
( ) “ 7 cd
puis
, ab
th — — —_—
k4) 7¢ cd

Concevons quele pointasoit fixe en a,, et que 'on fasse
varier le point & sur la droite L ; soit ¢, la position du
point ¢ correspondant & a,. Dans cette hypothése, le pre-
mier membre de I’équation (3) a une valeur invariable :
il en est de méme de’expression

a b

e d
et aussi de celle

b
qgc,.dg —--
Sidonc b,, b, sont deux positions arbitraires du point b,

on a, en désignant par d,, d, les positions correspon-
dantes du point d,

a b, a b,
qd, 220 —ge, . qd, 222
(5) qei-qde 5 =q0.9%h
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Supposons maintenant que le point b soit fixe en b, ;
a cause de I'équation (4), 'expression
ab,
c.qd, —-
qc.q .3 Cd;
sera constante pour toutes les positions du point a; en
donnant a ce point deux positions a,, a,, et en dési-
gnant par ¢y, ¢, les positions correspondantes du point c,
on a

ab,

b
6 cqdy 220 = ge, qd,
(6) qci.qd, o d, ge..qd, od,

Des équations (5) et (6) on conclut que
a b

P e ad ab,
¢ d, R AR AP

(7) 7¢0-94

équation qui fait voir que la valeur de I'expression
ab . . .

c.gd — est indépendante de la position arbitraire des

ge.9a = P e P

points a, b.

SoitIle point on la droite P perce le plan déterminé
par la droite M et le centre O. Choisissons ce plan pour
plan dela figure.

Les plans polaires des points a, b sont coupés suivant
les droites Ic, 1d, qui rencontrent en e, f le diamétre
paralléle a la droite M. On saitque le plan Q passe par
le centre O par suite, ce point est situé sur la droite I4.
Les triangles I10e, Igc sont semblables, ainsi que ceux
10/, Igd. On a donc les égalités de rapports

0c_0f 10
ge ~ qd Iq’

d’ou 'on déduit

10\?
0e.0f = (l_q> qec.qd,

\
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puis

ab 10\* ab

10 c 1z . .
Or le rapport o est indépendant de la position arbi-
q
traire des points @, b; on a vu qu'il en est de méme de

ab . . c
gec.qd — Par suite, 'expression proposée a une valeur
[

constante.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Genty, Gambey ct
Moret-Blanc.

Question 1148

(voir »° série, t. XIII, p. 399):

Par M. C. CHADU.

1° Soient O le centre du cercle circonscrit & un
triangle ABC; H le point de concours des hauteurs;
I le centre du cercle inscrit; R le rayon du cercle cir-
conscrit @ ABC;on a

g —(_)T: R: (1 — 8sin A sin§ sin g)
2 2 2
(1) (—)_E_IZ::R'-’(1~8cosAcosB cosC),
—2 ..A . B . . C
IH — R?{ 8sin? = sin? — sin2 — — cos A cosB cosC }.
2 2 2
2° 8¢ r est le rayon du cercle inscrit au triangle

ABC, et R’ le rayon du cercle circonscrit au triangle
formé par les tangentes en A, B, C, on a

(01 —R:— 2R~ (relation connue),
3

(2) . OH :R"—2—IY,3

—_— R?
IH =—2r— —.
2r R

’

(L. Painvin.)
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I. Remarquons que I'angle OAH est égal a B—C, et
que la ligne Al est la bissectrice de cet angle. De plus
ona

AH = 2R cos A,

ALl = 4R sinE sin(—;-
27 2
Cela posé, le triangle OAI donne
6? = 6;2 -+ XI2 —20A.Alcos &}91
par suite
B—

—2 . ..B . .B.C
Ol =—=R?2+16R? sm2—sxrﬁ(—:——-8R’sm—~sm—cos——v~ .
2 2 2 2 2

, B—C Lqe . e
En développant cos — et réduisant, il vient

— -+
Ol =R*— 8R’sinl—:sing cos]~3 ¢

b
—2
10 = R <1—8 sinésinIE sin9>-

2 2 2

Le triangle OAH donne

— —_—

O0 = 0A - AH — 20A . AH cos (B—0C),
par suite
OH —R'+ 4R*cos*A — 4R?cosA cos (B— C),
OH =R (1 — 8cosA cosB cosC).
Le triangle IAH donne

lTiz :Xﬁz—}- :ﬁ — 2 AH.Alcos :—B—:'E,
[
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par suite
Pt .,B . .C
IH = 4R*cos’A + 16R?sin? S sm’;

B—C

. B.C
— 16R? cos A sin — sin— cos ’
2" 2
..B . C
== 4R’ <cos’A ~+ 4 sin? 5 sm?;

. . . ,B .
— cosA sinB sinC — 4cos_A sm?: sm’;) >
= 4R? [cosA (cosA — sinBsinC)
..B . C 7
~+ 4sin?*= sin*~ (1 — cosA)J ’
2 2"

., A . B .
= 4 R? <8 sin? 5 sm’; sm’g — cosA cosB cosC> .

II. Pour établir les secondes formules, cherchons la
relation qui existe entre R et le rayon R’ du triangle
A'B'C’ formé par les tangentes en A, B, C.

On a

C’B = R tangC,
A’B = RtangA,
par suite,
6" = R (tang A + tangC).
D’un autre c6té, on a
b= 2R’'sinB’=2R’'sin2B,
d’ou
R (tangC —- tangA) = 2R'sin2B
et
R = 4R’ cosA cosB cosC.

On a d’ailleurs, dans le triangle ABC, la relation

r

R= —————— ¢
. . B . C’

4 sin— sin— sin—

2 2 2




(1)
de ces relations on tire

R
cosA cosB cosC = Y ’
. A . B .C r
sin —sin— sin— — - — .
2 2 2 4R

En remplacant ces produits par leurs valeurs dans les
relations (1), on en déduit immédiatement les rela-
tions (2).

Note. — La méme question a été résolue par MM. L. Goulin, éléve
du lycée de Rouen ; Moret-Blanc; E. Rebuffel, éléve du Iycée de Rennes;

E. Kruschwitz; B. Launoy; P. S., de Cherbourg; Genty; Gambey;
Ch. Contet; Etienne Gatti, étudiant a 'Université de Turin.

Question 1151
( voir 2° série, t. XIII[, p. 400);
Par M. SOUBEIRAN,

Eléve du lycée Fontanes.

Deux sommets A, B d’un th'angle ABC sont suppo-
sés fixes; le troisieme sommet C se déplace dans le
plan du triangle de facon que le pied de la bissectrice
de l'angle A décrive une droite donnée. Trouverle lieu
géomeétrigue du point C.

(HarxEMA. )

Nous emploierons les coordonnées trilinéaires.

Nous prendrons comme triangle de référence le
triangle formé par la droite donnée « = o ou DE, par
la droite 3 =o0 ou AB, et par la perpendiculaire en A
au coté ABj; soit y = o.

Les coordonnées du point B seront

f=o0, g-+ma=o.

Si nous représentons par 2w 'angle que fait la droite AC
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avec la droite AB, l’é.quation de la droite AC sera
(1) B =< tang2w.
’équation de la bissectrice de I'angle A est d’ailleurs

f = g tangew.
L’équation de la droite passant par le point B et le point
de rencontre de la bissectrice avec la droite & — o est
donc

(2) B —tangw (y + ma) = 0;

donc, si entre cette équation et celle de AC nous élimi-
nons I’angle w, nous aurons le lieu du point C.
On tire de (2)
B

tangew — — —
J 7 ma’

on tire de (1)
B 2 tangw

- —tang2w — "
v & 1 — tang2e’

d’ou
2f
B ytma
v, 4F ’
(y +ma)?
B_ 2fiy+ ma)

v (y+map—p

Cette équation se décompose en celle d’une droite f = o
et celle d’une conique

1 2yt ma)
1 (4 maf—
qui prend les formes

(v +ma)—p'=29(ma+v),
(y+ma)(ma— )=
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On voit donc que les droites
Y+ ma—o0 et y—mx=—o0

sont tangentes & la conique en leurs points de rencontre
avec la droite 3 = o ou AB.

La conique peut d’ailleurs se mettre sous la forme

m?a? = B* 4 ¢?;
donc la conique a pour foyer le sommet A et pour direc-
trice la droite 2 = o ou DE.

On aura une ellipse quand m sera inférieur a I'unité,
c’est-a-dire quand le point B sera compris entre les pieds
des bissectrices des deux angles formés par les droites
a=o0 ou DE et 3 =0 ou AD.

On aura une parabole quand m sera égal a I'unité,
c’est-a-dire quand le point B se trouvera sur I'une de ces
deux bissectrices.

On aura une hyperbole quand m sera inférieur & I'u-
nité. ‘

Noce. — La méme question a été résolue par MM. Henry Poidatz,
soldat au 134¢ de ligne; A. Pellissier ; Ch. Contet; P. S., de Cherbourg;
Rebuffel, éléve du lycée de Rennes; B. Launoy; Moret-Blanc; Chadu,
professeur au lycée de Mont-de-Marsan ; H. Lez; H. Brocard ; G. Vandame,
éléve du lycée de Lille; A. Tourrettes; Jacob, éléve du lycée de Dijon;

Gambey; C. Moreau; Astor; L. Goulin et Henri Garreta, éléves du lycée
de Rouen.

Omission. — Nous avons recu, trop tard pour la men-
tionner, une solution de la question 1081, par M. Léo-
pold Klug, éléve du séminaire de Budapest (Hongrie).

QUESTIONS.

1163. On appelle transformations biquadratiques
toutes celles dans lesquelles 4 un point de chacune des
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deux figures conjuguées correspond un point, et a une
droite, une conique (*). Montrer que les deux angles des
asymptotes de cette conique sont toujours mesurés par
Ja moitié des deux arcs suivant lesquels la droite divise
le cercle fixe des trois points fondamentaux de la trans-
formation. On obtient une ellipse, une hyperbole ou une
parabole suivant que la droite est extérieure i ce cercle,
qu’elle le coupe ou qu’elle lui est tangente.
(Haron pE L4 GOUPILLIERE.)

1164. Montrer que, dans tout procédé biquadratique,
la condition nécessaire et suffisante pour obtenir un
cercle est de transformer un cercle mené par deux des
points fondamentaux (*¥*). Le conjugué y passe alors
lui-méme. Les deux séries de centres de ces cercles for-
ment un systéme en involution sur la perpendiculaire
élevée au milieu de la droite qui joint ces deux points. Son
centre est celui du cercle des trois points fondamentaux,
et ses foyers les points o ce cercle rencontre la droite.

Lorsque I’on prend pour points fondamentaux les om-
bilics du plan, il suffit d’aprés cela de partir d’un cercle
quelconque pour en obtenir un autre; et, en effet, ce
mode spécial de transformation biquadratique n’est autre
que le procédé des rayons vecteurs réciproques.

(Haton pE 1A GOUPILLIERE.)

(*) On peut citer parmi elles les procédés indiqués par les auteurs
suivants : NEwtoN DE NEWHAVEN, Mathematical Monthly, t.111; STEINER,
Systematische Entwickelung; TrANsoN, Nouvelles Annales, 2¢ série, t. V;
H. Facre, Bulletin de la Société de Statistique, etc., de l’Isére, 3¢ série,
t. U, 1870-1871; Hirst, Proceedings of the royal Society, vol. XIV;
Darsoux, Bulletin de la Société philomathique, t. V; BeLLavitis, Nuovi
saggi dell’ Accademia di Padova,’t. IV ; ScuiapARELLY, Académic de Turin,
29 série, t. XXL

(**) Sauf pour le cercle des trois points fondamentaux, qui correspond
a la droite de linfini.
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PROPRIETES DES QUADRILATERES GOMPLETS QUI RESSORTENT
DE LA CONSIDERATION DE LEURS BISSEGTRICES ;

Par M. L. SANCERY, 2 Nice.

——

M. Mention a démontré dans les Nouvelles Annales
(2° série, t. I, p. 16 et 65) une belle proposition de
Steiner, relative a4 un quadrilatére complet et & ceux
qu'on en dérive a P'aide des douze bissectrices de ses
angles. Je me propose d’indiquer quelques autres pro-
priétés des mémes quadrilatéres.

1. Notation. — Etant donné un quadrilatére ABCD
que, pour fixer les idées, nous supposerons convexe, pro-
longeons les cotés opposés AB et CD, BC et AD jusqu’a
leurs rencontres E, F. Désignons les angles BAD, CBA,
DCB, ADC, DEA, AFB respectivement par angles inté-
rieurs A, B, C, D, E, F, et leurs suppléments par angles
extérieurs A, B, C,D, E, F. Menons les douze bissectrices
des angles intérieurs et extérieurs du quadrilatére, et
soient : 1° A’, B'; C/, D' les intersections des bissectrices
des angles intérieurs A et B, Bet C, CetD, DetA;
2° A", B”, C”, D" celles des bissectrices des angles exté-
rieurs Cet D, Det A, AetB, Bet C; 3° A, l'intersec-
tion des bissectrices de I’angle intérieur C et de I'angle
extérieur B, et de méme B,, C,, D, celles des angles A
etB,AetD, C et D; A,, By, C;, D, celles des angles D
etA,DetC,BetC,Bet A;H,I, K, L, G, J celles des
angles Cet A, DetB, A et C,BetD,EetF,FetE;
le premier angle est toujours intérieur et le second exté

Ann. de Mathém., 2° série, t. X1V, (Avril 1875.) 10
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rieur; 4° P, Q, T les intersections des bissectrices des
angles intérieurs A et C, Bet D,E et} R, S, V les in-
tersections des hissectrices des angles extérieurs A et C,
Bet DyEetF; 5°a, b, ¢ les intersections des droites
BD et EF, ¥ e AC, ACetBD; o, ¥, ¢, a', b", "
celles des droites QS et TY, TV et PR, PR et QS, IL et
GJ, GJ et HK, HK et IL; «,f, 7, &', B/, ', 2", (", 9"
celles des droites PR et HK, QS et IL, TV et GJ; HK
et AC, IL et BD, GJ et EF, AC et PR, BD et QS, EF
et TV,

2. On nous permettra de rappeler dans ce paragraphe
des propositions déja connues, mais nécessaires pour la
suite.

Les points ou se coupent les bissectrices des angles
opposés du quadrilatére complet ABCDEF, tant inté-
rieurs qu’extérieurs, mais pris simultanément : 1° de
méme espéce; 2° d’espéces différentes, sont les sommets
de deux quadrilatéres complets PQRSTV, HIKLGJ.
Chacun des cdtés de ces quadrilatéres est un axe d’homo-
logie correspondant i quatre centres d’homologie si-
tués sur une méme circonférence. On obtient ainsi
les quadrilatéres A'B'C’'D’, A’B”"C"D”, A,B,C,D,,
A,B,C;D,, A’A”C, C,, D'D"B, By, C'C"A,A,, BB’D, D,
inscriptibles dans des circonférences dont les centres sont
0/, 0", 0y, 0y, o, 0, v, 0. Si X, X, ¥, u, i, " sont
les cercles ayant pour diamétres les diagonales PR, QS,
TV, HK, IL, GJ des deux quadrilatéres PQRSTYV,
HIKLG]J, les cercles O’, O, O,, O,, g, W, i et o', o,
Wy, We, A, X, X forment deux séries de cercles orthogo-
naux. L’axe radical des premiers cercles est la médiane
des diagonales du quadrilatére PQRSTV, celui des autres
est la médiane des diagonales du quadrilatére HIKLGJ.
On peut ajouter a ces deux séries les cercles &', A” cir-
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conscrits aux triangles diagonaux @’b'¢/, a”b"¢” des deux
quadrilatéres PQRSTV, HIKLGJ. '

3. Tutorime. — Sur chacun des cétés de l'un’ quel-
conque des quadrilatéres ABCD, PQRS, HIKL se croi-
sent, et par quatre groupes différents, deux cétés des
deux autres quadrilatéres.

On peut donner a ce théoréme plus de précision. Sup-
posons que l’on choisisse un c¢6té de I'un des trois qua-
drilatéres, pour savoir quels sont les cotés des deux
autres qui se croisent sur le c6té choisi, on parcourra
I'un de ces quadrilatéres dans le sens de la notation et &
partir du premier sommet. Quant au second, selon que le
coté choisi est de rang impair ou de rang pair, on le par-
courra dans le sens de la notation ou dans le sens con-
traire, en partant du sommet qui est de méme ordre que
le c6té choisi, ou du sommet suivant. Les c6tés des deux
quadrilatéres qui, dans leur parcours, ont le méme nu-
méro d’ordre, se croisent sur le c6té choisi.

Prenons le c6té PQ, qui est le premier dans le qua-
drilatére PQRS; sur ce c6té PQ se croisent, d’aprés la
régle, AB et HI, BC et IK, CD et KL, DA et LH. En
effet, les triangles AHP, BIQ sont homologiques, puisque
AH et BI se coupent en C”, HP et IQ en C’, PA et QB
en A', et que les points C”, C’/, A’ sont en ligne droite.
Il en résulte que les droites AB, HI, PQ se coupent en
un méme point 1. De méme les triangles BIQ, CKP ont
la droite D’D’B’ pour axe d’homologie; par conséquent
les lignes BC, IK, QP se coupent en un méme point 2.
Pareillement les triangles CKP, DLQ ont la droite
A" A’C’ pour axe d’homologie, et les lignes CD, KL,
PQ ont un méme point commun 3. Enfin les trian-
gles DLQ, AHP ont la droite B”B'D’ pour axe d’homo-

10.



(148)
logie et les lignes DA, LH, QP se coupent en un méme
point 4.

Pareillement, sur le cdté RS, qui est le troisiéme dans
le quadrilatére PQRS, se croisent AB et KL en 1/, BC et
LHen 2, CDet Hl en 3, DA et IK en 4'; sur le deuxiéme
coté QR se coupent AB et KI en 1”7, BC et IH en 2”, CD
et HL en 3", DA et LK en 4”; sur le quatriéme coté SP
se croisent AB et HL, en 1”, BC et LK en 2", CD et K1
en 3”, DA et IH en 4".

.

4. Toutes les droites précédemment considérées ayant
é1é tracées, par chacun des sommets des quadrilatéres
ABCDEF, PQRSTV, HIKLGJ passent quatre droites
formant un faisceau harmonique.

Pour les sommets A, B, C, D, E, F la propriété ré-
sulte dela construction elle-méme. Considérons les autres
sommets. Soit 12 le point P. Par le quadrilatére complet
A'B'C'D'QP, on voit que le faisceau P (B, A/, T, Q)
est harmonique. Soit 2° le point H. Le quadrilatére com-
plet 2'3"2"3'HR montre que le faisceau H (I, L, C, R)
est harmonique. Il en est de méme pour les autres
sommets.

5. TutoriMe. — Sur chacune des diagonales de l'un
quelconque des quadrilatéres ABCDEF, PQRSTYV,
HIKLGJ se croisent, & par deux groupes différents, deux
diagonales appartenant aux deux autres. La diago-
nale du premier quadrilatére est ainsi divisée harmoni-
quement; elle U'est aussi par les diagonales restantes
des deux autres.

Pour donner & ce théoréme plus de précision, consi-
dérons le tableau suivant, formé des diagonales des trois
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quadrilatéres
AC PR HK,
BD QS IL,
EF TV GJ,

puis, regardant ce tableau comme celui d’'un détermi-
nant, opérons comme si nous voulions le développer se-
lon les éléments dela premiére colonne, nous obtiendrons
alors comme se coupant sur AC : 1° les diagonales QS et
GJend;2°TVetILen 8’5 sur BD: 1° TV et HK en¢;
2° PR et GJ en ¢’; sur EF: 1° PR et IL en n; 2° QS et
HK en 7. De plus, AC sera divisée harmoniquement en
det d’, BDencete, EF enyetn’. En ordonnant le dé-
terminant selon les éléments de la deuxiéme colonne,
on trouverait que sur PR se coupent BD et GJ en ¢/,
EF et IL en », et que PR est divisée harmoniquement en
¢’ et n. Et ainsi de méme des autres diagonales.

Occupons-nous de la diagonale AC. Considérons d’a-
bord les deux couples de faisceanx harmoniques

B (A,C,Q,S) et D (G, 4,S,Q), B(A,C,1,L) et D(C,A,L,I),
puis les deux couples
P(A,C,Q,S) et R(C,A,S,Q), P(A,C,T,V) et R(C,A,V,T).

On sait que la droite qui joint les intersections de deux
couples quelconques de rayons homologues, mais disso-
ciés, passe par un point fixe. C’est sous cette forme que
nous rappellerons le théoréme énoncé dans la Géométrie
supérieure de M. Chasles, p. 75, art. IlI, ou encore dans
VIntroduction & la Géométrie supérieure de M, Housel,
p- 98, art. IIL. Si donc nous indiquons par

. BA

A
DA
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que les droites BA, DA se coupent en A, on pourra for-
mer le tableau suivant :

B(ACQS) BA BA BA BQ
D (CAS A 4 € Q,
Q) DA DS DQ DQ
BC| . BQ| B BS
pc|® pc|? pc|® ps |5
B(ACIL) BA BA BA BI
A, d, Cy.00y I,
D(CALI) DA DL DI DI
BC|  BI|  BL| BL
pc|“ pc|® bpcl|? pL|l
P(ACQS) PA PA|  PA. PQ
A, | 4 Ciye - vy Q’
R (CASQ) RA RS RQ RQ
PC PQ PS PS
1 G, |1 d, € 50e.s S;
RC RC RC| % RS
P (ACTV) PA PA PA PT
A, d,, €y T,
R (CAVT) RA RV RT RT
PC| . PT| BV 3%
RC| ” RC|‘Y Rcl v gy | Ve

D’oii 'on conclura que les droites dd’, ee’ passent par
Iintersection ¢ de AC et de QS; que de’ et ed’ passent
par l'intersection 0’ de AC et de IL; que d,d', et e €,
se croisent en d sur AC et QS, et que d, ¢ et e, d, con-
courenten ¢, intersection de AC et de TV. Puis le qua-
drilatére dd'ee’ ayant pour diagonales de, d’e’, 09",
montre que d9’est divisée harmoniquement par de et
d'e’ aux points A et C, et réciproquement que AC est
ainsi divisé en 0 et 9. De méme pour le quadrilatére
d,d' e, €,, quia pour diagonales d, e, d' ¢, 39',, on voit
que 09, est divisée harmoniquement par d, e, et d', €, en
A et C, ou bien que AC l'esten 9, .
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De la il suit que d et 0',, étant conjugués harmoniques
de 9 par rapport 4 AC, coincident ; autrement dit, TV et
IL se coupent sur AC.

Que I'on prenne maintenant les deux couples de fais-
ceaux harmoniques

B(ACQS) et D (CASQ), B(ACIL) et D (CALI),
puis les deux couples
E(ACTV) et F (CAVT), E (ACGJ) et F(CAIG),

et l'on verra que AC est divisée harmoniquement,
d’abord en ¢’ et ¢ par IL et QS, puis en 0’ et d; par TV
et GT; d’on il suit que ¢ et d; coincident; autrement dit,
AC, QS et GT passent par le méme point J.

Il est facile de déduire du tableau des diagonales les
faisceaux qui viennent d’étre considérés, et, par suite, de
faire une démonstration analogue pour une autre diago-
nale.

On vient de voir que la diagonale AC était divisée
harmoniquement par QS et IL, TV et GJ; elle Iest éga-
lement par les diagonales PR et HK. En effet, le quadri-
latére complet ACKHR o' montre que HK est divisée
harmoniquement en « et a', AC en o’ et &’, PR en o’
et a. On voit de méme, par le quadrilatére BDLIS®, que
IL est divisée harmoniquement en 3 et ', BD en ' et 37,
QS en (" et 3, et, par le quadrilatére EFGIT Y/, que GJ
est divisée harmoniquement en y et ¥, EF en 7/ et y,
TVeny' ety.

Corollaire. — En observant que, dans chacun des
quadrilatéres considérés, une diagonale est divisée
harmoniquement par les deux autres, on pourra dire :
huit diagonales des quadrilatéres ABCDEF, PQRSTYV,

HIKLGJ déterminent sur la neuviéme une involution de
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six points dans laquelle les extrémités de cette derniére
diagonale sont les points doubles.

Le tableau ci-dessus montre !facilement quelles sont
les diagonales conjuguées. Ainsi, pour la division faite
sur AC, sont conjuguées entre elles les diagonales BD et
EF, PR et HK, QS et IL, TV et GJ; ces deux derniers
couples donnent les mémes points conjugués. Si I’on veut
considérer la division faite sur QS, on transformera, a
I'aide de permutations circulaires, le tableau ci-dessus
dans le suivant :

QS IL BD
TV GJ EF
PR HK AC

et alors seront conjuguées TV et PR, IL et BD, GJ et EF,
HK et AC. Ces deux derniers couples fournissent les
mémes points conjugués.

6. Tutorkme. — Les triangles diagonaux abe,a'b' ¢,
a"b"¢" des quadrilatéres ABCD, PQRS, HIKL sont
semblables et homologiques entre eux. Ils ont pour
centre d’homologie le point de rencontre h des hauteurs
du triangle diagonal abc relatif au quadrilatére donné.

Considérons les angles ¢, ¢”; je dis qu’ils sont égaux.
En effet, dans les quadrilatéres concaves CcDc/y KA'L ¢/,

on a
CeD=C'Dc +~CC'D +cCC',

KA'L =¢"LA" + K¢’L +- A'Kc”;
la derniére égalité peut s’écrire
29— BA'K =c¢"LA’ + 2¢ —1c"K 4+ A'K ¢,
ou bien
I’K =¢"LA’+BA’K + A’K¢”;

mais, par les quadrilatéres inscriptibles IBDL, A’B'C'DY,
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HACK, on a -

C'Dc=c"LA’y, CC'D=BA'K, c¢CC' =A'K¢";

donc
CcD =I1¢"K ou bca=b"c"a".

On peut démontrer de méme que les angles ¢ et ¢’ sont
égaux ; mais il est plus simple d’observer que, le quadri-
latére ac/ffc” ayant deux angles droits c’ac et ¢'Bc’, il
en résulte

ac'f =PBc”K ou bien ¥&'ca’— b"c"a”.

On a donc
bea = b'c'a’ = b"c"a".

Il en est de méme des autres angles des triangles diago-
naux; donc ces triangles sont équiangles et semblables.

Maintenant, de ce que les points ¢’, € se trouvent sur
la diagonale TV, et de ce que le quadrilatére d'c”ec est

] ’ q q

inscriptible, il résulte que I’angle

dec" =dec’" =bea—19— ab'e —=19—c'a’b';

donc le prolongement de ¢”c rencontre & angle droit le
coté ab du triangle abc. Pareillement, les points J, ¢
étant sur la diagonale GJ et le quadrilatére dee’c’ étant
inscriptible, on a

e’ = '8 =pde’ =19— Ba"d =19—c"a"b".

Donc le prolongement de ¢’c rencontre a angle droit le
coté ab du triangle abc. De la il suit que les sommets c,
¢y ¢ sont en ligne droite et sur la hauteur du triangle
abc issue du point c¢. De méme, les sommets a, @/, a”
sont sur la hauteur issue du point a, et b, &/, 5" sur la
hauteur issue du point 4. Les trois triangles abc, @',
a"b"¢" sont donc homologiques deux & deux, et ont le
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point de rencontre . des hauteurs du triangle abc pour
centre commun d’homologie.

Corollaire I. — Si «, (3, 7 sont les intersections des
cotés b'c’ et 8¢, 'a’ et "a’, d b/ et a” b’ les points «, 3,
7 sont en ligne droite; de méme, les points &, ', ¥/, &,
", ¥ sont en ligne droite. Enfin les trois axes d’homo-
logie afy, &'/, «"3"y" se rencontrent en un méme
point /.

Corollaire II. — L’angle &'l a’ étant le supplément de
a'c'b, le quadrilatére hb'c'ad’ est inscriptible; il en est de
méme du quadrilatére 25" c"a".

Ainsi les cercles circonscrits aux triangles diagonaux
des deux quadrilatéres dérivés passent par le point de
rencontre des hauteurs du triangle diagonal du quadri-
latére donné.

7. Tatorkme. — Les séries des cercles orthogonaux
précédemment considérées se trouvent augmentées
chacune de trois autres cercles circonscrits aux quadri-
latéres formés par les couples des diagonales des quadri-
latéres ABCDEF, PQRSTV d’une part, et ABCDEF,
HIKCL] de l’autre, qui comprennent des angles égaux

entre eux.

Les diagonales BD et EF, QS et TV forment le qua-
drilatére aea’y’ qui est inscriptible, puisque les angles
ear/, v'a’e sont supplémentaires. Or, la diagonale HK
étant divisée harmoniquement en ¢, v/, le cercle aea’y/
est orthogonal au cercle p qui a HK pour diamétre. Je
dis que le méme cercle aca’v' dontle centre est w; coupe
orthogonalement le cercle A’ circonscrit au triangle dia-
gonal @'¥' ¢’ du quadrilatére PQRSTYV. Joignons le point
@ commun a ces deux cercles aux centres w; et A'. On a

Adw,=Aa'b+b'aa+aae;
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or,
Na'b'=1%—a'c b’ —=caad' —en'a’,
bla'a=cad’'a—=anr'¢,
aa'w,=19— ax'at;

donc

ANa'w,—en'a’ 4+ an'e +19— an'a’ =1,.

Le cercle w, orthogonal aux cercles g et A’ est orthogonal
a tous ceux de la série O/, O”, O, Oy, p, ', ", A'. Il en
est de méme des cercles w,, @y circonscrits aux quadri-
latéres bxnb'd’, cdc’e’ formés respectivement par les dia-
gonales EF, AC, TV, PR et AC, BD, PR, QS.

Une démonstration analogue peut étre faite 4 I'aide
du cercle A” circonscrit au triangle diagonal a”5"c¢” re-
lativement aux cercles Oy, O,, Oy circonscrits aux qua-
drilatéres a¢'a"n, bv/b"9, ¢d' c"e formés respectivement
par les diagonales BD, EF, IL, GJ; EF, AC, GJ, HK; AC,
BD, HK, IL. Ces cercles sont orthogonaux a ceux de la
série 'y 0" wy, Wy, A, N, ATAY,

8. Supposons maintenant que le quadrilatére donné
soit inscriptible dans un cercle de centre O, et que A et
B désignent les angles aigus, A étant le plus petit. Alors :

1° Le quadrilatére EVFT formé par les bissectrices des
angles E, F devient un rectangle, et, par suite, les qua-
drilatéres A'B'C'D’, A"B"C"D", A;B,C,D,, A,B,C;D;
ont leurs diagonales rectangulaires.

2° Le quadrilatére PQRS devient inscriptible. En
effet, dans le faisceau harmonique T(P,Q, A/, D), les
deux rayons TA/, TD', étant rectangulaires, divisent en
deux parties égales les angles formés par les deux autres.
Ainsi TA’ est la bissectrice de I'angle PTQ formé par
les cotés opposés SP, QR du quadrilatére PQRS. De
méme, VF est la bissectrice de I'angle SVP formé par
les cotés opposés RS, PQ du méme quadrilatére; mais,
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Pangle TFV formé par ces bissectrices étant droit, il en
résulte que le quadrilatére PQRS est inscriptible.

3° Le quadrilatére HIKL devient un rectangle inscrit
dans la méme circonférence que le quadrilatére proposé
ABCD. Dés lors les sommets G, J et la diagonale GJ sont
situés 4 I'infini; le faisceau harmonique GIH, GKL, GET,
GVF devient le systéme harmonique des quatre paralléles
IH, KL,ET, VF, et le faisceau JLH, JKI, JFT, JVE se
transforme dans le syst¢me harmonique des quatre pa-
ralléeles LH, KI, FT, VE. De la il résulte que les deux
rectangles HIKL, TEVF ont leurs c6tés paralléles deux
a deux, et que les cotés paralléles forment un systéme
harmonique.

4° Les triangles CHC”, A;HA,, ayant lesangles HC'C”
et C'C"H, HA, A, et A, A,H égaux a E, sont isoscéles, et
2

HC' = HC’, HA, = HA,. De méme les triangles C"IC/,
A,IA,, ayant les angles IC"C/ et C'C'T, 1A, A, et A A,I

égaux a 2, sont isoscéles, et C"I =1C', A,J=1IA,. Il en

résulte que HI est perpendiculaire sur les milieux de
C'C" et de A A,. Pareillement, IK est perpendiculaire
sur les milieux de D'D” et de B, B, ; KL, sur les milieux
de A’A” et de C,C,, et LH sur ceux de B'B” et de D,D,.
Donc, dans les quadrilatéres A'B'C'D et A"B'C'DY,
A,B,C,D, et A;B,C;D,, les distances des sommets ho-
mologues sont divisées en deux parties égales par les
cotés du quadrilatére HIKL. 1l suit de 1a que les quadri-
latéres A'A”C,C,, D'D"B, B;, C’C"AA,, B'B"D, D, sont
des trapézes isoscéles.

5° Le quadrilatére HIKL étant un rectangle inscrit
dans le cercle O, les cercles ¢ et i coincident avec le
cercle O, le cercle p” passant par les points E, F devient
la droite EF elle-méme. De 12 il suit que la série des
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cercles O/, 07, Oy, Oy, p, p/, p” se réduit a 0,07, O,,
0,, O, et qu’elle a EF pour axe radical. Le triangle dia-
gonal a"b"¢" a deux de ses sommets a”, b” i I'infini ; quant
au sommet c’, il coincide avec le centre O. Les points a”,
b, v,7,9, ¢ sont rejetés a l'infini. Il en résulte que les
diagonales AC et QS qui se coupent en ¢ sont paralléles
entre elles, et que les diagonales BD et PR qui se coupent
en ¢ le sont aussi; que &, ¢, ¥, n, v, ¥’ sont respective-
ment les milieux de AC, BD, EF, PR, QS, TV. Or la
droite TV passe par les points &', ¢, 7", et la droite EF
par n, v/, ' ; on peut donc conclure ce théoréme :

Taeoreme. — Dans les deux quadrilatéres inscrip-
tibles ABCD, PQRS, les diagonales intérieures de I’'un
sont paralléles aux diagonales intérieures de I’autre,
et la troisiéme diagonale de I’un passe par les milieux
des diagonales de U’autre.

9. Si 'on désigne par gy, 3 les points ou la bissectrice
de I'angle intérieur F rencontre les c6tés opposés AB et
CD, par o,, 6, ceux ou la bissectrice de I'angle intérieur
E rencontre les cotés opposés BC, DA, les triangles ¢,Eaq,
g, F o, seront isoscéles, et la figure ¢, 6,050, sera un lo-
sange inscrit dans le quadrilatére ABCD. Pareillement,
si 'on représente par Z, et 2y, &, et Z; les points ou les
bissectrices des angles extérieurs F, E rencontrent les
cotés opposés AB et CD, BC et DA, les triangles Z,EZ,,
2Z,FZ, seront isoscéles, et la figure Z,%,X;2, sera un
losange exinscrit dans le quadrilatére ABCD. Les hau-
teurs des triangles 6, Egy, 2, EZ, abaissées des extrémités
des bases o,0;, 2,2, sont respectivement doubles des
perpendiculaires menées des points T, V sur AB et CD;
nous les représenterons par 2T,, 2V,. Pareillement,
2'T,, 2V, désigneront les hauteurs analogues des triangles
0,Fo,,Z,F3,. Le quadrilatére ABCD donne lieu & quatre
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triangles ayant chacun quatre cercles tangents i ses cotés;
il en résulte qu’en peut mener seize cercles tangents a
trois des lignes AB, BC, CD, DA. Ces cercles ont pour
centres les points A/, B, C', DY, A”, B/, C’, D', A,, B,,
-Gy, Dy, A,, By, Gy, D, répartis, comme on I'a vu, sur les
circonférences 0/, 07, Oy, O,, o', ', w,, ®,. Nous repré-
senterons les cétés AB, BC, CD, DA par a, b, ¢, d res-
pectivement, le rayon d’un cercle par la méme lettre que
son centre, et par p, la perpendiculaire abaissée d’un
certain point p sur I'un des cotés a du quadrilatére. Si
Pon considére un des cercles tangents, le coté qu’il ne
touche pas est opposé a un coté sur lequel se trouve un
contact que nous appellerons le premier contact du cercle
consideré.

Les cercles A’, C”, B,, D, ne touchent pas le coté c et
ont leur premier contact sur a.

Les cercles B/, D", Ay, C; ne touchent pas le coté d et
ont leur premier contact sur b.

Les cercles €', A”, Dy, B; ne touchent pas le c6té a et
ont leur premier contact sur c.

Les cercles D', B”, C, A, ne touchent pas le c61é b et
ont leur premier coutact sur d.

Les points gy, 04, 03, o, sont des centres de similitude
inverse pour les cercles A’ et C", B' et D", C' et A", D' et
B”; les points Z,, I,, Zs, Z,, des centres de similitude di-
recte pour les cercles B, et D,, A, et C,, D, et B,, C,
et A,.

10. Tatorime. — Si l'on considére l’un des seize
cercles A',B',... et que l'on joigne son centre & ceux
des cercles 0, 0", 0,, O,, o/, 0", 0, w, qui passent par
ce point, la premiére droite sera perpendiculaire et la
seconde paralléle au c6té sur lequel se tiouve le pre-
mier contact de ce cercle.
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Soit le cercle A’ayantson premier contact surle coté AB,
et par le centre duquel passent les cercles O et o'; je dis
que A'O’ est perpendiculaire sur AB, et que A'w' lui est
paralléle. En effet, 1°Vangle C A’/ = 14— A’B'C'=1E;
cet angle C'A’ (Y est donc le complément de I’angle Eo, A/,
et par suite A’(Y est perpendiculaire sur AB; 2° Fangle
Ci A’ =19—A'C,C,=C,B, V=1B;les angles C,A' v/,
A’'BA sont donc égaux, et, comme ils sont alternes-in-
ternes, A’ est paralléle a AB.

La premiére partie donne lieu 4 ce corollaire : Le
rayon qui joint le centre d’un des cercles A’, B/,... & son
premier contact passe par le centre de celle des circon-
férences O, 07, Oy, O, sur laquelle se trouve le centre de
ce cercle.

11. Tatorime. — Le centre O est le milieu des dis-
tances O, 07, et Oy, O,.

En effet, les deux cercles A’ et C" étant I'un inscrit,
Pautre exinscrit au triangle ABF, le milieu m, de la dis-
tance 7, ¢, qui sépare leurs contacts avec le coté AB est
aussi le milieu de ce c6té ; par conséquent, dans le trapéze
birectangle 0'¢,¢, 0", la perpendiculaire menée par le
point m, sur le coté AB passe par le milieu de YO’ et
aussi par le centre O. De méme, les cercles D', B” étant
I'un inscrit, I'autre exinscrit au triangle AED, le mi-
lieu m, dela distance ¢, ¢, est aussi le milieu du coté DA,
et par conséquent, dans le trapéze birectangle 0’¢, ¢, 0,
la perpendiculaire menée par le point m, sur le co1é DA
passe par le milieu de O’O” et aussi par le centre O. 11
résulte de 1a que le point O est justement le milieu de
oy. ‘

Que I'on substitue aux cercles A’, C”, I/, B respecti-
vement les cercles A,, C,, Dy, B,, et 'on verra de méme
que O est le milien de O,0,.
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12. Tutorime. — La seconde tangente issue de 'un
des centres de similitude a,, 0y, 03, G4y Zyy 2y, Ly, T, aQUX
cercles correspondants est paralléle au c6té que ces
cercles ne touchent pas.

Soit f'o, g’ la seconde tangente intérieure commune
aux cercles A’ et C’ (la premiére est sur le c6té AB),
g éuant son contact avec le cercle C”; alors l'angle
g§C e, =0,C"¢,; mais ¢,C"¢, = TEo,, puisque ces
angles sont les compléments de Eo, T : donc g'C"a, est
le complément de Eq; T ou de son égal To;E. Il en ré-
sulte que C"g’ est perpendiculaire sur ED; par suite,
o1& et CD sont paralléles, et ainsi des autres.

13. Trtorime. — 1° La distance du centre de l’un
des cercles A',B', C', D’ au c6té qu’il ne touche pas est
égale & deux fois la distance & ce c61é du point d’inter-
section T des diagonales intérieures du quadrilatére
A'B'C'D', moins le rayon de ce cercle :

A =2T,—A, B,=2T,—¥,
C'a:: 2T, —C, D'b —=aT,— D',

2° La distance du centre de l'un des cercles A", B,
C", D" au coté qu'il ne touche pas est égale & deux fois
la distance du point T & ce coté, plus le rayon de ce
cercle :

A" =aT,+A” B,=2T,+ B,
Cl =2T,+C", Dj=2T,+ D".

3° La distance du centre de I'un des cercles A,, B,,
C,, D, au cété qu'il ne touche pas est égale & deux fois
la distance & ce c6té dupoint V intersection des diago-
nales intérieures du quadrilatére A,B,C,D,, moins le
rayon de ce cercle:

Ag=—2V,—A, B,=2V,—B,
C4=—2V.—C, D,=2V,—D.
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4° La distance du centre de ’un des cercles A,, B,,
C,, D, au coté qu'il ne touche pas est égale en valeur
absolue au rayon de ce cercle, moins deux fois la dis-
tance du point V au méme cote :

Ap—=A,—2V,, Bjy=2V,—B,,
Cyy=2V,—C;, D,,=D,—2V,.

14. Les quadrilatéresinscriptibles A’B'C'DY, A”B"C"D",
A,B,C,D,, A, B,C, D, ayant leurs diagonales rectan-
gulaires, les milieux des cotés de chacun d’eux sont les
sommets d'un rectangle inscrit dans une circonférence
dont le centre est au milieu de la distance qui sépare le
centre du cercle circonscrit au quadrilatére du point de
rencontre de ses diagonales. Ainsi, pour le quadrilatére
A'B'C'D’, les milieux u,, u,, us, u, de ses cOtés seront
les sommets d’un rectangle inscrit dans une circonférence
ayant pour centre le milieu M’ de O'T.

Si 'on prend les milieux «,, u,, u,, ¥, des distances
TA/, TB/, TC/, TD', les points u',, ,, u,, ¥/, sontl sur
une méme circonférence ayant son centre en M’ et son
rayon p’ égal a la moitié du rayon du cercle O'. De plus
les droites M'u/,, M'u/,, M'/,, M'#, sont respectivement
perpendiculaires sur AB, BC, CD, DA. En effet, dans le
triangle A'OT, M’ et «, étant les milieux de TO' et de
TA/, la droite M'u/, est paralléle & O’A’ et égale a sa
roitié; donc, puisque A'O’ est perpendiculaire sur AB,
il en est de méme de M'«, ; de plus, «, est sur la circon-
férence décrite de M' comme centre avec la moitié de

O’ A’ pour rayon.
15. TatoriMe. — Le quadrilatére ABCD étant in-

scriptible :

1° Le diamétre du cercle O', qui passe par les centres

Ann. de Mathémar., 2¢ série, t. XIV. (Avril 1875.) I
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des cercles A', B, C', DY est égal & la somme des rayons
des cercles opposés A’ et C', moins la somme des deux
autres B' et D'

2° Le diamétre du cercle O,, qui passe par les centres
des cercles Ay, B,, C,, Dy, est égal & la somme des
rayons des cercles opposés A, et Cy, moins la somme
des deux autres B, et D, ;

3° Le diamétre ducercle O", qui passe par les centres
des cercles A", B", C", IV, est égal & la somme des rayons
de ces cercles ; .

4° Le diamétre du cercle O,, qui passe par les centres
des cercles A,, By, C,;, D, est égal & la somme des
rayons de ces cercles.

1° Les cotés AB, BC, CD, DA étant pris successive-
ment pour axes de projection, on a
A,+ T‘ = 2u,xa: 2(M:1+ Pl)’ -+
B +T,— 2”',:& :2(M'b — P,)’ —
C+T =24, =2(M, +0'), +
D'+ T, =2u,=2(My —p'). —
Combinant ces équations d’aprés le signe mis en regard,
il vient
{ A+ C —B —D + 2T, — 2T,

(1) =8p 4+ 2(M, + M, — M, — M,,).

Prenant le coté AB pour axe de projection, on obtient

A+ B =2u,
B 4+ 2T, — C' = 21y,
2T, —C + D' =24y,
D'+ A =2u,,
d’ou

(2) A'+B' +D'+ 2T, — C =ty + Uy + 3 + g =4 M. ~+
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Projetant sur le coté BC, on a
Al +B = 20,
B’ + C' = 2uy,
C' + 2T, — D= 2U3,
2T, — D' + A" —=2uy,
d’ou
(3) B'+ C’;}— A4 oT,—D' =g+ uy+ s+ up=4M,. —

Le coté CD étant I’axe de projection, il vient
2T, — A+ B '=2u,,
B + C' = 2u,,
C'+D'= 2u,,
D’ ~+ ZT\ —_ A’ = 2 Uy
d’ou
(4) C+ D' +B 42T, — A = uyo + thse + Use + Uee =4 M. +
Enfin, projetant sur le c6té DA, on a
A+ 2T, —B' =2u,,,
2T, — B’ + C' = 214,
C'+D":_2u3,1,
D'+ A'=2u;
d’ou
(5) D 4 A+ C' + 2T, — B'= g+ Uog+ tag + a=4 M. —
Combinant les équations (2), (3), (4), (5) selon les
signes mis en regard, il vient
(6) B'-+D'— A'—C'+ 2T, — 2 T,=2 (M, + M, — M, — M,);
retranchant I'équation (6) de I’équation (1), on a
Al4+C —B — D':4P’: 20/,

3° Désignant par p” le rayon du cercle p', p', p', p, dont
le centre est en M”, et projetant successivement sur AB,
1.
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BC, CD,DA,0n a
C'—Ti=2p,.=2(p"— M), +
T D = gl = 2(M) — ), —
T,— A" =2p . =2(M,—p"), —
B'— T, =2pu= 2(p”-——M':,). -+

Combinant ces équations d’aprés les signes mis en regard,
il vient
(1) A"+ B+ C" +D"— 2T, — 2T,
=8p" — 2 (My+ Mj + Mg + Mg).
Prenant le cdté AB pour axe de projection, on ob-

tient
A"+ 2T, +B" = 2Py +

— B4+ C" = 2Py —
¢ —D" = 2Psas —
D"+ A"+ 2T, = 2p,, +
d’ou
(2) A”+ BN+ D”+ 2T1 —_ C”:—-—' p|a+ P?n+P3¢+P4u: 4M';.
Projetant sur le coté BC, il vient

A+ B"+ 2T, =2pu,
B” 4+ 2T, + C" = 2puy,
C"— D" =2py,

— D"+ A" =2py,

o+

d’ou
(3) B+ C"+ A"+ 2Ty — D"=pu+ pu+ pu-+ps=4M;.
Projetant sur le co1é CD, il vient
— A"+ B =2p,, -+
B+ C"+ 2T, = 2p,, +
C" 42T+ D"=2p,, +
— D"+ A" = 2p,,
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d’ou
(4) C"4+ D"+ B+ 2T, — A”:lhc+[7:c+l73c+}-’u= 4 MZ .

Enfin, le c6té DA étant pris pour axe de projection,
on a

— A+ B =2pu,

. — B+ C" = 2p.q,
C"+ D"+ 2T, =2p;a,

D"+ 2T,+ A" = 2pa,

T

d’ou
(5) D"+ A"+ C"+ 2T, — B” = pa~+ pra—+ Psa + Psa= 4 M.

En ajoutant les équations (2), (3), (4), (5), on ob-
tient

(6) A”+B"+C"+ D"+ 2T+ 2Ty=2 (MM, + M, +M});
ajoutant les équations (1) et (6), il vient
A" 4B+ C"+ D" = 4p" =20".

On démontre d’'une maniére analogue la deuxiéme et la
el
quatriéme partie du théoréme

QUESTION DE MECANIQUE (*);
Pax M. A. TOURETTES.

Une tige dépourvue d’élasticité, qui se meut paral-
lelement & elle-méme sur un plan horizontal parfaite-
ment uni, vient heurter contre un axe perpendiculaire
au plan : déterminer la force du choc et la position de
la tige un instant quelconque apreés la percussion.

Pour avoir le mouvement de la tige, il suffit de con-

(*) Poir P. JuLLiEN, Problemes de Mécanique rationnelle, t. 11, p. 263.
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naitre la translation du centre de gravité et la rotation
de la tige autour de ce centre.
Cela posé, soient

m la masse de la tige,

k son rayon de gyration autour du centre de gravité,

u la vitesse avant le choc,

¢ ladistance du centre de gravité au pointde la tige qui
a regu le choc,

B la force du choc.

Rapportons le centre de gravité a deux axes coor-
donnés Ox, Oy, dont I'origine soit au pied de l'axe
fixe, le premier étant dirigé vers le centre de gravité a
I'instant du choc, et le second du c6té ou la tige tend a
avancer.

Désignons par « I'angle que la direction du mouvement
avant le choc fait avec Oy, et par 6 'angle dont la tige a
tourné dans le sens de rotation qui améne Ox vers Oy.

Soient ¢, v, les composantes de la vitesse du centre
de gravité aprés le choc, paralléles aux axes Ox, Oy;

df . . Qs
= la vitesse de rotation autour du centre de gravité. Si
[4

I’on remarque que B est mesurée par la quantité de mou-
vement communiquée a la tige, et qu’alors — est la vitesse

due a la percussion, en sens inverse de Oy, nous aurons

d6  Be
dt — mk

p=—ucosa — —» ¢, == usina,
m

Il faut une quatriéme équation, puisque nous avons
. db .
quatre inconnues v, vy, —» B. Nous l’obtiendrons en ex-

primant que la vitesse est nulle au point O, au moment

du choc; ce qui donne
B B¢?
& COSE — — = ——-
m  mk*
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Au movyen de ces équations, nous avons successive-
Y ’
ment
mkiu cosa c2u cosa .
0 —— = —— ), —
= agxr ) T axe TS

db __cucosa
dt 4+ k2’

et de ces équations on tire immédiatement

. c’ucosa
r—usme.t + ¢, )’_—-CT_'———‘? >
__cucosa
T+

qui font connaitre la position de la tige a I'époque t
aprés le choc.

EXPRESSION DE s COMME QUOTIENT DE DEUX DETERMINANTS ;
Pax M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri 1V.

On connait les équations
(A—s)e+B"B+By=o,
B”oc—i—(A'—s)ﬁ-i—-By:o,
B'a«+ BB+ (A”"—s)y=o.

Mettons-les sous la forme

Az +B'8 +B'y —sa=aq,

B o + A'B+ By —sf=o,

B« + B + A"y —sy=o,
et joignons-y

I
ax—+ BB+ 77 ——s; =o.
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1l s’ensuit

{ A B B «-
B” A B B
B B A" 7‘:0,
1
= B ;l
ce quidonne
A B” B « A B B
4 !
BATB Py & B |=o
B B A" s
7 iB’ B A”
« B 9 o
A BI/ BI
Quand le dé®erminant A=| B” A’ B |estZo,la
Bl B AI/

surface a un centre et un seul, aucune des valeurs de s
n’est nulle; on a donc alors, pour chacune des sections
principales,

A B” B «

y|BAT BB
BI B AI/ < ’
« B 9 o

chacune de ces sections est en conséquence du genre
elliptique ou hyperbolique.

Quand on a
A==o,

si s est différent de zéro, il s’ensuit A= o; la section
principale correspondante est du genre parabole.
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DETERMINER LE PARAMETRE D'UNE SECTION PARABOLIQUE
DANS UN HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE;

Par M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Henri IV.
Al

Soi xt  y? z? 16 . I'h boloid
oit — +7% —= =1 I'équation de T'hyperboloide
rapporté a ses axes; soit

axr—+ By +9z—p=o
celle du plan sécant, avec la condition

a’a’—}—b’[&’—c’ 72: o;

nous supposerons o + (3% 4 y*=1.
Quand la section est une ellipse ou une hyperbole, on
a, pour les demi-axes d’une section centrale,

2,2 2R2 202
a*a bp cly

\ R—a R_b R+
(1) ] a*bc?
‘ RiR} = 55—
\ : @?o? 4 b2 Bz_ c27z
et l'on a pour la section par un plan (p)
R/? . pz pz —ale?— szz -+ 6’72
R—f_l—a’a’—hb’ﬂ’—c’y’: cpi— azaz__b:pz 3

posons
R? R

1= T W
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Comme on a
v p:_azan_bzpz_'_cz,’?
R’R/_Rsz c’y‘——a’a’——-b’ﬂ’

p’—a’a’—b’{i’-}—c’y’

—abc

’

e

(c"y’—a’a’— bzpz)

ww

RISZR‘: (pz_azaz_bzﬁn_l_cz.),z) R

Njw

(cz,':_ a’a? — b! ‘32)
il s’ensuit
1
(p’ —atal— bzpz + cz.,z)’
abc

=R
De la résulte pour une section parabolique

P
g—=R? —

b ]
abce

donce

En portant cette valeur de R, dans I’équation (1), on

obtient
. 4

3 3
a’ ol : g2 ¢’ g2
2 T 2t 2 2 2 ! [NE)
3 3 3 3 3 3 3 3
(beg)’ —a'p”  (acq) —b'p"  (abg) +c'p

Si I’on ordonne par rapport 4 ¢,on trouve dansle coeffi-
4

©|e

3 7 —O.
3

cientde ¢’ le facteur a?a + b*f3* — c?y* qui est nul.
L’équation se réduit a

wlw

2 4
¢’ [a%a?(c*— %) b* 4B —a? +cY)4-c*y* (b2 +-a?)| —(abe) ' p’ =0,
de sorte que
2

5 (abe)’p’

q —a’a“(c’——b’ +b:ﬁz(_az+cz)+c272(bz+a1)

)

w[»

_ (abc)'p
T ata?+ bapz +c‘7”
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et
(abe)p

3¢
(ai ? + bt pz -+ co.,’)’

q:

c’est la valeur du demi-paramétre.

DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DE L’INEGALITE
a — sina < 2,
' ;

Par M. Josern JOFFROY,

Ancien éléve de 1'Ecole Polytechnique.

Soit arc AM = a dans la circonférence de rayon 1;
le nombre a représente le double du secteur ACM; sina

M

N\
2\

le double du triangle ACM; et a —sina le double du
segment AmM.

Ce segment est plus petit que le double du triangle
AmM, si m est le milieu de I’arc AM.

Donc je puis écrire

a—sina < fAmM,
ou
a — sina < 2MA X Km.

Remplagant MA par sa valeur 2 sin S et KM par sa
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. . a . .
valeur mA.sinKA m ou asin® 5, j'obtiens

4

. . a ., a
a —sina<8sin—sin*| 5 }»
<8y (4)

et a fortior
. a a\* a® :
a—sina <8 (—-) (—) — —+ ¢C. Q. F. D.
2/ \4 4

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1874.

Par M. A. TOURETTES.

Etant donnés un triangle et un point M, on sait
que Uon peut généralement faire passer par ce point
deux paraboles circonscrites au triangle.

Cela posé, on demande de construire et de discuter
le lieu des points M pour lesquels les axes des deux
paraboles correspondantes font un angle donné.

Soient O, A, B les trois sommets du triangle; OA et

: N
OB les axes des x et des y; 8 I'angle AOB; « et {3 les coor-
données du point M; OA = a, OB =5, et K un coef-

ficient variable.

L’équation générale des paraboles circonscrites au
triangle sera

(1) (r —Kz))—K?azx— by =o,

et, pour que la parabole passe par le point («, 3), il
faudra que :

(B —Ka))—K'aa—bf=o,
ou bien que

(3)  (#—ax)Ki—2sBK + f—bp=o.
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Les deux valeurs de K déduites de cette équation sont
les coefficients angulaires des axes des deux paraboles;
soit V I'angle constant qu'ils doivent former, on aura

(K'— K”)sin8
1+ (K'+K")cos§ +K'K”

(3) tangV =
Or I’équation (2) donne

2
KI+KI/= zzap ’ KIKII_:ﬂ bp’

al—aa a’— aa

2 \/aB (bx + aB — ab)

a?—aa

K —K'=

Substituant ces valeurs dans I’équation (3), et rem-
placant « et 3 par x ety, on trouve

z* 4 2x)ycosd +y'—ax— by
(4)

sing
tang V'’

=oa\zy(bz +ay — ab)

le lieu est une courbe du quatriéme degré.
o

. ™ . A
5i V==, le second membre disparait, et l'ona

(5) x4 22y c0sf + y*— ax — by =o.

C’est I'équation d’une circonférence circonscrite au
triangle donné (*).

. ’ » T
Considérons le cas général V .

(*) Les quatre points communs a deux paraboles, dont les axes sont
rectangulaires, appartiennent 4 une méme circonférence; et inverse-
ment, si les quatre points communs a deux paraboles appartiennent a
une méme circonférence, les axes de ces deux paraboles sont rectangu~
laires.

La démonstration directe de ces propositions est trés-simple.

G.



(174)

L’équation (4) développée s’écrira

(2~ 7"+ 22y cosd)?
— a2 (ax + by)(x*+ y*+ 2xy cosh)
4 sin?0
(6) — t?I;g-&.z;y'(b.z‘+ ay)
4 sin%8

tang'V abzxy = o.

+(az+by)+

L’ensemble des termes du quatriéme degré donne des
directions asymptotiques imaginaires : donc la courbe
n’a pas de points a l'infini. On voit qu’elle passe par
I'origine qui est un point double. Les tangentes sont
données par I'équation
4 sin*@

tang'V abzy = o.

(az + by )+
Elles sont réelles et situées dans I'angle supplémen-
taire de 6. Or le choix du sommet O pour origine n’a
rien de particulier; par suite, les deux autres sommets
sont des points doubles; si 'on transportait 'origine en
un de ces points, on trouverait les équations des tan-
gentes en égalant a zéro I'ensemble des termes du second
degré. Examinons la forme de la courbe entre les points
A et B. Pour cela, je pose
= )\p, y =pps
et je substitue dans I’équation (6). On trouve
(M= pr 4 2)p cosO) p?
— [2 (X 4+ bp) (3 + p*+ 2)p cosb)
(7) 4sin’6
—— e (b)
(b |
4ab sin*0

2 —_—
+ (a) + bp)+ tang'V p=o0
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Si l'on fait varier A de 14 zéro etp.de zéro a 1, lerayon
p décrit’angle AOB; nous voyons que les deux racines de
I’équation (7) restent positives et inégales, car la quan-
tité sous le radical a pour expression

4sin‘ 9
tang‘V
4 sin*0

tang'V ° N2 p2 (M + 22z cos 0 + p?) (@* + b* —2.ab cosb),

W (0 + ap)

laquelle est essentiellement positive dans ’hypothése ou
je me suis placé. On aura donc deux branches de courbe
distinctes partant du point A et allant se couper au
point B.

Méme raisonnement pour les arcs comprisentreBet O,
O et A. La courbe se compose de trois lunules qui consti-
tuent une courbe proprement dite du quatriéme degré
et non 'ensemble de deux coniques, car il n’y a que
trois points d’intersection.

Note. — M. Gambey nous a envoyé une solution de la méme question.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATREMATIQUES ELEMENTAIRES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1874;

Par M. C. CHADU.

Etant donné un triangle ABC, on méne par chacun
de ses sommets une droite qui partage le c6té opposé en
deux segments respectivement proportionnelsaux carrés
des cotés adjacents :

1° Faire woir que les droites partant des trois som-
mets concourent en un méme point M ;

2° Démontrer que si de ce point M on abaisse des
perpendiculaires MP, MQ, MR sur les c6tés du triangle
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ABC, les longueurs MP, MQ, MR sont respectivement
proportionnelles aux cétés du triangle ABC, et que le
point M est le centre de gravité du triangle PQR
formé par les pieds de ces perpendiculaires;

3° Calculer, en fonction des cétés du triangle ABC,
la somme M—E—”-l— Nl_(—i+ IWI_{’ ainsi que les cotés et
laire du triangle PQR.

I. — Soient a, b, ¢ les c6tés du triangle ABC; AD,
BE, CF les droites satisfaisant a 1’énoncé.
On aura les relations

(1) BD ¢ AF_ b CE_ @
CD~ &’ BF &’ AE c*
En multipliant ces trois relations membre 4 membre,

on obtient
BD.AF.CE

CD.BF.AE "’

égalité qui montre que les droites considérées se coupent
en un méme point,

II. — Exprimons que le triangle AMC est la différence
des triangles ADC et DMC, nous aurons

(2) 6.MQ = DC (k — MP),

hérant lahauteur du triangle ABC, abaissée du sommet A.
On aurait de méme

(3) ¢.MR = BD (h — MP).
En divisant membre 4 membre les équations (2) et
(3) et tenant compte des relations (1), on obtient

b.MQ _ DC_ &
cMR ~_BD ¢
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ou bien
MQ _ MR
b ¢
par suite
MP _MQ _ MR

b e
Si I'on remarque que
aMP + bMQ + ¢cMR = 2§,

S surface du triangle ABC, on a

p MP MQ MR 2§
(4) W TF T e avbre
On a aussi

5 MP _ MQ _ MR
(5) sinA ~ sinB~ sinC

Les triangles PMQ, QMR, RMP ont respectivement
pour mesure la moitié des produits

MP.MQsinC, MR.MQsinA, MP.MRsinB.

Les relations (5) montrent que les surfaces de ces
trois triangles sont équivalentes; le point M est donc le
centre de gravité du triangle PQR.

III. — Des équations (4) on déduit facilement la re-
lation
WP 4 MQ + MR = 4
Q =axbye
Le triangle PQM donne

—2 ——— —_—
PQ =PM + QM -+ 2PM.QM cosC.

En remplagant PM et QM par leurs valeurs tirées
des équations (4), et remarquant que
2ab cosC = a*+- b*— ¢,

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XIV. (Avril 1875.) 2
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_:*452(201_‘_25:_62)
PQ - (az+ bz+cz): ‘

on a

L’aire du triangle PQR est égale a trois fois 'aire du
triangle PMQ; en désignant par S, I'aire du triangle
PQR, on aura
__3MP.MQsinC _ 6S%adsinC

S 2 T (@ b+ )

3
mais ab sinC = 28 donc
. 128
T a4 b4 )

Note. — M. Jules Lefebvre, d’Amiens, nous a envoyé une solution de
la méme question.

CORRESPONDANCE.

1. Extrait d’une lettre de M. Genocchi. — Dans le
numéro de février 1875 de vos Annales, p. 63, je trouve
un article du P. Pepin, sur une question que j’avais
déja résolue, c’est-a-dire sur la résolution en nombres
rationnels des équations

B4 yr—1=2, 2?— yr—1=uv

Il cite une solution trés-particuliére et incompléte
donnée dansle tome IX, p. 116 (17 série) ; mais il ne con-
naissait pas, sans doute, ma solution qui est tout a fait
générale, et qui a paru dans le méme Recueil, t. X,
p- 80-85. Cet article, qui contient  la vérité quelques
erreurs d’impression, est résumé dans les derniéres
lignes (p. 84-85), et je conclus par ces formules

e Prde e Apr
pP+hq—r P +hg—r

ou p, ¢, r sont trois nombres rationnels quelconques.
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Puisque j'ai commencé a citer mes travaux, j'ajoute-
rai que le Mémoire de M. Picart, dans le tome XII des
Nouvelles Annales (2¢ série), p. 418-422, sur la diffé-
rence n’®™ exprimée par la dérivée n*"*, m’'a fait sou-
venir d'un article sur le passage des différences aux
différentielles, inséré dans le tome VIII, p. 385-388

(2° série).

2. Nous avons regu de M. Bourguet une lettre qui
contient quelques observations critiques, et une nou-
velle solution de la question 1077, déja résolue (numéro
de janvier, p. 77). Nous ferons prochainement con-
naitre la solution de M. Bourguet.

3. Extrait d’une lettre de M. Genty. — A-t-on re-
marqué que la question 1427, résolue par M. Givelet,
n’est autre chose que la question 1071, dont M. Gerono
a donné une solution élégante, ou plutdt sa réciproque
transformée par rayons vecteurs réciproques ? Il suffit de
prendre I'un des foyers de la conique pour centre d'in-
version.

4. Extrait d’une lettre de M. Catalan (Liége, le
25 février). — Dans le dernier numéro des Nouvelles
Annales, M. Bourguet démontre, fort simplement, une
proposition presque évidente, mais qui n’est pas du tout
la généralisation de la question 1135. En effet, soient
k=2, a,=a, a,= b : le théoréme de M. Bourguet
devient

1.2.3.. (pa—1)1.2.3...(2b—1)
I.2...(¢a—1)1.2...(b —1)1.2...la+b—1)

ou

ala+4-1j(a+2)...(2a—1)b(b4+1)(b+ 2)...(26—1)
1.2.3...(a+b—1)

== entier.

12.
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D’ailleurs le petit théoréme d’Arithmétique proposé
aux lecteurs des Nouvelles Annales est-il susceptible
d’une généralisation simple? Je I'ignore. Procédant par
induction, on pourrait supposer que

{fa+1)...2a(b+1)...2b X (c+1)...2¢
1.2.3...(a+b+c¢)

= entier;

mais cette hypothése est fausse. En effet, elle donne, par
exemple,
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Orell, Fiissliet Cie.
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La Théorie des paralléles selon les geometres japo-
nais, mise en ordre par CrLaupEeL. Prix : 50 centimes.
Bruxelles. En vente chez tous les libraires et chez
Pauteur, rue du Bois-Sauvage, 16 {1875).

BIBLIOGRAPHIE ETRANGERE.

Nouvelle Correspondance mathe'ma!iqz’te, publiée par
Evcine CatALAN, ancien éléve de I'Ecole Polytech-
nique, doctear &s Sciences, professcur a I'Université
de Liége, etc., et PavL Mansion, docteur spécial en
Sciences mathématiques, professeur a I'Université de

Gand.

Les articles destinés A la Vouvelle Correspondance mathéma-
tiqgue doivent étre adressés, francs de port, 3 M. Catalun, rue
Nysten, 21 (Liége), ou 2 M. Mansion, rue Savaen, 11 (Gand).
1ls doivent étre écrits lisiblement,

Les auteurs de Notes exigeant des figures sont priés de
dessiner celles-ci sur des feuilles séparées.

La Rédaction ne renvoie pas les manuscrits non insérés.

La Nouwclle Correspondance paraitra (provisoirement) tous
les deux mois, en livraisons de 32 4 48 pages in-8°.

Prix de I'abonnement a six livraisons (environ 240 pages

in-8°):

Belgique......... n fr. 5oc.
France...... .... 8ir.boc.
Etranger......... le port en sus.

Les ouvrages de Mathématiques dont on enverra un ou deux
exemplaires i la Rédaction seront annoncés ou analysés dans
le Journal.

Dans un Avertissement, les deux savants rédacteurs de ce
journal préviennent que la Correspondance s’occupera princi-
palement des parties de la science mathématique enseignées (ou
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qui devraient étre enseignées) dans les établissements d’in-
struction moyenne et dans les cours relatifs a la Candidature ; et
qu’ils essayeront, en particulier, de vulgariser la connaissance
des parties les moins abstraites de la Géométrie supérieure et
de I’ Algébre moderne.

Nous souhaitons la bienvenue et boune chance i la Nouvelle
Correspondance mathématique.

Les trois premiéres livraisons ont paru : la premiére en aott
1874, la deuxiéme au mois de décembre suivant et la troisicme
en mars 1875. Voici les sommaires de ces livraisons :

PrEMIERE LivRAtsON (aotit 1874 ). Avertissement.— Probléme
sur la circonférence ; par M. P. MansioN. — Sur quelques pro-
priétés des fractions périodiques (P. M.). — Remarque sur

™
I’inte’gralef (1 —2acosz + a?)dz; par M. E. Cataran.
o

— Surun nouveau mode de génération des coniques, dd a M. A.
Transon (P. M.). — Démonstration d'un théoréme de Liouville ;
par M. P. Mansiox. — Extraits analytiques : 1. Sur les bissec-
trices d’un triangle. 11, 111, IV. Sur le cercle. V. Surle théoréme
de Dandelin. — Bibliographie : 1. Eléments de Géométrie tri-
linéaire, par Camsier (P. Mansion). II. Les Mathématiques en
Belgique en 1872, par P. Maxsion. — Questions proposées (136).

Druxiime rLivnaisoN (décembre 1874). — Sur lintégrale
f“(__—_____sm’x ’>m dz; par M. Ce. Hermite. — Note sur

o \I —2acosza
les axes instantanés glissants et les axes centraux, dans un corps
solide en mouvement; par M. J.-M. v TiLy. — Questions de
maximum et de minimum ; par M. J. NeuBerGc. — Concours
d’agrégation des Sciences mathémaliques (Paris, 1873}, solution
de la question de Mathématiques élémentaires; par M. J. Nru-
BERG. — Sur certaines courbes quarrables algébriquement; par
M. P. MansioN. — Sur la théorie des transformations biration-
nelles planes en général ; par M. P. Manston. — Extraits ana-
lvtiques = V. Sur les paraboles cubiques. V1. Sur une quartique
unicursale. — Solutions de questions proposées dans la Nou-
velle Correspondance (Questions 1, 3, 4); par MM. P. S, et
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L. Van pExn BroxcH. — Questions proposées (7  28). — Cor-
respondance; par MM. Van Porr et Cataran. — Bibliographie;:
Cours d’Analyse a I’Ecole Polytechnique, par M. Cu. HermiTe
(P. M.). ‘

Trositme viveaison (mars 1895). — Sur [llintégrale

® sin*x m

f ( ———\) dz; par M. J.-L.-W. Graseen, M.

o

1— 2acosz + a?

A. F.R. A.S. — Equation focale des coniques, en coordonnées
tangentielles; par M. J. Neuserc. — Extraits analytiques :
VIIL. Sur les fractions décimales périodiques.- 1X. Racine cubi-
que d’une expression imaginaire. X. Sur les développées des
courbes planes. X1. Les cubiques unicursales sont des cissoides.
XI1. Construction des rdcines réclles d’une équation du qua-
triéme ou du troisiéme degré au moyen d’une parabole fize.
Trisection de l'angle. X1, Sur les polygones réguliers. — So-
lutions des questions proposées dans la Nouvelle Corresporn-
dance (questions 2, 13, 14, 15, 16, 17, 23); par MM. VaN vEN
Brorcr, Meépurrus, DErRousseEau, CeARLIER, PaurLer. — Ques-
tions proposées (28 a 37). — Bibliographie : IV. Essai sur une
maniére de représenter les quantités imaginaires dans les con-
structions géométriques, par P. Arcann. {P. M.)— V. Bullettino
di bibliografia e di storia delle Scienze matematiche e fisicke,
de M. Boncompacnr (P. M.).

Principes de la théorie des déterminants, d’aprés Baltzer ct
Salmon ; par P. Mansion.

SOLUTIONS BE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1137

(voir a® sérlo, t. XIII, p. 207);

Par M. MORET-BLANC.

Deux hyperboloides sauches Hy, Hy ont une gene-
ratrice commune L. Par tout point m de L passent
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une genératrice Ly de H, et une génératrice L, de H,.

Comment varie 'angle m quand m parcourt L?
(DewuLr.)

On sait qu'il existe sur la génératrice L deux points
ou les hyperboloides H,, H, ont le méme plan tangent.
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