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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE »q LETTRES ÉG4LES 3 A 3 ,
QUAND 3 LETTRES CONSÉCUTIVES SONT DISTINCTES;
CALCUL DE LA FORMULE GÉNÉRALE; APPLICATIONS;

PAR M. A. VACHETTE.

[.CITE'*).]

XI. Des variétés dune même espèce ; moyen rie sim-
plifier le calcul.

Le nombre C7,3 contient le facteur P7 , et le quotient

cfJ - - —— désigne le nombre des variétés; car, si l'on prend

une des permutations de cette espèce, les q premières
lettres <:*, Z>, c,... de chaque série de troi^ lettres sem-
blables forment une des permutations simples de l'es-
pèce Pr/; et, si l'on forme toutes les permutations* de cette
espèce, en ayant soin que les mûmes systèmes de places
soient occupés par trois lettres semblables, on ne change
pas la nature de la permutation; les numéros, occupés
par trois lettres semblables, demeurent les mêmes; toutes
les permutations correspondantes sont comprises dans
ce qu'on appellera une même variété. Donc

Tout nombre N7 (a), où a est la désignation du nombre
et de l'espèce des intervalles qui entrent dans la permu-
tation, contient en général le facteur 3^P7 , et le quotient

(} J-jT désigne le nombre des variétés de cette

{*) Nouvelles Annales, 2e serie, t. XV, p. \l\r).
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espèce. L'existence du facteur P7 se rencontre pour N^ (oty,
comme pour C7?3; mais, comme on peut ici commencer la
permutation par Tune de ses ?>q lettres, sans changer la
variété à laquelle elle appartient,, les lettres situées en de-
hors des intervalles occupant toujours les mêmes sys-
tèmes de places par rapport à ces intervalles, le nombre

N7 (a) est divisible (en général) par 3 qy et - q désigne
^ q

bien le nombre des variétés. Donc

On peut voir sur la formule abrégée (X)

C ? .3 - *;q(3q - 7 ) ( $9 ~ S ) C, _,...+ ^ - 2,

où S est une somme de termes de la forme N7_1 (a),
l'existence du facteur Vq dans C7?3; car C 7 _i j 3 —P^ cq_iZ

et chacun des termes de S contient en général le facteur
3 [q — *)Pfl—n de sorte que, 6 étant ce que devient 2
quand on le divise par ce facteur,

d'où

on écrit simplement cq ou c^,! au lieu de c7;3 et c7_1?3.
J'ai dit plus haut en général, car il y a des excep-

Na (a ) , . T • -i i o

tions : - ~ j — n est pas toujours divisible par ôq.
Un premier cas se présente quand a désigne un seul

intervalle formant à lui seul la permutation 5 on n'a à
considérer que les deux espèces N2 (.s6) et N7 (f3<7).

Pour N2 (s6) = 1 (IV), on a vu qu'elle ne contenait
qu'une variété symétrique de fraction | *, d'où



"*M = ^ T = Ï P o U r N*('3,) = 3 P 7 , il n'y a

qu'une variété symétrique de fraction - (IV), d'où

nAt*i)=z'^pi = ^ e t en particulier ii,(f,) = i .
oqrq q

Un deuxième cas se présente quand a désigne plusieurs
intervalles, et que la permutation peut se partager en x
groupes, tous composés de la même manière, ce qui n'a
souvent lieu que pour certaines variétés de l'espèce
N ^ a ) ; x est inférieur ou au plus égal h q et diviseur
de P7. L'une de ces variétés donnera -permutations

et ne comptera que pour - dans le nombre /?7 (a) 5 d'ail-
leurs, dans ce cas, a contient souvent plusieurs inter-
valles identiques de composition, et, en étudiant Je
nombre des variétés par rapport à l'un des intervalles,
on divise le nombre trouvé par le nombre des inter-
valles.

On peut croire que la formule est illusoire pour q = 3 ;
mais on a

JC3,3 = 2Na(*6), d'Où C3,3^6--rrP3,

ce que l'on vérifie directement; on a la seule variété

abcabcabc,
et par suite c3 = 1.

En développant le 6 qu'on a écrit plus haut, on a

y_, [sb)

7_, (pes4)
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( s u i t e ) - - 2 / ? 7 _ , [sb Aj) - i - 2 / ? 7 _ , v ^ ^ 4 ) - 1 - 4 ^ - 1 1^5*3/

Dans les formules qu'on pourra établir pour le» cal-
culs des espèces ]N^(a), on calculera ordinairement le
nombre des vaiiétés nq (y), ce qui simplifie l'écriture.

XII. Décomposition des B373; valeurs de C^* et Ci,.

On a trouvé

On a trouvé
C 3 f i - - P 3 e t r . _ 1 ( X I .

Dans les espèces h un intervalle , il n'existe que

PS, (In)" 3 P 3 , d'Où ?>,(tç>)~---].

Dans les espèces a deux intervalles, il n'existe que :

i° INa'/>Î,,AV)C — g P 3 ( I \ ) • abaca et bcbc sont complé-

mentaires-, d'où //} (;?b, ,<H)~- 1.

20 ^3 >^3^0 -— 9 P 3 ; il n 'y a qu 'une seule variété

asymétrique
aba ( bc abc,

d'où - 3N3 (2.sa)o = 1, et par suite "3(^3)0= M et

d'ailleurs /J3 ( 253 = 1.
On verrait directement qu'il n'y a point d'autres

espèces*, mais la décomposition est maintenant com-
plète, car

C3 -1- N3/9Ï H- N 3 ^ 0 H- N3(/;5,^
-= P3 -+- 3 P3 -+- 9 P3 -h 9P3 = 22P3 = B3 3.

Si l'on applique la formule Cr/?3 (XI) pour q ~ 4, et
qu'on prenne /23 (/q) au lieu de 2«3(f9) (V et VII), on
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aura

To C«*3---J l0ct - » - " J v^} -f-3/?3 l/>6.v4) -+- 12* .

~_- -J-1 o - j - ~ -h 3 -f- I 2 -r- T = 19 -h j .

et <? i =:59.

XIII. Décomposition des espèces à plusieurs inter-
valles, quand il y a lieu»

i° Sept de ces espèces sont indécomposables :

N7 [p-, s, '

IV*

N , ( 2 . v 4 ,

ababcbc
ababab

ababab

a baba

abab,fdW/

abab. cdcd

et

et

et

et

et

et

cdcd,

cdc,

cdcd,

efcf%

2° Six se décomposent en deux espèces N7(/>7,.y3);
avec le p 7 , abahebe , 3̂ a, ou non, une lettre commune,
de sorte qu'il entre quatre ou cinq lettres distinctes dans
les deux intervalles, ce qu'on indique par l'exposant 4
ou 5 donné à la parenthèse. On aura

^ V A » 7 V * 1 ' 4 ) 7 7 7 ( ( l n ( l 0 U < l c d ) ^ r
1'' ', ababcbc avec ) — - f; 7 > 5 ;

^q[Pi>sz 5 ' ( ded )

la première est à variétés réciproques.
N7 (/?6, .s'v), avec le /?6, abacac on cacaba, ,v4 a, ou

non, une lettre commune 5 on a deux espèces à variétés
réciproques :

- l/m/[* OU

abacac ou cacaba avec

N7 '.ç.,, .93)5 avec le.v.,, ababa, ss a, ou non, une lettre



[ '98 )
commune :

cbc

N,
ababa avec

cdc* q I • ' a * * S }

^q ( S 4 , A 3 ^ avec le sk, abab, s% a, ou non , une lettre
commune :

7 ( abab avec j — •— !; q^>^,

la premiere est à variétés réciproques.
N7 (2 53)0*, avec aba^ le ,Î3 consécutif est c&c ou cdc\

dans le premier cas, ils ont même médiane, ce qu'on
indique par o ?3 m^ :

Ny(2J3/wJ0 /7/yfl c^r q- 3, 7 n^ 4man(lue>

2 5,77?! indique suffisamment qu'il n'y a que trois lettres
distinctes.

N7 (2 s4, ç3) *, avec I'undesdeux54, dbab et eded, s5 a, ou
non, une lettre commune :

. , ( eae ou ^ f ^CP, ̂ c?̂ ,
abab eded avec ** — ' — '

la première est à variétés réciproques*
3° Une espèce se décompose en trois J\7(/?5 s4), selon

que 54 a deux lettres communes avec /?5, une seule ou
aucune :

NJ( /?5^I , bcbc^ ou cbcb^tj— 3, 7̂1— 4 et <7_ ô manquent,

N 7 ^ / ? 5 s , 4, a b n c a a v e c b d b d ^ o u d h d b ^ c d c d % d c d c s q ^ ^ ^

la première a ses deux intervalles complémentaires et
peut être désignée par N^ (p&ss)

c: les deux premières
sont à variétés réciproques.
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4° Deux se décomposent en quatre espèces.
N7(p«; v3

N -, avec le p 5 , abaca, 53 peut avoir deux let-
tres communes, une seule extrême ou médiane de s3,
aucune :

/ bcb ou cbc9 q ^ 5,

1 ~
] bdb ou cdc n ^> A,

abaca avec / — 1

i dbd ou dcd Q^â-,

Les notations ms et A7i2, placées après la parenthèse, signi-
fient que p5 et 53 ont trois ou deux médianes distinctes.

bcb
N7 (2 53h avec ahn% le second ^3 est bab, > cbc, cric;

on aura

INy^2^3 /T?2 \ #£/? avec >̂CÂ ou r^rr;

il y a trois lettres distinctes, ce qu'indique la nota-
tion 2 si et deux médianes distinctes : elle est à variétés
1 éciproquos , q j> 4 .

3N? ?$,«!, , 7 3,

5° Une espèce se décompose en cinq, N 7 ( J J 6 , Î 3 ) . .I

\ariétés réciproques :

abacac
s , c , avec / ^ ^ . « ^ > (>,

cacaba

fl' bacac
W,, ~ a\e< rM /̂

cacaba — -'

il y a même médiane; (j ̂ > /\ :

r^ c// o « 7
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deux médianes différentes et trois lettres intérieures dis-
tinctes è, c, d, d'où la notation m\ ; y<;5 :

abacac
N7>6.v,;1/?^, — a vec ded1 xi ' 2 cacaba '

deux médianes différentes et deux lettres intérieures dis-
tinctes è, c, d'où la notation m\ \

ahacac
Rn [PG^3 S " avec ded;

ca cac a

6° L'espèce N7 ($4, zsz) se décompose en sept :

cdc, dcd; q T> 4,

C— dbd; y > 4 ,
ebcy

cac, dbd; ql~^ ^

ede, ded; q ^ 5,

cdc, ede ; q ""-"* 5,

' ded^; q r> 5,

cfir, e/e; q l 6.

7° L'espèce N?(353j se décompose en huit :

N?(3.*Vr; aba,bcb v\ cac; q $,

N^ v 2^'3 ss\ ; a ba y bab et cdc ; q ̂  5,

N^'3J 3 W,1; aba,cbc, dbd; <y7'4>

N? 3s* //i2); «Z?« c^c, et •

il y a quatre lettres distinctes et deux médianes diffé-
rentes ; q ̂  > 4 •

N 7 I2^W 3 , .T , "m,; aba^bcb et



quatre lettres distinctes et trois médianes différentes. On

voit que aba, bcb, dad donnent la même espèce que

aba, bcb, cdc ou bcb, cdc, aba- dans la première suite,

la médiane c n'entre qu'une fois comme lettre, et dans

la deuxième suite, c'est la médiane d\ q^ 4 :

N?( 2.Ç3 m29s^Y'9 aba, bcb, ded; q^>5,

Ny(253 /?/,,53)
5; aba, cbc, dcd\ q^>5,

Ny(3^3)
6; abn, cdc, efe\ q^^G,

XIV. Calcul direct de ces espèces pour q = 4> va-

leurs de C5j3 et de c3.

On ne calculera que les nombres de variétés.

i° Termes à un intervalle.

On voit aisément que /?4(.ç3)? nk(s$), fh{p&)'> nu(lh)

n'existent pas; par exemple, avec le/76, a bac ac, on ne

peut associer utilement les six lettres bb, c, ddd.

^4(^10)5 ^ 4 ( ^ 9 ) ? w ' * ( ^ 9 ) i ^ 4 ( ^ 8 ) e t nh(t'^j n ' e x i s t e n t p a s

p l u s q u e / ? 3 ( / ? 7 ) , / 2 s ( . ç 6 ) , n ^ ( p G ) , z / 3 (so) v t n ^ ( p b ) , a u x -

q u e l s i l s s e r a m è n e n t .

nk 'Pb) ~~- 2. abaca dh.cdbc.d,

« i ' s4) - - 2 abab cdacdhcd,

nâ '^3 ' —_ 16 nba ' « w a . . . . L\

cdahcdbid 3
cdh *<db<d 2

cdabcd 7

16

20 Termes à deux intervalles; on a vu (XIII) ceux qui

existent pour q =• 4 •

/z4(j5.ï4) rrr 2 cibabct ededaed i

La réciproque i
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- M n ' y <* H u e ^a subdivision nk[pt

<? bacac dbdb cd i

La réc iproque. . . . i

2

2=r/2 4 ( S4 «f j)
3 + «4 ( - W j ' = 4 + 8>

abab dcbc dard i

dcadcbcd i

2

Les réciproques 2

4
abab cdc, "d ( d 3

dacdc bdc i

Les réciproques 4

8

? il n'y a qu'une subdivision «4 (/>
a ba ra b dr de bd i

La réciproque i

2

ü- n* [Pbs->, *m . -+- /?, P'*Si*W2~ 4

abaca de bdb rd i

La réciproque i

'2

abaca dbdebde i

dbc dbdr i

2

Les réciproques 2

4

4 -t- : -• r > ,



et en même temps

ru[isA)0 - 7,

aba d bcb dcadc i

cd bcb dacd

Les réciproques 2

4
/ibadcbcdabcd 7

abacdca bdcbd 1

bd?bcd 6

abadbcdcabcd 5

aba dba cdc bdc «

cdb abd \

i3

Ce sont des \a-
rietes symétri-
ques de frac-
tion T.

4> il n ' y a qu'une subdivision /*4(/

d. . . . 1

Les réciproques. . .

abab cdcdabcd. . . . 5

3° Termes à trois intervalles :

!
Variété symétri-

que de frac-
tion \.

7 , ' S u , 2 J 8
V . ~ 8 / 2 4 f ^ 4 , 2 5 r

3 ) H - W 4 ( $ i , 2 «"^ / w , ; 4 - ! n A ' S t 9 2 s \ u
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abav.d bah cdcd 2

aha db eb a cdcd... 1

dede

Les réciproques. . . . 2

4
aha cdc a bdhd

dhdh

c. 1

+ n< (3.9* mz) + nK [Zshms) =-- f + 2 + 6 + j

aha cl heb dcac d ~ ( Variétés symétri-
{ ques de i'rac-

La réciproque 7 ( tion *.

>̂ ̂ / / 7 c d c . . . . 1

La réciproque 1

2

ahal(\ a bch clcd 2

cdbcb a clcd 1

3
Les réciproques. . . 3

6
aha chcdhd acd 1

1 Variété symétri-
ahadchcadhdc . . . . ' | que do frac-

^ tion ~.

4° La formule C7>3, si Ton y fait q = 5, donne

O I j

- ! - 6 7/4 v /?5^3) - ' - 27Z 4 ' . M i ) - -

4 « , .^4, ° v , -:- 8 7 ? , 3 « < \ ) :



substituant c,t = 09, et tous les nombres qu'on vient de
calculer :

- -C,,5 —~2S 59-1-20.2 «-35.2-j-56.16-}-2.0-1-4.4

- - 3 . 0 - ^ - 6 . 6 - 1 - 2 . 2 - 4 - 8 . ^ - 1 - 14.12 + 24.24

. - - 7 -J- 4 .8 -J-8.10

' . J 6 5 2 -t- 40 -r- 70 -f- 896 -h 4 -+• T6 - - 6 -h 36

-f- 4 — 44 -+- lG8 -t- 576 -J- 7 - r 32 H- 80

Cs , -P 6 ^ 1652-4- 3.1979) --Pafi652 +5937) ~P5 .7589,

résultat que j 'ai vérifié directement.


