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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

THEORIE DES INDICES;

Par M. FAURE,
Chef d’escadrons d’Artillerie.
[surTE (*).]

82. D’aprés la relation (¢) du n° 65, les points d, d’
étant les sommets des deux triédres correspondants ABC,
A'B'C,

Tanr Taw

SinAAsinV A’ milha

de sorte que la relation a trois termes du n° 56*devient

_ I,{dl Vsin)E.sin)"E’
dppr=— — 2 —— Lo

Menons par le point d trois plans rectangulaires E, F,
G, et par le point d’ trois plans E/, F/, G’ paralléles aux
premiers. Si Pon applique aux trois systémes EE/, FF/,
GG’ la relation précédente, et si I'on observe que, par le
théoréme précédent,

P,— S?

1!2

Igp + Ippr + Igor=

b

on a celui-ci :

Etant donnés deux tricdres correspondants v,

(*) Nouvelles Annales, 2¢ séric, t. XV, p. 251, 292, 339, 451, 481, 529.
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+'w!y! par rapport & la surface S et ayant pour sommets
les points d, d'y on a la relation

cosh)’ -+ cospp’ +‘c05w’ o S?—P,

I)J\’ Ip.;n,’ Iw’ - ldd'

dans laquelle S} indique la somme des carrés des demi-
axes de la surface, P, la puissance de son centre par
rapport & la sphere qui a pour diamétre dd'.

83. On donne une surface du second degré S et deux
points d et d'; par le point d on méne trois axes rec-
tangulaires X, 11, v, et par le point d' trois axes X, y', v/
paralléles au premier, la somme

Lo + Ly + Ly

est constante quelle que soit la direction des axes. La
constante a pour valeur

Ygar [

<. TR?

St p

P désignant la puissance du centre de la surface par
rapport @ la sphére adjointe au systéme des plans po-

. . . 1
laires des points d et d' relative & ce centre, S la somme

des carres des valeurs inverses des demi-axes de la sur-

face S.

Imaginons la sphére S’ de rayon r qui a pour centre
le point d; les tridédres Auv, 2'p’v" sont correspondants

. ; RSNTPPN 1
par rapport a cette sphére. On a donc, d’aprés (69), S

étant la somme des valeurs inverses des carrés des demi-
axes de S,

/ . ’ \
I’A‘L’ I:L"L' I-n’ Ifld’ [ re re IFF/
U "FT--!—-I—,—:I—,—(-,;'—LI—_, — |
DY w ! dar \ L
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en désignant par F et F’ les plans polaires des points d'
et d par rapport a la surface S. Or

I ’
L=t fu=—n

’ ’
lﬂ' - IP 2

"

il en résulte

mais, f étant le pdle du plan F' par rapport a la spheére,
et o le centre de S,

r"l'“-/:: (d, F) (f, F), =Igp= (o, F) (d’, F'),

. (d', FI)
Lig =— (6, F) ’
d’ou
ol 1 OF __ (4 F)(AF)
i - (0, F) (0, F/)
Nous avons aussi
(d, F) (d, ¥')
= Ig——
Rt % H i O &
d’ou
. (d,F) (d, F’)
Lipla= (@, F) (o, F) )

et par conséquent

L (4F)[(4F)—(AF)]
D=3 - [ (o, F) (o, F') -[

Or
df (d,F')=r? (d, F)— (f,F):dfcos(F,F’);
done

21 _ L cos(F, F')
WS T [0, F) (0, F)

Sil’on construit la sphére adjointe aux plans F, F’ rela-
tive au centre o de la surface S, la puissance du point o
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par rapport a cette sphére a pour valeur ———()%'——F)’—
le théoréme est donc démontré. ¥

Lorsque les points d et d' coincident, on voit que la
somme des indices de trois axes rectangulaires passant
par un point fixe d est égale & la somme des carrés des
inverses des demi-axes de la surface S, multipliée par
Uindice du point d et diminuée de U'inverse du carré de
la distance du centrede S au plan polaire du point d,
1

Ia
I I L= — ——
a1, + 3 (O,F)’

84. D’aprés la relation (5) dun® 65, on a

Lo _ Iy

(aya)(ay o) - I“/,
D et I désignant les plans des deux triangles corres-
pondants abc, a'b'c/, « et & les cOtés opposés aux som-

mets a et @'. A l'aide de cette relation, celle a trois termes
du n° 53 nous donne

L= 1oy [ (2 0) | (2808 (er0](1])],

ao! Tgar I.ﬁr

Supposons les plans D, D’ paralléles. Tragons dans le
PP P » P ¢

premier deux droites ¢, p perpendiculaires entre elles, et
dans le second deux droites €', 9’ paralléles aux pre-

s ¢ P P

miéres. Sil'on prend le point e a I'infini sur ¢, le point ¢
a linfini sur ¢’, et que ¢, soit le demi-diamétre de S pa-
rall¢le a €, la relation précédente donne

I €0S gz cos go’
— = Ipy 2 —_—

2
€ | )

- - . \ 1 \I
et, si 9, est le demi-diamétre de S paralléle a ¢, on a de
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méme
1 coSex cosea’
——z— == IDD' Z — ¢
P Iaa’

L’addition de ces deux égalités donne ce théoréme :

Sidans deux plans paralléles D, D' on prend deux
triangles correspondants a3y, @'y’ par rapport & la
surface S, la somme

’ 7 ’
coSax cos COS Yy
. CosBE’ | cosyy

IGE’ I@gl ITTI

est égale & la somme des carrés des inverses des demi-
axes de la section diamétrale paralléle aux plans D,
D' divisée par Uindice du systéme de ces plans.

Propriétés des systéemes de points, droites et plans
conjugués & une surface du second ordre.

85. Deux points sont conjugués lorsque le plan po-

laire de I'un passe par ’autre. Deux droites sont conju-

]
guées lorsque la polaire de I'une rencontre 'autre. Deux
plans sont conjuguds lorsque le pole de I'un est situé
dans l'autre. Un point et une droite sont conjugués lors-
que le plan polaire du point contient la droite. Une
droite et un plan sont conjugués lorsque le pdle du plan
est sur la droite.

Lorsque deux systémes correspondants coincident, ils
forment un systéme conjugué.

Les théorémes que nous allons énoncer se déduisent
immédiatement de ceux qui ont été démontrés précé-
demment : nous nous bornerons pour chacun d’eux a
rappeler le numéro d’ou ils sont extraits.

1° Le produit des indices de deux points conjugués
est égal & Uindice de la droite qu’ils déterminent, mul-
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uplié par le carré de leur distance
—
LL=ab I. (59,3
2° Le produit des indices d’un point et d’une droite
conjugués est égal a U'indice du plan déterminé par le
point et la droite, multiplié par le carré de la distance
du point & la droite
LI, = (¢, 7)*Tp. (65, 8)
3° Le produit des indices d’un plan et de son péle
est égal et de signe contraire au carré de la distance
du péle au plan, divisé par n*,
(4, D)
2

™

I,j ID = . ( 65, a)

4° Le produit des indices de deux droites conjuguées
(qui se coupent) est égal & lindice du plan quelles
déterminent, multiplié par Uindice de leur point d’in-
tersection et par le carré du sinus de leur angle

LI =ILIpsin?By. (63, 2°)

5¢ Le produit des indices d’une droite et d’un plan
conjugués, pris en signe contraire, est égal & U'indice
de leur point d’intersection, multiplié par le carré du
sinus de leur angle et divisé par =*,
I;sin*(», C)

Llg=— ]

- (65,¢)

6° Le produit des indices de deux droites polaires
réciproques par rapport & la surface S est égal et de
signe contraire au carré de leur plus courte distance,
multiplié par le carré du sinus de leur angle et divisé
par ©*, '

v

LL=— 220 (65,a)
T
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7° Le produit des indices de deux plans conjugués,
pris en signe contraire, est égal & Uindice de leur droite
d’intersection multiplié par le carré du sinus de l’angle
de ces plans et divisé par ©*,

sin?ABI, )
" (61, 3°)

IA IB ==

8° Le produit des indices des sommets d’un triangle

conjugué est égal & Uindice du plan du triangle, mul-
tiplié par le carré du double de sa surface

LLI = fabe Ip. (59,2°)

9° Le produit des indices des faces d’un triédre con-
jugué est égal i U'indice de son sommet, multiplie par
le carré du sinus de angle solide formé par des nor-
males & ces trois fuces et divisé par ©*,

sin?AB
I,\IBIC:I—‘]lr;—A—(:- (61, 2°)

]
10° Le produit des indices des cétés d’un triangle
conjugué est égal au carré de Uindice du plan du
triangle, multiplié par le carré de sa surface et divisé
par le carré du rayon du cercle qui lui est circonscrit,

Ju— Dz 2 o
LLL =51 (64, 1°)

11° Le produit des indices des arétes d’un triédre
conjugué est égal au carré de U'indice de son sommet,
pris en signe contraire, multiplié par le carré du sinus
de Uangle solide déterminé par ces arétes et divisé
par w*,
I sin®hpy
.

LIL—=— (63, 1°)

12° Le produit, pris en signe contraire, des indices
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des sommets d’un tétraédre conjugué est ¢gal au carré
du sextuple de son volume, divisé par ©°,

1,161010,:—-(%‘}”- (89, 1°)

13° Le produit, pris en signe contraire, des indices
des arétes d’un tétraédre conjugué est égal & la sixiéme
puissance du sextuple de son wolume, divisé par le
carré du produit des arétes et par ©°,

(6V)r

76 p:

LLLLLL=— (65, ¢)
14° Le produit, pris en signe contraire, des indices
des faces d’un tétraédre conjugué est égal & la sixiéme
. : Jis g
puissance du triple de son volume divisé par quatre fois
le produit des carrés des aires des faces et par ©*
p . p y

(3V)e

Liplglp=— FA_EQCZDQ *

(61, 1°)

15° La somme des inverses des indices de deux points
conjugués est égale a Uinverse de Uindice du point mi-
lieu de la corde déterminée, dans la surface, par la
droite qui joint les deux points (60, 3°).

16° La somme des inverses des indices des sommets
d’un triangle conjugué est égal & Uinverse de Uindice
du centre de la section déterminée, dans la surface,
parle plan du triangle (60, 2°).

17° La somine des inverses des indices des sommets
d’un tétraédre conjugué est égale @ — 1 (60, 1°).

18° La somme des inverses des indices des cotés d’'un
triangle conjugué est égale a la somme des carrés des
inverses des demi-axes de la section diamnétrale paral-
léle au plan du triangle, divisé par Uindice de ce

plan (84).



{ 13)

19" La sommc des inverses des indices des arétes
d’un triedre conjugué est égale au carré dela distance
du centre de la surface au sommet du triédre diminué
de la sommme des carrés des demi-axes de la surface
et divisé par Uindice du sommet du triédre, pris en
signe contraire (82).

20° La somme des inverses des indices des arétes
d’un tétraédre conjugué est égale & la somme des carrés
des demi-axes de la surface prise en signe contraire (71).

21° Un tétraédre étant conjuguc a la surface S, la
somme des rapports que Uon obtient en divisant le
carré de la distance d’un point o' & chaque sommet du
tétracdre, par Uindice de ce sommet, est égale a la
somme des carrés des demi-axes de la surface diminuée
du carré de la distance du centre de la surface & ce
point o' (12),

22° Lorsqu’un tétraédre est conjugué ala surfaceS,
si l’on circonscrit au tétraédre une seconde surface S',
Uindice du centre de S par rapport & S' est égal & la
somme des carrés des rapports que U'on obtient cn divi-
sant trois diametres conjugués de S par les diamétres de
S respectivement paralléles (T4).

Si 8’ est une sphére, on a ce théoréme :

23° Lorsqu'un tétracdre est conjugué a la surface S,
la somme des carrés des demi-axes de cette surface est
égale & la puissance de son centre par rapport & la
sphere circonscrite au tétraédre (73).

Si S est une sphére, on a celui-ct :

24° Un tétracdre étant conjugué a une sphére, st l'on
circonscrit a ce télraédre une surface §' du second de-
gré, la somme des carrés des inverses des demi-axes de
S' est égale a lindice du centre de la sphére par rap-
port a S divisé par le carré du rayon de la sphére (75).
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25° Lorsqu'un tétraédre est conjugué a la surfuce S,
la somme des inverses des indices de ses faces, prise en
signe contraire, est égale a la somme des carrés des
rectangles construits sur les demi-axes de la surface
(7).

26° Lorsqu'un tétraédre est conjugué & la surface S,
la somme des inverses des indices de ses faces, prise en
signe contraire, est égale & Uindice du centre d’une
sphére inscrite au tétraédre divisé par le carré du rayon
de cette sphére et multiplié par =* (55).

La comparaison de ces deux théorémes donne le sui-
vant:

27° Lorsqu’un tétraédre est conjugué a la surface S,
la somme des carrés des inverses des demi-axes de cette
surface est égale a U'indice du centre d’une sphére in-
scrite au 1étraédre divisé par le carré du rayon de cette
sphére (80).

28° Un tétraédre est conjugué a la surface S; d’un
point quelconque f, on abaisse des perpendiculaires sur
ses faces, et 'on fait passer une sphéere par les pieds
de ces perpendiculaires. Si Uon désigne par g la pro-
jection du point f surle plan polaire de ce point f pris
par rapport a la surface S, la somme des carrés des in-
verses des demi-axes de la surface est donnée par Uex-

pression
Ir ( Pf>
fr I— F‘ »
S8 g

Py et P, étant les puissances des points f et g par rap-
port & la sphére (78).

29° Ur tétraedre est conjugué a la surface S; du
centre de cette surface on abaisse des perpendiculaires
surles faces du tétraédre, et Uon fait passer une sphére
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par les pieds des perpendiculaires. La somme des carrés
des inverses des demi-axes de la surface est égale a
Uinverse de la puissance de son centre par rapport a la
sphéere (79).

30° Un tétraédre abed ou ABCD étant conjugué a la
surface S, l'indice du systéme des points e, € est donné
par la relation

(e, A) (€, A) N (e,B) (¢', B)

I, T
L (88
(e.C)(¢,C) (e, D)(e, D)
S P A T ‘

_— ‘K’],ev:

Uindice du systéme des plans E, E' est donné par la
relation
(1,B) (@, F) (b, B) (6, F)
a I
L (©E)(F)  (4E)@,E) (

-+
Ic ]d ’ !

— x? IEE' =

(56)

Uindice du systéme des droites ¢, ¢ est donné par les re-
lations

ﬂ‘rzf.c{f"luf.:z (€,A) (f,A)

(e:4) (£,4) l
(e

B) (f,B) (e',B) (f’,B) I,1°
—'m*sinEF sinE' F/ 1,
:2 (a,E) (a, T) (a, E") (a,F’)’-l_
(6,E) (8,F) | | (&,E") (b, F) | LI’

selon que les droites sont déterminées par deux points
ou deux plans (57).

31° Un triangle abc ou af3y étant conjugué & la sur-
Jace S, si Uon prend dans le plan du triangle deux
pointse, €, on a

(6, ) (), (e,8)(€.8) . . (e7) (1)
T R T R P

Ly=

(85]



( 16)

ou bien, D étant le plan du triangle,

o, [ el B (ol a
13 B ¥

32° Un triédre ABC ou Ay étant conjugué a la sur-

Jace S, si Pon méne par son sommet deux plans E, E/,
on a

sinAEsin)E’ sinpEsinpE'
BB = TTOniA L+ sinfpB °
- ¢ > (56)
sinvE sinyE’ ,
sintC @

ou bien, d étant le sommet du triédre,

1, sinAEsin)\ E/ . sinpEsinp B/ N sinvEsinyE"
I 1, L

33° Un triangle abc ou «fBy étant conjugué & la sur-
face S, si Uon trace dans son plan deux droites ¢, ¢,
ona

Lo— (aye)(a, ) 1

(bes) (b)), (ere) ()
(a,a)’ I I

G667 " T (oyr 7

ou bien, D désignant le plan du triangle abc,

e e R @_w].

a

(87)

Ia ]b Ic

° Un triédre ABC ou \uv étant conjugué a la sur-

SJace 8, si, par son sommet, on méne deux droites ¢, ¢,
on a

sin(e, A)sin(&’, A) sin(z, B)sin(¢', B)
In.’ T T N TRy L s S
sm’()‘ A) b+ sin?( g, B) L.
) (87)
sin(s, C)sin (¢, )
+ ———~_ L,
sin?(v, C)
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B
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ou bien, d étant le sommet du triedre,

CeL—I, sin’e, A)sin(¢', A) " sin{e, B)sin (¢, B) + sin (¢, C) sin (., €
IA IB IC

35° Un segment ab étant conjugué a la surface S, si
Uon prend sur ce segment deux points e, €',

;ZZIC,::eb.e'bL%—ea.e'aIﬁ. (55)

36° Un diédre AB étant conjugué a la surface S, si
par son aréte on méne deux plans E, E', on a

sin?’ ABIgg == sinEB sinE'BI, + sinEA sinE’AT,. (56

37° Un angle i étant conjugué & la surface S, si
Uon méne par son sommet et dans son plan les droites
- 14
s, e, ona

sin®duly=sin(e, p) sin (€', 2 )T+ sin (¢, X ) sin{e/, M) 1. (87

38° Si I'on suppose que le sommet 4 du tétraédre abed
conjugué a la surface S coincide avec le centre o dela
surface, les points a, b, ¢ seront a I'infini et oa, 0b, oc
seront les directions de trois diamétres conjugués de la
surface. Nous désignerons par A, u, v les longueurs des
demi-diamétres ainsi déterminés. Le plan D sera & I'in-
(ini, et I¢s plans A, B, C passent respectivement par les
diamétres pv, vA, Ap.

Les relations exprimées dans les théorémes précé-
dents (30°) deviennent les suivantes :

Indice du systéme des deux points e, ¢’ :

1, — (fg{\)ﬂ(ef, A) , (eB) ({e,,B) L (eC)(0)
2sin?(, A) ¢ sin?{g, B) v sin'(v, C)

Indice du systéme des deux plans E, E':
n*lgg = (0, E) (0, E') — A*sin)E sin) E/
— w*singEsinpE'— v sinyE sinvE’.

Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. XVI. (Janvier 1877.) 2
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Indice du systéme de deux droites détermincées par
deux de leurs points :

ef € f Ly
_y| A U ) :
=4 (e,B) (/,B) 'e',B) ’f’ B) | Vpisin(h, A)sin'(u, B

| (e, C) (/C %l )(f' c) T
_-Zl 1 ]‘ \v *sin? (v, )
Indice du systéme de deux droites déterminées par
deux plans :
=?sin EF sin E' F' I

| sindE  sin)F H sinxE’  sin\F’ |
::—2 )TF‘Z

I singE singF || sinu® sinpF’
sinvE  sinvF |’ sinyE’ sinvF' |
(0, B) {0, F) | (0,E) (o0, F) |

+3

SUR LES SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES NOMBRES ENTIERS;

Par M. Epouarp LUCAS.

1. Soit, en général, une fonction entiére A f(x) égale
a la différence d’une fonction f (x), pour une différence
de 'argument égale a P'unité

Af(x) =f(z-+1) — flz) =@, z" +a, 2" +a, 2"+ ... +a,;

en remplagant successivement x par 1, 2, 3, ..., (x —1),
et cn posant

Sa=1"+2"+3F 4. . +(z—1),
on obtient par addition

f(.r) ""f(‘)—_—,ausn"*‘ansn—-l—l"azsn—z"‘i—.. .+ a,S,,
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ou, symboliqguement,
(1) Sflz) =f()=as(S),

en ayant soin de ne pas oublier I’exposant zéro de S.
Faisons, dans la formule (1), f (x) égal 4 (xr—1)" on
4 ", nous obtenons

(2) (e —1fr= (s,
(3) " —1 = (S+1)—8",
et, par addition et soustraction, les deux formules
4) @H+{z—1)—1=(S+1)—(S—1),

(5) Zh— (x—1"—1 = (S +1)"+ (S —1)—28§,,

qui permettent de calculer les sommes S de deux en deux,
par voie récurrente. Mais on peut, pour parvenir au
méme but, se servir de la formule suivante. En effet, fai-

n
sons encore,dans la formule (1), f(x) égal a <x — —:— > ,
nous obtenons ’équation
(6) (22 —1)—1=(2S 1) — (28 —1}",

qui a été donnée par M. Gilbert, au moyen de I’analyse
infinitésimale ( Nouvelles Annales de Mathématigues).
Enfin, si, dans la formule (1), on suppose

flz)=(z+3)(z+z+1)... (z+z24+n—1),

on obtient

(7) fl=)—=fl1)=n(S+2+1)(S+z+2)...084+2+n—1),

et plus particuliérement, pour z = o et pour z = —1,
Sx(x—é—x)... (x+nr —1)

(8) =n(S+1)(S-+2)...(S+rn—1)+1.2.3...n,
(z—1)x... (x+n—2)=nS(S+1)... (S+n—2).

2.
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(20)
2. On tire du systéme des n équations obtenues en
remplacant successivement n par 1, 2, 3, ..., n, dans la
formule (3), le déterminant :

1—2 -3

" C) (o ... GC} 1
_ n—1 —3 1

= CIy CTyo. .. C..q 1

T -3 1
" o (4/:~z LA Cn 2 1
. . . .

1.2 3., .n.S, ==

. . .

. . . . .

x* o o C, 1

Z (¢} (Y] e (o] 1

On obtient un déterminant plus simple au moyen de
I'une des formules (4), (5) ou (6). Cette derniére donne,
par exemple, pour des valeurs impaires de I'exposant

! et Q—2 LITESES ?
2 —1 ) G G o CGonyg
. Vou o 2, -3 91—t a2
2xr—1 v Gy e Coy
: Vo 3 S Y/ 2
. 22— 1) o T -
1.3.5... on—-1}2¥ 'S, = B 23
2 —1) 0 o .. (]
\
2r—1,! (o} o . O

Enfin on peut obtenir S, en fonction d’un détermi-
nant contenant au moins (2 -+ 1) fonctions arbitraires
de x5 pour cela, il suflit de considérer (1 + 1) équations
semblables a P'équation (1).

3. La formule (1) peut étre généralisée par I'introduc-
tion de nouvelles variables. En cffet, on peut écrire cette
formule de la maniére suivante :

Azf‘(';f} - Asf(st J’),

en supposant 'accroissement de x égal a (x — 1), et ce-
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lui de S A P'unité; on en déduit
(ll) A‘?,yf-(lal):A;,s'f(S7 SI}’

et, de méme,

(12) A.K)‘.z,...f(lal’la'~'}:A.f,,;'..\'".u.f{S,S'ys”)"-)w

p désignant le nombre des variables; les accroisscments
du premier membre sont respectivement égaux a (x —1),
(y —1), (z2—1),.... et ceux dn second membre a I'u-
nité. On ne doit pas réduire les S avec les §' et les §”;
mais on remplacera, aprés le développement du second
membre, S*, §*, §”* par S,, et I'on obtiendra des rela-
tions entre les produits deux a deux, trois a trois, etc.,
des sommes S.

4. On peut poser, symboliquement, I'égalité
(13) nS,_ = 'x 4+ B)"—B",

dans laquelle on remplace les exposants de B par des in-
dices, et B, par 'unité. Ces coeflicients B sont appelés
nombres de Bernoulli, parce que Jacques Bernoulli les a
remarqués, le premier, comme formant le coeflicient du
dernier terme, dans les sommes des puissances paires.
La comparaison des formules (9) et (13) donne

—2 —3
C: Cr eo. CL g
n—2 n—3 1
a1 Cny e et 1
. . =3 1
1.2.3... n.B,_ = —1n o e ... Cloy o1
o o ... C, 1

Il serait facile de trouver ainsi un grand nombre de
formules semblables, mais on peut aussi calculer les
cocfficients B de la maniére suivante. En changeant x
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en x + 1, dans la relation (13), on obtient, par diffé-
rence, I'identité

15 nz"'= (x4 B—+1)"— (x 4+ B)",
) i

qui a lieu pour toutes les valeurs entiéres et positives de
x et, par suite, quelle que soit la valeur de x. En par-

T 1 .
ticulier, pour x =0, x = =1, r = — S’ €t par addi-
tion et par soustraction, on a les relations récurrentes

[ (B-~1)"— B*=o,
Bi— (B —1)*=n(—1)"",
L(B4+1)+ (B —1)"=n(—1),
(B—+2)"— (B +1)i==n,
(2B +1"— (2B —1)*==2n{—1)"",

| e eeeee e LIRS e et s eae s LI

La premicére de ces relations a été indiquée par Moivre.

On peut encore obtenir les nombres B au moyen de
déterminants déduits des équations (15) et (16); le cal-
cul donne, pour les premiers coefficients,

B(,“.:l, B=— - B,= B‘:—»—)

B By — oy e
42 3o
Les cocflicients d’indice impair sont nuls, & 'exception
de By, ainsi que cela résulte de la troisiéme et de la cin-
quiéme des formules (16); d’autre part, ’équation (14)
fait voir que le produit 1.2.3... n B,_, est entier.
Enfin on déduit encore de la formule (13) 1'égalité

\ ds, _
('7} dx_nsﬂ—|+BMI

qui permet de calculer rapidement S, par voie d’intégra-
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tion, en calculant chaque fois la constante par I'une des
conditions

S,=1 pour x =2 et S,— 0 pour z =1I.

8. Si I'on observe que le premier membre de la for-
mule (15) est la dérivée de x", et le second, la différence
de (x + B;", on a, plus généralement,

(18) (x +B+1)— f(x+B)=S"=).
Posons, par exemple,
fig)=x(xe+1)... (2 +n—1),

nous obtenons

Sn_.B—!—x-i—IB—}—.r—;—o, B4+=x+nrn—1

x  x1 z + 2 z4+n—1
(19)
( I TR S
T Z —+ 1 xr—+n—i

Dans I'hypothése x = 1, nous avons

I

( :-+»_+l+...+l,
1 2 3 n

nB+9B+3 B-+n
1

n
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et, pour x = o, en augmentant n d’une unité,

. 1.2.3...n
(21)  (B4+1)(B+4+2)...(B+4n )—-——n—;l

La formule (18) donne, pour x = o,
(22) JS(B4+1)—f(B)=f"(0)
faisons maintenant f (x) = e™, il vient

ebs (et —1) =3,
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et, par suite,
(23) I o-’-—-z—-----
e — 1
Cette formule, souvent employée en Analyse, subsiste
pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur
aa2m.

Faisons encore, dans la formule (22),

nous obtenons

(24) cosPz= = cot 2.
2 2

6. Si I'on introduit une scconde variable y dans la
formule (18), on a

en supposant Ax =13 si I'on applique ce résuliat a la
df(r,»)

fonction "2 de y, on aura
x ’

& f(x x)

25) AA,.,_',f[.r—{—B,y—%B') — oy

ct, en géndéral,
AP flx,y,z,...}

(26) a?
dxdydz. ..

LN T e

S{r+ B,y +B,z4-B",...) =

en supposant Ax = Ay = Az =... =1. On ne ré-
duira pas les B avec les B’ et les B”; mais, lorsque le dé-
veloppement symbolique du premier membre sera effec-
tué, on remplacera B, B, B”*,. .. par B,. On aura ainsi
les relations contenant les produits deux a deux, trois a
trois, etc., des nombres de Bernoulli.

7. On a, d’aprés les résultats obtenus dans un article
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(25)
précédent (Nouvelles Annales, novembre 1875), la
formule

(S -+ B\)N-H_ B+t

(S-+B)m+i — B+
SIII n " Om4+n— m X -
(27) R S S n—+1 +$ m—+1 ’
POUI‘ m=—n,
(o0 n--1_, , .
(28) 8% =8"(S + B)— SR+,
2

en remplacant B, par zéro. On déduit, inversement,

(r+1)8, C:yB, C/. B, ... o o
nS;_, 1 C:B, ... o o
(n—1)S;_, o 1 ... o
T
48 o o ... CB, o
3S: o o ... 1 C!B
283 o o P

Il résulie immédiatement de la formule (13) que les
rapports
Sn S n+1
— et e
, ax x

ont respectivement pour valeurs

2n i
T Bun
2

B, et

lorsque x tend vers zéro. Si l'on introduit ces hypothéses
dans les relations précédentes, dans les relations (27) et
(29), par exemple, on trouve
{ B 4 R/\n+i __ B/n+
, B”I—Fll == Bm _(_—.——-!—-- T T

n—+1
) ('B 4 B/\m+t _ B/m+i
| eplem

m -1

(30)

?



(26)

et
(n+1)B% C2,B, Ci,.B o o
nB2_, I C:B, ... o o
| (r—1)Bi_, o 1 o o
(31) (27+1)B, = ‘ : SR
5 4B? o ) . CiB, o
; 3B o 0 . 1 C!B,
! o 0 o . o 1

NOTE SUR UN THEOREME FONDAMENTAL DANS LA THFORIE
DES COURBES ;

Par M. H. LAURENT. *

On sait que, lorsque deux courbes variables de forme
et de position ont ensemble n + 1 points communs et
que ces points, dans une position particuliére de la'figure,
viennent 4 se confondre, elles ont un contact d'une na-
ture particuliére, et que 'on appelle contact d’ordre n;
au point de contact les ordonnées des deux courbes sont
égales, ainsi que leurs n premiéres dérivées. Cetle pro-
position n’est pas démontrée d’habitude avec toute la ri-
gueur désirable. Je me propose d’en donner ici une dé-
monstration que je crois irréprochable.

Soient f(x) et ¢(x) les ordonnées des deux courbes
correspondant a l'abscisse a; si les courbes ont 41
points communs, on pourra représenter leurs abscisses

par

Ty Loy ceey Tpgy

et leurs ordonnées par

fla)=g (@) oor flrwn)=g(rm).
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Si 'on considére alors la fonction f(x) — ¢ (), elle
s’annulera pour les valeurs supposées croissantes :

X=Xy L= Tpy ey X TSy

donc, en vertu du théoréme de Rolle, sa dérivée sera nulle
pour 2 valeurs de x, a savoir x| compris entre x, et x,,
X', compris entre X, et Xy, . . . , X, COMPris entre x, et x, ;.
Toujours en vertu du théoréme de Rolle, sa dérivée se-
conde s’annulera pour n — 1 valeurs de x comprises :
la premiére, entre x', et x,, ..., et, par suite, com-
prises toutes entre x, et x,, c'est-a-dire entre x et
Z,.:- En continuant ainsi, on voit que f*(x) —q"(x)
s’annulera pour une valeur de & comprise entre la plus
grande et la plus petite des quantités xy, x5, . . . , ,. Soit £
cette valeur; on aura

S (E)—g¢" (E)=0
S (E) =" (E)-

ou

Si I'on suppose maintenant que xy, X, . . -, L.qy tendent
simultanément vers la valeur x, on aura

' Sriz)=¢" (=),

et ladémonstrationfaite pourlesn#m dérivées s’applique,
bien entendu, aux dérivées d’ordre moins élevé.

La démonstration précédente fait bien ressortir les cas
ou le théoréme énoncé tomberait en défaut, et, comme
on a appliqué le théoréme de Rolle, on a été obligé de
supposer f'(x) et ¢ (x) continus, ainsi que leurs 7 — 1
premiéres dérivées; quant a la n**", on I’a simplement
supposée bien determinée et finie. Mais le théoréme
s’applique encore au cas ou quelques dérivées seraient
infinies si, par une transformation de coordonnées, on
peut éviter qu'il en soit ainsi.
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On peutdonner relativement aux courbes dans I'espace

une démonstration tout a fait analogue a celle-ci. Nous
croyons pouvoir nous dispenser de la reproduire ici.

COMPOSITIONS ECRITES DONNEES A L’ECOLE CENTRALE.

CONCOUKS D ADMISSION.
2€ SESSION. — 10 ET i1 OCTOBRE 1876.

1° Géométrie analytique.

On donne, dans un plan, un angle ROR/, un point
A sur la bissectrice O x de cet angle, et deux points B, B’
placés symétriquement par rapporta Ox.

On meéne, par le point A, une droite quelconque, qui
rencontre OR en C, et OR’' en C’; on méne les droites
BC, B'C’; ces droites se coupent en un point M.

On demande le lieu décrit par le point M, quand la
droite CAC' tourne autour du point A.

On discutera le lieu en laissant fixes les droites OR,
OR’ et le point A, et en déplacant le point B, et par
suite le point B’. On indiquera dans quelles régions du
plan doit étre placé le point B pour que le licu soit une
ellipse, une hyperbole, ou I'une de leurs variéiés.

2° Calcul trigonométrique.

Calculer les angles et la surface d'un triangle, con-
naissant les trois cotés :

a=r11064",62,
f— 254851\\‘52,
¢ = 249g20™, 34.
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3° Epure.

On donne un triangle rectangle ABC situé dans le
plan vertical de projection; I'hypoténuse BC est verti-
cale; le sommet B a pour cote o™,08; le sommet C a
pour cote o™, 20, et I'angle B est égal 4 3o degrés. Du
point A comme centre, avec un rayon égal a o™, 04, on
décrit un cercle dans le plan du triangle.

On demande :

1° De trouver l'intersection du céne engendré par le
triangle tournant autour de AB et du tore engendré par
le cercle tournant autour de BC

2° De représenter le cone supposé plein et cxistant
seul, en supprimant la partie de ce corps comprise dans
le tore.

On tracera & l'encre rouge les constructions em-
ployées pour obtenir un point quelconque de Iintersec-
tion du coéne et du tore, et la tangente en ce point.

Placer la ligne de terre parallélement aux petits cotés
du cadre, 4 0™, 15 du petit cdté inférieur.

Titre : Cone et tore.

4° Physique et Chimie.

I. Un manométre 4 air libre, qui se compose d'un
tube de fer recourbé CBMA et d’un tube de verre AD
plus large que le tube de fer, renferme du mercure dans
ses deux branches jusqu’au niveau BA.

On met la branche BC en communication avec une
masse d’eau contenue dans un récipient métallique R et
Pon exerce a la surface de cette eau une pression de
6 atmosphéres. Le tube AD qui est ouvert par le haut
est alors complétement plein de mercure.

On demande de calculer la longueur de ce tube AD,
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sachant que le rapport entre sa section et celle du tube
de fer est égal 2 6.

La distance verticale du niveau BA au niveau de I'eau,
supposé invariable, est de 0™,915. L’air contenu dans
la partie BC s’est dégagé au moment our I'on a établi la
communication du manométre avec le réservoir.

Depsité du mercure ............ d=13,5.

II. Préparation du chlore et de I'acide chlorhydrique.
Analyse et synthése de ce dernier corps.

BIBLIOGRAPHIE.

QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE; méthodes et
solutions, avec plus de 500 exercices proposés, a
P'usage des classes de Mathématiques élémentaires et
spéciales et des candidats aux écoles, par 4. Desboves,
agrégé et docteur és sciences, professeur au lycée
Fontanes. 2°¢ édition; in-8.

Cette nouvelle édition différe de la premiére par le texte
complétement remanié et aussi par le choix, 'ordre et 'abon-
dance des matiéres. Voici d’ailleurs quels sont les principaux
changements et les améliorations les plus importantes : je par-
lerai d’abord de la premiére Partie.

Le Chapitre VIII, dans lequel on construit les racines des
équations trigonométriques les plus simples et ot I'on donne
ainsi immédiatement les solutions géométriques d’un trés-grand
nombre de problémes résolus par la Trigonométrie dans le
Chapitre VI, contient maintenant, en plus, I'équation du pre-
mier degré par rapport i la tangente et 4 la cotangente d’un
méme angle inconnu.

Dans le Chapitre IX, qui renfermait déja les développements
de sinna et de cosna en fonction de sin a et cosa, des formules
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nouvelles relatives 2 un produit de cosinus, etc., on a fait en-
trer les formules qui donnent sinza et cosra en fonction de
sina ou cosa seulement. Leur démonstration repose sur un
théoréme nouveau d’Algeébre trés-aisément déduit du triangle
arithmétique de Pascal.

Les différentes formules qui viennent d’étre rappelées se dé-
montrent ordinairement 4 I’aide du théoréme de Moivre; mais,
sans contester la parfaite rigueur des démonstrations fondées
sur 'emploi des imaginaires, je crois que celles du Chapitre IX,
débarrassées de toute considération de ce genre, sont plus sa-
tisfaisantes pour 'esprit et qu’elles ont Pavantage de familiari-
ser les éléves avec les idées d’ordre et de combinaison.

Le Chapitre X est formé par la réunion de deux Notes que
renfermait la premiére édition, mais dont la rédaction a été
beaucoup simplifiée.

Dans la seconde Partie de ’Ouvrage, les améliorations portent
principalement sur les détails. Je me suis attaché surtout a
chercher toujours les démonstrations les plus simples, et j'ai été
quelquelois assez heureux pour substituer, & des solutions un
peu longues dans la premiére édition, des solutions nouvelles
dont la rédaction n’a demandé souvent que quelques lignes;
je citerai, par exemple, les questions suivantes: IV (page 191),
XI (page 199), I ( page 213), VIII ( page 250 ), XV (page 273).

Le dernier Chapitre a été augmenté de quelques questions
sur la Mécanique, la Physique et I’Astronomie. Par la, jai
voulu rappeler que la Trigonométrie était souvent un auxiliaire
éminemment précieux dans les diverses sciences de calcul.

Mais ’amélioration la plus importante de tout ’Ouvrage con-
siste dans I'augmentation du nombre des exercices, qui s’est
accru de plus d’un quart. En multipliant ainsi le nombre des
exercices, j’ai voulu non-seulement offrir aux éleves une ma-
tiere plus abondante, mais aussi mettre A la disposition des
géométres de nombreuses formules qui pourront quelquefois
leur venir en aide. J’espére que I'on me saura quelque gré du
travail considérable auquel j’ai d& me livrer, d’abord pour ré-
soudre un grand nombre de (uestions, puis pour classer dans
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un ordre méthodique les formnles nouvelles & mesure que je
les rencontrais dans mes recherches.

Enfin, qu’il me soit permis, en terminant, d’insister sur le
double but que j’ai surtout essayé d’atteindre dans tout le
cours de I'Ouvrage.

D’abord, comme dans mes autreslivres, ’ai donné, avec de
nombreux exemples, des methodes générales pour la discussion
des problémes, et j’ai voulu ainsi fournir aux élévesles moyens
d’aller jusqu'an fond des questions pour en trouver toujours
le dernier mot.

Ensuite j’ai fait tous mes efforts pour donner aux solutions
des questions ce cachet d’élégante simplicité qui est le propre
de la Trigonométrie, et je crois avoir montré qu'il y avait,
dans la recherche des formules et leur combinaison, tout un
art, a la fois délicat et plein dattrait.

Mais c’est ce que 'on verra mieux encore dans un nouvel Ou-
vrage actucllement sous presse (*), qui contiendra les solutions
des exercices proposés dans les Questions de Trigonométrie, an
nombre de plus de 500. L surtout, le choix des questions et

‘leur grande variété ont donné I'occasion d’employer toutes les
ressources de la Trigonométrie et de metire en relief ses mé-
thodes les plus élégantes et ses procédés les plus ingénieux.

A. DEsBOVES.

CORRESPONDANCE.

Extrait d'une lettre de M. Moret-Blanc. — Dans la
solution de la question 1142, insérée dans le numéro de
novembre, je renvoie, pour les axes et les notations, a la
(uestion 1122; mais, ma solution n’ayant pas été insérée,
il peut en résulter quelque obscurité pour le lecteur.

Je prends pour origine le milieu de la plus courte dis-

{*) Cet Ouvrage vient de paraitre.
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tance des deux droites données, cette plus courte distance
pour axe des z, les bissectrices des angles formés par les
paralléles a ces droites menées par I'origine pour axes
des x et des y. Les équations des droites données sont

z z—e¢, {2=—¢
Yy ——=mrx, } Yy = —mx,

et celle du second plan directeur
Az + By 4+ C =o.

A\l
Permettez-moi de vous signaler quelques fautes d'im-

pression que j’ai remarquées en lisant le dernier numéro
des Annales.

Page 510. Dans la derniére des équations (3), il faut au secord
(a+b)(bcos®y + asin®p}

membre -
beos’y — asin®p

Page 518, ligne 6 en remontant, au lieu de — (be*+a2ct+e)p, i
faut — (be* 4+-2ct +d 2.

Page 527, ligne 2, au lieu de cette droite, il faut évidemment lo
droite (D).

SOLUTIONS DE QUESTIONS
' PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1159

(volr 2* série, t. XIV, p. g6);
Par M. G. BEAUVAIS.

Lorsqu'un angle constant 29 se déplace en restant
tangent & une courbe plane converxe et fermée, d’un
périmétre S, la bissectrice extérieure de cet angle enve-

, , e S
loppe une courbe fermée dont le périmétre est —.

sing
En faisant varier U'angle 29 et réduisant par ho-

Ann. de Mathém., 2° série, t. XVI. (Janvier 1877.) 3
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mothétie chacune des courbes obtenues dans un rapport
égal a sino, on forme une série de courbes fermées iso-
périmétres. Quelle est celle de ces courbes qui comprend
la plus grande aire? (G. Fourer.)

1° Une tangente i la courbe donnée a pour équation
y=/[x—pltang,

6 étant 'angle de cette tangente avec OX et p une fonc-
tion connue de 6.

La tangente M'N’, faisant avec la premiére un angle
égal a 20, a pour équation

y=(z— p/)tang (6 + 2a),

20 étant le supplément de 29 et p, la fonction p dans
laquelle 6 a é1é remplacé par (6 + 2«); la bissectrice MH
a pour équation

y—{z—pitangd ¥y — (x—pltang(0 +oa;

\/I—+' laugz—é \/I ~+ tang*{ 0 4+ 2a)
ou
ylcos8 —+-cos{8 + 2a);)— x[sinb + sin (6 4 2«)]
—+ psind + p,sin(8 4+ 24) = o,

Cela posé, la longueur X de la courbe enveloppée par
cette bissectrice est donnée par la formule

E:f‘"omqa_w) (),
. [o]

pSind — p,sin (0 + 22)
v0cost + cos(6 + 22} + [sin0 + sin (6 + 2a)]?
__ psind 4 p,sin(0 + 2a)
- 2 cos«

OH =

?

(*) Caleul intdgral de M. Bertrand, t. I, p. 372.
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done

T 27 . .
2:20051‘/‘; [psing + p,sin(0 + 2a)]d(0 + «),

. . 2w
2‘: f psinfdd
2cosx J,

I

2w
2cosa£ pisin (6 +2a)d (6 + 2a),

puisque
dd=d(a —4—0):(1(9—!»-2(1);

mais la longueur S de la courbe donnée est

2w
_f planged) —/‘ psin0do
0 \, 1+ tang’e o

D 2T

:] pisin(0 4+-2a)d(0 + 22);
(]

donc

1 I S
E = S + S —= .
2 CosSx 2 CoSa COS«

2° Cherchons d’aberd la surface d’'une courbe fermée
enveloppe de la droite

(1) y ={(z — q)tangy,

¢ étaut 'angle de la droite avec OX et ¢ une fonction
connue de .
Différentions I’équation (1),
r—4q

0= — tang (—/Z
T cos?y Ty’

de ces équations nous tirons

/.
xr—p== q"sm\[: cos, _y::z%sin'l\!;,
dr d'qg

= bw ‘P d'251n4ac05y

w
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Cela posé, A étant I'aire de la courbe,
2A :/}»dx:f msin’x}; i”( cm’\p -+ = smx{a cos ,;)d' .
ay\” dy Apx
27T (1
4A :’/0‘ 4 <T> sin?y cos*Yd +f 2 ;1—'— d—‘l'z 7 sino- Y cos-).

Intégrons par parties la seconde inlégrale, il vient

[y swscons = [ () sy cows —simsiar

La premiére partie est nulle; il vient done

4A—‘f \ \ sm“ (4 cos*y — 3 cos?y + sin*Y)dy,

27T
4A :f (d;{)zsinﬁb .
0 dy,

Cette formule va nous permettre de résoudre la seconde
partie du probléme.
En cffet, I'équation dela tanceme MH peut s’écrire

sin) 4+ p,sin{d 4+ 2a
= P : i > ) tang (6 -+ «);
25in(6 + «} cosa
I’équation de la tangente 4 la courbe enveloppe, réduite
dans le rapport cose, s’obtient en multipliant le terme
indépendant de la précédente par cosa,

(3) 7_[r psinb + v, sin (0 + 2a)

tang (6 5
2sin(§ + a) ] ang (@ -+ «);

psin@ est une fonction connue de 0,F(6); en posant
6+ a = ¢, il vient

psint =FY —a), psin(0-+22)=F(+ ),
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et ’équation (3) s'écrit

— F(y—a)+F(y+ )
y.._[x— 2 siny

] tang.
Nous aurons l'aire de la courbe réduite en faisant, dans
Pexpression de 4A,

_ Fiy— o)+ F(y+a)
7= 2sind

. . dA
L.a valeur de «, qui rend 4 A maximum, annule P

%
L T dg d&?
A —[ 7 9 sin? d;

4 ), Py dyda
mais
dg  —F(b—a, 4+ F{)+a)
da 250y ’

qui est nul pour a = o.

Donc la courbe de surface maximum est la courbe
proposée elle-méme pour laquelle 2¢ = =n; cette courbe
est égale a sa réduite.

Note. — Solution analogue par M. Chabanel.

.

Questions 1163 et 1164

(voir »* série, t. XIV, p. 153 et 144) 3

Par M. PELLISSIER.

1163. On nomme transformations biquudratiques
toutes celles dans lesquelles a un point de chacune des
deux figures conjuguées correspond un point, et & une
droite, une conique. Montrer que les deux angles des
asympltotes de cette conique sont toujours mesureés par
la moitié des deux arcs suivant lesquels la droite divise
le cercle fixe des trois points fondamentaux de la trans-
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Sformation. On obtient une ellipse, une hyperbole ou
une parabole swivant que la droite est extérieure a ce
cercle, qu'elle le coupe ou gu’elle lui est tangente.

(Haron pE LA GouPlLLIERE.)

Soient P (x, y, z) et P'(&, 5/, z’) deux points corres-
pondants. La transformation sera biquadratique si I'on

pose
iy d=U:V.W,

ou U, V, W sont des fonctions du deuxiéme degré en
x, 5, z, qui représentent des coniques ayant trois points
communs.

En cflet, 4 une droite correspond alors une conique,
et a un point correspond un point et un seul.

D’ailleurs, si, an lieu des coniques U, V, W, nous choi-
sissions trois coniques de la forme /U +mV +nW, en
prenant pour nouvelles lignes de référence les droites
correspondantes lx -~ my + nz, cela reviendrait sim-
plement 4 un changement de coordonnées. Nous conser-
verons donc la méme généralité en prenantpour U, V, W
les trois couples de droites obtenues en joignant chacun
des points {ixes aux deux autres.

Ainsi, en prenant pour triangle de référence le triangle
des trois points fixes (points fondamentaux), la transfor-
mation sera exprimée par les relations réciproques

ziyiz=y'2 22"y,

Yy =yzizxizy;

et sil'on joint aux sommets du triangle fondamental les
* points conjugués P et P, dont les coordonnées satisfont
a ces relations, les droites ainsi obtenues feront deux a
deux des angles égaux avec les cotés de ce triangle (voir
Savmon, Higher plane Curves, 2° édition, articles 283
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et 344). C'est cette propriété qui va nous donner la so-
lution des questions n° 1163 et 1164.

Soient ABC (¥) le cercle fixe des trois points fondamen-
taux de la transformation, et MN une droite qui coupe
ce cercle en M et N. La figure conjuguée de cette droite
est une conique qu'il est facile de construire par points.

Considérons spécialement le point M et cherchons le
point de la conique qui lui correspond. Pour cela, joi-

P N
gnons MB et faisons en B 'angle CBD égal a MBA, puis

. N N
joignons MC et faisons EBC = MCA ; le point cherché
doit étre a l'intersection des droites BD et CE. Or ces

. . . TN SN
deux lignes sont paralléles, puisque MBA = MCA ; donc
le point correspondant de M est le point de la conique
situé 4 I'infini dans la direction BD. On verrait de méme
que le point correspondant de N est le point de la co-
nique a l'infini dans la direction BDY, telle que la droite
BD' fasse avec BC le méme angle que BN fait avec BA.
I’angle DBD' n’est donc autre que I’angle des asymptotes
de la conique, et il est visiblement égal & MBN, puisque
Pon a
' SO N N N
CBD—=—MBA et CBD'—=NBA.

Cet angle a pour mesure la moitié de 'arc MAN, et
I’angle supplémentaire la moitié de ’arc MBCN.

Lorsque la droite est extérieure au cercle, la conique
conjuguée a tous ses points a distance finie, c’est une el-
lipse. Si la droite coupe le cercle en deux points, nous
venons de voir que la conique est une hyperbole, puis-
qu’elle s’en va a I'infini dans deux directions différentes;
enfin, si la droite est tangente, clle a évidemment pour
conjuguée une parabole. ‘

(*) Le lecteur est prié¢ de faire les figures.
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1164. Montrer que, dans tout procédé biquadra-
tigue, la condition nécessaire et suffisante pour ob-
tenir un cercle est de transformer un cercle mené par
deux des points fondamentaux. Le conjugué y passe
alors lui-méme. Les deux séries de centres de ces cercles
forment un systéme en involution sur la perpendicu-
laire élevée au milieu de la droite qui joint ces deux
points. Son centre est celui du cercle des trois points
Sondamentaux, et ses foyers les points ol ce cercle ren-
contre la droite.

Lorsque U’on prend pour points fondamentaux les
ombilics du plan, il suffit d’aprés cela de partir d’un
cercle quelconque pour en obtenir un autre, et, en effet,
ce mode spéciul de transformation biquadratique n’est
autre que le procédé des rayons vecteurs réciproques.

(Haton pE 1A GourrLLIERE.)

Soit P un point pris sur un cercle qui passe aux
dcux points fondamentaux A et B. Pour avoir son cor-
respondant, il suffit de joindre PA et de faire I'angle

P PR . .. . )
BAP = CAP, puis de joindre PB et de faire I'angle
N 2N
ABP = CBP; les deux droites AP’, BP’ se coupent au
point cherché P'. Or on a immédiatement
\ AP'B==180— {P'AB + P'BA),
SN A A
{r) AP'B= 180 — PAC -+ PBC),
S N\ N\
AP'B= 180 — [APB — ACB).
L’angle A P’B étant constant, le lieu de P’ est un cercle
qui passe aux points A et B.

Réciproquement, pour que ce lieu de P’ soit un cercle,
il faut que I'angle AP'B soit constant, et alors, & causc

) PN . , .
de la relation (1), I'angle APB est aussi constant, c’est-a-
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dire que le point P est sur un cercle qui passe par A et
B. La condition est donc nécessaire et suffisante.

Il y a cependant une exception pour le cercle des trois
points fondamentaux. Ce cercle correspond a la droite
de infinij car, si 'on cherche le conjugué d'un point
quelconque p de ce cercle, on trouve qu'il est déterminé
par l'intersection de deux droites paralléles et par con-
séquent situé a I'infini.

Considérons maintenant le cercle des points P et le
cercle conjugué qui est le cercle des points P': soient
0O, O’ leurs centres et o le centre du cercle circonscrit au
triangle fondamental ABCj ces trois points sont situés sur
la perpendiculaire au milieu de AB, laquelle rencontre
le cercle » aux points fet f’. Joignons wA, OA, O'A :
les deux triangles ®wOA, wO’A ont I'angle en » com--
mun; de plus, les angles wOA, wAO' sont égaux. En
effet, I'angle wCGA est égal 4 180 — APB, puisque,
dansle cercle O, il a pour mesure la moitié de ’arc APB,
et I'angle wAO' est celui sous lequel se coupent les
cercles », O’ (segments capables des angles ACB et
AP’B décrits sur AB), c’est-a-dire qu'il est égal a
' N\ AN\ N /N
180 — {APB — ACB) — ACB oua 180 — APB.

Les triangles ®OA et wO’A sont donc semblables et
donnent

Ow o wA
wA  Oa
ou bien
Oew. O'o):oA-,

——2

ou encore, puisque & f = o f =nA ,
—_— 2 —_—2
O0w.0w=0of==nf.

Par conséquent, les points O, O’ font partie d'une in-
volution dont  est le point central et f] f' les foyers.
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La derniére partie de I'énoncé est évidente, si I’on se
rappelle que tous les cercles du plan passent par les om-
bilics (points circulaires a I'infini).

Question 1184

(voir 2* série, t. XIV, p.432):
Par M. PRAVAZ,
Professeur au Collége de Tulle.

X—=ax + bx -+ cz -+ dt,
Y=axz+ b y—+cz+dt;

st ay b,y c, d, ay, by, ¢\, d, sont des fonctions données
d’un parameétre arbitraire, la droite mobile

X=0, Y=o
engendrera une surface réglée ; 'équation de la surface

du second ordre passant par trois droites infiniment
voisines de la surface engendrée sera

a b ¢ d o o
a b ¢ d, o
ad b Jd d X o
(2) a b ¢ d Y o o
a" b " Jd" 2X'X
2Y'

Y

" " U "
d b dy

ay,b,....,d,bt,..,a" b, ..., a0, ... sontles dé-
rivées premiéres et secondes des fonctions a, b,...,
ay, by, ..., par rapport au paramétre dont elles dépen-
dent; X, Y sont définis par les égalités (1), et l'on a
posé
(3) ( X'=a'zx + by +c'z +d't,
Y=dr+ b y+cz+dt
(L. Parsvin.’
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Soient T,
X =o,
Y—=o;
X+ aX = o,
Y +AY —o;

X +2AX + A’X =0,
Y + 24Y + A*’Y —o

les équations de trois positions infiniment voisines
A, A/, A” de la droite mobile; soit D une droite rencon~
trant A, A’, A” en des points dont nous désignerons res-
pectivement les coordonnées par x, y, z, t; x + Ax, ...,
x + 2Ax + A’x,...; soient enfin &, n, {, 7 les coor-
données courantes de D. On a

(5) 5
( anx Aty A'z At
L'équation de la surface cherchée s’obtiendra par
U'élimination, entre les équations (4) et (5}, des coor-
données x, y, z, t etdeleurs accroissements du pre-
mier et du second ordre.
Les équations (4), dont on réduit chaque couple au

moyen des couples précédents et ou 'on substitue en-
suite les dérivées aux accroissements, deviennent

" X :-= o,

Y —o;

(6) X’—f—X,f: 0]
Y + Y= o;

X" 4 2X;I -+ er/: o,
Y 4+ 2Yy 4 Y—=o0;
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en posant, pour abréger,
Xy= az'+ by’ +cz' +di' 4 ...,
X, =ax + b '+c’z'+d’t’—#....

Les équations (5) deviennent de méme

E—x — — 3z T—1
R e T
x 9 z I

(7) '

E—z n— y _ t—z T
S 4 ;y'

— 1
= — :::-—t”-:K',

K et K’ étant deux inconnues au\xhalres On tire des
équations (7)
t=x+Kx....,
x4+ K.

on déduit de la, en ayant égard aux équations (6),

X: =KXpyeoo
X:= K'X,7y. .0y

’

XE: — X+ KX,7y...3
d’ou
X,l —‘KX“ 5

X:K'—X

’

' 1
Xx"“' ](\E T K’ XE.

D’aprés cela, les équations (6) deviennent

ar + by 4+ ¢z -+dt =—o,
azx -+ by +cz +dt=o,

T
a'z + by + ¢z - d'e +FXE:°9
K
, 1
Az 4+ by iz d e+ KY; =o,
” ” " 2 2 !
a"z + b"y +cz—.—dt—;———XE+ ot X:=—o,

2 1
az+by rcz+dt+ YE+<K K’)Y =0,
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et I’élimination, entre ces équations, de x,y, z, tet
des inconnues auxiliaires K et K’ conduit a l'équa-
tion
a b ¢ d o o
a b, ¢ d o o
a b < d X o

o =0,
a b ¢ d' 2Xi X;
&b L 2Y: Y

qui ne différe de 'équation (2) que par la substitution
des coordonnées £, », {, t aux coordonnées x, y, z, .

Note. — Autre solution par M. Genty.

Question 1217
(voir 2° série, t. XV, p. 336),
Par M. R.-W. GENESE,
M. A. du collége de Saint-Jean, Cambridge, Angleterre.

.

St

.

ax® + 6B +cpP+2fPy+ 2892+ 2haf =0

est l'équation d'une conique, et A, B, C les angles que
Uun des axes de la courbe fait avec les cotés du triangle

de référence, on a
asin2A + bsin2B + csin2C
+2fsin(B+ C) + 2gsin(C + A) + 2/Asin(A +B)=o.
(A. Camsikn.)

1l faudra trouver ’équation des bissectrices des an-
gles de deux droites données. Je donnerai ici pour y arri-
ver une méthode qui présente plusieurs avantages.
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Soient X’OX, YYOY deux droites coupées par un
cercle de centre O. Les cordes d’intersection sont paral-
leles aux Dbissectrices de I’angle XOY. De plus, si le
rayon du cercle est nul, les cordes coincideront avec
les bissectrices.

Soit

ar*+ by*+oshzy —=o

I'équation des droites; le cercle sera représenté par
2?4+ y?+ 2xy cosw = 0.

Alors, A étant choisi de maniére que le premier
membre soit un carré,
ar’+ by* 4+ 2kzy + ) (2* + y* + 22y cosw ) =0

représentera les bissectrices. X est déterminé par la re-
lation '
(a=+2) (b+4+1) :(h—i—)\cosm)’.

En multipliant I’équation par @+ ) et prenant la ra-
cine carrée, on a
(a+2)z + (h+dcosw)y =0

pour I'équation d’une des bissectrices; et, de la méme
maniére,
(6+2)y+(2+2Lcosw)z =o0,
pour ’équation de I'autre,
En éliminant X, I'équation des bissectrices est

ar—+hy x4 vcose
by +hae™ y+ xcosw

Maintenant, soit LMN le triangle de référence. Les
coordonnées des points de la courbe a 'infini sont liées
par 'équation

asinl, + fsinM + ysinN =o.
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En éliminant « entre cette équation et ¢
ac’ + bR +cy’+ 2f By + 2892 + 2kaf =o,

nous aurons I’équation de deux droites paralléles aux
asymptotes de la courbe

RE?+Qy*+ 2P fy=o,
ou
R —asin®M + b sin’L — 2/ sinL sinM,
Q = asin’N + ¢sin*L — 2gsinLsinN,
P'—= asinMsinN + fsin’L — gsinLsinM — 4 sinL sinN.

Les bissectrices des angles de ces droites sont paral-
léles aux axes; leur équation est

Rf&-}-P’y_.BJ- weosT,
Qy +P'B ™ -+ BcosL

Mais I'un des axes fait des angles A, B, C avec les cotés
de LMN; en conséquence

B:v =sinB:sinC.
On a aussi
T —N=B— A,

) ®—L=C—B,
r—M=—2r— (C—A);
ainsi
sinL : sinM : sinN =sin(B—C) : sin(C — A) :sin(A — B).

Alors
RsinB—+P’sinC__ sinB— sinCcos (B — C}
QsinC 4+ P'sinB~ sinC — sinBcos (B — C)
rosCsin (B —C)
— ZcosBsin (B—C)’

ou
Rsin2B + Qsin2C -+ 2 P'sin{B + C) =o.
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En remplacant R, Q, P’ par leurs valeurs, la rela-
tion devient divisible par sin* (B —C), et le résultat de
M. Cambier est vérifié.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc;
L. Goulin, éléve du lycée de Rouen; Chabanel ; A. Minozzi, a Naples.

QUESTIONS.

1218. Pour tout nombre impair p, on peut poser

p:P+Q+R+S,
pi=Pt Q'+ Rt S,

P, Q, R, S éiant des entiers, dont trois ont une somme
algébrique égale a un carré. (S. Reavs.)

1219. Pour tout nonbre entier p, de 'une des formes
fn+1, 4fn-+2, 8n+3,

on peut poser
p=P +Q+RS,
=P+ Q-+ R+ 5,
P, Q, R, S étant des entiers, tels que la somme algé-
brique
P+Q—+R-+3S

est égale a un carré. (S. Reavs.)

1220. On a un certain nombre de cercles dans 1'es-
pace ; des mobiles les parcourentavec des vitesses angu-
laires égales ; leur centre de gravité décrit une ellipse qui
a pour centre le centre de gravité des centres des cercles
donnés. +GENTY.)
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SUR LES DEBUTS DE LA TRIGONOMETRIE ;
Par M. Ce. BRISSE.

Des angles.

1. Deux droites qui se coupent déterminent quatre
angles, deux a deux égaux et opposés par le sommet. On
a trouvé utile de distinguer ces angles, et 'on y est par-
venu a I’aide des conventions suivantes :

L'angle d’une droite indéfinie AA (fig. 1) avec une
droite indéfinie BB est celui dont il faut faire tourner
AA, autour de son point de rencontre O avec BB, dans
le sens des aiguilles d’une montre, pour appliguer

sur BB.
Fig. r. Fig. 2.

A
N

L’angle de la droite indéfinie BB ( fig. 2) avecla droite
indéfinie AA est celui dont il: faut faire tourner BB,
dans le sens des aiguilles d'unemontre, pour I'appliquer
sur AA.

De sorte que 'angle de AA avec BB n’est pas égal a
celui de BB avec AA.

Dans cet ordre d’idées, on a remarqué que la droite AA
(fig- 1), se trouvant appliquée sur BB, s’y trouvait en-
core appliquée, si 'on continuait a la faire tourner,

apres un demi-tour, deux demi-tours, etc. De sorte qu’en

Ann. de Mathém., 2° série, t. XVI, (Fevrier 1§77.) 4

.\\i\‘.\.:", A



(50 )

appelant anglede AA avec BB la quantité dont il faut faire
tourner AA, dans le sens des aiguilles d'une montre, pour
Pappliquer sur BB, le mot angle prend une extension
qu’il n’avait pas en Géométrie et se trouve défini, mais
seulement & un nombre entier de demi-tours pres.

La méme remarque est applicable & ’angle de BB
(fig. 2) avec AA.

Observant maintenant que, si 'on décrit du point O
(fig. 3 et 4) une série de cercles concentriques, le rap-

Fig. 3. Fig. §.

port des arcs interceptés sur ces cercles par les cotés d'un
angle a leurs rayons respectifs est indépendant des rayons,
on a pris ce rapport pour mesure de i’angle ; de sorte que
le demi-tour, correspondant & une demi-circonférence,
s'est trouvé exprimé par le nombre 7.

L'angle de deux droites indéfinies AA et BB est donc
complétement déterminé & un multiple prés de =.

Dans certains cas, on a trouvé plus commode de tour-
ner en sens contraire des aiguilles d’'une montre. Pour
distinguer ce cas du précédent, on a fait la convention
suivante :

Quand une droite AA fait avec une droite BB un
angle «, c’est qu’on peut amener la premiére sur la se-
conde en tournant de o dans le sens des aiguilles d’une
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montre; mais, si I'on dit qu'une droite AA faitavec une
droite BB un angle — «, c’est qu’'on peut amener la pre-
miére sur la seconde en tournant de & en sens contraire
des aiguilles d’'une montre.

Ainsi ( fig. 1 et 2), ’angle de AA avec BB étant «, on
peut dire que celui de BB avec AA est — a.

En faisant un demi-tour en sens contraire des aiguilles
d’une montre, on tourne donc de — =, et comme, lors-
qu’une droite est appliquée sur une autre, un demi-tour
dans un sens ou dans I'autre I'y raméne, on peut dire

_que ’angle de deux droites indéfinies est complétement
déterminé, a un multiple prés positif ou négatif de w.

2. Si, au lien de deux droites indéfinies, on donne
deux droites parcourues dans un sens déterminé, c’est-a-
dire deux directions, on appelle angle de la direction OA
(fig. 5) avec la direction OB celui dont il faut faire tour-

Fig. 5. Fig. 6.
; P2
~
AN i i
A
o B (] B

ner OA, dans le sens des aiguilles d’'une montre, pour
Vappliquer sur OB, et angle de la direction OB ( fig. 6)
avec la direction OA celui dontil faut faire tourner OB,
dans le sens des aiguilles d’'une montre, pour 'appliquer
sur OA.

On peut remarquer qu’en continuant la rotation
OA setrouve de nouveau appliqué sur OB, ou OB sur OA,
aprés un tour, deux tours, etc. ; de sorte que 'angle de OA
avec OB, oude OB avec OA, sera déterminé & un nombre
entier de tours prés, c’est-a-dire 2 un multiple prés de
27,

4.
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On peut également convenir qu'on désignera par des
nombres négatifs les angles dont on tournera en sens
contraire des aiguilles d’'une montre;de sorte que I’angle
de deux directions est complétement déterminé a un
multiple prés positif ou négatif de 2.

Du cosinus.

3. Soit « l'un quelconque des angles de deux direc-
tions OM ( fig. 7 et 8) et OA. Abaissons d'un point M,

Fig. 7. Fig. 8.
M M
& 7 x p:ﬁ 0 A
f I
M’ M

pris sur la premiére direction, une perpendiculaire sur
la droite qui contient la seconde direction, et soit P le
pied de cette perpendiculaire. Ou le point P tombera sur
la direction OA (fig. 7), ou il tombera sur son prolon-

gement ( fig. 8). Dans le premier cas, le rapport + 00—;,

opr |, . g
et, dans le second cas, le rapport — o’ © est-a-~dire le
I\

op . . . ..
rapport =, y compris un signe dépendant de la position

du point P, sera, par définition, le cosinus de I’angle «.
Et, comme cet angle n’est défini qu’a un multiple preés
de 2, il résulte de la définition que

cos(2km + x) = cosa.

Si I'on prend le symétrique M’ de M par rapporta OA,

il est clair que, si, tournantdans le sens convenable sui-
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vant le signe de «, on améne OM sur OA, en tournant
en sens contraire, c¢’est-a-dire en décrivant — o, on ameé-
nera OM' sur OA. La position du point P étant la méme
pour M et pour M/, il en résulte que

cos(— a) =cosa.

Il est clair aussi que, si I'on prolonge OM (fig. 9), en
sens contraire, d’une longueur égale 4 lui-méme, le pied P
de la perpendiculaire correspondante tombera, par rap-
port a O, du c6té opposé au pied de la premiére; de sorte
que le rapport OP ne changera pas de valeur numérique

oM ’
mais que, le point P passant de OA sur son prolonge-

Fig. 9. Fig. 10.

_

———
-
>
=
-

—

ment, ou wice versa, le cosinus changera de signe. Or
on passe de OM a son prolongement en tournant d’un
nombre quelconque positif ou négatif de demi-tours;
donc

=

cos[(24& + 1)7 + ] = — cosa,
et, en changeant « en — «,
cos[ (24 + 1)m — a] = — cos(— a) = — cosa.
Si le point P (fig. 10) tombait en O, le rapport op
’ oM

serait nul, et, comme on aménerait alors OM sur OA en

T™
tournant d’un quart de tour ou de S et OM’ sur OA en
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T . b1 . I3
tournant de — —aun multiple prés de 27, il en résulte

™ x
cos(zlm+—):o, cos(zk«-—-):o.
2 2

D’ailleurs on passe de OM a4 OM’, ou inversement, en
tournant d’un nombre quelconque positif ou négatif de
demi-tours; donc

cos(kr +Z> =o, cos(lm—z> =o.
2 2

Enfin, OM (fig. 9) étant une oblique et OP une per-

pendiculaire par rapport a MP, la valeur absolue du

op , . . .
TaPPOI‘l —61-\1 esl necessairement COIIIPI‘ISC entre zeroet 1,

de sorte que le cosinus ne peut prendre que des valeurs
comprises entre + 1 et — 1. Les points M et P se con-
fondant quand OM coincide avec OA ou avec son pro-
longement, c’est-a-dire quand P'angle est égal a 24x ou
a(2k—+1)m ona

cos2hr =1, cos(2k +1)mw=—1.

Des projections.

4. Considérons une direction fixe ZZ (fig. 1) et un

Fig. 11.
M M
/\//‘7
0 ‘z//ri\// P ?
M M
z Z

segment limité de droite AM parcouru dans le sens AM,
la direction ZZ et le segment AM étant ou non dans
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un méme plan. Par l'origine A du segment, menons
une paralléle AX 4 la direction fixe, et abaissons de
son extrémité M une perpendiculaire MP sur AX. Soit «
I'uh quelconque des angles que fait AM avec AX, quand
on se place d'un certain c6té du plan MAX, cet angle
étant — « si I'on se place de I'autre coté, puisqu’on voit
alors tourner les aiguilles d’'une montre en sens con-
traire. Que 'on soit d’un cdté ou de l'autre, puisque
cos(— &) = cosa, on a, si P tombe sur AX,

—— == CO0Sxz,

+ AM

et, s’il tombe sur son prolongement,

—_ m = C0Sa;

d’ou 'on conclut, dans le premier cas,
~+ AP — AM cosa,
et, dans le second,

— AP — AM cos .

Ce produit de la valeur absolue de AM par le cosinus

.de I'angle que fait la direction AM avec la direction AX
est, par définition, la projection de AM sur cette direc-
tion.

Soit O une origine située suffisamment loin vers la
gauche pour que les pieds P de toutes les perpendicu-
laires qu’il y aura lieu de considérer tombent tous a sa
droite, et proposons-nous, un mobile cheminant sur la
direction AM, d’évaluer a chaque instant la distance OP
de sa projection au point O, connaissant la distance pri-
mitive OA de son point de départ.

On aura, dans le premier cas, si P tombe sur AX,

OP ==0A + AP ou OP =—0A -- AMcosz,
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puisque
~+ AP =—= AM cosa,
et, dans le second, s'il tombe sur son prolongement,,

OP-——0A — AP ou OP—=0A + AMcosa,
puisque
— AP = AM cosz;
c'est-a-dire que, dans tous les cas, la distance au point O
de la projection du point M est égale & sa distance pri-
mitive augmentée de la projection de AM.

Il est clair qu'au lieu de mener par le point A unc
paralléle a ZZ et d’abaisser du point M une perpendicu-
laire sur cette paralléle, on peut, des points O, A et M,
mener des plans perpendiculaires A ZZ (fig. 12); car,

Fig. 12.

.
M
0 A L1537
Z 0 @ P 7
/ 2

d’abord, I'angle de deux directions est indépendant de
leur position, et ensuite oa et OA, ap et AP, op et OP
sont égales comme paralléles comprises entre plans pa-
ralleles, de sorte qu’on a toujours

op = o0a + AMcosz ou op=—oa -+ proj. de AM.

Cela posé, considérons un polygone fermé quelconque,
plan ou gauche, ayant A, A,, A,, ..., A,._, pour som-
mets, et parcourons-le dans le sens AA,...A,_, A, de
maniére a revenir au point de départ. Projetons a chaque
instant le point décrivant sur ZZ; quand il coincidera
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successivement avec les différents sommets du polygone,

la distance au point o de sa projeclion sera successive-
ment

oa, oa + proj. de AA,, oa + proj. de AA,+proj. de AA,, ...,
oa +- proj.de AA,+ ...+ proj.de A, A.

Mais, puisqu’on est revenu au point de départ A, la pro-
jection est revenue a son point de départ a, etelle est a
la distance oa du point o; donc

P 3

oa -+ proj.de AA,+ proj.de A A,+...+ proj.de A,,_,A =oa,
d’ou
proj.de AA,+ proj. de A, A;+. ..+ proj. de A,_,A =—o,

c’est-a-dire que la somme des projections d’un poly-
gone fermé quelconque, plan ou gauche, parcouru dans
un certain sens, sur une direction fixe, est égale a
zéro.

C’est dans cette proposition que consiste le théoréme
des projections.

Du sinus.

5. Comme premiére application du théoréme des pro-
jections, soit, dans un plan, « I'un quelconque des angles
de deux directions OM et OA. Abaissons d’un point M,
pris sur la premiére direction, une perpendiculaire sur
la droite qui contient la seconde direction, et soit P le
pied de cette perpendiculaire. Projetons le contour
fermé OPMO sur une direction OL faisant avec OA un

’ by ™
angle égal a 5
Le point P tombant sur OA ou sur son prolongement,

. . N ™ N ™ .
OP fait avec OL un angle égal 4 — 5 0w & +4 ~; mais
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cos (—_*‘ Z) = o3 donc sa projection OP cos (i g) est
nulle.
PM étant perpendiculaire sur OA fait avec elle un

angle égal a + g ou i — T—; Pour trouver I'angle de PM
avec OL, ramenons d’abord PM sur OA en tournant de

™ T . L[5
+ S ou de — 52 puis OA sur OL en tournant de — .

, ] T ™ ™ . .
I'angle cherché sera —+ ST Sou— s — c’est-a-dire
2 2 2

0 ou — 7. La projection de PM sera donc PM coso ou
PM cos (— =), c’est-a-dire +~ PM ou — PM.

MO étant dirigée en sens inverse de OM fait avec elle
un angle égal i n. Pour trouver 'angle de MO avec OL,
ramenons d’abord MO sur OM en tournant de =, puis
OM sur OA en tournant de «, puis OA sur OL en tour-

nant de — g; I’angle cherché sera 7+ a — E, c'esl-a-
dire% ~+ o, La projection de MO sera done
MOcos(% -+ a) ou — MO cos <§ - a) .
La somme des projections étant nulle, il en résulte

-+ PM — MO cos (g — a> —o,
ou

— PM — MO cos (g — a):o.

™ » .
Les angles « et ~ —«, dont la somme algébrique est

. N . , . .
égale a -, sont dits complémentaires, et le cosinus du
2

complément d’un angle est dit le sinus de cet angle; de
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sorte que ’on a, par définition,

. . ™
sina —=cos | — — a,
2

et que les relations précédentes deviennent

. P .
-+ 0] —=sine ou — MO —= Sin«,

suivant que PM fait avec OA un angle égal a + T oua
2

L PM . . .
-3 Le rapport 3G’ Y compris un signe dépendant de

Pangle que fait la direction PM avec la direction OA,
sera donc le sinus de I'angle «.

En changeant, dans les différentes formules établies

. ™ . .
pour le cosinus, a en 5 —%on obtient les suivantes :

sin(2&m + a) =sina, sin(— a)=— sing,
sin[{(24 +1)7® 4+ «] =—sine, sin[(24 +1)7r — 2] =sma,
sinkrw = o, sin(zlm-ﬂ-g—):l, sin(zkn—%):——:.

N

Des formules d’addition.

6. Comme deuxiéme application du théoréme des pro-
jections, soient,dansun plan, aI'un quelconquedes angles
de deux directions OM et OA, b celui d’une nouvelle di-
rection ON avec OM. Abaissons d’un point N, pris sur
la direction ON, une perpendiculaire sur la droite qui
contient la direction OM, et soit P le pied de cette per-
pendiculaire. Projetons le contour fermé OPNO sur la
direction OA.

Si le point P tombe sur OM, la valeur absolue de OP
est ON cosbd, d’aprés la définition du cosinus; OP fait
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alors avec OA le méme angle que OM; c’est-a-dire
P'angle a, de sorte que sa projection est ON cosb cosa.

Si le point P tombe sur le prolongement de OM, la va-
leur absolue de OP est — ON cosd. Pour trouver I'angle
de OP avec OA, ramenons d’abord OP sur OM en tour-
nant de 7, puis OM sur OA en tournant de a; I’angle
cherché sera m—+ a. La projection de OP sera donc
— ON cosbd cos(m + a) ou ON cosb cosa, comme pré-
cédemment.

Si PN fait avec OM un angle égal a g, sa valeur ab-

solue est ON sind, d’aprés ce qu'on a vu pour le sinus.
Pour trouver I'angle de PN avec OA, ramenons d’abord

PN sur OM en tournant de g, puis OM sur OA en tour-
nant de a; l'angle cherché sera 1—; -+ a. La projection
de PN sera donc ON sind cos (g +a> ou —ONsinbsina.

Si PN fait avec ON un angle égal 4 — Z, sa valeur
absolue est — ONsinbd. Pour trouver ’angle de PN avec
OA, ramenons d’abord PN sur OM en tournant de — ga
puis OM sur OA en tournant de a; l'angle cherché

sera — 1,: -+ a. La projection de PN sera donc
— ON sinb cos (-—- -72: —+ a> ou — ONsinbsina,

comme précédemment.

NO étant dirigée en sens inverse de ON falt avec elle
un angle égal a w. Pour trouver I'angle de NO avec OA,
ramenons d’abord NO sur ON en tournant de w, puis ON
sur OM en tournant de b, puis OM sur OA en tournant
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de a; I'angle cherché sera n + & + a. La projection de
NO sera donc ON cos (7 + b + a) ou — ON cos (b + a).
La somme des projections étant nulle, il en résulte

ON cosb cosa — ON sinb sina — ON cos (& + a) = o,

ou
cos(a -+ b) = cosa cosb — sina sinb.

Changeons b en — b,

cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb.
. ™
Changeons maintenant a en s —a
3 . . .
cos[E — (a + b)] —=sin(a + b) ==sina cosb + cosa sinb.
Changeons enfin b en — b,

sin(a — b) =sina cosb — cosasin b.

(A suivre.)

SUR UNE METHODE DE VARIATION DES PARAMETRES
DANS LES INTEGRALES INDEFINIES ;

Par M. ANDREIEWSKY,

Professeur a I’Université de Varsovie.

1. Les principes connus de la méthode de la variation
des constantes arbitraires peuvent étre appliqués aux
paramétres des intégrales indéfinies, et nous allons
montrer comment, 4 I'aide de cette application, on
pourra déduire des intégrales connues les valeurs des
intégrales d’autres fonctions, en général, plus compli-
quées, puisque, au lieu des paramétres, elles contien-
dront des fonctions de la variable.
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2. En premier lieu, je remarquerai qu’en admnettant,
comme choses connues, la différentiation de la puissance
entiére et positive de la variable et le théoréme sur les
dérivées des fonclions composées, il sera facile d’en dé-
duire, au moyen de la variation des paramétres, toutes
les régles fondamentales du Calcul différentiel.

Considérons, pour cela, une fonction F (x, a) de la
variable x et du paramétre a, ayant pour dérivée, par
rapport a x,

OF(z,a)
oz —/l®al

Si a dépendait de x, la dérivée compléte de F'(x, a),
par rapport 4 x, s’exprimerait ainsi :

dF(z, a)

OF da
rr =f(z,a)+

0a dz’

ct, en déterminant @ de maniére que I’équation
JdF
5 =°

soit satisfaite, on aura de nouveau

dF (z,a)
g =flz,a).

3. Cela posé, soit

2
Flz,a)=az"— il %,

n désignant un nombre entier et positif. On aura

d’abord
OF (z,a) 3na®

—_ ,lazn-—l —

xsu-—l
oz ’

et, en substituant dans les deux membres de cette for-
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mule la valeur de a, satisfaisant 4 I'équation

JOF Na
-5; = " — ; "= o0,
c'est-a-dire
a— 2z-—-2n’
on obtiendra
dx—"

dx

= — nx—"!

4. Pour déduire maintenant la dérivée d’une puis-
sance fractionnaire, faisons

m—1 a'-™m

a-+ —x™,
m

F(z,a)—=

m et n désignant des nombres entiers, et remplacons,
dans les deux membres de I’équation

()F(.’l‘,tl) —_ f_al—m‘l‘n—l
—_ b}
ox m
a par sa valeur
n
a—x",
tirée de
oF m—1 1I—m -
9a= Tm T Tm =S
o .
il s’ensuivra
n
dx™ n _,
—_ = —am .
dx m

5. Aprés avoir établi la régle de différentiation des
puissances quelconques, il suffira, pour déduire la dé-
rivée du produit, de poser

1 a2

F(x,a)—=au® ——v',

u et v désignant deux fonctions de x ne renfermant pas
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a. En éliminant alors a entre les équations

OF(z,a) a -%, a* _, OF 1 a
—_——u U + v, ——=u’ — —-v" =0,
ox 2 4 da 2
on aura
d{uv
((i )—_—tto'+0u'.
£

En partant de I’expression

' a?

F(z,a)= auw® — —o,

4

7 . I . u
on déduira, de méme, la dérivée du quotient —-
(4

6. Considérons maintenant les intégrales indéfinies
renfermant un certain nombre de paramétres. Admet-
tons que I'intégrale de I’expression f(x, a, b, c, . ..)dx,
oua, b, ¢, ... désignent des paramétres, soit connue, et
qu’on ait

(x) ffix,a,b,c,...)dz=F(x,a,b,¢c, ...)+ const.

Je dis que cette équation subsistera encore, si les con-
stantes a, b, c,®.. y sont remplacées par des fonctions
de la variable x, liées entre elles par une certaine rela-
tion.

En effet, remarquons pour cela que, a, b, ¢, . .. étant
des fonctions de x, on pourra traiter toutes les gran-
deurs a, b, c,... comme fonctions de I'une d’entre elles,
par exemple de a.

Cela posé, si I'on différentie (1) par rapport a x,
d’abord dans T'hypothése de a, b, c,... constants, on

aura
OF (x,a,b,c,...)
ox

flz,a,bye,...) =

Or il est clair que cette derniére équation et, par con-
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séquent, I’équation (1) conserveront la méme forme, si
I'on y remplace a, b, c, . . . par des fonctions de x annu-
lant la dérivée totale de F(x, a, b, ¢, ...) par rapport
a a, c’est-a-dire satisfaisant a I'équation

dF _OF | OF db  OF de
da ™ Jda " Obda Oc da’

En posant maintenant
b=y9(a), c=¥{a), ...,

ou les caractéristiques 9, J, ... peuvent é&tre quelcon-
ques, on aura I’équation

OF N OF a JF \ .

Ja T os ¥l y—{—()c\!;(a +...==o0,
pour déterminer a en fonction de x.

Ainsi, de la valeur connue de l'intégrale (1), on dé-
duira les valeurs d’autres intégrales, ou les paramétres
a, b, c,... seront remplacés par des fonctions de x.

Pour que les intégrales ainsi obtenues ne contien-
nent que des fonctions explicites, il faudra que ’équa-
tion (2) soit résoluble par rapport 4 a, ce qui aura lieu,
entre autres, pour certaines formes algébriques, expo-
nentielles et trigonométriques de la fonction

Sfle, a, bye,...).

7. En intégrant la puissance m**™ d’une fonetion li-
néaire cax + b, ou a et b désignent des paramétres, «
un nombre quelconque indépendant de a et b, on a

(aax + bim+t
— - — const.

(m + |.aa

'3) f(aa.z%—b)"'dx

{
A
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Dans ce cas, I'équation (2) s’écrira ainsi
db
e - -+ ——b=—o.
(4) maax -+ (m—+1)a T o

Par conséquent, d’aprés ce qui a été dit, la formule(3)
aura lieu, non-seulement pour des valeurs constantes de
a, b, mais aussi pour toutes fonctions de x liées entre
elles par la relation (4).

Posons, par exemple, b = a"+ 3, ou 3 est un nombre
indépendant de a; les égalités (3) et (4) deviendront

f[a.r+ ,———”p—\]md:r
1)z

n—1 nf ol |
—_—— a.r—}—(———— — -+ const.,
a

Tmnr - —1

n—ia
max B
(l"+ — a — = ()’
mn —+-n— 1 mn —+—n—1
et, en remplacant —————  par 2 et Bk ar
? pla¢ mn - nrn — i P mn —-n — i P

B, il vient

f[a.z: — —'ﬂz—p—‘—]mdz
(n—1)a

n—1i mnf m+ oy
I —— ar — (—————~ — -+ const.,

“mn 4+ n—1 n—1ja a

ou a vérifie ’équation
a4 azxa + = o.
Si 'on fait, dans ces derniéres formules,

a=n, B=—(rn—1)d,
on aura
n—1 (ax—+ md)m+

(5) JSlazx—+md)yde= ,

mn —-n — i a

our a satisfaisant a I’équation
P

a"--nza—{n—1)d —o.
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La résolution de cette derniére équation ne présente
auncune difficulté dans les cas de n = 2, 3, et I'on trouve
ainsi les valeurs des intégrales

S(ayz+3— 2*+ md)mdx

1 (2{z'+ 0 — 2?4 md)m+

TToam 1 V'8 — =

b4

_ 2 (ax + még)m+
T 3m+2 a

9

f(az’—’;— mo)mdx

a:\s/aa—\/x‘*—&— 8*+§/8-—\/a:3+ o

Dans la formule (5), I'exposant m peut recevoir des

\ . I1—n
valeurs quelconques, a I'exception de — 1 et : les
n

deux derniéres formules deviennent illusoires respecti-
1 2

vement pour m = —1, —_elm=—1, — 3
2

8. Dans un Mémoire remarquable Sur la détermina-
tion des intégrales dont la valeur est algébrique (Jour-
nal de U’ Ecole Polytechnique, XXII¢ Cahier), M. Liou-
ville a démontré que l'intégration des fonctions, qu’il
nomme fonctions irrationnelles de premiére espéce,
quand elle est possible algébriquement, dépend de ce
théoréme général :

dx

., M , .
Si lintégrale f e M et T étant des fonctions
V

entiéres de x, a une valeur algébrique, cette valeur
sera nécessairement de la forme

. Mdx <)
{\6) f — == —= - const.,
x;i T V T

ot © désigne une fonction entiére de x.
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Supposons maintenant que la fonction F renferme
un certain nombre de paramétres a, b, ¢, .. ., et que O
ne dépende pas de ces derniers; alors I’équation (2),
relative aux paramétres a, b, c, ... de T, prendra cette
forme simple

4T
(7) =0

Enintroduisant ensuite dans(6), au lieude a, &, c, . . .,
des fonctions de x, au moyen dela derniéré équation,
comme il a été expliqué (6), on déduira de l'inté-
grale (6) les valeurs des intégrales d’autres fonctions
irrationnelles, qui seront, en général, d'une espéce su-
périeure.

Par exemple, pour I'intégrale

adzr a
(8) e - —+ const.,

\ ’ —

(a+bx") " (a -+ bz")"

I'équation (7) est

( 1 - " — == 03
(9) da ?
par conséquent, les paramétres de cette intégrale (8)
peuvent étre remplacés par des fonctions de x, lides
entre elles par la relation (g). En faisant = sin a, on

déduit de (9) :

@ — arc séc x",
et, par suite, la valeur de 'intégrale

arc séc x"dx

n—+-r

(arc séc an - fom — 1)

v
i -+- const,

(arc sécan + Ve —1)"
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9. La méthode de la variation des paramélres, exposée
au n°® 6, étant appliquée aux intégrales des fonctions
exponentielles e? =2tV (x, a, b,...)dx, o g ety dé-
signent des fonctions algébriques de = et des paramétres
a, b,..., quand ces intégrales s’expriment sous forme
finie, fournit une relation algébrique entre la variablex,

\ (.o, db
les paramétres a, b,..., etleurs dérivées Ja? e s par

rapport a I'un d’enx.

Cela résulte de ce théoréme, dit & M. Liouville (Mé-
moire sur 'intégration d’une classe de fonctigns trans-
cendantes; Journal de Crelle, t. XIII, p. ¢3) : &
Uintégrale [e*ydx, oty désigne une fonction alge-
brique de x, est possible sous forme finie, on aura

JSe*ydx = ¢*F (=, y) -+ const.,

F(x,y) étant une fonction rationnelle de x et y.
D’aprés cela, en supposant que 'intégrale

fe?("“-b"")q:{.z', a, b,...)dx

soit connue sous forme finie, nous aurons

J. e?("‘a'b"")?('z’ a, b,“.)d;,;

soz g$(% 4 6""‘/(.1‘, a, I), .. ). -- const.,

ouf (x, a, b,...) sera une fonction algébrique de x, a,
b, ..., etl’équation (2), relative a cette intégrale, étant
débarrassée du facteur es*=b--), prendra cette forme

of | of db do | dydb B
d—g-!-%;lz—l—...—!—f<—(—)-;+-abz+...>_<o,
. e \ db

qui sera algébrique par rapportaa,bd,..., Tt

10. Par exemple, pour les paramétres «, b de I'inté-
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grale .
oraz+b

{10) J e ttde — - const.,

ou « est un nombre indépendant de a, b, on trouve ainsi
la relation

a— —+ a2xra —1-=0.
da

En faisant
by a"
o= —y o=

= —

¢ np
A, py nn étant des nombres quelconques, on en déduit la
formule

n—1 i

—_— —ax

12 ax e t

e n p da:_—_x————i—const.,
a

n—r A

pour a satisfaisant a I’équation

a4+ Ara — p.==0;

et si 'on pose
)\:n, y.::{ll—l)(;,
il vient

“r n—i1\ e’
fe& d.z:::< )6—+const.,
n a

pour a satisfaisant 4 'équation

a4+ nra —(n — 1;,0=o0.

Dans les cas de » = 2, 3, on obtient ainsi

SE g
e -"-':--’:——-*-CO“SL,

ou

a:\afa-l-\/x-‘-;-af +éo‘—\/x3+3*.
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11. Remarquons maintenant que, l'intégrale d’une
fonction quelconque, renfermant des paramétres, étant
connue sous forme finie, il sera souvent facile d’en dé-
duire, 4 I'aide de la variation des paramétres, les inté-
grales de certaines fonctions exponentielles. En effet,
soit

* [ fla,a,b,...)dr=Flz, a,b,...)+ const.

En multipliant les deux membres de cette équation
par la constante €%, nous aurons

(tr) feof(x,a,b,...)de = e*F(x, a, b,...)+ const.,

et ’équation (2), relative a cette derniére intégrale,
étant divisée par le facteur e*, prendra la forme

(12) F—l—(E—F()de

Ja d—b-t‘i;+::0

En remplagant les paramétres b,... par des fonc-
tions de a, choisies arbitrairement, et éliminant ensuite
a entre les équations (11) et (12), on obtiendra la valeur
de I'intégrale d’une fonction exponentielle.

Ainsi, de I'intégrale

dx x

. = -+ const.,

(a+bz") " ala-+ bx")"

on déduit

e*dr ex
“3) — p -+ const.,

(a+ bz "  ala+ ba")n

et la relation (12) entre a et b devient
a db
(a-—l)(a—{—bz)—,—z(l—i—x 2;>__o.

Si 'on suppose b indépendant de a, cette équation se
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réduit a

n—+1
n

14) a*+ (bz“—— >a—— bx" = o,
ct I'élimination de a entre (13) et (14) conduit a ce ré-
sultat

ban | -
e

n+1

(n 1+ nbz" 4 yR )—'r

b LR
re 2 2n
- - - -~ const.,

(n 41— nbam 4 yR)(n +1 -+ nba+ /R )"

ou
R = n?b*x™ 4 2n(n— 1) ba" + (n + 1)

12. Le théoréme de M. Liouville, cité au n® 9, com-
prend, comme corollaire, la proposition suivante :

Si Uintégrale f[f(x)sinxdx, f(x) désignant une
Sonction algébrique, est possible sous forme finie, on
aura

Jf{x)sinedr = ¢{x) cosx -+ Y {x)sinx - const.,

v et § étant des fonctions alge’bri(/ues ; elles seront ra-
tionnelles, si f(x) estune fonction rationnelle.

1l est facile de s’en convaincre, au moyen des rela-
tions connues entre les fonctions exponentielles et tri-
gonométriques. De plus, la fonction ¢(x) devra véri-
fier ’équation différentielle

d?y th)

- flae) =
de? d.c—| Slzi=o0,

dout lus solutions rationnelles, si elles existent, pour-
ront &tre trouvées d’aprés la méthode de M. Liouville
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(Second Mémoire sur la détermination des intégrales
dont la valeur est algébrique; Journal de I’Ecole Po-
lytechnique, XXII° Cahier, p. 117). La fonction ¢(x)
étant connue, on trouvera §(x) par I'équation

s

e + Py =o.

Tout ce qui a éé dit, relativement a l'intégrale

S f(x)sinx dx, s’applique, avec des modifications cor-
respondantes, a I'intégrale [ f(x)cosxdx.

13. Concevons maintenant que 'expression
flz,a,b,...)sinzdz,

f(x,a,b,...)éant une fonction algébrique de x et des
paramétres a, b,. .., s’intégre sous forme finie; alors,
d’apreés le théoréme du numéro précédent, on devra avoir

SSf(x,a,b,...,)sinzdx
= ¢(x,a,b,...)cosx + Y(x,a, b,...)sinz + const.,

ou ¢ et Y sont des fonctions algébriques, et I’équation
(2) prendra, par conséquent, la forme

dp | dp db N 01’;+d~.!adb+ tane £ — 0

da " Obda T \Oa " dbda )BT
d’ou il suit que @ s'exprimera algébriquement en x
et tangx, aprés que les paramétres b,... seront rem-
placés par des fonctions algébriques de a.

Par exemple, en écrivant I'équation (2) pour I'in-
tégrale

x4+ 2a(xt—1)+atx . .
" sinx dx
T + a
(15) { )
Z cos x wsin.x
T e i -i- const. ,

Vo

4
I+ a (x + a]
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on a
z(r +-a)+ (x — a)tang z = o;

c’est-a-dire que la formule (15) subsiste, quand on y
remplace le paramétre a par la fonction

x(xr 4 tang )
a—= ——
tangx — x

et I'on obtient ainsi

S (z — tang x) ( 2 -+ cot? x — %) cosxdz

2cosx  (z-+ tang z)sinx

= (x— lang.r)[ ]—i—const.

tang x x tang*x
14. Pour terminer, nous donnerons encore les exem-
ples suivants de I'intégration au moyen de la variation
des parameétres :
1° L’équation (2) relative a I'intégrale

adzr tang x
o - -~ const,
|a -+ (ax + b)tang £} a +(ax —+ b)lang =
25t

e3

~db
1+ w—rz tangz == o,

d’ou, en posant b = €%, on tire
a ==log(x + cotz), b===x - cotx,
et, par suite,

f log(x + cotx)dx

(ztang x + 1)*[log(x + cotz) + 1}

B tang x . const
T (ztang x + 1)(log(x + cotz)+ 1] -

2° En formant P’équation (2), pour l'intégrale

i L 2
(16) [ (3z+alds 10g<~r_w_~/_ﬁ>+ const.,

VR 2+ az — \R

v
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ou
R =(2?+ ax)*+ br,
on trouve
x -+a do
— —b=o,
2 da
et, si 'on y fait
b = _ﬂ_ e—*a—2
o_z

« et (3 désignant des nombres indépendants de a et b,
cette relation fournit les valeurs suivantes de a, b,

B
A= —x — =y b— " €7,
@ o?

apreés quoi la formule (16) devient

— d — 2 oz
(ax —1)dx _ilog(zz ay 4zt -+ Bure >+const.

\/41’-&- Bress 2 22 + a\/fa? + Bre

CONCOURS GENERAL DE 1876.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

Etant donné un parallélépipéde, on considére trois
arétes qui n’ont pas d’extrémités communes et les deux
sommets non situés sur ces trois arétes :

1° Trouver I'équation du lieu d’une courbe plane du
second degré, passant par ces deux points et s’appuyant
sur les trois arétes; 2° chercher les droites réelles situées
sur la surface; 3° étudier la forme des sections faites dans
la surface par des plans paralléles 4 I'une des faces du
parallélépipéde.
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MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

On donne une circonférence, une droite fixe LL' qui
rencontre la circonférence, et deux points fixes A et A’
sur la circonférence; on joint un point quelconque M
de la courbe aux deux points A et A’, les droites MA, MA’
rencontrent la ligne fixe LL' en deux points variables
P et P’: démontrer qu'il cxiste sur la droite LL' deux
points fixes I et ¥, tels que le produit IP ><I'P’ demeure
constant lorsque le point M se meut sur la circonférence;;
déterminer la position des deux points et I,

PHILOSOPHIE.

Dans un cube dont 'aréte est @, on méne une diago-
nale AA/, puis on coupe le solide par un plan mené per-
pendiculairement a la diagonale et & une distance d du
sommet A :

1° On demande la figure de la section qui correspond
aux diverses valeurs de d;

2° On demande P'aire de la section et les limites entre
lesquelles elle varie lorsque le plan sécant se déplace.

RHETORIQUE.

Premiére question. — Systéme de Copernic.

Seconde question. — Etant donnée une sphére, on
construit, sur un grand cercle de cette sphére, comme
base, un cone équivalent a la moitié du volume de la
sphére, et V'on demande :

1° De trouver le rayon du petit cercle suivant lequel
la surface de ce cone coupe la surface de la sphére;

2° D’évaluer le volume de la portion de cone comprise
entre sa base et le plan de ce petit cercle.
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SECONDE.

Premiére question. — Construire un triangle ABC,
connaissant les longueurs des deux cétés AB el AC, et
celle de la bissectrice AD de I'angle A.

Seconde question. — On méne les diagonales d’un
trapéze ABCD, lesquelles se coupent en un point O.
Etant donudes les aires p* et g* des deux triangles AOB,
COD, trouver I'expression de l'aire des deux autres
triangles AOC, BOD, et celle de I'aire du trapéze.

TROISIEME.

Premiere question. — Construire un triangle ABC,
connaissant la base AB, donnée de position, I'angle au
sommet C, et un point P pris sur la bissectrice de I'angle
formé au point C par le c6té AC et le prolongement du
coté BC.

Seconde question. — Une somme de 7200 francs a été
placée a intéréts simples; et 'on remarque : 1° que si la
durée du placement etit été augmentée de dix jours, I'in-
térét total etit augmenté de 12 francs; 2° que si le taux
et diminué de § pour 100, lintérét eut diminué de
24 francs.

On demande le taux et la durée du placement (’année
est comptée pour 360 jours).

ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPECIAL.

Premiére question. — Etant donnés deux rectangles
égaux superposés ABCD, A'B'C'D’ :

1° Déterminer géométriquement un point O tel, que
si, laissant fixe le rectangle ABCD, on fait tourner autour
de ce point le rectangle A'B’C’'D’ jusqu’a ce que le
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grand coté A'B’, qui coincidait primitivement avec AB,
vienne se placer perpendiculairement 2 AB, le milieu
de A'B’ se trouve au point de concours des diagounales
du rectangle ABCD;

20 Calculer, en supposant les longueurs des cotés AB
et AD égales a 2a et d 25, les distances du point O aux
deux cotés AB et AD.

Seconde question. — On donne un prisme droit et
une pyramide de méme hauteur égale 3 5 centimétres;
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