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SUR LES SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES NOMBRES ENTIERS;

PAR M. EDOUARD LUCAS.

1. Soit, en général, une fonction entière A ƒ [x) égale
a la différence d'une fonction J (x), pour une différence
de l'argument égale à l'unité

en remplaçant successivement x par i, 2, 3, ..., (x —i),
et en posant

on obtient par addition

ƒ (*) — / ( i ) = ff«S«-t- a» S»,, 4 - tf,Sn_2 -f-. . . -+- aa So,



( ' 9 )
ou, symboliquement,

(0 /(*)-/(O = A/(s),
en ayant soin de ne pas oublier l'exposant zéro de S.

Faisons, dans la formule (i), ƒ (x) égal à (x—i)" ou
à xn, nous obtenons

1 2 1 I X 1 J O I O I I )

(3) * - - i =(S-f i )--S- ,

et, par addition et soustraction, les deux formules

(4) f+(«-i)»-.I=(s+i)«-(s-i)»,

( 5 ) * « — ( . r — , ) » _ Ï — / S - h i ) " - f - ( S — i)« — 2S / < $

qui permettent de calculer les sommes S de deux en deux,

par voie récurrente. Mais on peut, pour parvenir au

même but, se servir de la formule suivante. En effet, fai-

sons encore,dans la formule (i)if(x) égal à ( x — - J ?

nous obtenons l'équation

(6) ( 2 x - I ) « » I - ( 2 s + i ) - - (aS- i )» ,

qui a étç donnée par M. Gilbert, au moyen de l'analyse
infinitésimale [Nouvelles Annales de Mathématiques).

Enfin, si, dans la formule ( i ) , on suppose

/ ( j f ) = ( j f + s ) ( x + z + i ) . . . [x 4 - z -h n — i ) ,

on obtient

( y ) ƒ (.r) —/(I) = * (S 4- a 4-1) (S 4- s -H?.) « . . (S 4- z 4- * — i ),

et plus particulièrement, pour ^ = o et pour ^ = — i,

• 4-i) . . . [x -h n —j)

(8)
(x— i)x . . . (x+n — 2 ) = / z S ( S 4 - ï ) . . . (S 4 - * — 2 ) .

2.



( ao )

2. On tire du système des n équations obtenues en
remplaçant successivement n par i, ?, 3, . . . , ft, dans la
formule (3), le déterminant

. -2 3 . . . n . S,,_ —r

X1

X

o

o

o

o o

On obtient un déterminant plas simple au moyen de
Tune des formules (4), (5) ou (6). Celte dernière donne,
par exemple, pour des valeurs impaires de l'exposant

10' 1 .3. i) ?.2"+lS in-

c j / H 1 i!

Kix — i)x

o

o

o

o

1

M

Enfin on peut obtenir SM en fonction d'un détermi-
nant contenant au moins (w-f-i) fonctions arbitraires
de a:*, pour cela, il suffit de considérer (n H- i) équations
semblables à Véquation (i).

3. La formule (î) peut être généralisée par l'introduc-
tion de nouvelles variables. En effet, on peut écrire cette
formule de la manière suivante :

en supposant l'accroissement de x égal à [x — i), et ce-



lui de S à l'unité ; on en déduit

(i.) ^ / ; I , I ) = A ^ / ( S , S ' ) ,

et, de même,

(12) A^,,, . . . /(!, 1,1,...) = xw..../(s,s',s",...),

p désignant le nombre des variables; les accroissements
du premier membre sont respectivement égaux à (x —1),
(y — 1), [z —• 1 ) , . . . . et ceux du second membre à l'u-
nité. On ne doit pas réduire les S avec les S' et les S"-,
mais on remplacera, après le développement du second
membre, S", S'n, Sf/n par Sn, et Ton obtiendra des rela-
tions entre les produits deux à deux, trois à trois, etc.,
des sommes S.

4. On peut poser, symboliquement, l'égalité

( i 3 ) /iSa_,— >-f-B)" — B«,

dans laquelle on remplace les exposants de B par des in-
dices, et Bo par l'unité. Ces coefficients B sont appelés
nombres de Bernoulli, parce que Jacques Bernoulli les a
remarqués, le premier, comme formant le coefficient dn
dernier terme, dans les sommes des puissances paires.
La comparaison des formules (9) et (i3) donne

i4 ) 1 - 2 . 3 . . . rc.B,,.,— —1

«—2 pw-3 p i

2 p//—3 p ,

c;;ii . . . c1 .

c:
II serait facile de trouver ainsi un grand nombre de

formules semblables, mais on peut aussi calculer les
coefficients B de la manière suivante. En changeant x



en x 4- i , dans la relation (i3), on obtient, par diffé-
rence, l'identité

( l 5 ) n xn~l= (a? + B - f - l ) M — (a? H- B ) n ,

qui a lieu pour toutes les valeurs entières et positives de

x et, par suite, quelle que soit la valeur de x. En par-

ticulier, pour x = o, x =r r t i, :r = ? et, par addi-

tion et par soustraction, on a les relations récurrentes

/ ( B - J - i ) " — B " = o ,

l
( (B+i)--ï-(B-O— *(-i)"-'

j (B-*-*)•- (B-f- i )«^* f

f ( 2 B -H i n — ( 2 B - i )" = 2/if—•

La première de ces relations a été indiquée par Moivre.
On peut encore obtenir les nombres B au moyen de

déterminants déduits des équations (i5) et (16)5 le cal-
cul donne, pour les premiers coefficients,

B, ~ - I , B!~= — —9 B j = 7 r > B4^=: — —5
2 0 00

4'2 3o

Les coefficients d'indice impair sont nuls, à l'exception
de Bi, ainsi que cela résulte de la troisième et de la cin-
quième des formules (16)5 d'autre part, l'équation (i4)
fait voir que le produit 1. 2 .3 . . . n B„_! est entier.

Enfin 011 déduit encore de la formule (i3) légalité

(17) ^ = »S,., + B.,

qui permet de calculer rapidement Sn par voie d'intégra-



tion, en calculant cbaque fois la constante par Tune des
conditions

S„ z= i pour x — 2 et S„ = o pour x = i.

5. Si l'on observe que Ie premier membre de la for-
mule (i5) est la dérivée dex", et le second, la différence
de (x -b B,", on a, plus généralement,

(,8) ƒ (* + B + i ) - / ( * + B) ==/(*).

Posons, par exemple,

f^x)z=x(x + i) . . . [x -4- n — i ) ,

nous obtenons

n

x x -\-\ x -f- 2 x -h n — i

I I i
j m t M j

X ' X -+- 1 ' ' ' X -f- 72 I

Dans l'hypothèse x = i, nous avons

[«B + 2B + 3 B -f- «
) I 2 ~3 72

2 0 , <
V ; I I I I

I 3 3 7?

et, pour a* = o, en augmentant n d'une unité.̂

La formule (i8) donne, pour x = o,

(aa) / (B-4 - i ) - / (B)= / ' (o ) i

faisons maintenant ƒ (x) = e", il vient



( M )
et, par suite,

(23)
C I

Cette formule, souvent employée en Analyse, subsiste
pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur
à in.

Faisons encore, dans la formule (22) ,

nous obtenons

f [or) - sin [JC — l \ z ,

f24) cos Br — - rot -•

C. Si Ton introduit une seconde variable y dans la
formule (18), on a

en supposant A.i = 1 • si Ton applique ce résultat à

tonction — de ) , on aura

,25) A , , , / > + BO' + B') = ^ Ç { ^

et, en général,

(a6) A!' , . . . / V -h B O -r-B'.s + B-
dz. . .

en supposant Ajr = A^ == Az = . . . = 1. On ne ré-
duira pas les B avec les IV et les B"; mais, lorsque le dé-
veloppement symbolique du premier membre sera effec-
tué, on remplacera B", B//J, B / /n,. . . parBn . On aura ainsi
les relations contenant les produits deux à deux, trois à
trois, etc., des nombres de Bernoulli.

7. On a, d'après les résultats obtenus dans un article



( «5 )

précédent (Nouvelles An noies, novembre 1875), la
formule

(27) S-S.-S«+.

pour m = 77,

(08) —H—X S,2, = S" (S 4 - B } l l + I — S"B"+ ,

en remplaçant Bt par zéro. On déduit, inversement,

2 s,n_H =

3s:
2 S';

i

o

o

o

o

o

o

o

o o

o o

0 o

C;B2 o

1 q
O I

II résulte immédiatement de la formule ( i3) que les
rapports

s
— et
x

ont respectivement pour valeurs

1 n H- 1
B,t et

2.

lorsque x lend vers zéro. Si Ton introduit ces hypothèses
dans les relations précédentes, dans les relations (27) et
(29), par exemple, on trouve

(3o)
B w . h , ( - - ]

(B

n + I

m 4- 1



et

(«-+-I
nB'„

4E
3B

o

)B; (
—r

B,U

2

2

-•/H-l "2

I

O

o

o

o

C„V,B

C^B2

i

o

0

o

4 . . . O

o
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