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THEORIE DES INDICES;

PAR M. FAURE,

Chef d'escadrons d'Artillerie.

[SI,TE(*).]

102. Éliminons maintenant les expressious | ê  y |.
(s7,)''), en nous servant des relations (rf, 87)*, soient
E, F deux plans menés par la droite z\ E', F ' deux
plans menés par la droite s',

«'.7 I -

[b, E) {b, F) ! «fcsinEF

(«', E') (*', F')

(b', E') (£', F') a'b' sinE'F'

Nos deux expressions deviennent, en observant que

[a, A) (by Bj — ub sinAB j 7, v | ,

Ka\ k')[b\ B')--a'b'sin A'B' | 7', •/ |,

bia E F s i n E ' F ' cose^'

'(rt, E^<7, F), < ( « ' , E ' ) ^ ' , F ' ) sin AB sin A'B' cov

<;(/?, E ) ^ , F), \{b'y E')[b',F]\'<ii A - (/», B) 'a', BM '> ' , B'

0, s; r ; , s ' ) s iaEFsin E ' F ' c o s P P '

(£, E)(è, F)

', E') (fl', F') | l0, vi (o, •/) sin \BsiuA'B' cosNN'
•', E') {b', F') | (^AjfôjBlVjA'jT'TB7;

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XV, p . 261, 29*2, 33g, / J5 I , 'JS

et t . XVI, p . 5, 160.
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Lorsque er coïncide avec e, les plans E', F ' avec E, F,

sinEF
sin AB sin A'B' cosw'

'o,v)(o, v'jsinABsinA'B'cosNN'|(«,E)(fl,F)
\(b',E)[b',F)

La première de ces relations donne le carré du sinus
de l'angle de deux plans déterminés par leurs coor-

données.

Si du point o on abaisse des perpendiculaires sur les

plans E et F , la seconde relation donne le carré de la

distance des pieds de ces perpendiculaires.

Corollaires de la relation IEE, — IAE,.

103. Lorsque la surface S est une sphère de rayon 11,

(o, E^o, F/)— IVcosEE'

-— [(o, A)(o, E')—R2cosAE')];

mais (o,L)=- > (o, A) ; par consequent,

— cos AE' (4 termes).

Cette relation donne le cosinus de Vangle de deux
plans dont Vun est déterminé par ses coordonnées,
tandis que Vautre n'est déterminé quen direction.

Un second tétraèdre a'Vc'd! donnerait
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portant dans la première expression de cos EE'les va-
leurs de cos AE', cos BE',. . ., déduites de la seconde, on
a, pour le cosinus de l'angle de deux plans déterminés
par leurs coordonnées.

a A )(a'\') C0S A A ' 1 6 t e r m e s ) •

Si les plans coïncident,

-TTTTT-TTTCOSAA'.

Si, en même temps, les tétraèdres se confondent,

—r cos AB.

Si les plans EE' sont à l'infini, la relation générale
donne

cos AA'

104. Prenons dans le plan E trois points arbitraires
e, ƒ, g\ dans le plan E' trois points également arbitraires
e', ƒ', g' et remplaçons dans l'expression de cos EE' les
coordonnées des plans E et E' par les valeurs (88).

IN ou s trouvons d'abord

(e, C ) ! / , C M £ , C)

(e>*)'J> B)(gr, B)

(e,D)(f,D)(g,D)

^c'KAC')^, c

Mais
(3\M3 (3VM

cos AA'

A'B'C'D'
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par suite,

, B') cos AA'.

ABCD A'B'C'D' ö ' J

[e, C)lfi C)(g,C\

^ ( e , B)(/, B/j, B

(e, D)(/, D)(g, D

Lorsque les points <?',ƒ', g' coïncident avec les points
<?, ƒ, g, on a une expression du <vz/ré de l'aire d'un
triangle déterminé par h s coordonnées de ses sommets.

On ne devra pas oublier que, dans toutes les foi mules
où figurent des angles formes par des plans, il faudia.
lo.«jours prendie l'angle formé par des normales exté-
rieures à ce«5 plans, pour l'angle do ces plans eux-mêmes.

105. Par un point p menons trois plans rectangu-
laires E, F, (i et pir un point p' trois plans paralèles
aux premiers. Appliquons aux trois systèmes de plans
FF/, F F , GGMaielation (19)

ajoutons les. résultats, et rappelons-nous (81) (jue

nous aurons ce théorème :

Etant donnés deux tétraèdres a^cd, a'Ucd, dnix
points /?, p' et une surface S, si Von désigne par x, yJ
les droites pa, pfaf, par S] la somme des canes des
demi axes de la surface, par TT leur produit :

p't / / V COS 77.' Op . Op' COS pop' — S^
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INous pouvons remplacer les numérateurs par les expres-
sions équivalentes (31, 4°)

pa.ji'a cos M' ~ -\ i>a' -f ap' —pp' —an1 ) ,

de sorte que

lnL. _< y mi y _ 1AA'
\a, A) 'rZt\a,Y)Zé~[a', A'

AA'
—,~ " ^ JA\' ^ on

" Pi> Zà (^TÂTf^TÂ7) ~~2à X^A)Ka'~~A!

Op -f- O])' pp' — ? S f
— __

Oi (92), o étant le eenlie du la surface S,

et

de soi te que

2 t 2

^ > j)fi' (o. A') y^ ap' ( o , A)

an' ] A A . — i — 2

Circonscri\ons des sphères aux tétraèdres abcd\
a'b'c'd' et désignons par Po. P'o les puissances du centre
o de S par rapport à ces splières, nous avons (96)

W-=*-*•••
d'où ce théorème : On donne une surface S et deux

tétraèdres abcd, a'b'c'd' \ si Ion désigne par Po , Po les



puissances du centre o de S par rapport aux sphères
circonscrites aux tétraèdres, l'expression

représente le double de la somme des carrés des demi-
axes de la surface S.

Lorsque les deux tétraèdres coïncident, on a

rr'Y —

le signe somme contient six termes. Si la surface S est
conjuguée au tétraèdre abcd, les indices IAb sont nuls et

nous retrouvons par une autre voie un théorème déjà
démontré.

Lieu du centre des surfaces inscrites aux six plans A,
B, C, D, E, F dont la somme des carrés des axes est
donnée.

106. La surface S louchant les quatre faces du té-
traèdre de référence, les distances du centre o à ces faces
sont données par les relations (92)

IDA

( , Aj 7T- ( ,

dans lesquelles on fera

IA = h = ïc — h — o.
Les plans E et F touchant la surface S, on a
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De plus

Si l'on élimine les indices entre ces sept équations,
on trouve, après avoir cliassé les dénominateurs,

M fa

ST

' ^ O ^ O

S oT
"̂  ^ ^

1 o o ^ X

- o

fa fa

J ^ ̂  ^ ^
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De cette équalion résulte

Sî=rP. + Q;

Q étant une fonction du premier degré des coordonnées
du centre, le lieu est donc une sphère.

L'équationPo -h-Q = o représentant une sphère, nous
\ oyons de plus que, quand une surface touche six plans,
la somme des carrés des demi-axes de cette surface est
égale à la puissance de son centre par rapport à une
certaine sphère déterminée. Dès lors il est bien facile de
caractériser cette sphère; car, si le point d désigne l'in-
tersection ABC, et g l'intersection DEF, la droite dg est
une des surfaces inscrites aux six plans, son centre o est
1<' milieu de dg, et la somme des carrés de ses demi-

axes est —>—• La sphère cherchée divise donc liarmo-
4

niquement le segment dg\ par conséquent, elle coupe
orthogonalement la sphère qui a pour diamètre dg,
ainsi que toutes celles que Ton peut décrire sur les dix
diagonales de Fhexaèdre ABCDEF comme diamètres. Ce
beau théorème est dû à M. Paul Serret; le suivant ap-
partient au môme géomètre.

107. Le lieu du centre des surfaces du second ordre
conjuguées à six couples de plans A A', BB', CC', DD',
KI7, FF', et dont la somme des carrés des demi-axes est
constante, est également une sphère dont nous pouvons
donner l'équation.

Prenons pour tétraèdres de référence ABCD et
A'B'C'D'. Nous avons pour première équalion

K- [ 2b, - Po P. J - 2 - [a, A) (a', A') AA ?

le signe somme contient seulement douze termes,
puisque, par hypothèse, IAA. = IBr> — Icc. = ÏDI) = o.



Pour éliminer les douze indices IAB-, 1AC., IAI>-, . . .,
nous avons d'abord les huit équations

(o,A') _ ^
[a,.

[a, A)

|Q> A) y IAA' ^ (°t B ) y _W__

°' C) _

Puis, pour exprimer que les plans E, E', F, F' sont
conjugués à la surface S, on a les quatre équations

Ei(«\E') V ( * , E ' ) ( * \ E )
^Aj(7rÂr) AA' ' - i («, Â)>', A' ) 1AA''

0 -

Entre les treize équations écrites, on peut éliminer
les douze indices, et du déterminant que l'on obtient
résulte la relation

aSîr- Po-f P'0-i-Q,

Q étant une fonction du premier degré des cooi données
du centre*, par conséquent, la somme des carrés des demi-
axes dune surface conjuguée aux plans donnés est égale
à la puissance de son centre par rapport à une sphère
déterminée.

Équations par droites et par plans du cercle imaginaire
situé à l'infini.

108. Si par le centre d'une sphère on mène deux
diamètres rectangulaires, ces diamètres coupent le plan
situé à riniini en deux points qui sont conjugués par
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rapport au cercle imaginaire situé dans ce plan, cercle
par lequel passent toutes les sphères de l'espace. Si de
même on mène deux plans diamétraux perpendiculaires,
ils couperont le plan situé à l'infini, suivant deux droites
conjuguées à ce cercle imaginaire. Or, puisque le centre
de la sphère considérée est un point arbitraire, nous
voyons que si, dans le plan situé à l'infini, on prend
deux points conjugués au cercle imaginaire, deux droites
quelconques menées par ces points sont toujours rec-
tangulaires; et, si l'on prend dans ce même plan deux
droites conjuguées au cercle imaginaire, deux plans
quelconques menés par ces droites seront rectangu-
laires. Si le? points conjugués coïncident, auquel cas ils
se trouvent réunis en un point du cercle imaginaire,
nous voyons que si, par un point de ce cercle, on mène
une droite, elle est perpendiculaire à elle-même, et si
les droites conjuguées viennent se confondre avec une
tangente au cercle imaginaire, tout plan mené par cette
tangente est perpendiculaire à lui-même.

Il suit de là, en ayant égard aux valeurs trouvées
pour le cosinus de l'angle de deux droites et de deux
plans, que

O —

est l'équation par droites du cercle imaginai!e situé à
l'infini, et que

[a, A) [a\ A' -cosAA'

est l'équation par plans de ce même cercle.
Quant à l'équation par points de ce cercle, elle ne

saurait exister, mais il est facile d'écrire l'équation du
cène qui a pour sommet un point quelconque o, et
pour base le cercle imaginaire; car, l'équation générale



I. -f- i = o du cône asymptote de la surface S donnant
(23) pe = o dans le cas de la sphère, nous avons (97)
pour l'équation de ce cône

109. Nos formules conduisent facilement à ces ré-
sultats.

D'après les relations établies aux nos H , 12, 13,
nous avons les suivantes :

lee, r_- — i - j - oc. oe' lvj ;

s, e' sont les diamètres oe, oe15

I£_' — L £'n — ( O, £ ) ( O, g' ) I p p , ;

P et P' sont les plans diamétraux menés par les droites €
et s',

T - T , , ( ° , E ) ( ° i E ' )
IEK' — IE0E'O H-

Si les points e, e' sont situés sur deux diamètres con-
jugués de la surface S, Iu, = o.

Si, dans la seconde, les droites e, e' sont parallèles à
deux diamètres conjugués de S, I£ot> — o.

Si, dans la troisième, les plans E, E' sont parallèles à
deux plans diamétraux conjugués de S, IE E

f = o, et nos
trois relations donnent

TV

Appliquées à la sphère, elles deviennent, en ayant
égard aux relations 23, 24 et 25,

pee, = o, coses' — o, cosEE'~o.

On sait que pee> = oe.oe'coseoe'. Remarquons que,
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dans ces égalités, les points e, e' sont situés sur deux
diamètres conjugués de la sphère, les droites e, z' vont
rencontrer le plan de l'infini en deux points conjligués
au cercle imaginaire situés dans ce plan, et les plans E,
E' \ont couper ce mrmeplan suivant deux droites égale-
ment conjuguées au cercle imaginaire de l'infini. Ces
trois relations nous conduiront donc aussi aux trois
équations écrites plus haut.

HO. Indiquant par I et I' les indices pris par rapport
aux surfaces S et S', posons

Y,

ha' hl' hd> Le' i

*ba' *bb' *bir lbd' lfre' ï

ha' hb' hc' hd' lic' I

r . . . ]

f' l

t,a' h/,t lii(t JLCf o o o o

ƒ>,' !ƒ// l / ( ' Jy,// O O O O

| l'ma' l'/nA' C i ' i'./irf' O O O O

la lettre r désignant le nombre des points e, ƒ , . . . ,7/15
r A / " \ . . . X . Soient E7, F . . . . .. M;

5 E , F , . . . , M les
plans polaires de ces deux groupes de points par rapport
à la surface S'; si 7t' est le produit des demi-axes de cette
surface, o'son centre,

Substituant ces valeurs d a n s j r , on trouve

,/, E) (o',F) . . . (o', M) (o', E') (o', F') . . . y , M') ;>r= rr,

rr étant le déterminant du n° 22. Mais, à cause des re-
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lations

on voit que

(</, E) (o ' , F) . . . ( o ' , M ) K F/) (o ' , F') . . . ( , / , M')

E F . . . M '

E' F ' . . M'

<? ƒ . . . /w

Nous ajoutons l'accent prime dans ces deux symboles
pour indiquer que les indices doivent être pris par rap»
port à la surface S'. Nous avons donc, en remplaçant Tr

par sa valeur^
e f . . .

i V ^ r c' f ••

A l

M'

(A)

e

c'

E
E'

ƒ
F
F'

P o u r d é v e l o p p e r le d é t e r m i n a n t yr, o n a u i a égard

a u x r e l a t i o n s du n ° l i ,

Y

En ren)plaçant dans la première le point e' par «', />',
<;', d', on obtiendra les valeurs de 1'^, 1',^, l'6/, 1^^ eu
remplaçant dans la seconde !e pointe par <7, A, c, Ẑ, on
obtiendra les valeurs de Yaer, Ybet ^ Yce', Yd(i,. f)e même
pour les auties termes. On se rappellera que Yee, = o est
l'équaiion du plan polaire du point e'par rapport à S',
le point e étant un point variable.

Pour r = i , 2 , 3 , on a, en développant les valcuis



V par rapport aux éléments relatifs à la surface S',

hb' hc' Iw

Ic6' ïcc7 lcd

Icc' II.' 1-,/'

!/>ƒ' I

— lab.cd.a'b'.c'd'.ef.e'fl,
1 £

l'

!'-ƒ' 4'
= - 16 3 « ^ . a'b' c'. efg. e'f g' ldd,tmi

Dans ces relations, £ et e' sont les droites ef, e'fl\ H
et H' sont les plans efg et e'f 'g'.

Remplaçant j r par ces valeurs dans la relation (A),
et substituant aux divers déterminants leurs valeurs, on
trouvera, toutes réductions faites,

I B Ï
C '

*eaf >

Dans ces expressions, E' et E sont les plans polaires des
points e, e'\ les droites cf' et cf sont les polaires des
droites s, s'-, H' et H sont les plans polaires des points h
et h'. Les polaires sont prises par rapport à la surface S;.

Remarque. — Lorsque les tétraèdres abcdy a'b'c'd'
sont polaires réciproques par rapport à S, ces relations



donnent celles du n° 58, car alors

IAA '
 l Iv/

Désignons par Y, le déterminant que l'on déduit dey,
en remplaçant les points a, i , c, . . . ,771, a', 5', . . . , m'
par les plans correspondants A, B, ..., M, A', B\ . . . ,M' .
On établira comme ci-dessus la relation

E F M
r * *

7t'2r

R'
e

e'

F'
S
j '

. . M'

. . . m
i

d'où Ton déduira, pour r=. 1,2,3,

c: hlhî
il

lon

Comme dans le déterminant^ les points e', y , . . . , m';
^, ƒ , . . . , m sont, par rapport à S', les pôles des plans
E, F,. . . , M -, E', F' , . . . , M', t et s sont les droites e'f', ej
polaires des droites EF ou 9, E'F' ou 9'; H' et H sont
les plans e'f'g', efg plans polaires des points EFG ou
^ E ' F ' G ' o u A ' .

Dans le développement du déterminant Yo on aura
égard aux relations du n° 14

En remplaçant dans la première le plan E' par les



plans A', B', C^ D', on obtiendra les valeurs de IEA>,
I'Eb,. . . : en remplaçant dans la seconde le plan E par
les plans A, B, C, D, on obtiendra les valeurs de l'AE/,
1BE,,.. . .

Quant à la signification géométrique de ces divers
indices, on se rappellera que lEE/=:o est l'équation du
pôle du plan E' par rapport à la surface S', E étant un
plan variable.

111. Des relations précédentes résultent plusieurs
conséquences; et d'abord, puisque l'équation 4 , - 0 ,
dans laquelle l'un dcb points est supposé fixe, représente
le plan polaire de ce point par rapport à la surface S',
nous voyons que Ton peut, dans la valeur de y,, consi-
dérer tous les indices primes comme représentant les
plans polaires par rapport à S' des sommets alcd,
a'VVd'', des tétraèdres primitifs; ou bien encore, en

\ei tu de la relation generale ltt/ -- — r~i^ > nous voyons

que les indices par rappoit à S' sont proportionnels
aux dislances des points e, y , . . . , e', j ' , . . ., aux plans
polaires des sommets des tétraèdres primitifs par rapport
à S', de sorte que l'équation jr=^o^ quelle que soit
d'ailleurs sa signification, se trouve rapportée non plus
aux tétraèdres de référence abcd, a'Wc'd\ mais aux
polaires de ces tétraèdres par rapport à S',

Dans le cas particulier où la surface S' corncide avec
S, les relations (B) se réduisent à

17 > ••'117 ,-•>

•', i> ' )



et les tétraèdres de référence sont les polaires des tétraè-
dres primitifs par rapport à S. Si, par exemple, la sur-
face S est conjuguée aux quatre couples aa\ bV\
ce', dd!', auquel cas Iaa'= 1**/ = ICc> = I«w = o, les équa-
tions écrites cirdessus, ou bien les déterminants

, — j 2 — j 3 — o ,

donnent, lorsque les points #',ƒ', g1 coïncident avec les
points e, ƒ, g l'équation générale par points, par droites
et par plans des surfaces conjuguées à quatre couples de
plans; et lorsque le tétraèdre a'b'c'd' coïncidera avec
abcd, on obtiendra dans ces trois cas respectivement
l'équation par points, par droites et par plans des sur-
faces inscrites au système de quatre plans.

Le déterminant Yr et les relations (C) donnent lieu à
des remarques analogues} les indices affectés de l'accent
représentent alors les pôles des faces des tétraèdres pri-
mitifs abcd, a'b'c'd'.

Équations par points, par droites, par plans de la
polaire réciproque de la surface S par rapport
à S'.

112. Dans le déterminant j r faisons coïncider les
points e', ƒ ' , . . . , m'avec les points e, ƒ , . . . , z;z, et conti-
nuons d'appeler j r le déterminant ainsi modifié5 en
remplaçant vr par sa valeur (8) on a, pour r = i5 2, 3,

*' M',T

.r.= - z^~7" E'
7T 1 E

E F
E F

Ann. de Mathémat., 2e série, t. XVI. (Mai 1877.)
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TT2

2 I O )

e

e!

E

E'

ƒ
ƒ '
F

F'

g

g'
G

G

EFGI,,.

Si le plan E touche la surface S, IE = o, et le point e,
pôle du plan E par rapport à S', appartient à la polaire
réciproque de S par rapport à S'; donc l'équation yi=z o
est l'équation par points de cette polaire réciproque. Si
la droite o touche S, !„ = o 5 par conséquent yf= o est
l'équation par droites de la polaire réciproque de S par
rapport à S'. Enfin, si le point h est sur la surface S,
I/,= o, et yz — o est une équation par plans de la po-
laire réciproque de S par rapport à S'.

Si, dans le déterminant Yr, on fait coïncider les plans
E', F ' , . . . , M' avec les plans E, F,. . . , M, on verra, comme
plus haut, que les équations

Y,= o, Y2=o, Y3=o,

ainsi modifiées, représentent respectivement l'équation
par plans, l'équation par droites et l'équation par points
de la polaire réciproque de la surface S par rapport
à S'.

Les relations (B) et (C) conduisent également à di-
verses formes de l'équation de cette polaire.

î. Dans le cas où les surfaces S et S' sont rapportées
à leur tétraèdre autopolaire abcd, ces relations peuvent
s'écrire comme il suit :

'-^r-1—- (4 termes i,
IE

Î L J J — ! ^6 termes),

——-—- (4 termes'.
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Dans la première, si le plan E touche S, son pôle r.
par rapport à S'décrira la polaire réciproque

_

=°
de S par rapport à S'. Dans la seconde, si la droite e
touche S, la polaire cf par rapport à S' roulera sur la po-
, . , . ^ | v, tp | 2 I V rk ,

Jaire réciproque > -r* z=z °« ^ a n s la troisième, si

le point e est sur la surface S, son plan polaire E par rap-

port à S' touchera la polaire réciproque ^ - \^' n = «>-
asuivre.)


