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THEORIE DES INDICES;
Par M. FAURE,

Chef d’escadrons d’Artillerie.

[svrTE (*).]

Surfaces homofocales.

114. Tutorkme. — Lorsque deux plans E, E' sont
conjugués par rapport a deux homofocales, ils sont
rectangulaires et conjugués & toutes les homofocales
du systéme,

Désignant par p le paramétre de I'homofocale de la
surface S, qui est conjuguée aux deux plans E, E/, on

a (54)
cos(E, E')

IEE’:P T.

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. XV, p. 231, 292, 339, 451, 481, 529.
et t. XVI, p. 5, 160, 193.
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8i ces deux plans sont conjugués 4 la surface S, Iger= o;
il faut donc aussi que cos EE'= o. Les deux plans sont

donc rectangulaires, et cela quelle que soit la valeur du
paramétre p.

118, Deux surfaces homofocales se coupent & angle
droit.

Soit /m un point commun aux homofocales p et p’ de
la surface S, menons les plans tangents en ce point aux
deux surfaces. Ces plans sont conjugués par rapport aux
deux howmofocales, puisque chacun d’eux passe par le
point de contact de l'autre. Ils sont donc rectangu-

laires (114).

116. Lorsque deux homofocales touchent une méme
droite, les plans tangents menés par cette droite anx
deux suljaces sont rectangular’res.

Soient m, m' les points de contact des homofocales
9

p» p' avecla droite «; menons par cette droite les plans

tangents aux deux surfaces. Ces plans sont conjugués
8 jug

par rapport aux deux homofocales, puisque chacun d’cux

passe par le point de contact de l'autre. Ils sont donc

rectangulaires.

7. Le licu du pole d’un plan fixe M par rapport &
un systéme de surfuces homofocales est une droite per-
pendiculaire au plan.

Soit m le pole du plan M par rapport 4 la surface S;
menons I’homofocale p*qui touche le plan M, et soit p
le point de contact. Joignons pm, et par cette droite ima-
ginons un plan quelconque N. Les plans M et N sont
conjugués aux surfaces S ct p, ils sont donc rectangu-
laires; et, puisque le plan N est quelconque, il faut que
pm soit perpendiculaire au plan M.
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118. Trouver la distance d’un plan tangent a une
surface au péle de ce plan par rapport @ une homofo-
cale de cette surface.

Soient D un plan qui touche I'homofocale p de la sur-
face S et d le pole de ce plan par rapport a S. Par défi-

.. ,D)(d, D . . .
nition, I, = (—n———i‘———> Mais on a aussi Jy= 7%; il en
™
résulte
(dyD)=—L__.
(0, D)
Remarque. — Si le plan D touchait la surface S ct

que d &t son péle par rapport a ’homofocale p, on
aurait
(d, D) = — —(7’%)— .

119. D’aprés le n° 54, les indices pris par rapport a la
surface S s’expriment a I’aide des paramétres des homo-
focales de cette surface, d’ou il suit que tout théoréme
relatif aux indices en donne immédiatement un autre
relatif aux paramétres des homofocales. Nous ne cite-
rons que les plus simples, déduits des théorémes énoncés
au n° 85.

D’aprés 7° : Si par une droite v on méne deux plans
conjugués a la surface S, le produit des paramétres
des homofocales qui touchent les plans est égal au carré
du sinus de Uangle de ces plans mulriplié par le pro-
duit des parameétres des deux homofocales qui touchent
la droite v.

D’aprés 9°: Lorsqu’'un angle triédre est conjugué a
la surface S, le produit des paramétres des homofo-
cales qui touchent ses faces, pris en signe contraire,
est égal au produit des parametres des trois homofo-
cales qui passent par son sommet, multiplié par le carré
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du sinus de Uangle solide formé par des normales a
ses faces.

D’aprés 14° : Lorsqu'un tétraédre est conjugué a la
surface S, le produit des paramétres des homofocales
qui touchent ses faces, pris en signe contraire, est égal
au produit des carrés des demi-axes de la surface S,
multiplié par la sixiéme puissance du sextuple de son
volume, divisé par quatre fois le produit des carrés des
aires de ses faces.

D’aprés 25° : Lorsqu’un tétraédre est conjugué a la
surface S, la somme des inverses des paramétres des
homofocales qui touchent ses faces, prise en signe con-
traire, est égale a la somme des carrés des inverses des
demi-axes de la surface S.

D’aprés 30°: Un tétraédre étant conjugué a la sur-
face S, si l'on désigne par p,, py, Pc; pp les parameétres
des homofocales qui touchent ses faces A, B, C, D, et
par e un point quelconque, la somme

(e, A)? N (e, B)? + (e, C)? N (e, D)?
2 PB pe fo

’

prise en signe contraire, est égale au produit des para-
metres des trois homofocales qui passent au point e,
divisé par m*.

D’aprés 34° : Un triedre d(A, B, C) étant conjugué
& la surface S, si par son sommet d on méne une droite
arbitraire e, ct si U'on désigne par p,, py, pg les para-
metres des homofocales qui touchent ses faces, la
somme

sinZé A sin’eB sin’eC
~+ -+
PA PB Pc

est égale et de signe contraire au produit des para-
meétres des deux homofocales qui touchent la drotte ¢,
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divise par le produit des paramétres des trois homofo-
cales qui passent par le sommet d.

De ce théoréme ou du précédent on peut conclure que,
sile point d est le sommet d’un céne circonscrit & la
surface S, et d(ABC) un triédre conjugué a cette sur-
Sace, Uéquation de ce céne sera, e étant un quelconque
de ses points,

{e,A)* (e,B)* [(e,C)

-+ —=— =o.
Pa PB pc

D’aprés 32°: 8 par le sommet d’un triédre d (),
conjugué & la surface S, on méne un plan quelconque
E et que lon désigne par pg le paramétre de U’homo-
Jocale qui touche ce plan,

sin’) E sin?p.E sin?y F
0= SintaA P + sin?p B fs smzyC Fe?

Pa> Py fc €tant les paramétres des homofocales qui
touchent les plans pv, vi, dp ou A, B, C.
Lorsque le plan E touche la surface S, pp =o.
D’aprés 36°: Un diédre AB étant conjugué ala sur-
* face S, si par son aréte on méne un planE, on a
sin?AB pg = sin®EB py + sin’EA pg.

D'aprés 37° : Un angle M. étant conjugué & la sur-
face S, si U'on méne par son sommet et dans son plan
la droite e,

sin?hpp. = sin’epp, + sinelp,,
en désignant par p., py, pu les produits des paraméires
des couples d’homofocales qui touchent lcs droites
€, A, .

Tratorime. — Lorsqu’une droite touche deux homo-
Socales de la surface S, son indice par rapport a S est
constant (54).
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120. Corollaires. — Soit a un point de la surface S,
A le plan tangent en ce point; par le point @ menons
une droite ¢, et soit p le point ou le diamétre paralléle a
cette droite rencontre le plan A, on a (49)

I, =—— 0-[1-; .
Si nous supposons que la droite ¢ touche les homo-
focales p et p’ de S, on a aussi

La comparaison de ces expressions conduit a ce théo-
véme : On donne trois surfaces homofocales S, p et p';
une droite ¢ touche les deux homofocales p et p' et
coupe S au point a, si 'on méne le plan tangent de S
au point a et que ’on projette le centre o sur le plan,
par une paralléle a ¢, le pied p de cette projection
décrit une sphére dont le rayon a pour longueur — -

Vee!
La surface S étant un ellipsoide, p et p'les deux fo-

cales, on a

par conséquent le rayon de la sphére dont il vient d’étre
. 3 , . q. .
question a pour longueur —— = «, c’est-a-dire le demi-

By

axe majeur de S.

121. Imaginous les cones circonscrits aux homo-
focales p et p’ qui ont pour sommets le point a de S; ces
deux cdnes ont quatre aréles communes ¢, donnant lien

chacune a Iégalité I, =— -'—2 Il suit de la que les
- O[)

quatre diamétres op sont des arétes d'un cone de révo-
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lution qui a pour axe la perpendiculaire menée du
centre sur le plan tangent A. Ainsi, lorsque par un
point a de la surface S on méne les quatre droites qui
touchent a la fois deux homofocales de S, ces droites
sont situées sur un céne de révolution quia pour axe la
normale de S au point a.

122. Si Pon désigne par a et b les points d'inter-
section de la surface S avec la droite ¢ qui touche les
deux homofocales p et p’, et par ¢, le demi-diameétre de S
paralléle 4 €, nous avons
—? ’

I, —— fb— —_ ‘EP—,
bei n?
de sorte que la longueur de la corde adb a pour ex-

pression

2
2€
ab —= =2

Vee -
Si p et p’ sont les focales de Vellipsoide S,

2

2€
ab—=—""2.
@
Trtortme. — Les plans qui touchent une homo-

Sfocale de la surface S ont le méme indice par rapport

&S (54).

123, Corollaires.— Soient a un point de la surface S,
et A le plan tangent en ce point; par le point @, menons
un plan E touchant I'homofocale ¢ de la surface S.

D’aprés (54) et (52), on a
_ sinEA

L
((),A)Z <y

IE:"—', IE:

e élant le diamétre de S, paralléle a la tangente AE. De
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\
1a résulte
p _ sin’EA

%= [0, A)

ee

Pour un autre plan E’ mené par le poiut a et tou-
chant ’homofocale p, on aurait de méme

p __ sin'E’'A

—_— 4
' (o, A) %7

¢’ étant le diamétre de S paralléle 4 la tangente AE/.

12%. Ces relations donnent lieu a plusieurs théo-
rémes :

1° Si les deux plans E, E’ passent par la méme tan-
gente de S, I, =1, et par suite sinEA =sinE'A. &/
par une tangente de S on méne deux plans tangents a
l'homofocale p, ces plans sont également inclinés sur
le plan tangent de S mené par la tangente.

2° Si les plans E, E’ passent par la normale au point
a de S, on a I, =1, puisque les angles EA, E’A sont
droits. Les diamétres ¢, ¢/ de la section diamétrale pa-
rallcle au plan tangent A étant égaux sont également
inclinés sur les axes de cette section. Or, les sections
principales relatives au point @ coupent le plan A sui-
vant des paralléles & ces axes; done, si par une normale
de la surface S on méne deux plans tangents a I’ homo-
focale p de cette surface, ces deux plans sont égale-
ment inclinés sur les sections principales menées par
cette normale.

3° Sil, est constant quel que soit le plan E, 'angle EA
est aussi constant; le cone circonserit a 'homofocale p
et qui a pour sommet l point @ est un cone de révo-
lution. Or, pour que ¢ soit constant, il faut que le
point a soit un ombilic de S. Le lieu des sommets des

cénes de révolution circonscrits & une surface est donc
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le méme que le lieu des ombilics, des homofocales de
cette surface, c’est-a-dire les coniques focales de la sur-
face donnée.

4° Supposons que le point @ soit un point commun
aux surfaces homofocales S et p, le plan tangent E de ¢
en ce point étant normal 4 la surface S, on voit que
pour tous les points d’une ligne de courbure tracée sur

la surface S,

13
est constant.
(0, A)

) » . . . T
C’est le théoréme de Joachlmstha], puisque I, = — —,
EO
€, étant le demi-diamétre de la surface S, paralléle a

P’élément de la ligne de courbure au point a.

125. D’aprés le n® 52 on a ce théoréme : Etans
données deux homofocales S et p, si l'on méne un
plan tangent a p et que l'on désigne par E le produit
des demi-axes de la section faite dans S, par E, le
produit des demi-axes de la section diamétrale pa-

ralléle & la section, le rapport 7 €St constant et égal
‘o

a— f

En particulier, on voit que, si par le centre de S on
méne des plans tangents au cone asymptote de I’lhomo-
. focale p, ces plans détcrminent dans S des coniques qui

ont le produit de leurs axes constant.

126. D’aprés le corollaire du n® 81, lorsque trcis
plans A, B, C sont rectangulaires,

od — 8

I+ Iy 4 I = ——»

z

d étant le point d'intersection de ces trois plans, $? la
somme des carrés des demi-axes de S. Or, si ces plans
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVI. {Juin 1857. 17
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touchent respectivement les homofocales ¢y, pg, pc On
aura

. __Pa __Ps __pa
IA 1:‘ Il_l 7?1 I(; —_— ;’
de sorte que
oA + pp + pc =od* — 8],

ce qui montre que le lieu du sommet d’un triédre tri-
rectangle, dont les faces touchent trois homofocales
pas Pes pc de S, est une sphére dont le rayon od est
donné par la relation

od* = py + pg + pc+ S;.

(A4 suivre.)




