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THÉORIE DES INDICES;

PAR M. FAURE,

Chef d'escadrons d'Artillerie.

[SUITE (*).]

Surfaces homofocales.

114. THÉOKÈME. — Lorsque deux plans E, E' sont
conjugués par rapport à deux homofocales, ils sont
rectangulaires et conjugués à toutes les homofocales
du système.

Désignant par p le paramètre de l'homofocale de la
surface S, qui est conjuguée aux deux plans E, E', on
a (54)

T cos(E,E')

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XV, p. _>5i, 292, 339, 4̂ 1» '|8i, 5'JQ.
et t. XVI, p. 5, 160, 19).
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Si ces deux plans sont conjugués à la surface S, I E E ' ^ °5
il faut donc aussi que cosEE' = o. Les deux plans sont
donc rectangulaires, et cela quelle que soit la valeur du
paramètre p.

115. Deux surfaces homo focales se coupent à angle
droit.

Soit m un point commun aux homofocales p et pf de
la surface S, menons les plans tangents en ce point aux
deux surfaces. Ces plans sont conjugués par rapport aux
deux homofocales, puisque chacun d'eux passe par le
point de contact de l'autre. Ils sont donc rectangu-
laires (114).

116. Lorsque deux homofocales touchent une même
droite, les plans tangents menés par cette droite aux
deux surfaces sont rectangulaires.

Soient //i, ///' les points de contact des homofocales
p, pf avec la droite cn\ menons par cette droite les plans
tangents aux deux surfaces. Ces plans sont conjugués
par rapport aux deux homofocales, puisque chacun d'eux
passe par le point de contact de l'autre. Ils sont donc
rectangulaires.

117. Le lieu du pôle d'un plan fixe M par rapport à
un système de surfaces homofocales est une droite per-
pendiculaire au plan.

Soit m le pôle du plan M par rapport à la surface S;
menons l'bomofocale p*qui touche le plan M, et so\t p
le point de contact. Joignons p/n9 et par cette droite ima-
ginons un plan quelconque N. Les plans M et N sont
conjugués aux surfaces S et p, ils sont donc rectangu-
laires*, et, puisque le plan N est quelconque, il faut que
pm soit perpendiculaire au plan M.



118. Trouver la distance d"*un plan tangent à une
surface au pôle de ce plan par rapport à une homofo-
cale de cette surface.

Soient D un plan qui touche Thomofocale p de la sur-
face S et d le pôle de ce plan par rapport à S. Par défi-

T (o,D)(rf, D) . . . . f p .,
nition,ID= • -• Mais on a aussi JD= ~ ; il en
résulte

Remarque. — Si le plan D touchait la surface S et
que d fût son pôle par rapport à l'homofocale p, on
aurait

id,I>)= , p ^
(o, D )

119. D'après le n° 54, les indices pris par rapport à la
surface S s'expriment à l'aide des paramètres des homo-
focales de cette surface, d'où il suit que tout théorème
relatif aux indices en donne immédiatement un autre
relatif aux paramètres des homofocales. Nous ne cite-
rons que les plus simples, déduits des théorèmes énoncés
au n° 85.

D'après 7° : Si par une droite v on mène deux plans
conjugués à la surface S, le produit des paramètres
des homofocales qui touchent les plans est égal au carré
du sinus de Vangle de ces plans multiplié par le pro-
duit des paramètres des deux homofocales qui touchent
la droite v.

D'après 90 : Lorsqu'un angle trièdre est conjugué à
la surface *S\ le produit des paramètres des homofo-
cales qui touchent ses jaces, pris en signe contraire,
est égal au produit des paramètres des trois homofo-
cales qui passent par son sommet, multiplié par le carré
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du sinus de Vangle solide fonrié par des normales à
sesfaces.

D'après i4° .Lorsqu'un tétraèdre est conjugué à la
surface S, le produit des paramètres des homofocales
qui touchent ses jaces, pris en signe contraire, est égal
au produit des carrés des demi-axes de la surface S,
multiplié par la sixième puissance du sextuple de son
volume, divisé par quatre f ois le produit des carrés des
aires de ses faces.

D'après a5° : Lorsqu'un tétraèdre est conjugué à la
surface S, la somme des inverses des paramètres des
homofocales qui touchent ses faces, prise en signe con-
traire, est égale à la somme des carrés des inverses des
demi-axes de la surface S.

D'après 3o° : Un tétraèdre étant conjugué à la sur-
face S, si Von désigne par pA, pB, pc, p^ les paramètres
des homofocales qui touchent ses faces A, R, C, D, et
par e un point quelconque, la somme

PA PB pc PD

prise en signe contraire, est égale au produit des para-
mètres des trois homofocales qui passent au point e,
divisé par TT2.

D'après 34° • Un trièdre d(A, B, C) étant conjugué
à la surface S, si par son sommet d on mène une droite
arbitraire s. et si Von désigne par pA, pB9 pc les para-
mètres des homofocales qui touchent ses faces, la
somme

sin2sA sin2sB sin2sC
"~f~ • r~ •

pA PB pc

est égale et de signe contraire au produit des para-
mètres des deux homofocales qui touchent la droite e,



divisé par le produit des paramètres des trois homo fo-
cales qui passent par le sommet d.

De ce théorème ou du précédent on peut conclure que,
si le point d est le sommet d'un cône circonscrit à la
surface S, et ^/(ABC) un trièdre conjugué à cette sur-
face, Véquation de ce cône sera, e étant un quelconque
de ses points,

(e,A)> _^_ (*,B)» ^ {e,_Cy = o

PX PB PC

D'après 32° : Si par le sommet d'un trièdre <i(X|u.v),
conjugué à la surface S, on mène un plan quelconque
E et que Von désigne par pE le paramètre de Vhomo-
focale qui louche ce plan,

sin2XE sin2pE sin2vE

PAÏ PU-) PC étant 1rs paramètres des homofovales qui
louchent les plans |jtv, vA, X̂  ou A, B, C.

Lorsque le plan E touche la surface S, pE = o.
D'après 36° : Un dièdre AB étant conjugué à la sur-

ƒ ace S, si par son arête on mène un plan E, on a

sin2AB pE = sin2EB pA -+- sin2EA pB .

D'après 370 : Un angle Xp. étant conjugué à la sur-
face S, si Ion mène par son sommet et dans son plan
la droite e,

en désignant par p., px, p^ les produits des paramètres
des couples d homofocalcs qui touchent Us droites
e , X , jut.

THÉOBÈME. — Lorsqu'une droite touche deux homo-
focales de la surface S, son indice par rappprt à S est
constant (54).



120. Corollaires. — Soit a un point de la surface S,
A le plan tangent en ce point; par le point a menons
une droite g, et soit p le point où le diamètre parallèle à
cette droite rencontre le plan A, on a (49)

Ie — .
opl

Si nous supposons que la droite e louche les homo-
focales p et p' de S, on a aussi

La comparaison de ces expressions conduit à ce théo-
rème : On donne trois surfaces homofocalcs S, p et p';
une droite e touche les deux honwfocales p et p' et
coupe S au point a, si Von mène le plan tangent de S
au point a et que Von projette le centre o sur le plan,
par une parallèle à e, le pied p de cette projection

décrit une sphère dont le rayon a pour longueur —= *
Vpp'

La surface S étant un ellipsoïde, p et p' les deux fo-
cales, on a

p=-P'. p'=-7J;

par conséquent le rayon de la sphère dont il vient d'être

question a pour longueur ~ = a, c'est-à-dire le demi-

axe majeur de S.

121. Imaginons les cônes circonscrits aux homo-
focales p et p1 qui ont pour sommets le point a de S*, ces
deux cônes ont quatre arêtes communes e, donnant lieu

chacune à l'égalité L = -• II suit de là que les

quatre diamètres op sont des arêtes d'un cône de révo-
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lution qui a pour axe la perpendiculaire menée du
centre sur le plan tangent A. Ainsi, lorsque par un
point a de la surface S on mène les quatre droites qui
touchent à la fois deux homofocales de S, ces droites
sont situées sur un cône de révolution quia pour axe la
normale de S au point a.

122. Si l'on désigne par a et b les points d'inter-
section de la surface S avec la droite e qui touche les
deux homofocales p et p\ et par s0 le demi-diamètre de S
parallèle à e, nous avons

I pll

de sorte que la longueur de la corde ab a pour ex-
pression

Si p et p1 sont les focales de l'ellipsoïde S,

THÉORÈME. — Les plans qui touchent une homo-
focale de la surface S ont le même indice par rapport
à S (54).

123. Corollaires. — Soient a un point de la surface S,
et A le plan tangent en ce point ; par le point a, menons
un plan E touchant l'homofocale p de la surface S.
D'après (54) et (52), on a

e étant le diamètre de S, parallèle à la tangente AE. De
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là résulte
ƒ sin2 EA

L'

Pour un autre plan E' mené par le point a et tou-
chant Thomofocale p, on aurait de même

p_ ___ sin'E'A

ef étant le diamètre de S parallèle à la tangente ÀE'.

124. Ces relations donnent lieu à plusieurs théo-
rèmes ;

i° Si les deux plans E, E' passent par la même tan-
gente de S, I6 = Ie/, et par suite sin EA = sinE'A. Si
par une tangente de S on mène deux plans tangents à
riwmofocale p, ces plans sont également inclinés sur
le plan tangent de S mené par la tangente.

i° Si les plans E, E' passant par la normale au point
a de S, on a I£ = I6,, puisque les angles EÀ, E'A sont
droits. Les diamètres e, tf de la section diamétrale pa-
rallèle au plan tangent A étant égaux sont également
inclinés sur les axes de cette section. Or, les sections
principales relatives au point a coupent le plan A sui-
vant des parallèles à ces axes*, donc, si par une normale
de la surface S on mené deux plans tangents à Vhomo-
focale p de cette surface, ces deux plans sont égale-
ment inclinés sur les sections principales menées par
cette normale.

3° Si Is est constant quel que soit le plan E, Tangle EA
est aussi constant; le cône circonscrit à Fhomofocale p
et qui a pour sommet ht point a est un cône de révo-
lution. Or, pour que z soit constant, il faut que Je
point a soit un ombilic de S. Le lieu des sommets des
cônes de révolution circonscrits à une surface est donc
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le même que le lieu des ombilics, des homofocales de
cette surface, c est-à-dire les coniques focales de la sur-
face donnée.

4° Supposons que le point a soit un point commun
aux surfaces homofocales S et p, le plan tangent E de p
en ce point étant normal à la surface S, on voit que
pour tous les points d'une ligne de courbure tracée sur

la surface S, -.—t-— est constant.

C'est le théorème de Joachimsthal, puisque It = , i

e0 étant le demi-diamètre de la surface S, parallèle à
l'élément de la ligne de courbure au point a.

125. D'après le n° 52 on a ce théorème : Étant
données deux homofocales S et p, si Von mène un
plan tangent à p et que Von désigne par E le produit
des demi-axes de la section faite dans S. par Eo le
produit des demi-axes de la section diamétrale pa-
rallèle à la section, le rapport — est constant et égal

En particulier, on voit que, si par le centre de S on
mène des plans tangents au cône asymptote de l'homo-
focale p, ces plans déterminent dans S des coniques qui
ont le produit de leurs axes constant.

126. D'après le corollaire du n° 81, lorsque In is
plans A, B, C sont rectangulaires,

7t

tétant le point d'intersection de ces trois plans, S] la
somme des carrés des demi-ax^s de S. Or, si ces plans

Ann. de Mathémat., Ie série, t. XVI. (Juin î >77-> ' 7



louchent respectivement les homo focal es ^A, pB, pc on
aura

j p\ j pu j pc

de sorte que

ce qui montre que le lieu du sommet d'un trièdre tri-
rectangle, dont les faces touchent trois homofocales
pkt j°B> Pc de S, est une sphère dont le rayon od «st
donné par la relation

od2 — pA -+- pB -f- pc -h S2.

[A suivre.)


