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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LES COORDONNEES DES POINTS ET DES DROITES
DANS LE PLAN, DES POINTS ET DES PLANS DANS
L’ESPACE (*) ;

Par M. CASORATI,

Professeur a Y'Universit¢ de Pavie.

(Traduction de P’italien par un Abonné.)

Pour exposer les fondements de la Géométrie analy-
tique du plan, en considérant simultanément comme
élément générateur de la figure le point et la droite,
quelques auteurs prennent tout d’abord comme coor-
données de la droite les deux coordonnées pliickériennes
et les emploient en méme temps que les coordonnées
cartésiennes, dont ils veulent naturellement se servir
avant de parler des coordonnées homogénes. Ces deux
systémes de coordonnées ne donnent pas toujours des
formules correspondantes de méme nature analytique,
et 'on en conclut que les coordonnées cartésiennes ne

(*) Cette étude a été inspirée par la lecture de V'opinion émise a la
page 61 des Porlesungen iiber Geometrie von A. CLEBscH; bearbeitet
und herausgegeben von D* F. Lindemann, 1875-1876.
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peuvent sc concilier entiérement avec le principe de la
dualité. Il me semble que cette conclusion n’est pas licite
et que le fait qui y donne licu ne prouve qu’une chose,
c'est que les coordonnées pliickériennes ne sont pas en
corrélation parfaite avec les coordonnées cartésiennes.

1l me semble trés-facile de transformer géométrique-
ment, suivant la loi de la dualité, la conception ordi-
naire des coordonnées cartésiennes en un systéme de
coordonnées pour la droite, qui est préférable au systéme
pliickérien.

Les éléves trouveront sans doute quelque intérét a
cette Note, ou je considére aussi les coordonnées homo-
génes pour les points et les droites dans le plan et pour
les points et les plans dans 'espace; car les idées qui
conduisent du systéme cartésien au systéme corrélatif
que nous avons en vue s'appliquent aussi a ces coor-
données et avec une égale simplicité.

§ I. — Coordonnées du point et de la droite
dans le plan.

1. Considérons d’abord les éléments, points et droites,
du plan. Les coordonnées du point (cartésiennes ou ho-
mogénes) sont des nombres propres i déterminer les
droites paralléles aux droites fondamentales (axes des
coordonnécs cartésiennes ou cbdtés du triangle fonda-
mental) qui déterminent le point, leur élément com-
mun.

Nous dirons donc que les coordonnées de la droite
sont des nombres propres 2 déterminer des points qui,
a leur tour, déterminent la droite, leur élément com-
mun; ces points élant, par rapport aux points fonda-
mentaux, dans la relation corrélative au parallélisme
entre les droites.
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9. Deux droites sont dites paralléles quand leur élé-
ment, ou point commun, appartient a une droite ¢ fixée
d’une maniére particuliére (la droite & l'infini). Deux
points seront donc entre eux dans la relation corrélative
au parallélisme quand leur élément commun, c’est-a-
dire la droite qui les joint, passe par un point e fixé
d’'une maniére particuliére. Nous pourrons exprimer
cette relation en disant que les points sont alignés

sur e.

3. Par suite, en laissant de coté, pour le moment, le
cas des deux coordonnées, et en ne considérant que
celui de trois coordonnées, o, or,, a3 étant les droites
fondamentales, et a,, a,, a; les points fondamentaux,
nous dirons que :

Les coordonnées d’un point x Lescoordonnées d’une droite
{ fig. 1) sont les trois nombres | % |fig.2) sont les trois nombres

Fig, 1. Fig. 2.

propres & déterminer les droites | propres & déterminer les points
E', 8", & qui passent par x et | 7', 7", 2" qui appartiennent & ¢
qui sont paralléles aux droites | et qui sont alignés avec a,, a,,
@y, a5, a, (C'est-a-dire telles | a, (c’est-a-dire tels que les
que les points «, £, a, £, a, £” | droites a, z’, a, 2", a3 2" pas-
soient sur la droite ¢). sent par le point ¢).

On pourra nommer ¢/, £, " les éléments coordonnés
. , ’ ’ ’
du point x, et 2', 2", 2" les éléments coordonnés de la

droite .
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4. Les définitions que nous venons de donuer ne sont
pas encore complétes; nous les compléterons au moyen
de quelques déterminations particuliéres convenablement
choisies. Dans ces définitions figurent quatre droites fixes
quand il s’agit des coordonnées des points, et quatre
points fixes pour les coordonnées des droites. Les quatre
¢léments d’une espéce étant fixés arbitrairement, on peut
encore fixer arbitrairement les quatre éléments de 1'autre
espéce (*). Mais, afin d’obtenir la plus grande simpli-
cité possible pour traiter simultanément les questions au
moyen des coordonnées de 'une et de I'autre espéce, il
est utile de disposer convenablement les éléments d'une
espéce par rapport a ceux de I'autre. Dans ce but, nous
ferons coincider le triangle a, a,a; avec le trilatére
oy @y 23, ct nous ferons passer le point e a I'infini dans
une direction fixée d’une maniére quelconque, sur la-
quelle il est important de distinguer les deux sens, que
nous désignerons par + e et — e; la droite € est aussi 4
Pinfini,

Cela posé, nos définitions seront complétes en di-
sant :

Les coordonnées sont les mesures, prises toutes sur
une méme direction e, de ce que nous nommerons les
intervalles entre chaque élément coordonné et Uélé-
ment fondamental correspondant (droite paralléle
ou point aligné), en tenant compte du signe positif
quand le passage fini de l’élément fondamental a
I'élément coordonné se fera dans le sens + e pour

(*) lci, il est vrai, une des droites ¢ a été placée a ’avance a Vinfini
Mais si, au licu du parallélisme, on s’inspirait dela condition plus géné-
rale de faire couper les éléments coordonnés &', £, & et les éléments
fondamentaux y relatifs «,, oy, &, sur une droite fixée arbitrairement,
les définitions précédentes pourraient étre conservées sans changement,
mais il n'en serait pas de méme des formules qui en découlent.
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les points, — e pour les droites, et du signe négatif
dans les cas contraires.
En conservant la direction commune des mesures et
la distinction entre les sens positif et négatif, nous
pourrons dire encore que :

Les coordonnées du point z ‘ Les coordonnées de ladroite
sont les mesures desintervalles | ¢ sont les mesures des inter-
entre z et les points &', z”, 2" | valles entre g et les droites ¢’,
alignés avec x et qui appar- | ¢”, ¢” paralléles a et tracées
tienneni aux droites fonda- | par les points fondamentaux

mentales (fig. 3). [ (fig. 4).

B i S

Dans les figures ci-dessus, les coordonnées sont toutes
positives pour le point x et pour la droite 7. :
Nous emploierons, pour désigner les coordonnées d’un
point ou d'une droite, le symbole méme du point ou de
la droite accompagné des indices 1, 2, 3, toutes les fois
que cela ne sera pas incommode. Pour le point x et

pour la droite { des figures précédentes, nous écrirons

7 P -,
=+ xrx §=-+a7,

”

2 — -+ ayz”,
— . P T
Ty == 4 x”x; G = 4 a;z";

et pg désignera la mesure absolue de I'intervalle entre
14 et q.
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8. Tout point fondamental a deux coordonnées égales
a zéro, et la troisiéme égale 4 une des hauteurs du tri-
angle fondamental prises dans la direction e (fig. 5). La
Fig. 5.

e e

méme remarque est vraie pour chacune des droites fon-
damentales. Désignons ces trois hauteurs avec les signes
qui leur apparticnnent comme coordonnées des sommelts,
ou, ce qui revient au méme, comme coordonndées des
cotés, par Iy, h,, hy; nous aurons les tableaux sui-
vants (¥} :

Coordonnées des points Coordonnées des droites
R L —— e
a,. a, a, Ly Cye Uy
hy, o, o, h, o, o,
(1) 0, h, o, o, h, o,
o, o, /I, o, o, hy

Dans le cas de la fig. 5, on aura

hy = — ?;,—;T, hy=-+bya., ly=—b,au,.

(*) Ces tableaux paraissent identiques. Mais, pour une position quel-
conque du triangle par rapport au trilatére, Y'un ne coinciderait avec
Pautre qu’aprés une rotation autour de la diagonale, comme on le voit
ci-dessous :

a,. as. .

by kg gy Loy

}'Il
hyy hy by, |

Mémes obscrvations pour les tableaux suivants, (2), etc.

hyy by | 2,

{
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6. Les figures qui précédent donnent aussi immédia-
tement les tableaux suivants pour les coordonnées des
éléments coordonnés du point x et de la droite 7.

Coordonnées des droites

EI gll Elll
h—z, — 2, —
/
\'-’») — &y, hy— 2y, —
—x, — & ly— x5,

Coordonnées des points
e ——— N a—
-1 " o
. 2",

]lu— Cl, - En T =
- Cl, ,"z"‘ g?y - .C“.v
— &, — &y My— G

7. Nous avons fixé non-seulement les rapports, mais
les grandeurs effectives des trois coordonnées d’un ¢lé-
ment, afin de pouvoir établir la relation qui existe entre
elles. On peut exprimer immédiatement cette relation,
pour les deux espéces de coordonnées, sous la forme (*)

., Zs T
ST

8. Les coordonnées d’un
point . sitné, d’une maniére
quelconque, sur la droite com-
mune aux points #, z peuvent
étre exprimées ainsi :

. It, + mn,
S
. Ilt, + mu,
(4) ¢ ==
. It, + mu,
i syt

Le rapport ;l'-z dépend seule-

ment de x.

G % G

by ko ks

8. Les coordonnées d’une
droite ¢ passant, d’une ma-
niére quelconque, par le point
commun aux droites g, ¥ peu-
vent étre exprimées ainsi :

Aoy = po

A4 p
- B
T

o

’

C_7~7:1+#x3
T N4 ’

Le rapport ?—/. dépend seule-

ment de &.

(*) En prenant comme coordonnées les rapports des coordonnées
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9. Il résulte immédiatement des équations (2) et (4)
que :

La condition pour que le La condition pour que la
point z soit sur la droite ¢ est | droite § passe par le point x est

e T Tk

g tx, [S%
(5) Cir x "Q,r

Cette équation linéaire, homogéne et symétrique par
rapport aux coordonnées du point et de la droite, peut
¢étre utilement qualifiée d’équation représentatrice du
point et de la droite réunis.

10. Nous ne continuerons pas I'exposition systéma-
tique des formules en coordonnées particuliéres; nous
allons reprendre la définition plus générale donnée au
n° 3, ct nous la compléterons avec la généralité voulue.

Nous nous sommes contenté, au n°® 3, de dire que les
coordonnées (du point ou de la droite) doivent étre
propres a déterminer les éléments coordonnés (du point
ou de la droite); mais nous n’avons pas précisé de quelle
maniére elles doivent remplir ce but. Nous ajouterons,
a cet eflet, que les coordpnnées doivent étre proportion-
nelles aux produits de constantes fixées a l'avance par
les coordonnées particuliéres que nous wvenons de con-
sidérer.

Par suite, en conservant la méme position relative du
triangle et du trilatére fondamentaux, ainsi que les no-
tations déjiv employées, et en désignant par Ay, ko, ks,
A4, 25, ks six nombres fixés arbitrairement, et par X,,

déja prises aux valeurs de X y relatives (rapports qui pour les z sont
ind¢pendants de la direction), les coordonnées de chaque élément fon-
damental seraient ou nulles, ou égales a V'unité, et les équations (3)
prendraient la forme z, +a,+a, =1, § + 5, + 8 =1, .. ..
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X, X3, Zy, Z;, Z; les nouvelles coordonnées du point x
et de la droite {, la définition de ces coordonnées est
compléte et la plus générale par rapport & un triangle
fondamental donné, et nous pourrons les résumer dans
les formules suivantes :

‘ le =k, ¢Z ==,
1 PXQ =k 2y, 6l W,
. {'X:s =z ki xy; 0y =N

/-\.
(2]
i

ou p et o désignent des facteurs qui restent compléte-
ment indéterminés.

Cette définition, qui laisse indéterminée la grandeur
de chaque coordonnée, pour ne déterminer que la valeur
de leurs rapports, correspond bien au principe de I’ho-
mogénéité, que nous introduisons dans toutes les for-
mules et équations par l'usage de trois coordonnées.
Pour ce motif, nous nommerons X,, X,, X3, Z,, Z,, Z,
coordonnées homogénes.

L’équation qui représente une droite et un point
réunis devient, avec les nouvelles coordonnées,

, ZX, | X,
(7) A -

’ hikin bk

Comme il importe que cette équation prenne la forme
trés-simple

'8) Z.X,+2,X, + Z, X, = o,

nous poserons la relation suivante entre les deux ternes
de constantes k et A:

(9) hokody = ho k)= Iy kyhy.

Remarquons que la liaison que nous établissons entre
les constantes s’exprime avec la plus grande simplicité.
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11. Nous savons déja que les formules, pour la trans-
formation simultanée des coordonnées X, X,, X;, Z,,
Z,.Z,, relatives a un trianglea, a,a,, en d'autres relatives
A un nouveau triangle fondamental, sont linéaires et en-
tiéres, et que celles qui se rapportent aux coordonnées
des droites ont pour coeflicients les éléments adjoints
aux éléments constitués par les coefficients des formules
relatives aux coordonnées des points, ou réciproque-
ment.

Nous ne nous occuperons donc pas de ces formules,
mais nous chercherous celles qui s’appliquent au cas de
dcux coordonnées.

Dans ce cas, nous n’avons que deux droites fonda-
mentales 2y, a, ( fig. 6) et deux points fondamentaux a;,
a, ( fig. 7). Nous entendons maintenant par coordonnées

Fig. 6. Fig. 7.
o AN
n
‘,' //m ) Y
/ e 7
Iy a

. "
o m o, \\
v
o p
/
as

du point variable m celles qui sont représentées en m’'m,
m"m, et par coordonnées de la droite variable y celles
(ui sont représentées en a,n’, a,n”. La direction com-
mune de ces coordonnées est la direction donuée e. Le
sens + ¢ de cette droite sera le sens positif pour les coor-
données des points, et le sens — e sera le sens positif des
coordonnées des droites.

Designons par x,, a; les | Désignons:par‘cj.,zzles'cog‘l:
. . - ot
coordonnées de m, et par z,, | données delr, et par &, ¢ celles

= celles du méme point rap- | de la méme droite rapportée &
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porté i deux nouvelles droites
fondamentales +¢,, 7,. La re-
cherche des expressions des
en fonction des z peut se dé-
composer en deux recherches
plus simples, en considérant
un couple intermédiaire de
droites fondamentales, le cou-
ple des droites 8, 8, ( fig. 8),

/

Fig. 8.
Qs Bg/! IT,
// //”.Yn
O
-7 B
— Z ! e
o - a,

paralléles aux premiéres «,, .,
et passant par le point o' com-
mun aux nouvelles 7., 7,.

En désignant par o, o, les
coordonnées de o’ par rapport
A @, 2y, €t Par yy, y, les coor-
données du point variable re-
latives a B, 8., la figure nous
donnera immédiatement

e "’. =¥
(1o} ,
( x1:02+]‘:,

Telles sont les formules qui servent a
couple de droites ou points fondamentaux

deux nouveaux points fonda-
mentaux ¢, ¢,. La recherche
des expressions des £ en fonc-
tion des § peut se décomposer
en deux recherches plus sim-
ples, en considérant un couple
intermédiaire de points fonda-
mentaux, le couple des points

by, by ( fig. 9), alignés sur les

Fig. 9.

~
~
~
~
AN
~
~
~
N
N
~
~.
~
N,

o/ ;
Uy "\/
ay T
premiers a,, a,, et ayant la
droite ' commune avec les
nouveaux c,, c;.
.. ’ r

En désignant par o', o, les
coordonnées de o’ par rapport
i a,, a,, et par x, n, les coor-
données de la droite variable
relatives A 4., b,, la figure nous
donnera immédiatement

£ = ‘”', ~+ 7y,
51 = 0"2 —+ 7.
. i
passer d’'un
a un nouveau

couple de droites ou plans fondamentaux, paralléles res-

pectivement aux premiéres droites ou alignés sur les

premiers points.
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Les mémes figures 8 ou g nous donnent encore aisé-
ment les formules suivantes :

ri=koz + sy mi=x%,% + 2,8,

Yo == hkuz -+ ko s ho== 2 G 22, G

Ces formules servent a passer d’'un couple de droites
(P, ) ou de points (b, b,) fondamentaux & un autre
couple de droites (74, 7.) ou de points (cy, c;) fonda-
mentaux, ayant en commun avec les anciens un point
(o') ou une droite (w').

Les coefficients k et » sont des rapports anharmo-

niques, comme il est indiqué dans les tableaux sui-
vants ;

Coefl. Rapp. anharm. Coeff. Rapp. anharm.
des droites. des points.
,
ki=208u 7 5 €, z,==b, ¢, ¢ €,
k=B 7:» . €, z,=b, ¢, ¢, ¢,
!

A,__l::ﬁ._,, T ‘s & Lo 7= b” Ciy O 0"
[ T T T z,=b,, ¢, ¢, ¢,
ol ¢’ représente la droite com- | ol ¢’ signifie le point commun

mune aux points o', e. aux droites o', :.

Chacune des coordonnées (x,, x, OU )iy Yas 215 Z2)s
dont nous nous sommes servi dans ce numéro pour le
point, ne différe de la coordonnée cartésienne rapporiée
a la méme droite fondamentale que par un facteur con-
stant. On pourra donc passer, quand on voudra, de ces
coordonndes aux cartésiennes, et wice versa, car les for-
mules relatives aux unes se convertiront moyennant ces
facteurs en celles qui sont relatives aux autres.

Il est aisé de reconnaitre que les coordonnées dont
nous venons de nous servir dans ce numéro et dans les
numéros précédents se déduisent da systéme général de
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coordonnées projectives de M. Fiedler. Mesurant toutes
les distances dans une méme direction, on obtiendra le
terne x,, X;, x; du n° 4, en éloignant & l'infini dans
cette direction le ‘quatriéme point fondamental e et le
terne ¢,, {s Us, en éloignant a Dlinfini la quatriéme
droite fondamentale. On obtiendra aussi le couple x,,
x, de ce numéro en éloignant a l'infini un des cotés du
triangle fondamental, et le couple £, £, en éloignanta I'in-
fini un des sommets du trilatére. Il est bien entendu que,
dans ce cas, on ne fait coincider le triangle et le trilatére
qu’aprés cette transformation. Cette maniére de particu-
lariser la définition de M. Fiedler nous semble plus con-
forme a D'esprit de la dualité géométrique que P'emploi
des coordonnées cartésiennes pour le point, et pliické-
riennes pour la droite. Il ne suffit pas, pour préférer les
coordonnées pliickériennes aux précédentes &, £,, que
leur combinaison avec les coordonnées cartésiennes donne
une forme plus simple a I’équation du point et de la droite
réunis. D’ailleurs nous nous proposons de montrer
ailleurs la grande utilité de nos coordonnées.

§ II. — Coordonnées des points et des plans
dans Uespace & trois dimensions.

1. Les définitions de la premiére Section s’étendent
immédiatement au cas des points et des plans dans I'es-
pace.

Puisque le parallélisme des plans consiste en ce qu'’ils
ont une droite commune située dans un plan ¢ fixé d’unc
maniére particuliére (& l'infini), la disposition corréla-
tive des points doit consister en ce qu'ils ont en commun
une droite passant par un point e, fixée d'une maniére
particuliére.

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XVIL. (Janvier 1878.) 2
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2. Nous dirons donc que :

Les (trois ou quatre) coor- !

données d’un point = sont des
nombres propres i déterminer
les (trois ou quatre) plans &',

£, ... qui passent par z, et |

qui sont paralléles respective-
ment aux (trois ou quatre)
plans fondamentaux «,, o, ...

Les (trois ou quatre) coor-
données d’un plan ¢ sont des
nombres propres & déterminer
les (trois ou quatre) points 2’,
z”, ... qui se trouvent dans
¢ et alignés respectivement
avec les (trois ou quatre) points
fondamentaux a, a., .. ..

L’alignement doit s’entendre, comme ci-dessus, sur un
point fixe e.

Les plans ¢/, £, ... pourront étre nommés éléments
coordonnés du point x, etles points z', 2", ... éléments
coordonnés du plan 7.

3. Ici encore nous éloignerons 4 'infini, dans une di-
rection fixée arbitrairement, le point ¢ et le plan ¢, et,
sur cette direction fixe, nous distinguerons les deux sens
-+ e, — ¢, el nous compléterons la définition des coor-
données en disant que Zes (trois ou quatre) coordonnées
sont les mesures prises, dans la direction e, des inter-
valles entre chaque dlément coordonné et U'élément
Jondamental correspondant (paralléele ou aligné), en
tenant compte du signe positif quand le passage fini
de Uélément fondamental & I'élément coordonné se
Jera pour les points dans le sens + e et pour les plans
dans le sens —e, et du signe négatif dans les cas
contraires.

En ne changeant rien a la direction et au sens des
mesures, on peut encore dire que :

Les coordonnées du pointx
sont les mesures des intervalles
entre  ctles points 2/, 27, ...

Les coordonnées du plan ¢
sont les mesures des intervalles
entre § et les plans ¢/, &7, ...

paralléles & ¢ et qui passent
nent aux plans fondamentaux. | par les points fondamentaux.

alignés sur r et qui appartien-
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4. Bornons-nous au cas des quatre coordonnées, en
les désignant par x,, x,, xs, 1, pour le point x, et par
%y Lss &5, (s pour le plan ¢, et faisons coincider le té-
tragone a, a,a; a, avec le tétraédre a, o, o5 ;.

Chaque point ou plan fondamental aura trois coor-
données nulles, et la quatriéme égale a une des quatre
hauteurs du tétraédre fondamental, hauteur prise dansla
direction des mesures. En indiquant ces hauteurs avec
les signes qui leur conviennent comme coordonnées des
points fondamentaux par hy, h,, hy, ki, nous aurons

pour les :
Coordonnées des points Coordonnées des plans
a,. a,, a,. a,. &y Ky Ky O
' hl’ o, o, 0, I‘\’ 0, 0, o,
(1) o, h, o, o o, hy, o, o,
1 ( .
, o, o, A, o o, o, /y o
, 0, 0, 0, kA, o, o, o, /I,

Pour les éléments coordonnés du point x et du plan ¢,
110us aurons

Coordonnées des plans Coordonnées des points

, N w1t P riv
. 13 § . .

e

. 13 2. 2", ", 2z,
( h,—z,, — Xy, — Ty, T Ty /‘I_‘CU — &y —4, — &
—x, h—x, — L3, — Xy, — &y h—8, — &y — &y
‘ — Ly —xy, hy—xy, — Ty — &, — &, h—G,, — &,
! — Xy, — &y — x;, hi—=x,, — &, — &, — &y h—2,.

6. Nous avons la relation suivante :

Entre les coordonnées d’un Futre les coordonnées d’un
point quelconque x : plan quelconque ¢ :
3) Ty Ly Ty Ty G 4 [ %

P A N el B T A
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7. On peut exprimer de la maniére suivante :

Les coordonnées d’un point
z, situé¢ d’une maniére quel-
conque dans le plan contenant
les trois points ¢, u, v :

i o It,+ mu,+ nv,

i l-+~m~+n
Ity +~ mu, + ne,
B T man
(4> Uy~ muy - ne,
T T m+n
Ity 4+ mu,~+ no;
=

Y
y L+m—4n
ou les rapports /:m: n ne dé-
pendent que de z.

Les coordonnées d’un plan
¢ qui passe, d'une maniére
quelconque, par le point ap-
partenant aux plans o, y, ¥ :

Agi + pyi + v
= -

g A pv
. __)\q>,+ pys —+ v
T A4+
R Chal v sk}
ST A4p 4y
R Tl Ldnalia 4
T A+

ou les rapports ) : 1 :v ne dé-
pendent que de &.

8. Des expressions (4) et (3) nous déduisons immé-

diatement que :

La condition pour que le
point z soit sur le plan ¢ est

g x, 8

w T

x g,

_/13 hy o

La condition pour que le
plan ¢ passe par le point x est

r g .

équation que I'on pourra nommer représentatrice du

point et du plan réunis.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES;

Par M.

LAGUERRE,

1. Soit une équation algébrique de degré n et a
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. . . . x P
coeflicients réels ou imaginaires; en prenant 7 pour in-

connue, elle peut s'écrire sous la forme suivante
Sz, y)=o,

f désignant un polynéme homogéne et du degré n par
rapport aux quantités x et y; ou encore, en posant
xz
Z = —
¥
F(z)=f(z,1)=o0.

En prenantd’une fagon arbitraire, dans un plan, deux
droites rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe
des ordonnées, je conviendrai, suivant 'usage habituel,
de représenter une quantité imaginaire « + {37 par un
point ayant « pour abscisse et (3 pour ordonnée.

x

Cela posé, z = 5 étant une quantité imaginaire quel-.

conque représentée par le point m du plan, jappellerai
point dérivé du pointm le point g représentant la quan-

¥
tité ¢ = = déterminée par I'équation
7
Ef 4+ f:; = o.
On déduit de cette équation

’
e S
S
ou, en vertu du théoréme sur les fonctions homogénes,
Lorsque 'on considére z comme la valeur approchée

d’une racine de I'équation F(Z) = o, en désignant par
2" la valeur que I'on en déduit pour cette racine, par la
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méthode de Newton on a
F(z
= z— —,~(~) 3

F/(2)
d’ou cette conclusion : Si m estun point du plan repré-
sentant une valeur approchée d’une racine de I'équation
F(Z)= o, et si la valeur approchée de cette racine,
que 'on en déduit par la méthode de Newton, est repré-
sentée par le point m/, le point p dérivé du point m
s'obtient en portant dans la direction mn, et a partir du
point m, une longueur égale a n >< mm'.

2. Jétablirai d’abord la proposition suivante :

Tutorime I. — Etant donnée une équation algébrique
de degré n, si Uon prend un point m arbitrairement
dans le plan et si ’on désigne par p. le point dérivé du
point m, tout cercle passant par les deux pointsm et p.,
s’il ne passe pas par toutes les racines de l’équation,
contient au moins une de ces racines ; et, dans ce cas,
une au moins des racines est située a l'extérieur du
cercle.

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que,
a, B, 7, 0 désignant des quantités imaginaires quelcon-
ques, les différents points représentés par l'expression

_a+ Bt

- 7+ 5’
quand on donne a ¢ toutes les valeurs réelles possibles,
sont situés sur unméme cercle, et que, pour deux valeurs
imaginaires quelconques de ¢, les points représentant les
valeurs correspondantes de z sont situés du méme coté
par rapport au contour du cercle, ou de c6tés différents,
suivant que, dans les valeurs de la variable t, les coef-
ficients de i sont de méme signe ou de signes contraires.
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Cela posé, z =; ayant une valeur quelconque et &

étant déterminé par I'équation

'

3 ‘
= i = —;1‘ ’
I’expression
_tr— )f’,
Vi

quand on y donne a ¢ toutes les valeurs réelles, repré-
sente un cercle passant par le point m représentant z,

. x
puisque, pour =00 ,0on a Z = ;; ce cercle passe éga-

lement par le point dérivé u. représentant £, puisque, pour
t=o,o0na

On voit ainsi, a cause de I'indétermination de A, que
I'expression précédente représente, pour des valeurs
réelles de ¢, les diflérents points d’un cercle quelconque
passant par les deux points m et . et, d’aprés ce que j’ai
dit plus haut, pour démontrer la proposition énoncée,
il suffira de prouver que I'équation

P (m-—x/;> -

Y — 0O

1z 4+ 1f

si elle admet des racines imaginaires, admet au moins
une racine ou le coeflicient de ¢ est positif et une racine
ou ce coefficient est négatif.

L’équation précédente peut s’écrire ainsi :

f(t‘r—)‘f;: ty +2\f,)=o,
ou, en développant suivant les puissances de ¢,

(1) A" B2 - G L 2= 0,
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Le coefficient de t*~! dans cette équation est égal a
zéro; un calcul facile montre, en effet, qu’il est égal a

NS LS

De la résulte que la somme des racines de I’équation (1)
est nulle; en désignantdoncpar a + bi, o’ + b'i, ... ces
racines, on a '

Z(a+bi)=o,
d’ou

2b =o;

et, par suite, si toutes les valcurs de b ne sont pas nulles, il
y a au moins deux de ces valeurs qui sont de signes con-
traires, ce qui démontre la proposition énoncée.

3. Tutorkme 1. — Erant donnés un cercle quel-
conque qui renferme toutes les racines de l'équation

. E .,
S(X,Y)=o0 et un point L = >, situéen dehors de ce
%
cercle, tous les points z = S’ definis par I équation

&f +nf, =o,
sont situés dans intéricur du cercle.

En effet, z désignant I'un quelconque des points ainsi
définis, £ est son point dérivé; si z n’étail pas situé
dans I'intérieur du cercle, par les deux points z et § qui
lui sont tous deux extéricurs, on pourrait mener un
cercle renfermant dans son intérieur le cercle donné et,
par suite, toules les racines, ce qui est contraire a la
proposition précédente. Le théoréme est donc dé-
montré.

On démontrerait de méme la proposition suivante :

Etant donnés un cercle quelconque a U'extérieur du-
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quel sont situées toutes les racines de l "équation
f(x’ Y) =0,

. E ., "
et un point { = =, situé dans [’intérieur de ce cercle,
n
. x ’ . , .
tous les points z = =, définis par I’équation
e

Ef:,_*"ﬂf; = 0,

sont situés a l'extérieur de ce cercle.

4. Etant donnée une équation de degré n, F (z) = o,
et m élant le point représentatif d’une valeur z, appro-
chée d’une racine de cette équation, désignons par m’ le
point représentatif de la valeur approchée de cette ra-
cine que donne la méthode de Newton. Le point p dérivé
de m s’obtient en portant, a partir de m dans la direc-
tion mm’, une longueur égale a n X mn', et tout cercle
passant par les points m et g contient au moins une ra-
cine de I'équation.

En particulier, le cercle décrit sur mp comme dia-
métre contiendra une racine et, si m est suflisamment
voisin de la racine, m sera trés-voisin de m' et par con-
séquent de p; le cercle dont je viens de parler aura donc
un rayon trés-petit et contiendra la racine cherchée.

Dans tous les cas, on peut énoncer la proposition sui-
vante :

Quelle que soit la quantité z, il y a au moins une
racine de U'équation F(z) = o dont la différence avec
Uexpression

a un module moindre que (n — 1) fois le module de
F(z)
F'(z) (4 suivre.)
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DETERMINATION ANALYTIQUE DES FOYERS
DANS LES SECTIONS CONIQUES;

Par M. E. G.,
Ancien éléve du lycée dc Reims.

On définit généralement un foyer un point tel, que
la distance d'un point de la courbe a ce point soit une
fonction rationnelle et lindaire des coordonnées du
point de la courbe.

Partant de cette définition, on arrive, par une mé-
thode classique, mais peu élégante, a cinq relations entre
les coordonnées du foyer, les coefficients de ’équation
de la courbe et trois paramétres qui entrent au sccond
degré. L’élimination de ces parameétres donnerait deux
¢quations déterminant les coordonnées des foyers; mais
cette ¢limination, sauf dans les cas les plus simples,
donnc licu a des calculs impraticables.

On arrive rapidement et sans introduire de parameétre
aux deux équations qui déterminent les foyers, en défi-
nissant ces points des cercles de rayon nul bitangents a
la courbe et introduisant ainsi dans le calcul la notion
des imaginaires.

La méihode suivante, qui, je crois, n’a pas encore été
proposée, repose uniquement sur la premiére définition,
laquelle fournit immédiatement trois équations;, conte-
nant un seul paramétre au premier degré. L’élimination
se fait sans difficulté, et conduit aux deux mémes équa-
tions cue I'on obtient par ’emploi des imaginaires.

J'établirai d’abord les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’un polyndéme homogéne du second degré



(27)
a trois variables soit, 4 un facteur constant prés, un
carré parfait.
Soit
ax?+ by + ez -+ 2 fyz +2gzx + 2hxy

un semblable polynéme. Pour que ce soit un carré par-
fait, il faut que, si 'on égale a zéro ce polyndéme, 4 un
systéme de valeurs de x et de y corresponde une seule
valeur de la troisiéme variable z.

Egalant a zéro et résolvant par rapport a z, on a

cz=— gz -+ fy)£igx +fr)— clax* + by + 2hzy).

Pour qu’on ait une seule valeur de z, quels que soient x
et y, il faut qu’on ait

g?—ac=o, f*—bec=o0, fg—ch=o.

Ces conditions sont nécessaires. Elles sont aussi évidem-
ment suffisantes. En eflet, elles expriment que l'on a
identiquement

cax’+ by'+cz+2fyz+2g2x +2hxy)=(gx + fy-+c3)’.

Elles restent les mémes si I'on considére un polynéme
quelconque du second degré a deux variables de la forme

ax?+ 2hey +by*+ 2gx + 2fy +c.
Cela posé, soit

1) ax’ +2hxy + by*+a2gxr +ofy +c=o

.
I’équation d’une conique quelconque. Transportons lori-
gine en un point dont les coordonnées soient o et 3. Si
I'on désigne par S le résultat de la substitution de « et
de {3 4 la place de x et de y dans I'équation (1), la courbe
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rapportée aux nouvcaux axes a pour équation
o g 45, dS o
(2) ax*+ 2hzy + ]+:1§x+§_p.f+ =o0.
Cherchons les conditions pour que l'origine soit un
foyer. L’équation (2) peut s'écrire

A+ =la + N2+ 2hzy 4 (b +))y?
dS ds
-+ n” -+ d—{i y +S.

Le premier membre représente, au facteur arbitraire A
prés, le carré de la distance d'un point de la courbe &
I'origine; donc, pour que l'origine soit un foyer, il faut
et il suffit que le second membre soit, a un facteur con-
stant prés, un carré parfait; on doit donc avoir les re-
lations suivantes :

(31 (%—i)z—ﬂa—;—R)S:o,
(4) (%) —4e+ns=o
(5) ?%—4&8:0.

L’équation (5) ne contient pas 2. Eliminons A entre (3)
et (4); en retranchant membre 3 membre, on a '

) dS\?
(6] (72) —(';'Ig>'—4(a_b)s:o.

Les équations Z5) et (6) déterminent les coordonnées o
et 3 des foyers par rapport aux axes primitifs.



(29)

GONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE.

17 SESSION. — JUILLET 1877.

1° Géométrie analytique.

On donneun triangle AOB, rectangle en O, et 'on con-
sidére toutes les hyperboles qui passent aux points
A et B, et ont leurs asymptotes paralléles aux cotés OA,
OB.

1° Former I’équation générale de ces hyperboles ;

2° Former I'équation du lieu des sommets de ces hy-
perboles et construire ce lieu ;

3° Prenansun point P sur le lieu trouvé, construire
celle des hyperboles considérées qui a un sommet en P,
et reconnaitre sur quelle partie du lieu doit étre ce
point P, pour que A et B appartiennent soit a une méme
branche, soit aux deux branches de cette hyperbole.

2° Calcul trigonomeétrique.

On donne deux cotés @ et b d’un triangle et I'angle C
compris, savoir :
a = 3676™, 351,
b =2154™, 742,
C = 103°46'27".

On demande de trouver le c6té c, les angles A et B,
ainsi que la surface du triangle.
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39 Epure de Géométrie descriptive (*).
INTERSECTION D'UN CYLINDRE ET D UN CONE.

On donne :

1° Un cylindre ayant pour base un cercle C, situé
dans le plan horizontal de projection, et dont les géné-
ratrices sont paralléles a la droite de front BG, B'G/,
inclinée a 45° sur xy;

2° Un céne dont la base est un cercle C,, situé dansle
plan horizontal, et dont le sommet est en SS' sur la géné-
ratrice BG, B'G’ du cylindre. Le cercle de base du cy-
lindre est tangent intérieurementen S & la base du cone:

CS = CB ==0",025, C,S=z0",055, BB:=zo",I1.

On demande :

1° De trouver les projections de I'interéection du cone
et du cylindre;

2° De représenter le cylindre supposé plein et existant
scul, en supprimant la partic de ce corps comprise dans
le cone.

On indiquera a 'encre rouge les constructions néces-
saires pour trouver un point quelconque de I'intersection
ctla tangente en ce point.

Zitre extérieur : intersection de surfaces.

Titre intérieur : cylindre et cone.

Placer la ligne de terre parallélement aux petits coiés
du cadre, 4 0™, 21 du petit coté inférieur.

4° Physique et Chimie (*).
1. Un tube recourbé ABCD, dont les deux branches

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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sont verticales et de méme diamétre, renferme une cer-
taine quantité de mercure et, au-dessus de ce mercure,
dans la branche AB, qui est fermée, se trouve de l'air
sec, sous la pression atmosphérique de o™, 76. La portion
AB qui contient cet air a une longueur de o™, 26, On
verse dans I’autre branche DC une colonne d'eau dont le
poids est de 342¢7,72. Quelle est alors la différence de
niveau des deux surfaces de mercure?

La section du tube est de 5 centimeétres carrés et la
densité du mercure est égale a 13,6.

II. 1°Préparation du chlore.

2° Quel est & zéro et sous la pression de o™,76 le vo-
lume de chlore que 'on peut retirer de 750 kilogrammes
de sel marin.

Equivalents.......................... | Na=23
Cl == 35, 4’;
Densité du chlore .. .... ............ 0= 2,44
Poids d’un litre d’air i zéro et sous la pres—
siondeo™,76........ .. ... ... ..., 157, 293

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE.

2° SESSION. — OCTOBRE 1877.

1° Géométrie analytique (*).

On donne un trapéze isoscéle ABCD dont la hauteur
est 2/1, la demi-somme des bases 2a et les angles obtus
a. On considére toutes les coniques circonscrites a ce tra-
péze :

1° Former I'équation générale de ces coniques ;

(*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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2° Trouver le lieu des peints de contact de tangentes
menées a chacune d’elles parallélement au coté BC, et
construire ce licu aprés avoir vérifié que le coté BC en
fait partie ;

3° Etant donné un point de ce lieu, reconnaitre le
genre de la conique circonscrite au trapéze qui passe
par ce point.

2° Calcul trigonométrique.

Les trois cotés d'un triangle sont :

a = 4376",76,
b — 3564™,317,
c = 2754",82.

Calculer les angles et la surface.
3° Epure de Géométrie descriptive (*).
INTERSECTION p’UN TORE ET D,UN CONE DE REVOLUTION.

L’axe du tore yy' cst vertical 4 o™, 130 du plan ver-
tical de projection et au milieu de la feuille; le cercle
méridien a o™, 055 de rayon; il est tangent a I'axe du
tore ct au plan horizontal de projection. Le cone touche
le plan horizontal suivant une génératrice sa, s'd’ pa-
ralléle a la ligne de terre et rencontrant 'axe du tore;
son sommet (5, s') est & o™, 035 de I'axe du tore et son
angle au sommet est de 45 degrés.

On demande de représenter le cone supposé plein et
existant seul, en supprimant la portion de ce corps com-
prise dans le tore.

On indiquera a I'encre rouge les constructions em-

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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ployées pour déterminer un point quelconque de 'in-
tersection et la tangente en ce point.
Titre extérieur : intersection de surfaces.
Titre intérieur : tore et cone.
Placer la ligne de terre parallélement aux petits cotés
du cadre, 4 o™, 260 du petit coté inférieur.

4° Physique et Chimie (*).

f. Un manométre 4 air comprimé, dont les deux
branches sont verticales et de diamétres dilférents, est en
communication avec un récipient de machine pneuma-
tique. Ce manométre renferme de 'air sous la pression de
o™, 760 et la portion AB de la branche fermée, occupée
par cet air, a une longueur de 0™,30. Le rapport des sec-
tions des branches CD et AB est égal & 2. On raréfie 'air
contenu dans le récipient. Quelle diflérence de niveau
faut-il produire entre les deux colonnes de mercure
pour que la pression dans ce récipientdiminue de o™, 760
ao™ 1567

II. 1° Préparation des acides du phosphore PhO*,3HO
et PhO?, 2HO.

2° Quel est le poids du phosphore contenu dans
28 litres d’bydrogeéne phosphoré (PhH?)?

Eauive i | Pl == 32
Squivalents. ..ol VB s 1
Densité de I’hydrogene phosphoré. ... ... d= 1,185
Poids d’un litre d’air. .. ... ... 1¥%,293

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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BIBLIOGRAPHIE.

Jomannis KepLerr Astroxomr opera omnia; OEuvres
complétes de I'astronome Jean Kepler, publiées par
M. le D* Ch. Frisch, de Stuuigard. 8 gros volumes
grand in-8° de 6300 pages; Francfort-sur-le-Mein et
Erlangen, Heyder et Zimmer, 1858.

Cette ccuvre immense, qui fait le plus grand honneur
4 la Science allemande, a exigé plusieurs années pour
s’accomplir. La publication a été commencée en 1857 et
n'a été terminée qu’en 1871.

Ainsi que l'explique Pauteur dans sa Préface, les
Francais, les Anglais, les Ttalicns se sont lancés depuis
longtemps dans exécution d’entreprises du méme genre,
ct on les a vus publier tout ce qu’ils avaient recueilli des
ccuvres de leurs savants les plus célébres : Laplace, La-
grange, I'resnel, Lavoisier, Newton, Galilée.

Le pére ctle fondateur de I’Astronomie moderne, ce-
lui dont le nom est sur les lévres de tous ceux qui étu-
dient le mouvement des corps célestes et les lois aux-
quelles il est soumis, cclui-]a n’était-il pas digne aussi
d’un pareil honneur?

Tel estle sentiment qui a inspiré le D™ Frisch, lorsqu’il
a eu I'idée de préparer une édition compléte des OFu-
vres de Kepler. Ce travail n’a pas demandé moins de
trente années de recherches. Tout ce quel’on a retrouvé
des écrits du grand astronome se trouve réuni dans ce
magnifique Ouvrage. La Correspondance privée, les
Traités d’'Astronomie, de Géométrie forment, comme on
le voit, une riche moisson de faits, ou, de nos jours en-
core, on peut puiser le germe de quelque vérité nouvelle.
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Pour ma part, je suis heureux, je suis fier de dire que
j’éprouve pour l'illustre fondateur de VAstronomie la
plus profonde admiration. Quel exemple, en effet, plus
fortifiant et plus consolant que celui d’un grand esprit
dont on suit pas a pas les efforts et les hésitations, les
succés comme les faiblesses !

Les OEuvres de Kepler se distinguent par la science
profonde et variée, 'habileté de ’'argumentation, la vi-
vacité du style, parfois empreint d’'une verve et d’'une
chaleur poétiques, entremélé parfois aussi de gaies ré-
flexions qui trouvent parfaitement leur place au milien
d’un exposé technique. .

L’énergie du style fait concevoir aisément la nature
des difficultés avec lesquelles J. Kepler a é1é aux prises
pendant de longues années. Clest particulierement dans
son étude des mouvements de Mars qu’il eut a surmonter
les plus grands obstacles. Aujourd'hui, aprés les perfec-
tionnements apportés au calcul et aux instruments
d’obscrvation, il est impossible de se représenter nette-
ment ce qu’a dit étre, pour employer l'expression de
Pauteur, cetie guerre opiniatre que livra Kepler a un
ennemi qui lui échappait sans cesse. Tout était inconnu
dans ce mouvement, et méme cette étude etit é1é inabor-
dable sans I'hypothése de Copernic. Aussi quelle péné-
tration d’esprit ne fallut-il pas pour venir a bout d’une
pareille entreprise!

Kepler commenca I'étude du mouvement de Mars en
I’année 1600 et utilisa, dans cette recherche, des obser-
vations de Tycho-Brahé remontant & 1580. A "la fin de
I'année 1604, Kepler avait trouvé la loi des orbites; la
loi des aires suivit de prés, en 1605 : on peut dire que
ces deux premiéres lois furent énoncées dans le méme
temps, mais la découverte de la troisiéme loi, de la pro-

portionnalité des carrés des temps aux cubes des grands
3.
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axes, exigea bien d’autres recherches encore; elle date
du 8 mars 1618.

Ne pouvant prétendre exposer ici le détail d'un aussi
vaste ensemble, nous nous hornerons 4 un aperca rapide,
mais nous demanderons a terminer par quelques mots
au sujet de I'exécution matérielle de cet Ouvrage.

Il est difficile de se figurer quels obstacles aurait eu a
surmonter un simple particulier, privé de ressources et
de moyens d’action. Mais cet immense labeur a é1é ho-
noré du patronage et des libéralités de Maximilien II,
roi de¢ Baviére, et de M. Norof, Ministre de I'Instruction
publique ¢n Russic, de T'approbation des astronomes
allemands, et des suffrages des Académies de Vienne ct
de Berlin, auxquelssont venus s’ajouter ceux de diverses
Sociétés savantes et de divers souscripteurs, tant en Eu-
rope qu’en Amérique.

[autenr est enfin arrivé au bout de sa tache, grace a
la savaute et bicnveillante collaboration de M. W.
Strave, dirccteur de I'Observatoire de Poulkowa, qui a
généreusement communiqué les manuscrits de Kepler
que la bibliothéque de Poulkowa conserve a I'égal du
teésor le plus précieux; grace au soin dévoué avec lequel
M. Ouo Struve fils a coordonné et discuté tout ce que
ces manuscrits renfermaient de plus dillicile 5 grace ausst
au zéle éclairé de MM. C. Schraaf, professeur au gym-
nase de Tubingue, et H. Kralz, professeur au gymnase de
Stutigard. Possédanta fond la langue latine, M. Schraaf
a réussi a traduire les passages embarrassants que leur
style unpeun archaique avait rendus obscurs, et M. Kratz
a bien voulu se charger du travail pénible de la compo-
sition typographique et de la correction de 'Ouvrage.

Telles sont, ainsi que I'indique le D* Frisch, les bases
d'aprés lesquelles a pu étre menée & bonne fin la publi-
cation des OFuvres complétes de Kepler.
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Nous mentionnons, trés-briévement d’ailleurs, les
principales divisions de cet Ouvrage :

Toue 1.

Préface du mystére cosmographique. Correspondance avec
Meestlin, Herwart, etc., de 1595 4 1600.

Le mystére cosmograp hique, dissertation sur les proportions
de I'Univers, avec les lignes des polyédres réguliers, les notes
de la gamme musicale, etc.

L’apologie de Tycho-Brahé.

Calendriers et opuscules astrologiques, la plus grande partie

en allemand.
Tome II.

Astronomie, partie optique. On y trouve la théorie et les
conséquences de la réflexion et de la réfraction de la lumiére.

Du télescope et des découvertes de Galilée.

Entretien avec le messager céleste envoyé par Galilée.

Dioptrique. Théorie des lentilles et des instruments d’op-
tique.

De I’étoile nouvelle dans le pied du Serpentaire (1572).

De I’étoile nouvelle du Cygne (1600).

Du passage de Mercure sur le Soleil (1607).

Tome III.

Astronomie nouvelle, ou Théorie du mouvement de Mars
(1609).

Commentaire sur les travaux d'Hipparque.

Calcul des éclipses de Lune de 1592 4 1625.

Théoric du mouvement de la Lune (on sait que Kepler a
decouvert la cinquiéme irnégalité, connue sous le nom d’équa-
tion annuclle).

Lettre sur I'éclipse de Soleil du 12 octobre 1605.

Tome 1V.

Ecrits relatifs a la chronologie (calendrier grégorien, nati-
vité du Christ, etc.)
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De la stéréométrie des tonneaux. On y trouve une remarque
judicieuse ot est énoncé le fait de la faible variation d’une
grandeur au voisinage de ses maxima ou minima.

Correspondance de Kepler.

Tome V.

Harmonies de I"Univers.
Notes sur la stéréométrie.

Sur une machine hydraulique.
Correspondance de Kepler.

Tome VI.

Précis de Astronomie de Copernic,

Tables Rudolphines.

Discussion des observations de Regiomontan et de Walther.
Correspondance de Kepier.

Tome VII.

Description de la cométe de 1607.

Chiliade de logarithmes. Invention et usage des logarithmes.
De la figure hexagonale de la neige.

Divers extraits des manuscrits de Poulkowa.
Correspondance de Kepler.

Tome VIII.

Premitre Panrtie. — Traduction, en latin, du Traité de la
Lune, par Plutarque.

Elégies, picces de vers, discours, mélanges, etc., extraits
des manucrits de Poulkowa.

Devxiime Partie. — Histoire de I’Astronomie au xvi1° siécle.

Biographie de Kepler.

Lettres de Kepler.

Table des matiéres.

L’Ouvrage renferme de nombreuses figures dans le
texte, un autographe et le portrait de Kepler, des vi-
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gnettes allégoriques, des notes, des commentaires et des
éclaircissements rédigés en latin par les éditeurs. Rien,
en un mot, n’a été épargné pour donner a ce vasle en-
semble toute la perfection désirable.

H. Brocarp.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 3%

( voir 1'® série, t. 1, p. 395 ).

8i, d’un point situé sur une surface algébrique de
degré m, on abaisse des perpendiculaires sur un sys-
teme de plans fixes, le lieu géométrique des points de
moyenne distance des pieds des perpendiculaires est
une surface algébrique de méme degré m.

Soient £, 7, 7 les coordonnées d'un point du lieu, n le
nombre des plans fixes, x, y, z les coordonunées du pied
de l'une des perpendiculaires abaissées sur I'un des
plans dont I’équation est en coordonnées rectangulaires

zcosz -+ y cosP - zcosy -—p =o,
X, Y, Z les coordonnées da point de la surface
f(X,Y,Z2)=o,
d’ou sont issues toutes ces perpendiculaires; on a
nE—==3x, nn=23%y, n{==32z,

Les coordonnées x, y, z vérifient d’abord I'équation
du plan

Zx cosa -+ ) cosB -+ zcosy —p =o0,



(4o )
puis cclle de la perpendiculaire

X—.r_Y-—»y_%_.—_z_

cosa  cosBp  cosy’
en sorte que, de ces trois équations, ’on tire

z=X—Pcosa, ) ==Y—Pcosp, z=—=Z— Pcosy,

en posant, pour abréger,
P =:Xcos 2+ YcosB+ Zcosy — p.
Ajoutons les équations analogues relatives aux diffé-
rents plans, nous aurons

r—nX — =Pcosa,
fy= nY — =PcosB,

n{==%z=nZ — P cosy.

De ces équations on tire X, Y, Z exprimés linéaire-
ment en £, v, { et, en portant dans I'équation
f‘:X, Y’ Z) =0

de degré m, on obtient une équation de méme degré en
£, 7, ¢, qui est I'équation du lieu. Cn. B.
Note. — La mime question a été résolue par M. H. Brocard.

Question 1099

( voir a* sérle, t. XI, p. 480, et t. XII, p.500);

Pazx M. MORET-BLANC.

Sur chacun des cétés d'un quadrilatére circonscrip-
tible on construit deux triangles isoscéles semblables.
Soient a, f5,v, d les points de rencontre des hauteurs
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des triangles extérieurs; o', ', v', 0’ ceuxr des hau-
teurs des triangles intérieurs.

1° Les médianes des deux quadriatéres of3yd,
o' 'y 0" se coupent en un méme point qui est leur mi-
lieu.

2° Les médianes du quadrilatére of3yd se coupent a
angle droit.

3° Dans le cas du triangle, un des sommets du qua-
drilatére donné devient le point de contact de l’un des
cétés du triangle avec le cercle inscrit. Les deux pro-
priétés précédentes subsistent.

On demande quand les trois conditions sont rem-
plies. (H. Brocarp.)

1° Soit G le point de concours des médianes du qua-
drilatére donné, situé au milieu de chacune d’elles, et
centre de gravité de quatre masses égales placées aux
quatre sommets du quadrilatére. La somme algébrique
des projections des quatre demi-médianes sur un axe
quelconque passant par G est égale a zéro. Les droites
qui joignent les extrémités de ces médianes respective-
ment aux points o, 5, 7, ¢ ou &, i/, ¥/, 3’ peuvent ére
regardées comme représentant des forces égales appli-
quées aux milicux des ¢6tés du quadrilatére donné, per-
pendiculaires et proportionnelles a ces cotés, dirigées
toutes vers l’extérieur ou vers l'intérieur; on sait que
ces forces se font équilibre, et par conséquent la somme
de leurs projections sur un axe quelconque passant par G
est identiquement nulle; il en est donc de méme de la
somme des projections des droites qui joignent le point G
soit aux sommets du quadrilatére ofyd, soit a ceux du
quadrilatére a’3’y'd’. Donc ce point est le centre de
gravité de quatre masses égales placées aux sommets de
I'un quelconque de ces deux quadrilatéres, et, par suite,
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il est le point de concours des médianes de chacun
d’eux ct le milieu de chacune d’elles.

Cette premiére partie du théoréme a donc toujours
lieu (*).

2° Pour que les médianes du quadrilatére of3yd se
coupent & angle droit, il faut et il suffit que les dia-
gonales ay et 29 soient égales, car alors les médianes
sont les diagonales d'un losange.

Le carré d'une droite est égal a la somme des carrés
de ses projections sur deux axes rectangulaires.

Supposons que «, 3, 7, ¢ soient les points de con-
cours des hauteurs des triangles isoscéles construits res-
pectivement sur AB=a, BC=105, CD =¢, DA ==d,
et que 2w soit 'angle au sommet des triangles isosceles.

En projetant 2y sur AD et sur uue perpendiculaire
a AD, puis sur BC et sur une perpendiculaire a BC, et
ajoutant les résultats pour plus de symétrie, on a
st st e bF ke am e

2 COS w

A+B—-C—D A—B+C—D
B D cos e
2 2

2.ac cos

2c08‘w
adcos(A --w)  abcos{B -+ o)
cosw cosw

becos{C - o' edcos{D -+ o

COS w ) COsw

On trouve de méme, en projetant 30 sur AB et sur
une perpendiculaire 4 AB, puis sur CD et sur une per-

(') M. Pellissier fait également remarquer que cette proposition a
lieu pour un quadrilatére quelconque.
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pendiculaire a CD,

- bz d:

2pd =a® -~ c¢" 4 ——-—*-_—1—

2 €05’ w

+~C—D—A A-—-B+C—D
2bd cos cos
2 2
2, CO8’

adcos{A +ov) abcos{B-i- o)

coso COS w
becos(C + o cdcos(D -+ o)
cosw cos w

Egalant ces deux valeurs et multipliant par 2 cos®w,
il vient

(2 co8’w — 1} 0° 4- &* — a* — ¢*}
A-—B + C —
=208 ——— - -
2
B-+-C—D—A +~B—C--D
bd cos —- —- . accos e
Or

2.€08°w — 1 == COS2w,
et, le quadrilatére ABCD étant circonscriptible,

b4+d=a-c,
d’ont
b - — @t — ¢ ==2(ac —- bd};

la relation précédente peut donc s’écrire

[ cos2wlac— bd)
\ A—B+C-—D
2
D — ‘B —C —
<b(lCOBf—C D—A A -+ _C D>,

(’) —= CO0S§

2 . 2

o ——
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d’ou

cOS2m

A—B+C—D<

B+-C—D—A A+B—C—D
cos — bdcos ————— ccosS ————M ————

ac — bd
Tel doit étre I'angle au sommet des triangles isoscéles
pour que la deuxiéme condition soit remplie.
La relation (1) est satisfaite, quel que soit 2w, lorsque
le quadrilatére donné est un losange.
Si A = C, la rclation précédente se réduit a
s A—B+C—D B—D

Ccos .
2 Z

C0S2w — — CO

Pour le quadrilatére «’5'3'0d’, il faut changer le signe
de », ce qui ne produit aucun changement dans la for-
mule définitive.

3° Dans le cas d'un triangle ABC circonscrit a un
cercle, le sommet D devient le point de contact du
coté AC; tous les raisonnements précédents subsistent
en faisant D = 2 droits. La formule (1) devient

A—B--C . B4+-C—A . A+B—C
—_— bd sin — LT acsm—-—2— )

2
COS2w : e

ac — bd ?

¢ et d élant les deux segments du coté AC.
Si le triangle est équilatéral, on a

. I
c0s2w = — sin?30° = — Z



Questions 1218 et 1219
(voir 2°série, t. XVI, p. 48);

Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’artillerie, a Calais.

1218. Pour tout nombre impair p, on peut poser
p=P+Q +R 4§,
pP=P+ Q' +-R*+ S5,
P, Q, R, S étant des entiers, dont trois ont une somme
algébrique égale & un carre. (S. Reavrs.)

Toul nombre impair est la somme de quatre carrés
dont deux sont égaux; on a donc

p=a+)* -~ 22

etl'on obtient la décomposition suivante :

\

x4t 22=(r +z)(x —z)+ (. +2) (2 -+ )
+ (x4 z)(z —y) + (r*+ 3 — 222),
qui satisfail aux conditions imposées.

-

1219. Powr tout nombre entier p, de l'une des
formes
4n—+1, 4n-+2, 8n- 3,

on pcut poser

p=P +Q+R +5,

pr=P+Q +R*+ S
P, Q, R, S étant des entiers, tels que la somme algc-
brigue

P+ QR3S

soit égale a un carré. (S. Réavs.)

Tout nombre de 1'une des formes 4n +1, 4n + 2,
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8n -+ 3 est la somme de trois carrés; on a donc

p==x'-y* -+ 2%
¢t 'on obtient la décomposition suivante :

Aty g i gy e (P — ozt
(22— zy) =y -2z + yz)

qqui satisfait aux conditions de I'énoncé.

Question 1230
(volr 2° s¢rie, L. XVI, p. 239 );

Par M. BERTHOMIEU,

Kleve du Iyeée de Bordeaux.

Soient O un point fixe dans le plan du cercle PQR,
et OPQ une sécante sur lagquelle on prend un point S,

de maniére que OS == 1OP -+ uO0Q (% et p étant des

constantes)y démontrer que l'enveloppe d’'une perpen-

diculatre & PQ, mende par le point S, est une conique.
(R.-W. GenesE.)

Soient Cle centre du cercle, @ son rayon, et OC =e.

Prenons pour origine de coordonnées rectangulaires

le point O, ¢t pour axe des x la droite OCj; le cercle
sera alors représenté par I'équation

(2 —c)+y'=a?

et la droite OS par

r

J

cosa  sina [’
en sorte que OP et OQ sont racines de Iéquation

p? — 2¢pcosfx + ¢? — a*=o0;
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on a donce

OP == ccosa -, \a*cos*a -+ a’> — c?)siny
\ J 3

0Q == ccosa — /a? cos*a + {a?— c*) sin'a,
et par suite
0OS ==30P =+ ‘JOQ

== ¢(h = #)cosa =k — u)yatcos'x ~i-  a?— ¢t sin’a;

la perpendiculaire a PQ, menée par le point S, a, par
conséquent, pour équation

[#— e{X-+ p)]cosa + ysina

= (A — u)ya’cos?a - (@’ — ¢*)sin’e.
Sous cette forme, on voit qu’elle est constamment tan-
gente a la conique

EEL T

) N e [ D=y
ce qui démontre la proposition.

Si a>>c, c’est-2-dire si le point O est intérieur au
cercle PQR, I'enveloppe est une ellipse; si a <ec, c’est-
a-dire si le point O est extérieur au cercle, 'enveloppe
est unc hyperbole.

Dans le cas particulier ou u == 0 ct A = 1, I'enveloppe
a pour équation

(2 —cp oo

=1,

at  at—¢
ce qui démontre cette proposition connue :
8i, par un point O, on méne des rayons vecteurs &
un cercle C, l'enveloppe des perpendiculaires élevées a
ces rayons par leurs extrémilés est une conique qui a le
point O pour foyer et le cercle C pour cercle prin-
cipal.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Ch. Brunot, éléve
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du lycée de Dijon; H. Picat, ¢léve du lycée de Grenoble; A. Muffat,
¢léve du lycée de Lyon; Barthe, éléve du lycée de Bordeaux; H. Des-
soudeix, ¢léve du lycée de Bordeaux ; G. Lambiotte, éléve de I'Ecole des
Mines de Liége; E. Paturet; H. Lez; B. Launoy ; E. Ambert, maitre ré-
pétiteur au lycée de Montpellier; P. Cassani, professeur a I'Institut
technique de Venise; P. Sondat; B. Robaglia; M. Couette; Jamet, pro-
fesseur au lycée de Saint-Brieuc.

SOLUTION GEOMETRIQUE PAR M. MORET-BLANC.

Soit A un point quelconque du plan. Abaissons sur
OPQ la perpendiculaire AV ct joignons AS. Pour chaque
position de la sécante, on a un rayon AV et un rayon AS;
ces rayons, qui se correspondent un a un, forment deux
faiscecaux homographiques, dont les deux rayons doubles
sont les tangentes qu'on peut mener du point A a en-
veloppe. Cette enveloppe est donce une courbe de seconde
classe ¢t par conséquent une conique.

Si le point O est intéricur au cercle, la conique a des
tangentes paralléles a toutes les directions : ¢’est une
cllipse. Si le point O est au centre du cercle, les tan-
gentes & 'enveloppe sont équidistantes du centre : U'en-
veloppe est un cercle concentrique au premier.

Si le point O est extéricur au cercle, les tangentes a
Penveloppe sont perpendiculaires aux droites menées du
point O dans Pangle TOT’ des tangentes au cercle : cette
enveloppe est donc une hyperbole dont les asymptotes
sont perpendiculaires aux droites OT, OT".

Si le point O est sur la circonférence, ou si A =y, le
licu du point S est une circonférence passant par O
Penveloppe est le point de cette circonférence diamd-
tralement opposé au point O.

Note. — M. Laisant a résolu la question par la méthode des équipol-
lences.
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MEMOIRE

SUR LA REPRESENTATION DES SURFACES ET LES PROJECTIONS
DES CARTES GﬁOGRAPBIQUES;

Parn M. A. TISSOT,

Examinateur d’admission a 1'Ecole Polytechnique.

PREAMBULE.

Objet du Mémoire et de chacun des Chapitres
en particulier,

Le présent Mémoire a pour objet I'étude dela défor-
mation dans la représentation d'une surface sur une
autre, notamment dans la construction des cartes géo-
graphiques.

Le premier Chapitre traite de la loi de la déformation
et des propriétés générales qui en dérivent. Le deuxiéme
est consacré a la résolution de cette question: Trouver
le mode de projection le mieux approprié & la représen-
tation plane d’une contrée particuli¢re. Dans les deux
derniers, on compare entre elles les diverses projections
des cartes géographiques au point de vue de la défor-
mation.

Nous commengons par établir en partie le lemme sui-
vant, dont la démonstration se trouve complétée un peu
plus loin : Quel que soit le systéme de projection, il y
a, en tout point de l'une des surfaces, deux tangentes
perpendiculaires entre elles, et, siles angles nesont pas
conservés, il y en a deux seulement, telles que les di-
rections qu leur correspondent sur Uautre surface se
coupent aussi a angle droit. De la résulte 'existence

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL. (Février 1878.) 4

LA ANATII S ~
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de deux séries uniques de courbes orthogonales ayant
aussi leurs projections orthogonales. En faisant varier
de toutes les maniéres possibles le mode de succession
des courbes de chaque série, on obtient une infinité de
doubles canevas dont chacun décompose les deux sur-
faces ¢n rectangles infiniment petits, et qui sont les seuls
a posséder cette propriété dans le systéme de projection
que P'on considére,

La déformation est soumise a une loi qui ne dépend
ni de la nature des surfaces ni du mode de représentation
adopté : Toute représentation d’une surface sur une
autre peut étre remplacée, autour de chaque point, par
une projection orthogonale faite & une échelle conve-
nable (*).Lelemme établipréalablement permet dedonner
de cette loi une démounstration géométrique trés-simple.
En suivant une marche inverse, il serait facile de con-
stater analytiquement qu'un cercle infiniment petit
tracé autour d'un point quelconque de la premiére sur-
face, dans le plan tangent en ce point, est remplacé sur la
seconde par une ellipse, ce qui prouverait autrement la
loi énoncée ainsi que lelemme (*¥). De cette loi découlent
un grand nombre de propriétés (**¥).

(*) Dans les figures homographiques, les relutions meétriques sont
une conséquence des relations descriptives (Mémoire de M. Chasles,
faisant suite & V' Apercu historique sur Uorigine et le développement des
méthodes en Géometrie). Cette propriété fondamentale, dont Abel Tran-
son a donné, dans les Nouvelles Annales, une démonstration analytique,
se déduit immédiatement de la Joi de la déformation.

(**) Cette loi et ce lemme out leurs analogues dans la représentation
des figures a trois dimensions. )

(***) Dans le tome XLIX des Comptes rendus des séances de 1’ Acadé-
mie des Sciences, nous avons publié, sans démonstration, les énonceés
de ces propriétés et celui de la loi sur laquelle elles reposent. Depuis,
ils ont éte reproduits par M. A. Germain dans son Traité des projections
des cartes géographiques, et par M. Ulysse Dini dans son Mémoire Sopra
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Si I'on adopte comme unité le rayon du cercle infi-
nimeut petit, l'ellipse qui représente ce cercle et con-
stitue une sorte d’indicatrice du mode de projection au
point considéré aura ses dimensions exprimées par des
nombres finis. Connaissant ses axes, on pourra calculer
’altération éprouvée par un angle donné, le maximum
dont cette altération est susceptible, les rapports suivant
lesquels les longueurs se trouvent modifiées dans les
diverses directions, le plus grand et le plus petit de ces
rapports, lesquels sont précisément égaux aux demi-axes,
enfin altération de superficie. Quant aux longueurs et
aux directions des axes, nous établirons les formules qui
servent a les déterminer en fonction de deux coordonnées
fixant a la fois la position de chaque point sur la pre-
miére surface et cellede sa projection sur la seconde.

Ayant ainsi fourni le moyen d’étudier la déformation
produite autour de chaque point, nous résoudronsd’autres
uestions dans lesquelles il s’agira de trouver sur les
deux surfaces, soit les couples de séries de lignes, soit les
doubles canevas remplissant certaines conditions, par
exemple les séries de lignes sur lesquelles les longueurs
se trouvent modifiées dans un rapport constant, ou, plus
généralement, dans un rapport exprimé par une fonction

aleuni punti della teoria delle superficie (Polumi dell’ Accademia
dei XL, 3¢ série, t. 1), accompagnés de démonstrations propres a ces
deux auteurs, mais moins simples que celles que nous avions en vue et
que nous donnons ici.

M. Dini a fait voir de plus que toute la théorie de la courbure des
surfaces peut se déduire des propriétés générales dont nous venons de
parler. 11 y est parvenu en les appliquant a la représentation d’une sur-
face sur une sphére, effectuée d’aprés la méthode de Gauss, méthode
dans laquelle on considére comme points correspondants ceux pour les
quels les normales sont paralléles.

Grace a M. Faye, la loi de la déformation a aussi trouvé place dans le
Cours d’Astronomie de I’Ecole Polytechnique.

4.
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connue des deux coordonnées, les doubles canevas formés
de rectangles infiniment petits, ceux dont les angles
varient suivantune loi donnée, ceux qui décomposent les
surfaces en une infinité de losanges.

On appliquera les théories du premicr Chapitre a deux
modes particuliers de représentation plane d’une surface
quelconque de révolution.

Dans le deuxiéme Chapitre, nous donnons le moyen
de déterminer, pour les cartes de contrées d’une étendue
comparable i celle de la France, quel est le systéme de
projection qui occasionne la déformation la plus faible,
non-seulement parmi cenx qui ont été considérés jusqu’a
présent, mais parmi tous ceux qu’il serait possible d’ima-
giner. Afin de préciser davantage, disons qu’il s’agit d’un
systéme qui, tout en ne produisant que des altérations
d’angles de quelques secondes, par conséquent insigni-
fiantes, réduise & son minimum la plus grande aliération
de longucur. Les coordonnées rectangulaires des divers
points de la carte scront exprimées par des formules assez
simples, les mémes quel que soit le pays a représenter ;
certains paramétres quifigurent daus ces formules varient
seuls d’un pays a4 lautre; on en trouve les valeurs,
dans chaque cas particulier, a I'aide d'un procédé gra-
phique (*). Une méthode analogue serait applicable a la
recherche d'un mode de projection qui, tout en n’al-
térant les aires que de quantités négligeables, réduirait a
son minimum la plus grande aliération d’angle dans la
représentation d’'un pays donné.

(*) Le tome LI des Comptes rendus des séances de UAcadémie dcs
Sciences venferme une Note dans laquelle nous avons fait connaitre les
formules et le procédé en question, et dont le tome XXI des Monthly
Notices of the Royal astronomical Society a donné une traduction
anglaise.
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Les régions peu étendues dans tous les sens ne
sont pas les seules pour lesquelles nous donnions le
moyen de déterminer le meilleur mode de projection.
Nous avons résolu la méme question pour toute zone
comprise entre deux paralléles dont la différence des la-
titudes n’atteint pas un trop grand nombre de degrés, et
aussi pour tout fusean limité par deux méridiens dont
Pangle remplit une condition analogue.

Les applications porteront principalement sur les
cartes de I'rance, d’Espagne, d’Egypte et d’Algérie.

Les deax derniers Chapitres se composent presque ex-
clusivement de tablecaux renfermant environ huit mille
nombres a I'aide desquels on pourra se rendre un compte
exact de la déformation produite par les divers systémes
de projection qui ont été jusqu’ici adoptés ou seulement
proposés pour la construction des cartes géogra-
phiques (*). Dans le Chapitre III, ou I'on a en vue la
représentation de tout un hémisphére, les tableaux se
rapportent, pour la plupart, a des points situés de 15 en
15 degrés de latitude et de 15 en 15 degrés de longitude;
dans le Chapitre IV, ils se rapportent a des points plus
rapprochés sur des cartes de moindre étendue ; en tout
cas, ils font connaitre principalement, pour chacun des
points cousidérés, le maximum de T'altération d’angle,

(*) Dans le principe, nous nous étions borné a considérer onze sys-
téemes de projection (Comptes rendus des séances de l'Académie des
Sciences, t. L.; Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XI1X; Cosmos,
année 1865). L’extension donnée depuis a notre travail en a re-
tardé la publication, mais elle nous met a méme aujourd'hui de fournir
aux constructeurs de cartes de Géographie et aux personnes qui veulent
faire de ces cartes un usage rationnel des documents utiles en grande
quantité. C'est sculement a I’aide de documents de cette nature quel'on
peut reconnaitre, parmi les divers systémes de projection, celui qui
convient le mieux a la représentation d'une portion donnée de la surface
terrestre.
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en degrés et minutes, les valeurs extrémes du rapport
dans lequel les longueurs se trouvent modifiées, avec trois
chiffres décimaux, enfin le rapport des éléments super-
ficiels avec la méme approximation. Les ensembles de
formules qui nous ont servi a calculer ces résultats nu-
mériques varient d’un systéme de représentation 4 un
autre, mais lous se déduisent des formules générales
¢tablies dans le premier Chapitre ; afin d’abréger, nous
nous abstiendrons de les reproduire (¥*); sculement, a
cause de la confusion qui régne dans la nomenclature
des diverses projections, il sera nécessaire que nous
donnions en quelques mots la définition de chacune
d’elles.

Nos tablcaux ne concernent pas seulement les modes
de représentation qui ont été mentionnés jusqu'a pré-
sent, mais aussi certains autres que les considérations
suivantes nous engagent a proposer. La plupart des pro-
jections sont susceptibles d’étre réparties cn groupes tels
que, dans chacun, elles ne différent les unes des autres
que par la valeur d’un parameétre. Parmi ces groupes, il
y en a dont toutes les projections conservent les angles,
d’autres dans lesquels une seule projection jouit de cette
propriété, d’autres enfin dans lesquels aucune ne la pos-
séde : on peut chercher, pour chacun de ces derniers,
quelle est la valeur du paraméuwre qui réduit & son mini-
mum la plus grande des altérations d’angles de la carte.
Une question analogue se présente a propos des aires, de
méme aussi & propos des longueurs, qui du reste ne se
trouvent conservées sur aucune projection. Les solutions
des questions ainsi posées dépendent nécessairement de

(*) Nous comptons revenir ailleurs sur ce sujet. Dans le tome XXI du
Journal de I’ Ecole Polytechnique, nous avons ¢tabli directement les for-
mules relatives a la projection dite de Bonre ou du Dépét de la Guerre.
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I’étendue et de la forme des pays que I'on veut repro-
duire ; celles que nous avons obtenues permettront de
remplacer les projections actuellement en usage par
d’autres plus avantageuses, et de représenter avec moins
de déformation des portions considérables de la sur-
face terrestre, telles qu’un hémisphére, les trois parties
de I'ancien continent, les deux Amériques, I'empire
russe, etc. (A suipre.)

SUR LA CARDIOIDE;
Par M. LAGUERRE.

1. La cardioide est I'épicycloide engendrée par un
point d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un
cercle de méme rayon.

C’est une courbe de troisiéme classe et du quatriéme
degré (*), ayant, par conséquent, une tangente double et
trois points de rchbroussement; deux de ces points de re-
broussement sont les ombilics du plan. Les trois foyers
de la courbe se réduisent a un seul foyer F, qui est le
point de rencontre des tangentes menées aux ombilics.

La cardioide peutdonc étre définie comme une courbe
de troisieme classe, ayant une tangente double et un
Joyer singulier de rebroussement.

2. Dans tout ce qui suit, je m’appuierai principa-
lement sur les deux propositions suivantes :

ProrosiTion I (**). — 84, par un point quelconque du

(*) Poir SaLmox, Higher plane curves, p. 270.
(**) Poir ma Note intitulée : Théorémes généraux sur les courbes algé-
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plan, on méne les trois tangentes a une courbe de troi-
siéme classe, et si l’on joint ce point aux trois foyers de
la courbe, les deux faisccaux de droites ainsi obtenus
ont méme orientation, cest-a-dire que la somme des
angles que chacune des droites du premier faisceau fait
avec une direction arbitraire est égale, & un multiple
prés de ©, & la somme des angles que font, avec cette
méme direction, les droites du second faisceau.

Prorosition II (*). — 8%, par un point quelconque M
du plan, on méne les trois tangentes a une courbe de
troisieme classe, le centre harmonique des trois points de
contact, relativement au point M, est le méme que le
centre harmonique des trois foyers relativement & ce
méme point. End’autres termes, lu polaire du point M,
relativement au triangle formé par les normales menées
a la courbe par les trois points de contact des tangentes,
se confond avec la polaire du méme point relativement
au triangle formé par les droites men<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>