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MEMOIRE SUR LA RÉSOLUTION EN NOMRRES ENTIERS
DE L'ÉQUATION

aX"+iTw=cZ»(*)5

PAR M. DESBOVES.

I. — Objet du Mémoire.

1. Les géomètres, qui jusqu'ici se sont occupés de la
résolution en nombres entiers des équations à plusieurs

(*) m. ny af b, c sont des nombres entiers donnés dont les deux pre-
miers ont toujours des valeurs positives, X, Y, Z désignent les trois
inconnues, et ( x, y,z) représentera toujours, dans la suite, la solution
de l'équation

X=a:, \ = / , Z —z.
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inconnues, ont surtout cherché les cas où les équations
étaient impossibles; ce sont, au contraire, les cas de
possibilité qui doivent être traités ici. Laissant de côté
le cas où rn est égal à 2, qijel que soit /z, je me propose de
trouver des formes générales de a, b, c telles, que l'équa-
tion (1) puisse être résolue en nombres entiers. Je ferai
voir, en particulier, que, a et fe ayant des valeurs arbi-
traires, on pourra toujours déterminer c d'une infinité de
manières, de telle sorte que cette résolution soit possible.
Il est clair que, si Ton admettait pour Z la valeur i, la
dernière question serait immédiatement résolue, puisque,
si c est de la forme axm -\- bym, on a immédiatement la
solution (x, j r , 1) -, mais ce n'est point d'une pareille
solution qu'il s'agira par la suite. De plus, lorsque
Téquatioii à résoudre aura une infinité de solutions, je
donnerai des formules qui permettront de déduire d'une
première solution une deuxième, de celle-ci une troi-
sième, et ainsi de suite indéfiniment.

Avant que le cas général soit abordé, les cas particu-
liers où, rn étant égal à 3 ou 4» n est égal à 2, 3, 4> • • •>
seront successivement traités.

2. La seule méthode suivie dans tout le cours du
Mémoire est fondée sur l'emploi de certaines identités,
dont quelques-unes sont intuitives, mais qui, pour la
plupart, seront démontrées d'après les principes expo-
sés par Lagrange dans le Chapitre IX des Additions à
Y Algèbre d'Euler. Le grand géomètre termine ainsi ce
Chapitre : « Mais en voilà assez sur ce sujet, que nous
pourrons peut-être reprendre dans une autre occasion ».
Dans un Mémoire qui a pour titre : De quelques pro-
blèmes de V Analyse de Diophante, il ajoute encore ces
mots : ce Au reste, la méthode la plus simple et la plus
générale pour résoudre ces sortes d'égalités (il s'agit de



la résolution en nombres entiers des équations à trois in-
connues) est peut-être celle des facteurs, que j'ai exposée
dans le dernier Chapitre des Additions à Y Algèbre
d'Euler ». Lagrange n'ayant pas tenu la promesse qu'il
avait faite, j'ai essayé de deviner quelques-uns des déve-
loppements qu'il aurait pu ajouter à son Chapitre IX.
J'espère qu'on voudra bien me pardonner la témérité de
ma tentative en faveur de quelques résultats nouveaux
auxquels je suis parvenu.

II. — Démonstration de quelques identités
fonda men taies.

3. Les identités dont il s'agit seront obtenues en
cherchant des fonctions du second, du troisième ou du
quatrième degré, dans lesquelles le nombre des variables
soit toujours égal au degré, et telles que, en multipliant
deux fonctions de môme espèce, on trouve un produit
de même espèce que ses deux facteurs. On indiquera
ensuite le moyen général d'obtenir des identités corres-
pondant à des fonctions d'un degré quelconque.

Bien que la résolution des équations dans lesquelles m
est égal à 2 soit exclue de ce travail, je donne les iden-
tités qui se rapportent aux fonctions du second degré,
parce qu'elles serviront à trouver des identités d'un
degré supérieur.

4. Identités résultant de la considération des fonç-
ons du second degré à deux variable

bord démontrer le théorème suivant :
tions du second degré à deux variables. — Je vais d'a-

THÉORÈME I. — Si l'on multiplie une fonction du se-
cond degré x* H- axy-\~ bj2 par une fonction de même
espèce x*-h ax^y^ -f- by\, on obtient toujours une
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fonction X2 -f- aXY -h bY~ de même espèce que les
deux autres.

En effet, si l'on désigne par a, |3 les racines de l'é-
quation du second degré

dans laquelle - est l'inconnue, on a
1 y

( X7 X
a? -\-axy-\- by- —. r2 j- a h b

\ J2 ï

et de même

On a ensuite

== xxx — byyK — a [xy{ -h j x t -

la dernière expression étant déduite de la précédente en
remplaçant dans celle-ci a2 par — a CL — b.

Si maintenant on pose

(2) X = ^ , - byyl9 Y= xyt-+-yxl

il vient
(x — cty) (J:, — a j , ) = X — *Y,

et Ton a de même

Alors, si l'on multiplie, membre à membre, les deux
dernières égalités, on obtient l'identité

(3) X' + aXY+bY^ix'+axy+by^ljLl + ax^i-ï by'\),

qui démontre le théorème énoncé.



Ce théorème peut évidemment être étendu à un nombre
quelconque de fonctions du second degré de même espèce.
En effet, si l'on multiplie X 2 - h a X Y + 5Y2, produit
des deux premières fonctions par x\ 4- a x 2 j 2 H- by2

n

d'après le théorème démontré, le produit sera de la
forme X ' -f- àH1Yi -+- &Y', les fonctions X t , Yt étant
obtenues comme il suit. On remplace d'abord dans les
formules (2) X, .r, # , , Y, y, y^ respectivement par
Xj, X, x2 , Yj, Y, y2, et Ton a ainsi

(4) X, = X . r 2 - £Yj2, Y,=:Xj2-f-Y^2-f- aY/ 2 ;

il ne reste plus alors qu'à substituer, dans ces dernières
formules, à X et Y les expressions que donnent les for-
mules (2). On pourra de même passer du cas de trois
facteurs à celui de quatre facteurs, et ainsi de suite;
mais nous voulons seulement nous arrêter au cas des
facteurs égaux.

Si l'on considère d'abord le cas de deux facteurs égaux,
on fait, dans les équations (2) et ( 3 ) > x 1 = »r, et, en
posant

( 5) Z — .r2 H- a.xy -h by2,

on a Pidentité

(G) X 2 -

X et Y étant données par les formules

(7) X— x1 — by*y

Pour passer maintenant au cas de trois facteurs, il
suffît de remplacer, dans les formules (4), oc^ y^ par
x,y et X, Y par les expressions que donnent les for-
mules (7 ) ; on a ainsi

' 8 ) Y, = 3.r2j + 3«.rj2 H- (a2 — b) y \



et l'identité

(9) X; -t-tfX.Y.-f- bY\—7?

est satisfaite parles valeurs de X4, Y n Z que donnent les
formules (8) et (5).

Traitons enfin le cas de quatre facteurs égaux. A cet
effet, on remplace d'abord, dans les formules (2 ) ,
X , x , Xj,Y, y,j\ respectivement parX2 , X h a:, Y2,Y!, 7,
puis, dans les formules ainsi obtenues, X l 5 Y, par les
valeurs que donnent les formules (8)5 on a ainsi

et Ton satisfait à l'identité

par les valeurs précédentes de X2, Y2, et toujours par la
valeur de Z que don ne la formule ( 5 ).

5. Identités résultant de la considération des fonc-
tions du troisième degré à trois variables. — En sui-
vant une méthode toute semblable à la précédente,
Lagrangc démontre que, si l'on multiplie entre elles des
fonctions du troisième degré à trois variables delà forme

x3 + c) '3+ c2z2 -f- [ab— 3c).rjrz -h a.r?y-\- bxy7 -f- acy^z
-h beyz* 4- [a7 — ib)x*z ~\- [b- —

on obtient toujours une fonction de même forme. Mais,
si Ton fait, dans cette expression, a et b nuls, elle se
réduit à

xz -\- cy* -+- c2z3;

or, comme il n'est besoin ici que d'expressions de cette
forme, pour simplifier les calculs, je modifierai la marche
suivie par Lagrange.



À et [L étant les racines cubiques imaginaires de l'unité,
faisons le produit des trois facteurs x-h ly -+- X2s,
x -f- py -h f-2 2, x -h y -h s . Les deux premiers facteurs,
après que l'on y a remplacé A et p par leurs valeurs,
deviennent

-[lœ—y — z -4- ( r - z) s/^^

-[20: - y — 2— ( j —s) s/—

et ont pour produit

x2 -{- y7 -\- z1 — xy — .TZ — y z .

En multipliant ensuite ce dernier produit par

on a, pour le produit des trois facteurs,

.r3 -f- J3 H- z3 — 3xyz ;

on obtient donc l'identité

r=rz X3 -\- J 3 H- Z3 — 3 . r / Z .

Si maintenant on désigne par a, [5, y les trois racines
cubiques d'un nombre quelconque r, on a

et alors, en changeant dans l'identité précédente y et z
en y y et y2z, on a la nouvelle identité

(*+«ƒ + a5-) («* H- pJT -+- P2z) (.r -f- 77 -f- 72z)
^ ' = .x3 -\- ry* -4- r2 z3 — 3 r^cjz.

Cela posé, on peut démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME I I . — Si' Ion multiplie entre elles deux



expressions de même forme que le second membre de
Videntité (i^), on obtient encore une expression de
même forme.

En effet, si Ton change ,r, y, z en x^ y^ zt dans
l'identité (12) et que Ton multiplie, membre à membre,
cette identité et celle qu'on en a déduit, on aura, dans
le second membre de la nouvelle équation, l'indication
du produit de deux fonctions de la forme considérée.
Pour obtenir ensuite le développement de ce produit, on
remarque que Ton a

(x -h-xjr -4- a2z) (.r, -+- oy â -4- a1*, )
= xxt-±- r(yz,-{- zyy) -h [xyx -+- yxx -h rzr,)a

-f- [xzx -h Z.r, -f- yyK ) a2 ;

et, si l'on pose

X = xxK -f- r{yz{ -h zri )> Y = ^ j , + j x , -f- rzz,,

il vient

X-4-aY -f- a2U = ( r - h a / + a2z) (.r, -+- a j , -f- a2z, ).

On a de même

X -4- PY -f- P2U = [x H- PJ -+- p2z) (.r, -+- p7 l -f- p2zt J,

alors, en multipliant, membre à membre, les trois der-
nières équations, on a l'identité

X1 -h rY3 + /-2U3 — 3rXYU

X (*î -f- ry\ -f- i*z\ -

qui démontre le théorème énoncé.
Si dans l'identité précédente on fait xu yu z± respec-



tivenieiit égaux à a?, y, z et que Ton post*

( i5) Z =:.r3 -f- r j 3 -+- 7'2s3 — 3rxyz,

on voit que Ton satisfera à l'équation

{ 16) X3 -+- rY3 + 7-2U3 — 3 XYU = Z%

en déterminant Z par la formule ( i5) et X, Y, U par les
formules

f irj j X = *c2 -f- 2 r j £ , Y = 2 . / T -f /*23, U = I.TZ -\-y2,

que l'on déduit des formules ( i3) en y faisant a7t, yu zi

respectivement égaux à x,y, z.
Maintenant, si l'on veut satisfaire à l'équation

(18) X

Z étant toujours donnée par laformule ( i5) , on prendra
les expressions de Xj , Y,, U4 déterminées par les for-
mules suivantes :

X, = x3 -f- ryA + r J:3-f 6rxyz9

Y, = 3 {.r\y -f- r.rz* 4- rj H ),

U, = 3(r2z + ,rj2 + /-/32),

que Ton déduit des formules (i3) en y remplaçant d'abord
X, :r, a? ! , , . , par X l 9 X, x, . . . , puis X,Y,U par le*
expressions (17).

Enfin on satisfera à l'équation

l-io) X] + rY] -h HU* — 3/-X2Y2U2- Z%

Z étant encore déterminée pa r la formule ( I D ) , en p r e -
nant

/ X, — .r*-\-/{ rjrj'3 -f- 4 r^xz* •+- 19 rx2y z -I- 6r2 jr23 ? ,

s> 1 ' ' Y2 = rj r* -h 4 ^ ^ 4 - 4 r 2 J ^ 3 4 - i?- /*J 2 r r "̂ ~ 6/vr2z2
?

' U 2 = 72Z< + 4 ^ 3 -f- 4 ' 2 J 3 4 - I?3 2 .n -4- 6 r-';-\

deMathcmat 2csório t. XVIII. (Juin 1870 ) *&



Ces dernières formules s'obtiennent de la même ma-
nière que les précédentes, c'est-à-dire en remplaçant
dans les formules ( i3) X,.r ,x, , . . . par X2,Xl5a:,. . . ,
puis X^Y^Ui par les expressions (19).

6. Identités résultant de la considération de cer-
taines f onctions du quatrième degré à quatre variables.
— X, ja, v, p étant les quatre racines quatrièmes de l'u-
nité, on multiplie les facteurs

.r -4- >y -h V z -h V u, x -+- p.y -4- pi2 z -+- p.3 M,

.r -+- v / H- v2z -f- v3 «, .r -+- p j -h p2 z -h p3 «,

OU

" — 1/ ) v — 1, ce — z — (;> — a ) y — 1,

2 + J + //, -r -h z — y — u,

et Ton obvient pour produit la fonction

-h 9 y2a2 — 4 <r0 " — /\z2yu -\- ^y*jrz -+- 4^2-r«.

Employant ensuite le même procédé que celui qui a
donné le second membre de l'identité (12), on déduit de
la fonction précédente celle-ci, qui est plus générale :

i — /•> * -4— f2zi — r lw4 — 2./'.r2 r.2 + 2 r7y7 ir

et l'on démontre, de la même manière que le théorème H,
le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Si l'on multiplie entre elles deux
fonctions du quatrième degré de la forme (22), on ob-
tient pour produit une fonction de la même forme.



En d'autres termes, si Ton pose

., v i Y = . r r i 4 - r.r, H- /'3«, -f- rwz,,
s i ) < '

1 U = xzx -f- 2.r, H- ^v, -f- /•««,,
( V — ,vnt -\- u.rx --h yzs •+- zs ,,

on a l'identité

/ X4 — AT< + r2U4 — /-3V4 — 2rX2IP + 2r2Y2V2

|) < — 4rX2YV —4r2U2YV + 4rY2XU-h4r îV2

(

Supposons maintenant que, dans les formules (23) et
dans l'identité (^4), on fasse xuyly zuui respective-
ment égaux à x,y, z, u et que l'on pose

l Z — ^ — ry% -4- r2zi — z*3 u4 — o.rjc2z2

{25} < -{- 2 î^y^iû — 4r^yu , — 4 ^^

\ -

on voit que Ton satisfait à l'identité

( 2 6 ) X 4 — / T « -4- r2U< -f- r>V' — 2 r X 2 U 2 -+ . . . = 7J,

en prenant l'expression de Z (^5) et en déterminant
X,Y,U,V par les formules

f X = .z2-{-rz*-h

1 27 ) '

Si Ton veut maintenant satisfaire à l'équation

18.



on prendra toujours l'expression de Z (s5) , et Ton aura

j X t r— 3 rxz"1 ~\~ 3 r/> 'l 3 -f- 3 /•- z«2 -f- G rxy a -4- x \

1 Yt : _ 3 r\) 1- 3/'/> z2 -4- 3ry7u ~\- Gr.rzu -h Z"2/*3,

; V, r— 3.r'w -h 3 r z 2 a -4- 3ryu2

Ces dernières formules se déduisent facilement des for-
mules (23) et (27).

Nous ne donnerons pas ici les expressions générales
de X s , Y2, U2, Va satisfaisant à l'équation

(3o) X; — rY] -+-. . .^--Z4,

parce que ces expressions sont compliquées et qu'elles
ne seront pas employées dans ce travail, du moins dans
leur généralité.

7. Crénêralisalion des résultats précédents.
La question générale que nous nous proposons de

résoudre est celle-ci : a, [3, y, . . . étant les racines de
F équation

31 ç'" — r — o,

el J „ , Xi* .r2, . . ., .*'m-iî /« quantités quelconques, trou-
ver l expression du produit des m fonctions

.r0 -f- .r, a -f- ,r_,a2 -4- . , . -f- .r/w__, a w ~' ,

•'•« -4- -'i P -4- .r2 p2 + ...-+- .rw , f/»"1,

Si Ton pose

,r0 - 1 - ./ , c — . r , ç ' - 1 - . . . -r- rw 1 ̂ '"~1 = 7:,

et que Ton élimine £ entre l'équation (3i) et la précé-
dente, on aura une équation du degré m en 71, dans la-
quelle le terme indépendant de cette variable sera, à un



facteur constant près K, le produit demandé que nous
désignerons par P. 11 s'ensuit que KP sera le résultat de
l'élimination de £ entre l'équation (3i) et l'équation

( 32 ) x0 4 - x{ t 4 - .r2 £
3 4 - . . . 4~ .rni_, çm~' = o.

Pour faire cette élimination, multiplions m fois par \
les deux membres de l'équation (32), mais en ayant
soin, après chaque multiplication, de remplacer £m+l

parla quantité r£, qui lui est égale en vertu de l'équa-
tion (3i). On est alors ramené à éliminer m inconnues
£, £% £3, • • ., £"* entre les m équations homogènes du
premier degré

.r0 ; 4 - -r, I/ 4 - . . . -f- .r,«_2 e'"-1 -I- jrm_, Hw — o ,

^ -r^. , l -f- .r-0 ^2 -f-. . . - i- . r r t l _ 3 ^-« -f- .r,,_2 H'rt — o ,

; 3 3 ) J r.rm_2 Ç -u /•jr,n_l ^ -h . . . 4 - .r,/z_4 Ç»'-' 4 - .r w _ 3 £'" = o ,

r x , H - h 7-.r2

et le résultat de l'élimination se trouve représenté par
le déterminant

(34) r-r»,- i

dont le mode de formation est suffisamment indiqué.
On remarquera que /' est facteur du premier terme de la
seconde ligne, qu'il est facteur des deux premiers termes
de la troisième ligne, et ainsi de suite, de telle sorte qu'il
est facteur des m— î premiers termes de la dernière ligne.

Quant au facteur K, il est égal à î, car le produit
demandé et le déterminant contiennent tous deux le
terme x™.



Nous allons maintenant démontrer le théorème général
suivant, qui comprend, comme cas particuliers, les
théorèmes II et III.

THÉORÈME IV. — Si l'on multiplie entre elles une
fonction du degré m représentée par le déterminant
général et une f onction de même espèce, on obtient une
autre fonction de même espèce que les deux autres.

En se reportant aux démonstrations particulières don-
nées aux n?s 5 et 6, on voit que tout revient à démontrer
qu'en multipliant l'un par l'autre les deux facteurs

x0 4- xKy. 4- . . . -ï-xm_xc/.m-\ x0 + J ; ' , K + , . . 4-#îw-i am ',

on obtient un produit de même forme. Or, en elïectuant
la multiplication, on a

~\-rx

4- r.i

Si

.T9X\ 4-

m—1 •*• | "^

•+-

iVi +

donc on

Xo =

x, =

rx,rm_

pose

xi' 4

•

a 4

4

4

4

4

4

- xox\

- .r2.r0

- *ix\

- rxm_x.>\

- rxA.r,H__x

4- / [xm_i r

a 2 -h . . .4- .rm_,.r0

4-

7x\ _|_ . . . _|_ .i'xxnl , ^

' i r y T> ^

X / ; j _ , = . r n , _ , . r 0 4 - . r , n _ 2 . r ' , 4 - . . . 4 - ^ u ^ ' / / , -

onobtientlafonclionX04-X1a-hX2a
24-»

de même espèce que les deux premières.
On voit, d'ailleurs, immédiatement de quelle manière

se forme la fonction Xo, et comment les autres fonctions
s'en déduisent par la permutation circulaire des indices
o, î, i. . .m — i dans les premiers facteurs de chaque
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terme. On remarque encore que r est multiplicateur de
tous les termes, excepté un dans la première formule,
excepté deux dans la seconde, et ainsi de suite, de telle
sorte que, dans la dernière formule, m'est multiplicateur
d'aucun terme.

On pourra maintenant, si Ton veut, obtenir les valeurs
de Xo, Xj, X2, . . . ,Xm_i correspondant aux cas où Ton
multiplie entre eux un nombre quelconque de facteurs
égaux. (u4 suivre.)


