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QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS GEN!?RAL DE 1878, POUR
LA CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES;

SOLUTION DE M. L. DE LAUNAY,

Eléve du lycée Fontanes (classe de M. Desboves) ™)

Déterminer les rayons des deux bases d’un tronc de
cone, connaissant : 1° la hauteur h du tronc; 2° le vo-

. .. 3 N .
lume, qui est équivalent aux - de la sphére de dia-
.+
métre I 5 3° la surface latérale équivalente a celle du
cercle de rayon a.
On ne considérera que les troncs formés par des
plans qui coupent les arétes d’un méme coté du sommet,

et U'on indiquera le nombre des solutions qui corres-

. a
pondent aux diverses valeurs du rapport &
(3

Soient x ety les deux rayons de bases, ’expression

du vol ra "R (g -2 ), et s hypo-
ume sera - (x*+y* 4 xy), et comme, par hyy

\ . 3 ,
theése, elle est égale aux > du volume d’une sphére de

4

S T N 1
diamétre iy c'est-a-dire a S >< znh® oug

1<% 81:713, on a la

(*) Premier prix du Coneours général.
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premiére équation du probléme

h
%(w’-&—y’—l— zy) :%n’h’,

ou, en supprimant le facteur commun =/ et muliipliant
par 3 les deux membres de 'équation,

(1) .L"—i—y’—k-.ry::%lz’.

La surfacelatérale a pour expression (Z désignant I'apo-
théme da trone) 7l(x +y) ou w \Jh?+ (x— ) ) (x4 ¥);
on a donc, aprés avoir élevé au carré, la seconde équa-
tion du probléme

(2) (x 4yt (z—y))=a'

Pour résoudre le systéme des équations (1) et (2), on
peut employer plusieurs méthodes.

Premiére méthode. — Prenons pour inconnues auxi-
liaives la somme des rayous et leur différence; en re-
marquant que 'on a identiquement

by = (Jr -l—_y)'l— {z— y)2,
la premiére équation devient

(r -y — 'z —y)2 3
(.r+y)’—‘r y 4@” Y :gbz’

ou, toutes réductions faites,

(3) 6(zx+y)P+2(r—y)=3M",

d’ou, en substituant dans cette équation la valeur de
(x -+ y)* urée de I'équation (2),

6at

e xr—y =3 n
/t’-—i—(.z‘—-y)':_‘_z(r J) 31,

ou

Bal - 2lF(x —y )+ 2(x — y)'= 34 3l (x —y 2,
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d’on 'on déduit I'équation définitive
(4) 2(x — y)t— A x —yP+6a‘'— 3k —=o.

Nous sommes ramenés a résoudre une équation bi-
carrée en x — y, d’ou l'on tire

ey o\ w?_tls\ou'- 341
4
. \/lzi‘—\’)S/ﬂ—zg;l‘
r—)y - T— S,

Mais, les équations (1) et (2) étant symétriques par
rapport a x et y, on peut convenir d'appeler toujours
x la plus grande des deux quantités x et y 52 — v est
alors toujours positif et 'on a finalement

N2 = y2bht— 48
15) oy =V E VBt

Portons maintenant ces valeurs de x — y dans I'équa-
tion (3), il vient

(p4-2PP=30"— BEVoSk — d8al

5k a5k — {8 a*
9
2

d’on enfin

!5l \V2bh — 48
(6) .,._HTI‘:\,/ 5h -Mzi/z 48a

Maintenant ces valeurs de x — y et de x +y étant
connues, on en déduit x ety par les équations

o

S5t JoB N — (S at —
{7)1‘_:%\/“ =V 5,,l Ll ——iv//z‘:\/zf)/t‘—/;Sa‘,

/~ T i
1y /3T V2hit— 48a¢ 1 ===
8y = e — -\l Y25 hi—- 48 at.
4 v 3 1
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Discussion. — Pour ue les valeurs de x et de y soient
admissibles, il faut d’abord qu’elles soient réelles. Pour
que (x — y)*soitréel, il fautquela quantité 254* — 48 a*
soit positive, c'est a dire que 'on ait

at 25 a V5

) * 4 )
\9) e

Mais une valeur de (x — y)? admissible doit étre non-
sculeient réelle, mais encore positive pour que x — y
soit réel.

Or, le produit des racines de P'équation (4) est

Gat— 210 T .
—; nous sommes donc conduits & distinguer trois

cas, suivant que 6a*— 3 h* sera supérieur, inférieur ou
a‘

égal a zéro, c’est-a dire suivant que - sera supérieur,
It

e . T . .
inférieur ou égal & ;: ces trois hypothéses sont d’ailleurs

; nous avons
48

25
donc déja pour - dcux valeurs punmpa]es AT

D’aillears, I’ equauon (3) éant du premier degré par
rapport a (x +y)*, a chaque valeur de r —y corres-
pondra une valeur de (x < v )*; pour que cette valeur
soit admissible, 11 faut qu’elle soit positive, c’est-a-dire,
d’aprés 1'équation (3), que 3 2* soit plus grand que

possibles, pulsque ~ est plus petit que

3,,.,
2 (x—y)*; nous devons donc comparer~ h*alx—y)%
. 3.,,. . .
or, en substituant = 2* & (x — y)* dans 'équation (4),
2

"/,

on oblient = 7:”+ 6a* — 30 ou 6a*.

Le résu]tal de |a substitution est donc toujours positif
et par suite la valeur de (1 = ¥)® positive.
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Dailleurs, pour que x ct y soient positifs, il faut que
x — y soit plus petit que x + ¥, ou
6(r—y)-Z6{x=+y),
6(r—y 30— 2(x—0)%
8(x— y) 382,
3

(.’l‘ ——]‘)2< §}l?.

3,, . . .
Comparons donc glzz a (x —y)?, et pour cela substi-

3,,. . . .
tuons gh’ a (x — y)* dans I’équation (4) ; le résultat de
la substitution est
aht— 12kt — g6kt 19204

3 .
3;%11‘—3/1‘+6(1‘—3h‘: o ’

ou enfin
192a*— goh!
32

Nous sommes donc conduits a distinguer trois cas,

suivant que 192 a* est supérieur, égal ou inférieur a
h*, c’est-a-dire suivant que @ est supérieur, égal ou
99, " I ht P kg o}

inférieur 3 2.
192

Dailleurs 29
192

, N 3 1 1 ..
est ¢gal & ~+ —— ou -+ —» quantiié
2 192 2 64

1 . 25 I {
plus petite que 78 F)u 3 -+ 75"
4 4
N . . R at
Cela posé (*), faisons croitre 7 €n passant par les
3

(") Un tableau de la discussion permet de la suivre plus facilement.
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trois valeurs principales que nous avous trouvées et qui,

. . I 25
rangées dans l'ordre croissant, sont ~» 929,02,
192 43

Supposons &’ abond plus petit que ; ; alors, dans

I’équation (4), le produn. des racines est négatif; 'une
d’elles est négative et a rejeter, l'autre est positive.

Mais = /— est aussi plus petit que 9;2, et 192a*— gg9ht

est plus petit que o; le résultat de la substitution de

o
9 \ , .
glﬂ a (x —y)? est donc négatif ; I'une des valeurs de

(xr —y)? est plus petite que %h’ et Pautre plus grande

comme il y a une racine négative, c’est elle qui est plus
petite; autre est plus grande eva rejeter : donc, dans ce
cas, oqolmion.

Quand est égal a —, le produit des racines est égal 4

zéro :'une des valeurs de (x — y)? est donc nulle; il y
a dans ce cas une solution : un cylindre.

) . , . 3 .

D’ailleurs, I'autre racine est plus grande que g I?eta
rejeter.

Quand " est compris emre et =~ , le produit des

racines est positif, et, comme 1eur somme 1'est aussi,
elles sont toutes deux positives; d’ailleurs, le résultat de

o 3., . . , .
la substitution de gh’ étant toujours négatif, une seulc

de ces racines est admissible; on n’a doue pour x —y ct
x -4y qu'une seule valeur et par suite un seul sys-
téme de valeurs pour x et ).

Quand esx égal a ——, le résultat de la substitution
192
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8
tion en (ax — y )3 par suite, pour cette racine, X — y est
égal a x + y et y est nul, c’est-a-dire qu'on « un cone ;
d'ailleurs 'autre solution est admissib]o

)
3 3 . ,
de 5 A% est nul gh’ cst donc une des racines de 'équa-

4
Quand et compiis enlr(‘q—Q et 22 le résultat de
192 43

la substitution de 3 h2 est positif; donc les deux racines
. 3,
sontou toutesdeux plus petites que glz outoutes deux plus

. . N
grandes ; leur somme étant égale 4 —, elles ne peuvent
2

pas étre toutes deux plus grandes ; donc elles sont toutes
deux plus petites et par conséquent admissibles. Dans ce
cas, il semble quil y ait quatre syst¢mes de solutions,
mais on n'en a en réalité que deux :

5h — 2\)/1 ——éba' - —o=
v
~——\/z ﬁ—vzah‘——qba‘
A ;

¥ _Z\/S/z — 25k —f8at — —\//t -+~ V25h — 8a';

/—)—/‘3/— Seat I —
__4\//“ ! 25' il Z\/h — Y250 —48a,

/50 - \/?J/l‘——48(1 e e
—\ bt — 25k — 43at.
" \/ 4\ v25/'— fBa

Quand st (gal a 48 » on a une solutiondouble pour

25 ,
——»> on na

48
pas de solution.

Ces diversrésultats peuvent se résumer dans le Tab!eau
suivant :

x — j ctenfin, quand /_* est plus grand que
“ (3
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l‘

s . . « .
Variations de e Nombdres de solutions.
(]
at 1 1
— < - o sol.
A}
at 1 .
— = 1 sol. : cylindre.
ht 2
T a' [e]6}
- e 2 1 sol.
2 it ~ 192
at 99 2sol.: 1 cone et 1 tronc
T g2 de cone.
s K
99 4 20 2 sol
- .
192 " h T 48
at 25
~
- o sol.
W58

. ,. . . 14
On voit, comme détail de la discussion, que 7d un
(]

. 25 .
maximum 4—8; on peut se proposer de le trouver direc-
tement.

Supposons %* constant; nous cherchons le maximum
de a* ou, d’aprés 'équation (2), de

A P
ce que 'on peut écrive

g (a2t 2= zy, -2y [P+ 12ty - xy ), — Bay]
!0) { <3 } [ 3 \
PP PR PR
' \81—r~] \][‘b’l 31))

s \
Ce dernier produit est égal a

3 . \ WAL \
(8/1 +ay) <—8—/1 —3.1?]/)’

ou, en développant, a

33 Q,. 11 Mray .
U—./; I — 5 hiry - 'y — 3xiyn.

Nous sommes done ramenés finalement a trouver le
Aun. de Mathémat., 2¢ serre, t. XVHI. (Septembre 1879.) 27
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maximum de
2Ry — 242y = xy (I’ —1227),
ou de 12xy(h* —r2xy), c'est-i-dire le maximum dn

produit de deux quantités dont la somme est constante ;
cemaximum a lieu quand les facteurs sont égaux, c’est-

T IR : ;
a-dire quand xy est égal a By e et alors a* est égal (10) &

3 h? 3 3h?
—h? - h2 —
(54 3g) (#+5+=)

10/2 > 30h?
T -
24 24
. 25h2 . Lo ,
ou, enfin, a —48—; cc (ue nous avions deja trouvé par unc

autre méthode.

ou bien a

Seconde méthode. — Au lieu de prendre pour in-
connues la somme et la différence des inconnues x, y,
on aurait pu prendre Xy et x -+ y.

La seconde équation peut se mettre sous la forme

(x+yP [+ (z+y)—4zy]=a,

d’on, en tenant compte de 'équation et de la relation

o

(v v)P—elr —y)?
M

]

.T}” e

) 3
&y ) l WA {z+y)P—4(2+yf -+ /r'] =ai,
‘e 4+ y )2 —6(x +y)+ 322] = af,
6(r +y—5h(r+y)+2a=o,
\/5lt‘i\/?5/t‘— 48 a*
r —I—-)’: 9

12

_ Sk yab5h — 4Bat 3

_g/p,

xy
12

k2254 — [8at

o

2
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x et y seront, par conséquent, les racines d’une équation
du second degré

X?— X\/5h2i\/m+m+ 2\/m
12 24

Note. Solutions analogues de MM. Moret-Blanc et Robaglia.



