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_ SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES

Question 1302

(voir 2° série, t. XVII, p. n29);
Par M. MORET-BLANC.

Dans une conique & centre, inscrire le quadrilatére
maximum ayant pour un de ses cotés un diamétre
donné, et pour cété opposé une corde paralléle a une
droile donnée. (. Gassien-Mane. )

Si la conique était une hyperbole, il est évident que
la surface du quadrilatére croitrait indéfiniment avec les
distances de la corde aux deux extrénmités du diamétre
donné. La conique devant étre une ellipse, qui est la
projection d’un cercle, on est ramené a résoudre le pro-
bléme dans le cas du cercle.

Ayant décrit un cercle sur le grand axe de Pellipse
Jonnée comme diamétre, déterminons les diamétres du
cercle qui ont pour projections le diamétre donné de
Pellipse et celui qui est paralléle a la direction donnée.
Soient AB le premier, CD une corde du cercle paralléle
au second et & leur angle.

Abaissons AE, BE ¢t OG perpendiculaires sur CD, et
soit OG = z.

L’aire S du quadrilatére ABDC est égale a celle du
trapéze ABFE diminuée de celles des deux triangles
ACFE et BDF. Or, la base de chacun de ces triangles est

dgale a

EG — CG = a cosz — a*— 3+,

1a demi-somme de leurs hauteurs est 7, et la sonme de
lcurs surfaces est

/ Iy A
lacosz \/(l'— s
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on a donc
S=o2azcosa — (acosa — \/a_’:—_z—) z=—=ascosz+ :,\/a_’:—“z«’.
Egalant a zéro la dérivée par rapport a z, pour avoir la
valeur qui convient au maximum, il vient
a’*— 2z°

acoss — ————o,
Va?— z?

a*cos’z(a@’ — 2* )= (22— a*),
ct, en développant et ordonnant,
42*— (fa’— a*cos*a)z® + a‘sin*a — o.
Si I'on pose z* = au, il vient, en divisant par u*,*
fur— (fa —acos’z) u + @ si‘n2z —o.

On est ramené a construire deux lignes, connaissant

a*sin?z

a 9 .
leur somme a ———Zcos o ct Jeur produit ; on aura

ensuite z par une moyenne proportionnelle entre a et u.
Le quadrilatére ABCD étant censtruit dauns le cercle,
on le projettera sur Dellipse.
Question 1311
(voir »° serie, t. XVIIi, p. 33);
Par M. Marcerro ROCCHETTI,
Professeur au lycée R. Campanella, a Reggio (Calabria).
Quatre nombres entiers a, 3, v, 0 positifs ou négatifs
étant donnés, soit.faz'!, pour abréger,
P=o?+4 '+ p*—6(a+B+7,
Q=g k3 fy 0
R=p+d 4+ — By +0 4+ a,
S =d*+ o' +f— g6 +a—+ Bl
On peut démontrer, par un calcul direct, que le

nombre
P Q' RS2
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est le produit de deux facteurs, dont l'un s’exprime
par une somme de quatre carrés et l'autre par une
somme de trois carrés. (S. ReaLis.)

Posons
1) A=24+B+4+24+ 8, et B=a—+E+q+0,

il vient

P—=A—BJ, Q=A—Bz, R=A—Bp, S=A—By;

d’on

P24+ Q'+ R*+S*=A(4{A —B?),

ct, en remplacant A et B par leurs valeurs (1),

Pt Qo Rk 8= (w7 oty ) [( b g — f— 0
Hla+Bb—y—0p+ a+0—B—qg)L

Note. — La méme question a été résolue par MWM. Droz; Ferdinando
Pisani; Sondat; Louis Cauret.

Question 1314
(voir 2° série,t. XVIlI, p. 3,

Par M. Ferpivanno PISANI.

Si, dans un triangle ABC, on a A == B = go°, alors
2_ciz: (a 4+ b)tz+ ((l — b‘):tv’

les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble.

On demande une démonstration simple de cetle

cxtension du théoréme de Pythagore.
(DonaLp Mc. ALisTER.)

1° Lorsque A + B = go°, ¢* = a* + b*;
2ct=oa+2b'={a+b)+ (a—b}%
2° Soit A -— B = go°, ou A = go° + B. Au sommet

de I'angle obtus A, élevons au coté AB une perpendicu-
laire AD qui rencontrera le coté BC, en un point D si-



( 428)
té entre B et C. On a, par hypothése, A = go°® + 1,
et, par construction, A = go° -+ DAC; donc DAC = B.
Il s’ensuit que les trlangles DAC, BAC sont semblables
leur similitude donne

.

b b2
AD="", DpC=",
a a
d’ou
b2 at— |
BD —_— _— e T —— .
¢ o a

Dans le triangle rectangle BAD,

ED = AD -+ AB;

-—2

1
aonc
(a*— b1 beer (at = bt et
- \ !
—=3 = = Ty
a o o-
at— b“)?:: w4 /,z) ¢?

De cette égalité, on tire successivement

2 — b= [ a— by la-=-b"- e,
2 (@ — 17 (a —-/}"
— = -t — s
ot at— b (e — /12\’
. 1 I
T s e e ¢ Q F. D
¢t \n—g—o) = b
Note. — La méme proposition a été démontrcee au moyen des formules

de la Trigonometrie, par MM. de Virieu et Rocchetti.

M. N. Artemicll, & Saint-Pétersbourg, en a donné deux demonstra-
tions, 'une géometrique, Pautre par la Trigonométrie.

M. O. Save, de 'Athénee de Mons, en a donne une demonstration
geométrique.

Question 1315

(voir 2" série, t XVIII, p. 336);

Par M. Louis CAURET.

Etant donnés un triangle inscrit ABC et le diamétre
DY perpendiculaire a BC, «f du point C conune centre,
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avec la moitié de BC pour rayon, on décrit une circon-
Jérence gui rencontre CE en N, que par N on méne
NM paralléle i CA, et coupant AE en M, il s'agit de
démontrer que
AC + AB
AM =AU AR
2
Ce théoréme sert a déterminer le grand axe d’une
ellipse dont on connait deux diamétres conjugucs.
(A. Camsien.)
Dans le triangle AEC, on a
AM_AE
CN 7 CES

. . BC
ou, puisque CN = 5

) 2.AM.CE = AE.BC.
Le quadrilatére ABEC étant inserit, on a aussi
AB.CE 4-AC.BE = AE.BC;
et, comme BE = CE,
(2) [AB - AC)CE = AE.BC.
Les égalités (1) et (2) donnent
2AM.CE = (AB + AC)CE;
d'on

AM = &.;LC G. Q. F, .

La somme et la différence des demi-axes d'une ellipsc
dont on connait deux diamétres conjugués, étant repré-
sentées par deux cdtés AB, AC d'un triangle inscritdans

(*) 1l est supposé que les deux points E, A sont situés de differents
cotés de CB; autrement, la droite AM ne serait pas égale a la demi-
somme des cotés AB. AC du triangle ABC: elle serait égale a leur demi-
différence. (Note du Redacteur.)
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une circonférence que l’on sait décrire, on aura, par
ce qui précéde,
(a+b)+(a—b

AM — —=a.
2

Remarque.—Si'onsuppose AB=a+b,0u AB>AC,
on aura le demi petitaxe delellipse en retranchant AM
de AB. De A comme centre avec AM pour rayon, on
décrira une circonférence rencontrant AB en P; le seg-
ment BP sera égal a b.

Note. — Solutions analogues de MM. Lez, Ferdinando Pisani ¢t Ro-
baglia.

Question 1317

(voir 2® série, t. XVIII, p. %36);

Parn M. Ferpvinanno PISANI.

« Démontrer que le polynome
M — Rzttt 4o (R — 1) — na T o g
est divisible par (x — 1)*.
Trouver I’expression générale du quotient. »
(GenTY.)
Cepolyndme et ses trois premiéres dérivéesseréduisent
3
a zéro par x = 1; il est donc divisible par (x —1)*. On
peut le débarrasser immédiatement du facteur (x —1)?,
en le mettant sous la forme
(an— 1) — p2an(r — 1)
La division du polynéme par (x —1)* le réduit a
("' 2 1) — R
En divisant de nouveau par (x-—1)*, on a d’abord lec
quotient
Q (.1:"—‘ B R I 1)2 ntxn—t
B (

xr —1 &r—1)



(431)

Mais
E i A SIS Sy |
r—1
) P
=[ar =t 4. (n—2)x+n—1]+ '_,,
r—1
et
n—! AP =i e I
(w—ap x —1 T(x—x)’.

Donc, en posant

ot (n—2)e 4 n—1 =2,

on aura
2 F A S S ST | n?
Q={a+ —112( - —
£ —1 r—1 (z—1p?
., 2na s S e S |
= a® 4+ — n? .
r—1 r—1
Or,
@
:[xrz—3+ 3];11»-4_'__ GI"""'—}—. .
£ — 1
ln—11){n—2) non—1)
7 9
2 2(x—1)
et

B Y R RN S (o |
z — 1

:[—xn—3+ 22" — 3).7:—{-—/1——2]-%—-;:_%;

il en résulte

Q=[z"?*+ 22"+ ... +(n—2)x+n— 1]

2
—nfet 42z 4+ (n—3)x+n—2].

- / Y y
. n—1)ln—a2a)
“+ an Lz"—s—!— Jarn—t 4 Qi L - “————\——“]

Le quotient est composé du carré d’un polynéme de
degré (n—2); d’un second polyndéme du degré (n — 3),
multiplié par 275 et d’un troisi¢éme du degré (n —3),
multiplié par(— n?). Les coefficients des termes du pre-
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mier et du troisi¢me se composent de la suite naturellc
des nombres entiers; les coefficients des termes du se-

cond sont les nombres triangulaires consécutifs.

Note. — La méme question a été résolue par MM. de Virieu ct
Marcello Rocchetti.



